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Recenzja pracy dokorskiej magistra Piotra Kucharskiego

Knots and BPS invariants

Klasyfikacja weztéw — klas réwnowaznosci gladkich odwzorowan S' — 5% — sta-
nowi klasyczny, nie w pelni rozwigzany problem matematyczny. Uzytecznym narze-
dziem takiej klasyfikacji sg niezmienniki weztéw, takie jak wielomian Jonesa czy jego
uogolnienie, wielomian HOMFLY-PT P(a,q) (od nazwisk pracujacych w pieciu nieza-
leznych grupach autoréw, ktérzy zaproponowali jego konstrukeje: J. Hoste, A. Ocne-
anu, K. Milletta, P. J. Freyda, W. B. R. Lickorisha, D. N. Yettera J. Przytyckiego i P.
Traczyka).

Wielomiany te stanowig jedng ze stron ciekawego zwiazku miedzy teoria wezléw
i kwantows teoria pola. Jak pokazal Edward Witten, wielomian Jonesa dla danego
wezta moze by¢ uzyskany poprzez obliczenie, w tréjwymiarowej teorii Cherna-Simonsa
z grupg cechowania SU(2), kwantowej wartosci oczekiwanej pokrywajacej sic z wezlem
petli Wilsona. Uogdlnienie tego rachunku na teori¢ z grupa cechowania SU(N) (dla
reprezentacji fundamentalnej) pozwala odtworzyé¢ wielomiany HOMFLY-PT weztéw,
za$ dopuszczenie dowolnej reprezentacji R grupy cechowania prowadzi do tak zwanych
“kolorowych”™ wielomianéw HOMFLY-PT Pg(a,q).

Pod koniec ubieglego oraz na poczatku obecnego wieku pojawil sie szereg prac
z dalszymi uogolnieniami powyzszych konstrukeji, wykorzystujacych jezyk topologicz-
nej teorii strun oraz symetrie zwierciadlang pomiedzy parami rozmaitosci Calabi-Yau.

Wyniki tych prac pozwalaja powiazaé¢ oznaczane symbolem Hﬁk przestrzenie stanow
BPS, konstruowanych jako punktowa granica strun rozpietych miedzy zestawem D2 i
D4 bran w geometrii szczegdlnej, niezwartej rozmaitosci Calabi-Yau z nowymi, wielo-

mianowymi niezmiennikami weztéw, tak zwanymi kolorowymi superwielomianami,

ijk*

Pgla,q,t) = Z a'qt* dim HE

i,7.k
Fizyczne rozumowanie przedstawione w wymienionych powyzej pracach pozwala utoz-

sami¢ (dla szczegdlnych, symetrycznych reprezentacji grupy cechowania) zdefiniowane

tym zwigzkiem kolorowe superwielomiany z kolorowymi wielomianami HOMFLY-PT.
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Fakt, ze dim ’Hf}k sa liczbami naturalnymi prowadzi do wniosku — nazywanego w re-
cenzowanej pracy doktorskiej hipoteza LMOV — iz pewne niezmienniki topologiczne
weztéw, definiowane poprzez kolorowe wielomiany HOMFLY-PT, sa liczbami catkowi-
tymi. CzeSciowy, matematyczny dowdd tej hipotezy stanowi jeden z gtéwnych wynikéw
pracy doktorskiej pana magistra Piotra Kucharskiego.

Recenzowana praca doktorska sktada sie z pieciu rozdziatow.

Rozdzial pierwszy zawiera szkic rozumowania, ktére doprowadzito do sformutowa-
nia hipotezy LMOV oraz definicje pojeé i struktur, uzywanych w dalszej czesci pracy.

W rozdziale drugim Autor wprowadza pojecie dualnego A-wielomianu, bedacego
wielomianowym (w zmiennych spelniajacych algebre Weyla) operatorem anihilujacym
funkcje generujaca dla wielomianéw HOMFLY-PT kolorowanych symetrycznymi repre-
zentacjami grupy U(N). Nastepnie Autor dyskutuje jego granice klasyczna, definiujaca
krzywa algebraiczng zawierajaca informacje o niezmiennikach BPS wezla zadajacego
wielomian. Istotnym dla dalszej dyskusji jest takze istnienie szczegdlnej klasy wezlow,
dla ktérej wspoétezynniki kolorowego wielomianu Ps, (a, g) przy, odpowiednio, minimal-
nej i maksymalnej potedze argumentu a, spelniaja niezaleznie réwnania o operatorach
nazywanych ekstremalnymi A-wielomianami.

Badanie w rozdziale trzecim klasycznej granicy ekstremalnych A-wielomianéw dla
kilku przyktadowych weztow pozwala na, jak pisze Autor, .eksperymentalne” sformuto-
wanie .poprawionej hipotezy catkowitosci” (improved integrality conjecture). Ma ona
status matematycznego twierdzenia (dowiedzionego tylko w szczegdlnym przypadku)
ktore, jesli okaze sie prawdziwe, daje w szczegdlnosci konstrukeje nowego niezmiennika
topologicznego weziéw (jak sam Autor przyznaje, jego fizyczna interpretacja nie jest
jednak jasna).

Rozdzial czwarty zawiera konstrukeje formalnego jezyka, ktéry pozwala w zdefinio-
wanym w drugim rozdziale przypadku .ekstremalnym” otrzymac relacje rekurencyjng
spelniana przez niezmienniki BPS oraz poda¢ dowdd hipotezy LMOV dla pewnej szcze-
gblnej klasy weztéw. Rozdzial piaty wreszcie zawiera hipoteze majaca postaé réwnosci,
ktorej jedng strone tworzy funkcja generujaca wielomianow HOMFLY-PT kolorowa-
nych reprezentacja symetryczna, druga zas jest wyrazona poprzez wielkosci zwigzane
z grafem  kotczanowym” (quiver diagram). Hipoteza ta — nazwana przez Autora
“knots-quivers correspondence” pozwala w szczegdlnodel powiaza¢ niezmienniki BPS

dla wezléw z niezmiennikami Donaldsona-Thomasa dla grafu (doktadniej z “integer
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motivic Donaldson-Thomas invariants”). Jesli zwiazek graféw kolczanowych i weztow
okaze sie by¢ prawdziwy, to hipoteza LMOV bedzie jego konsekwencja.

Wyniki zawarte w rozdziatach drugim, trzecim i czwartym ukazaly sie jako publi-
kacje w bardzo dobrych czasopismach naukowych (Communications in Mathematical
Physics i Journal of High Energy Physics) co daje dodatkowa rekojmie ich rzetelnosci.
Prace te zostaly dostrzezone w srodowisku naukowym i byty juz wielokrotnie cytowane.
Wryniki zawarte w rozdziale piatym pan magister Piotr Kucharski anonsuje jako majace
sie ukaza¢. Wartym podkresdlenia jest rowniez fakt, ze pan magister Piotr Kucharski
jest wspotautorem dwoch innych prac, ktorych wyniki nie wechodza w sktad rozprawy

doktorskiej, 1 z ktorych jedna zostata juz opublikowana w Nuclear Pysics B.
Pozwole sobie teraz sformutowaé kilka, czesciowo krytycznych uwag.

Wszystkie prace tworzace material rozprawy doktorskiej pana magistra Piotra Ku-
charskiego powstaly we wspolpracy z innymi, bardziej do$wiadczonymi badaczami
(w szczegblnosei z promotorem pracy doktorskiej, dr hab. Piotrem Sutkowskim). Roz-
dzialy drugi, trzeci i czwarty nie stanowia niestety istotnej ,wartosci dodanej” w sto-
sunku do samych publikacji. Nie jestem w stanie poroéwnaé zawartosci rozdziatu pigtego
z niedostepna jeszcze (nawet w formie preprintu na serwerze ArXiv) publikacja.

Wstepny rozdzial pierwszy — ktéry w zamierzeniu jest wprowadzeniem do tema-
tyki pracy — jest nieco rozczarowujacy. Pan magister Kucharski dosy¢ wiernie trzyma
sie sformutowan z prac oryginalnych, na ktorych opiera kolejne fragmenty i w efekcie
ta czes¢ pracy jest raczej kompilacja prac innych autoréw a nie samodzielnym, syn-
tetycznym opracowaniem. W wielu miejscach widoczny jest takze — jak sadze —
pospiech towarzyszacy Autorowi podczas pracy nad rozprawa doktorska, co przejawia

sie w wystepujacych w pracy ,misprintach”. Pozwole sobie wymieni¢ kilka z nich:

e w definicji topologicznego modelu sigma w podrozdziale 1.1.2 jedna z grassman-
nowskich jednoform jest elementem cofniecia wiazki form anty-holomorficznych
(w pracy obie formy zostaly zapisane jako cofniecia elementéw wigzki form holo-

morficznych);

e pierwszy wyraz w dzialaniu (1.1.10) wydaje mi si¢ podejrzany: wedlug mojej wie-
dzy jeden z indekséw metryki oraz odpowiadajacy mu indeks pola bozonowego
powinien by¢ indeksem anty-holomorficznym (zapewnitoby to rzeczywistos$é dzia-

tania);



e pojawiajacy sie we wzorze (1.1.14) cykl 3 jest elementem grupy homologii, a nie

kohomologii;

e w drugiej linijee wzoru (2.2.1) sumowanie po indeksie n powinno byé juz nie-

obecne;

e w opisie rysunku 3.1.2 niepotrzebnie powtarza sie stowo "wezel”.

Nieco razi takze czeste uzywanie w rozdziale pierwszym, w sytuacji gdy przedstawiane
tam rozumowania i konstrukcje prezentowane sa z koniecznosci w sposdb skrocony,
a nawet szkicowy, wyrazen typu "udowodnilismy”. Wreszcie, w niektorych podrozdzia-
tach rozdziatu pierwszego znajduja sie stwierdzenia nieprecyzyjne: nie jest na przyktad
jasnym - na poczatku podrozdziatu w ktérym Autor pisze o otwartych strunach to-
pologicznych — na jakie pola nalezy natozy¢ warunek brzegowy Dirichleta a parametr
t wystepujacy w akapicie pod wzorem 1.1.19 nie zostal tam zdefiniowany.

Powyzsze uwagi krytyczne nie wptywaja jednak w istotny sposéb na mojg ogolna,
pozytywng ocene pracy doktorskiej pana magistra Piotra Kucharskiego. Omawiane
w niej zagadnienia sa wazne 1 interesujace, a uzyskane wyniki gteboko nietrywialne. Juz
samo przyswojenie tak obszernej klasy fizycznych i matematycznych poje¢ wystawia
bardzo dobre swiadectwo wiedzv pana magistra Kucharskiego, a umiejetnosé tworczego
zastosowania tych pojeé, o ktérej z cata dobitnodcia swiadcza uzyskane wyniki pozwala
na stwierdzenie, iz osiagnat on poziom rozwoju naukowego z naddatkiem wystarczajgcy
do ubiegania sie o stopienl naukowy doktora. Na tej podstawie wnosze o dopuszczenie

go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Dr hab. Leszek Hadasz
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