Streszczenie

Petlowa grawitacja kwantowa jest pierwsza i stosunkowo zaawansowang proba konstruk-
cji jawnie niezaleznej od tta teorii grawitacji kwantowej. Kinematyczna struktura petlo-
wej grawitacji kwantowe] jest dobrze poznana, przy czym elementarne stany kinema-
tyczne teorii maja fizycznie dobrze zrozumialy interpretacje jako stany opisujace skwan-
towane, dyskretne geometrie przestrzenne. Sformutowanie dynamiki teorii w sposéb w
pelni zadowalajacy okazalo sie jednak zaskakujaco trudne i w znacznym stopniu kwestia
dynamiki nadal pozostaje otwartym problemem w kwantowej grawitacji petli.

W rozprawie tej rozwazamy problem dynamiki w kanonicznej kwantowej grawitacji
petlowe] gtéwnie w kontekécie modeli deparametryzowanych, w ktérych pole skalar-
ne pehi funkcje czasu fizycznego dla dynamiki pola grawitacyjnego. Dynamika stanow
kwantowych pola grawitacyjnego jest nastepnie generowana bezposrednio przez fizyczny
operator Hamiltona, zamiast by¢ domyslnie definiowana przez jadro hamiltonowskiego
operatora wiezow. W zwiazku z tym podejécie zdeparametryzowane pozwala ominaé
wiele znacznych trudnoéci technicznych napotykanych podczas pracy z wiezami hamil-
tonowskimi.

Wprowadzamy nowa konstrukcje operatora hamiltonowskiego dla petlowej grawitacji
kwantowej, ktéra ma zaréwno zalety matematyczne, jak i praktyczne w poréwnaniu z
wezesniejszymi propozycjami. Co najwazniejsze, nasz Hamiltonian moze by¢ skonstru-
owany jako operator symetryczny, a zatem jest matematycznie spéjnym kandydatem
na generator unitarnej ewolucji czasowej w zdeparametryzowanych modelach. Ponadto,
dzieki zastosowaniu niedawno wprowadzonego w naszej konstrukcji operatora krzywi-
zny, jestesmy w stanie dokonaé¢ znacznego i praktycznego uproszczenia w strukturze
operatora hamiltonowskiego.

Po zakoticzeniu analizy réznych mozliwych definicji nowego hamiltonianu, opracowu-
jemy przyblizone metody badari dynamiki generowanej przez dany fizyczny hamiltonian
przydatne, gdy nie mozna uzyskaé¢ doktadnego rozwigzania problemu wartosci wtasnych
hamiltonianu. W szczegdlnosci pokazujemy, ze dla duzych wartodci parametru Barbero-
Immirzi, czesé euklidesowa hamiltonianu mozna uznaé za zaburzenie wzglednie prostego
operatora krzywizny, a zatem mozna zastosowaé standardowsa teorie zaburzen w celu
przyblizenia widma pelnego hamiltonianu pod wzgledem znanych wartosci wtasnych i
standéw wlasnych operatora krzywizny. Zilustrowaliémy wykorzystanie naszych metod
aproksymacji za pomoca prostych obliczeii numerycznych.

Wprowadzamy réwniez nowa reprezentacje dla operatoréw splatajacych w petlowej
grawitacji kwantowej. Rozpatrujac operatory splatajace rzutowane na stany koherentne
momentu pedu, otrzymujemy opis, w ktérym operatory splatajace sa reprezentowane
jako wielomiany pewnych zmiennych zespolonych, a operatory w kwantowej grawitacji
petlowej sa wyrazane jako operatory réznicowe dziatajace na te zmienne. Umozliwia to
opisanie dzialania hamiltonianu geometrycznie, pod wzgledem znormalizowanych wekto-
row parametryzujacych stany koherentne momentu pedu, w przeciwieristwie do skompli-
kowanych, nieintuicyjnych wyrazen obejmujacych kombinacje symboli Wignera nj teorii
sprzezenia SU(2). Nowa reprezentacja moze zatem okaza¢ sie uzytecznym narzedziem
do analizy dynamiki w kwantowej grawitacji petli.

Oproécz przegladu wynikéow pracy naukowej autora, rozprawa zawiera rowniez do-
ktadne wprowadzenie do formalizmu kanonicznej kwantowej grawitacji petlowej, a takze
samodzielng prezentacje metod graficznych dla teorii sprzezenia SU(2), ktora jest nie-
ocenionym narzedziem do wykonywania praktycznych obliczeri w kwantowej grawitacji
petlowe] w bazie sieci spinowej. Autor ma zatem nadzieje, ze cze$¢ rozprawy moze stu-
zy¢ jako zrozumiale Zrédlo wiedzy dla wszystkich zainteresowanych nauka elementéow
kwantowej grawitacji petlowej.



Abstract

Loop quantum gravity is a tentative but relatively well-developed attempt at a mani-
festly background independent theory of quantum gravity. The kinematical structure
of loop quantum gravity is well understood, with the elementary kinematical states of
the theory having a physically appealing interpretation as states describing quantized,
discrete spatial geometries. However, formulating the dynamics of the theory in a fully
satisfactory way has proven to be surprisingly challenging, and to a significant extent,
the issue of dynamics still remains an open problem in loop quantum gravity.

In this thesis we consider the problem of dynamics in canonical loop quantum gravity
primarily in the context of deparametrized models, in which a scalar field is taken as a
physical time variable for the dynamics of the gravitational field. The dynamics of the
quantum states of the gravitational field is then generated directly by a physical Hamil-
tonian operator, instead of being implicitly defined through the kernel of a Hamiltonian
constraint. The deparametrized approach therefore bypasses many of the considerable
technical difficulties one encounters when working with the constraint operator.

We introduce a new construction of a Hamiltonian operator for loop quantum gravity,
which has both mathematical and practical advantages in comparison to earlier propos-
als. Most importantly, our Hamiltonian can be constructed as a symmetric operator,
and is therefore a mathematically consistent candidate for a generator of unitary phys-
ical time evolution in deparametrized models. Furthermore, by employing the recently
introduced curvature operator in our construction, we obtain a significant practical sim-
plification in the structure of the Hamiltonian operator.

After having completed the definition of several variations of the new Hamiltonian,
we develop methods for evaluating the dynamics generated by a given physical Hamil-
tonian in an approximate form, even if an exact solution to the eigenvalue problem of
the Hamiltonian cannot be achieved. In particular, we show that for large values of the
Barbero-Immirzi parameter, the Euclidean part of the Hamiltonian can be considered
as a perturbation over the comparatively simple curvature operator, and hence standard
perturbation theory can be used to approximate the spectrum of the complete Hamil-
tonian in terms of the known eigenvalues and eigenstates of the curvature operator. We
illustrate the use of our approximation methods with simple numerical calculations.

We also introduce a new representation for intertwiners in loop quantum gravity. By
considering intertwiners projected onto coherent states of angular momentum, we obtain
a description in which intertwiners are represented as polynomials of certain complex
variables, and operators in loop quantum gravity are expressed as differential operators
acting on these variables. This makes it possible to describe the action of the Hamilto-
nian geometrically, in terms of the unit vectors parametrizing the angular momentum
coherent states, as opposed to complicated, non-intuitive expressions involving combi-
nations of the Wigner nj-symbols of SU(2) recoupling theory. The new representation
could therefore turn out to be a useful tool for analyzing the dynamics in loop quantum
gravity.

In addition to reviewing the results of the author’s scientific work, this thesis also
gives a thorough introduction to the basic framework of canonical loop quantum gravity,
as well as a self-contained presentation of the graphical formalism for SU(2) recoupling
theory, which is the invaluable tool for performing practical calculations in loop quantum
gravity in the spin network basis. The author therefore hopes that parts of this thesis
could serve as a comprehensible source of information for anyone interested in learning
the elements of loop quantum gravity.
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