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Streszczenie

Wyznaczenie optymalnych kwantowych strategii metrologicznych w realistycz-
nych wielocz¡stkowych kwantowych modelach jest w ogólno±ci wymagaj¡cym
zdaniem, któremu efektywnie nie potra�¡ podoªa¢ nawet najlepsze metody ana-
lityczne i numeryczne metrologii kwantowej. W tej dysertacji przedstawiamy
wszechstronne podej±cie bazuj¡ce na metodach sieci tensorowych do rozwi¡-
zywania problemów metrologii kwantowej. Sieci tensorowe stanowi¡ naturalny
j¦zyk do opisu problemów o lokalnym charakterze korelacji/spl¡tania. Ta cecha
sprawiªa, »e udaªo nam si¦ zaproponowa¢ efektywny opis modeli metrologicz-
nych z krótkozasi¦gowymi przestrzennymi oraz czasowymi korelacjami szumu
przy u»yciu sieci tensorowych w postaci macierzowych stanów produktowych.
Wykorzystuj¡c je byli±my w stanie znale¹¢ fundamentalne ograniczenia na pre-
cyzj¦ dla takich modeli oraz zidenty�kowa¢ optymalne stany pocz¡tkowe w eks-
perymencie. Ponadto zastosowanie niesko«czonych macierzowych stanów pro-
duktowych umo»liwiªo nam bezpo±rednie i efektywne wyznaczenie asymptotycz-
nych warto±ci precyzji w optymalnych protokoªach metrologicznych w granicy
niesko«czenie wielu cz¡stek. Zastosowanie naszego podej±cia zostanie zilustro-
wane na przykªadzie problemu stabilizacji zegara atomowego (czasowe korela-
cje szumu) oraz estymacji indukcji pola magnetycznego (przestrzenne korelacje
szumu). Produktem ubocznym zaproponowanego formalizmu, opartego o sieci
tensorowe, do obliczania kwantowej informacji Fishera, jest mo»liwo±¢ wyzna-
czenia wierno±ci � parametru który jest szeroko stosowany w �zyce wielu ciaª
do badania kwantowych przej±¢ fazowych.
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Wprowadzenie

Narodziny mechaniki kwantowej w XX wieku i jej dynamiczny rozwój caªkowi-
cie zmieniªy nasze postrzeganie mikro±wiata. Jej idee szybko wykroczyªy poza
rozwa»ania �zyków oraz dyskusje �lozofów i miaªy ogromny wpªyw na rozwój
techniki zmieniaj¡c nasze codzienne »ycie. Wspóªcze±nie obserwujemy pr¦»ny
rozwój technologii kwantowych pozwalaj¡cych manipulowa¢ stanami pojedyn-
czych cz¡stek, za co zostaªa przyznana w 2012 roku Nagroda Nobla w dziedzinie
�zyki [Haroche 2013; Wineland 2013]. Bardzo precyzyjne pomiary pozwalaj¡
przekracza¢ kolejne bariery, jak np. coraz dokªadniejszy pomiar czasu w zega-
rach atomowych. Jest on mo»liwy w wyniku bardzo precyzyjnych pomiarów
cz¦stotliwo±ci za pomoc¡ optycznego grzebienia cz¦stotliwo±ci, który pozwala
zmierzy¢ cz¦stotliwo±¢ w ponad 100 THz pa±mie przenoszenia z niepewno±ci¡
wzgl¦dn¡ dochodz¡c¡ do 10−19 [L.-S. Ma i in. 2004]. Za wkªad w rozwój precyzyj-
nej spektroskopii laserowej, w tym technik¦ optycznego grzebienia cz¦stotliwo-
±ci, zostaªa przyznana Nagroda Nobla w dziedzinie �zyki w 2005 roku [Glauber
2006; J. L. Hall 2006; Hänsch 2006]. Innym przykªadem bardzo precyzyjnych
pomiarów s¡ interferometryczne pomiary odlegªo±ci, które pozwoliªy dokona¢
detekcji fal grawitacyjnych. Detektor fal grawitacyjnych LIGO jest w stanie
wykry¢ zmian¦ odlegªo±ci (powi¡zan¡ ze zmian¡ amplitudy sygnaªu) pomi¦dzy
swoimi lustrami oddalonymi od siebie o 4 km o odlegªo±¢ która jest 10 000 razy
mniejsza ni» promie« protonu. Zostaªo to uhonorowane Nagrod¡ Nobla w dzie-
dzinie �zyki w 2017 roku [Weiss 2018; Barish 2018; Thorne 2018]. Osi¡gni¦cia
te powoduj¡, »e coraz wi¦ksze znaczenie przy dokonywaniu pomiarów maj¡ fun-
damentalne ograniczenia nakªadane przez teori¦ kwantow¡, co zaowocowaªo w
ostatnich latach znacz¡cym wzrostem zainteresowania metrologi¡ kwantow¡.

Metrologia kwantowa zajmuje si¦ nie tylko ograniczeniami, jakie na mo»liw¡
do uzyskania precyzj¦ pomiarów narzuca mechanika kwantowa, ale te» mo»liwo-
±ciami jakie ona stwarza na popraw¦ tej precyzji poprzez wykorzystanie stanów
spl¡tanych czy pomiarów kolektywnych. Z matematycznego punktu widzenia
metrologia kwantowa stanowi przykªad zastosowania teorii estymacji (dziaªu
statystyki) do rozkªadu wyników pomiarów podyktowanych prawami mechaniki
kwantowej. W tym duchu zostaªa ona zapocz¡tkowana przez Helstroma [1976]
i Holevo [1982], a pó¹niej rozwini¦ta mi¦dzy innymi przez Braunsteina i Ca-
vesa [1994] oraz Hayashiego [2005]. Takie podej±cie cechuje to, »e pozwala nam
okre±li¢ fundamentalne, wynikaj¡ce z praw mechaniki kwantowej, ograniczenie
na precyzj¦, ale cz¦sto nie mówi jak mo»na je osi¡gn¡¢.

Alternatywne podej±cie, nie odwoªuj¡ce si¦ do ogólnej kwantowej teorii es-
tymacji, polega na poszukiwaniu konkretnej strategii estymacyjnej (stanu po-
cz¡tkowego w jakim nale»y przygotowa¢ ukªad, stosowanych pomiarów oraz es-
tymatorów u»ytych do analizy wyników), która b¦dzie odpowiednia dla danego
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ukªadu eksperymentalnego. Przewidywania teoretyczne uzyskane w tym podej-
±ciu znacz¡co przyczyniªy si¦ do wzrostu zainteresowania metrologi¡ kwantow¡,
poniewa» pokazaªy, »e dla wielu ukªadów optycznych [Caves 1981; Holland i
Burnett 1993; Yurke, McCall i Klauder 1986] i atomowych [Wineland, J. J.
Bollinger, Itano, F. L. Moore i in. 1992; Wineland, J. J. Bollinger, Itano i He-
inzen 1994; J. J. . Bollinger i in. 1996] wystarczy zastosowanie stanów ±ci±ni¦-
tych [J. Ma i in. 2011; Schnabel 2017] oraz standardowych metod pomiarowych,
aby uzyska¢ istotn¡ popraw¦ precyzji ponad to co mo»na osi¡gn¡¢ klasycznymi
metodami.

Kolejny znacz¡cy krok w rozwoju metrologii kwantowej stanowiªy prace Gio-
vannettiego, Lloyda i Maccone [2004; 2006], które czerpi¡c inspiracje z równo-
legle rozwijaj¡cej si¦ dziedziny informacji kwantowej, ustanowiªy ogólny sche-
mat do badania problemów metrologicznych, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem
roli spl¡tania. Wspóªcze±nie metrologia kwantowa prze»ywa rozkwit zarówno na
polu teoretycznym, jak i do±wiadczalnym [Tóth i Apellaniz 2014; Demkowicz-
Dobrza«ski, Jarzyna i Koªody«ski 2015; Degen, Reinhard i Cappellaro 2017;
Pezzé, Smerzi i in. 2018; Pirandola i in. 2018]. Ogromny post¦p technik ekspe-
rymentalnych sprawia, »e ci¡gle przybywa nowych przykªadów poprawy precy-
zji pomiarów poprzez wykorzystanie wªasno±ci kwantowych ukªadów zarówno
w dziedzinie eksperymentów optycznych [Mitchell, Lundeen i Steinberg 2004;
Nagata i in. 2007; Kacprowicz i in. 2010; Abadie i in. 2011; Aasi i in. 2013], jak
i atomowych [Leibfried i in. 2004; Schmidt i in. 2005; Roos i in. 2006; Appel
i in. 2009; Leroux, Schleier-Smith i Vuleti¢ 2010; Wasilewski i in. 2010]. Uko-
ronowaniem tych wysiªków i przykªadem zastosowania metodologii metrologii
kwantowej, nie tylko do udowodnienia sªuszno±ci teorii, ale do poprawy pre-
cyzji wykonywanych na co dzie« pomiarów, jest detekcja fal grawitacyjnych,
gdzie aktualnie wykorzystanie stanów ±ci±ni¦tych odpowiada za wzrost liczby
obserwacji a» do 50% [Acernese i in. 2019; Tse i in. 2019].

Jakkolwiek narz¦dzia metrologii kwantowej s¡ pot¦»ne i udowodniªy swoj¡
u»yteczno±¢ to trapi je ta sama przypadªo±¢, która dotyka inne dziaªy mecha-
niki kwantowej, które staraj¡ si¦ bada¢ zªo»one ukªady wielociaªowe, mianowicie
wymiar potrzebnej do opisu takich ukªadów przestrzeni Hilberta skaluje si¦ eks-
ponencjalnie z rozmiarem ukªadu [Feynman 1982]. Podczas gdy maªe problemy
mo»na ªatwo zbada¢ stosuj¡c bezpo±rednio narz¦dzia numeryczne to nawet nie-
wielki wzrost liczby elementarnych obiektów szybko sprawia, »e problem staje
si¦ zbyt zªo»ony do numerycznego zasymulowania. Stanowi to powa»n¡ koncep-
cyjn¡ przeszkod¦ na drodze do rozwoju technologii kwantowych � dla przykªadu
samo przechowanie w pami¦ci komputera tomogra�cznej rekonstrukcji wielo-
kubitowego stanu kwantowego szybko staje si¦ niemo»liwe, gdy liczba cz¡stek
przekroczy 40 [Cramer i in. 2010].

Pomimo tych problemów, metrologia kwantowa odniosªa wiele sukcesów.
Jest to zwi¡zane z tym, »e w przypadkach bez szumu [Giovannetti, Lloyd i
Maccone 2006], jak i pewnych modelach z szumem, np. dla globalnego defa-
zowania [Dorner 2012; Macieszczak, Fraas i Demkowicz-Dobrza«ski 2014], opis
ukªadu mo»e by¢ bez straty ogólno±ci, ograniczony do podprzestrzeni caªkowi-
cie symetrycznej. Jako »e wymiar tej podprzestrzeni skaluje si¦ liniowo z liczb¡
cz¡stek, to jest mo»liwe przeprowadzenie bezpo±rednich efektywnych oblicze«
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nawet w granicy du»ych rozmiarów ukªadu.
Post¦p dokonaª si¦ równie» dla nieskorelowanych modeli szumu (które wy-

prowadzaj¡ z podprzestrzeni caªkowicie symetrycznej) poprzez stworzenie no-
wych narz¦dzi, które pozwalaj¡ wyznaczy¢ ograniczenia (zazwyczaj asympto-
tycznie wysycalne) na mo»liw¡ do osi¡gni¦cia precyzj¦ w eksperymencie [Escher,
Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ 
2012; Koªody«ski i Demkowicz-Dobrza«ski 2013; Knysh, Chen i Durkin 2014;
Demkowicz-Dobrza«ski i Maccone 2014; Sekatski i in. 2017; Demkowicz-Dobrza«ski,
Czajkowski i Sekatski 2017; Zhou i in. 2018]. Jednak»e, w przypadku gdy mamy
do czynienia z cz¦±ciowo skorelowanym szumem lub gdy chcemy bada¢ stany
spoza przestrzeni caªkowicie symetrycznej, nie istniej¡ efektywne metody ra-
dzenia sobie z takimi problemami i jeste±my zmuszeni ograniczy¢ si¦ wtedy do
badania ukªadów bardzo niewielu cz¡stek.

Istnieje kilka sposobów, na które skorelowany szum manifestuje swoj¡ obec-
no±¢ w problemach metrologicznych. Pierwszym jest oddziaªywanie ukªadu z
otoczeniem, które posiada pami¦¢, co efektywnie prowadzi do wyst¦powania
skorelowanego w czasie szumu. Najprostszym przykªadem takiego problemu
jest stabilizacja dziaªania zegara atomowego, gdzie efektywny proces defazo-
wania atomów jest skorelowany w czasie w wyniku korelacji �uktuacji cz¦sto±ci
lokalnego oscylatora [Ludlow i in. 2015]. Z tego powodu, znalezienie optymal-
nej strategii stabilizacji zegara atomowego, która wzi¦ªaby pod uwag¦ wszyst-
kie mo»liwe stany, w których mo»na przygotowa¢ atomy, jak równie» mo»liwe
do u»ycia pomiary kwantowe i strategie poprawy cz¦sto±ci lokalnego oscyla-
tora w kolejnych cyklach dziaªania zegara, jest wysoce nie trywialnym zada-
niem [André, Sørensen i Lukin 2004; Borregaard i Sørensen 2013; Kessler i in.
2014]. W celu sprostania temu wyzwaniu zaproponowano kwantow¡ wariancj¦
Allana [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrza«ski 2016], jednak»e okazaªo si¦,
»e jej obliczenie nawet dla bardzo maªych ukªadów staje si¦ szybko niewyko-
nywalne, poniewa» zªo»ono±¢ obliczeniowa ro±nie eksponencjalnie z liczb¡ cykli
dziaªania zegara atomowego. Jeszcze trudniejszym przypadkiem s¡ modele, w
których czasowe korelacje nie mog¡ by¢ efektywnie opisane za pomoc¡ kla-
sycznego procesu stochastycznego [Clerk i in. 2010; Sza«kowski i in. 2017]. W
zwi¡zku z tym ich dynamika kwantowa jest nie-Markowowoska [Chin, Huelga i
Plenio 2012], jak np. w detektorach bazuj¡cych na centrach NV [Rondin i in.
2014; Paz-Silva, Norris i Viola 2017; Kwiatkowski i Cywi«ski 2018]. Drugi natu-
ralny scenariusz, w którym pojawiaj¡ si¦ nietrywialne korelacje szumu to ukªad
wielu ciaª, np. ªa«cuch spinów. Tutaj typowo pojawiaj¡ si¦ przestrzenne korela-
cje szumu. Maj¡ ona znaczenie dla ka»dego modelu, w którym efektywny sygnaª
jest otrzymywany w wyniku oddziaªywania pola z przestrzennie rozdzielonymi
cz¡stkami [Jeske, Cole i Huelga 2014], np. w estymacji gradientu pola [Altenburg
i in. 2017; Apellaniz i in. 2018].

Chocia» jest maªo prawdopodobne, aby realistyczny szum byª ±ci±le niesko-
relowany, to z drugiej strony nie nale»y oczekiwa¢, »e b¦dzie on wykazywaª
bardzo zªo»ony charakter korelacji. Wr¦cz przeciwnie, zazwyczaj czasowe ko-
relacje szumu zanikaj¡ bardzo szybko. Podobnie w przypadku przestrzennych
korelacji, mi¦dzy innymi z powodów energetycznych mo»na spodziewa¢ si¦, »e
korelacje b¦d¡ jedynie krótkozasi¦gowe. Dla typowego krótkozasi¦gowego szumu
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mo»na oczekiwa¢, »e optymalne strategie metrologiczne b¦d¡ bazowa¢ na sta-
nach pocz¡tkowych, które wykazuj¡ spl¡tanie jedynie wewn¡trz maªych grup
cz¡stek, podobnie jak to ma miejsce dla nieskorelowanych modeli szumu [Ja-
rzyna i Demkowicz-Dobrza«ski 2013]. To sugeruje, »e aby wyj±¢ poza re»im
dziaªania dotychczasowych metod, czyli modeli Markowowskich i z nieskorelo-
wanym szumem, nale»y znale¹¢ efektywn¡ metod¦ reprezentowania wielociaªo-
wych stanów kwantowych o krótkozasi¦gowych korelacjach.

Okazuje si¦, »e taka reprezentacja jest ju» dobrze znana � s¡ ni¡ sieci tenso-
rowe. Stanowi¡ one naturalny opis ukªadów, w których spl¡tanie/korelacje ma
struktur¦. Opis ten jest równie» bardzo efektywny, gdy korelacje s¡ krótkozasi¦-
gowe. Za pierwszy kamie« milowy rozwoju sieci tensorowych uwa»a si¦ wprowa-
dzenie grupy renormalizacji macierzy g¦sto±ci (DMRG, ang. Density Matrix Re-
normalization Group) przez White'a [1992; 1993]. Jest to technika znajdowania
niskoenergetycznych stanów wªasnych jednowymiarowych Hamiltonianów ukªa-
dów wielociaªowych w ramach procedury renormalizacji, w której przy zwi¦k-
szaniu ukªadu pozostawiamy tylko istotne stopnie swobody. White zrozumiaª,
»e istotne s¡ te stopnie swobody, które s¡ powi¡zane ze spl¡taniem wielociaªo-
wej funkcji falowej. Pó¹niej zostaªo udowodnione, »e stany które otrzymuje si¦ w
procedurze DMRG maj¡ sko«czenie zasi¦gowe korelacje [Fannes, Nachtergaele
i Werner 1992] i s¡ to obecnie najprostsze znane nam sieci tensorowe nazywane
macierzowymi stanami produktowymi (MPS, ang. Matrix Product State). Po-
nadto pokazano, »e DMRG jest po prostu metod¡ wariacyjnej optymalizacji
po stanach w reprezentacji MPS [Östlund i Rommer 1995]. DMRG osi¡gn¦ªo
ogromny sukces i staªo si¦ podstawow¡ metod¡ do badania niskoenergetycznych,
jednowymiarowych sieci kwantowych. Podobnie jak w metrologii kwantowej re-
nesans MPS prze»yªy na pocz¡tku XXI wieku, na skutek inspiracji koncepcjami
znanymi z kwantowej teorii informacji. Zacz¦to wtedy bada¢ spl¡tanie w MPS
oraz jego zachowanie w kwantowych przej±ciach fazowych. Wyznaczenie entropii
spl¡tania dla podukªadu jednowymiarowego systemu w stanie krytycznym po-
mogªo zrozumie¢, »e spl¡tanie ma struktur¦ [Vidal i in. 2003; Calabrese i Cardy
2004]. Ponadto odkryto, »e MPS idealnie nadaj¡ si¦ do opisu jednowymiarowych
sieci z lokalnymi oddziaªywaniami i przerw¡ energetyczn¡ wªa±nie ze wzgl¦du
na lokaln¡ struktur¦ spl¡tania, któr¡ opisuj¡ [Hastings 2006; Hastings 2007].
Pó¹niejsze prace uogólniªy koncepcj¦ MPS wprowadzaj¡c sieci tensorowe ide-
alne do opisu ukªadów dwuwymiarowych � zrzutowane pary stanów spl¡tanych
(PEPS, ang. Projected Entangled Pair States) [Verstraete i J. I. Cirac 2004], czy
ukªadów w stanie krytycznym � wieloskalowy spl¡tany renormalizacyjny ansatz
(MERA, ang. Multiscale Entanglement Renormalization Ansatz ) [Vidal 2007b;
Vidal 2010].

Zastosowanie metod sieci tensorowych do problemów metrologii kwantowej
jest ci¡gle niewielkie. Na chwil¦ obecn¡ dokonano jedynie obliczenia � jednej z
podstawowych wielko±ci w cz¦stotliwo±ciowym podej±ciu do metrologii kwanto-
wej � kwantowej informacji Fishera (QFI, ang. Quantum Fisher Information) na
stanie czystym w reprezentacji MPS [Jarzyna i Demkowicz-Dobrza«ski 2013]1.

1Rozwa»any problem wymagaª du»o trudniejszego obliczenia QFI na stanie mieszanym,
ale wprowadzaj¡c ograniczenie górne na QFI, przybli»ono go sum¡ wa»on¡ QFI na stanach
czystych.
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Dodatkowym problemem jest, »e wielko±ci takie jak QFI czy koszt Bayesow-
ski nie s¡ rozwa»ane w literaturze dotycz¡cej sieci tensorowych i do tej pory
nie byªo wiadome czy mog¡ by¢ efektywnie obliczone dla stanów mieszanych
reprezentowanych przez sieci tensorowe.

Celem tej dysertacji jest kompleksowa adaptacja metod sieci tensorowych do
zagadnie« metrologicznych w obecno±ci dekoherencji, w szczególno±ci tych, w
których wyst¦puje krótkozasi¦gowy szum. Poka»emy jak bezpo±rednio wyzna-
czy¢ istotne z punktu widzenia metrologii kwantowej wielko±ci (a nie jedynie
ograniczenia na nie), takie jak kwantowa informacja Fishera czy koszt Bayesow-
ski, u»ywaj¡c od pocz¡tku do ko«ca formalizmu sieci tensorowych. Ponadto po-
ka»emy jak dokona¢ optymalizacji i wyznaczy¢ optymalne stany pocz¡tkowe w
problemach metrologicznych, u»ywaj¡c tego formalizmu. W rezultacie przedsta-
wimy kompletn¡ procedur¦ iteracyjn¡ pozwalaj¡c¡ w ramach sieci tensorowych
wyznaczy¢ fundamentalne ograniczenie na precyzj¦ estymacji i dokonamy tego
zarówno dla sko«czonych ukªadów, jak i w granicy asymptotycznej, gdy liczba
cz¡stek w ukªadzie d¡»y do niesko«czono±ci.

Struktura pracy jest nast¦puj¡ca. W rozdziale 1 przedstawimy sformuªowa-
nie matematyczne teorii estymacji punktowej zarówno klasycznej, jak i kwanto-
wej. Nast¦pnie przejdziemy do omówienia fundamentalnych ogranicze« na pre-
cyzj¦ estymacji. Skupimy si¦ przy tym na jednym z podstawowych problemów
metrologii kwantowej, czyli zagadnieniu estymacji parametru unitarnego. Po-
zwoli nam to przybli»y¢ sukcesy metrologii kwantowej, jak i problemy z którymi
si¦ zmaga oraz omówi¢ wszystkie potrzebne poj¦cia na prostych przykªadach. W
rozdziale 2 omówimy sieci tensorowe, staraj¡c si¦ przedstawi¢ jak najwi¦cej kon-
cepcji za pomoc¡ prostego j¦zyka diagramów. Skupimy si¦ na powi¡zaniu sieci
tensorowych ze struktur¡ spl¡tania, któr¡ one efektywnie opisuj¡. Nast¦pnie
przejdziemy do szczegóªowego omówienia jednowymiarowych sieci tensorowych,
które b¦d¡ kluczowe dla tej pracy. Rozdziaª 3 jest centralny dla tej dysertacji.
W nim wprowadzimy formalnie klas¦ modeli metrologicznych, które b¦dziemy
chcieli analizowa¢ przy pomocy sieci tensorowych. Nast¦pnie poka»emy jak ±ci±le
zapisa¢ ewolucj¦ kwantow¡ w ramach tych modeli za pomoc¡ sieci tensorowych
i przejdziemy do opisu algorytmu, który pozwoli nam wyznaczy¢ fundamentalne
ograniczenie na precyzj¦ (oraz optymalne stany pocz¡tkowe) zarówno dla ukªa-
dów o sko«czonym rozmiarze, jak i w granicy asymptotycznej. W rozdziale 4
zaprezentujemy trzy przykªady zastosowania naszego formalizmu. Pierwszy z
nich dotyczy estymacji indukcji pola magnetycznego w obecno±ci przestrzennie
skorelowanego szumu. W drugim analizujemy zagadnienie stabilizacji zegara
atomowego ze skorelowanymi w czasie �uktuacjami cz¦sto±ci lokalnego oscyla-
tora. W trzecim poka»emy, »e zastosowania zaproponowanego przez nas forma-
lizmu wykraczaj¡ poza dziedzin¦ metrologii kwantowej i wyznaczymy wierno±¢
dla wielociaªowego stanu termicznego (wielko±¢ która jest kluczowa przy bada-
niu kwantowych przej±¢ fazowych). W rozdziale 5 dokonamy podsumowania i
przedstawimy mo»liwe kolejne kierunki bada«.

Gªówne rezultaty tej dysertacji zostaªy opublikowane w pracy K. Chabuda,
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J. Dziarmaga, T. J. Osborne i R. Demkowicz-Dobrza«ski, �Tensor-network ap-
proach for quantum metrology in many-body quantum systems�, Nature Com-
munications 11, 250 [2020]. Wyj¡tek stanowi¡ wyniki zaprezentowane w roz-
dziale 4.2, które zostaªy rozszerzone w efekcie przeprowadzenia nowych oblicze«
numerycznych.
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Rozdziaª 1

Metrologia kwantowa

Fundamentem, na którym opiera si¦ metrologia kwantowa jest teoria estymacji.
W rozdziale tym dokonamy przegl¡du zagadnie« klasycznej i kwantowej teo-
rii estymacji skupiaj¡c si¦ na zagadnieniu estymacji pojedynczego parametru.
Rozwa»ymy przy tym zarówno podej±cie oparte na informacji Fishera, jak i
podej±cie Bayesowskie. Zako«czymy ten rozdziaª omówieniem fundamentalnych
ogranicze« na precyzj¦ estymacji parametru unitarnego, zarówno w przypadku
bez dekoherencji, jak i z.

1.1 Klasyczna teoria estymacji

Celem teorii estymacji jest jak najlepsze oszacowanie warto±ci parametru opi-
suj¡cego model statystyczny na podstawie zbioru danych opisanych tym mo-
delem [Kay 1993; Lehmann i Casella 1998]. Mo»emy to zobrazowa¢ nast¦-
puj¡co, w wyniku N powtórze« eksperymentu otrzymujemy zbiór wyników
x = {x1, x2, . . . , xN}, który jest realizacj¡ N niezale»nych zmiennych losowych,
opisanych tym samym rozkªadem g¦sto±ci prawdopodobie«stwa pϕ(x), który
zale»y od parametru ϕ jaki chcemy pozna¢. Naszym celem jest skonstruowa¢
funkcj¦ nazywan¡ estymatorem ϕ̂(x), która zwróci najlepsze mo»liwe oszacowa-
nie parametru ϕ na podstawie dost¦pnych danych x (warto zwróci¢ uwag¦, »e
estymator sam jest zmienn¡ losow¡).

Wyró»nia si¦ dwa mo»liwe podej±cia do problemu poszukiwania optymalnego
estymatora:

� podej±cie cz¦stotliwo±ciowe (b¦dziemy je te» nazywa¢ podej±ciem opartym
na informacji Fishera) � w którym uznaje si¦, »e nieznany parametr jest
deterministyczny i ma ±ci±le okre±lon¡ warto±¢;

� podej±cie Bayesowskie � które traktuje nieznany parametr jako zmienn¡
losow¡, opisan¡ rozkªadem prawdopodobie«stwa a priori p(ϕ).

Wprowadzimy teraz dwie po»¡dane cechy estymatorów: zgodno±¢ i nieob-
ci¡»ono±¢. Estymator nazywamy zgodnym, je»eli przy zwi¦kszaniu liczby ob-
serwacji ci¡g odpowiednich estymatorów jest zbie»ny do prawdziwej warto±ci
parametru:

lim
N→∞

ϕ̂(x) = ϕ, (1.1)
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gdzie zbie»no±¢ rozumiemy w sensie prawdopodobie«stwa1. Obci¡»enie b esty-
matora de�niujemy jako odchylenie jego warto±ci ±redniej od prawdziwej war-
to±ci:

b(ϕ̂) = 〈ϕ̂〉 − ϕ, (1.2)

a estymator nazywamy nieobci¡»onym, je±li ±rednio zwraca on prawdziw¡ war-
to±¢ parametru, dla ka»dej warto±ci tego parametru, czyli

b(ϕ̂) = 0, (1.3)

lub równowa»nie
〈ϕ̂〉 = ϕ. (1.4)

Mo»emy te» zde�niowa¢ sªabsz¡ wersj¦ nieobci¡»ono±ci, mianowicie lokaln¡ nie-
obci¡»ono±¢ estymatora w ϕ = ϕ0:

〈ϕ̂〉ϕ=ϕ0 = ϕ0,
∂ 〈ϕ̂〉
∂ϕ

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= 1. (1.5)

Jak ju» wspomnieli±my estymator jest zmienn¡ losow¡, zatem ma on rozkªad
prawdopodobie«stwa. Dla estymatora zgodnego rozkªad ten przy wystarczaj¡co
du»ej liczbie pomiarów jest zlokalizowany dowolnie blisko prawdziwej warto±ci
parametru, a rozkªad dla estymatora zgodnego i nieobci¡»onego jest zawsze zlo-
kalizowany wokóª tej warto±ci. Intuicyjnie, precyzja estymatora jest zwi¡zana z
szeroko±ci¡ tego rozkªadu, która jest odwrotnie proporcjonalna do jego warian-
cji.

1.1.1 Podej±cie oparte na informacji Fishera

Do oceny jako±ci estymatora b¦dziemy u»ywa¢ ±redniego bª¦du kwadratowego
(MSE, ang. Mean Squared Error)

∆2ϕ̂ =
〈
(ϕ̂− ϕ)2

〉
=
∫

dNx pϕ(x)(ϕ̂(x)− ϕ)2, (1.6)

który informuje nas o ±rednim kwadracie odlegªo±ci estymatora od prawdzi-
wej warto±ci parametru. Warto zwróci¢ uwag¦, »e dla nieobci¡»onych esty-
matorów MSE pokrywa si¦ z wariancj¡ estymatora Var(ϕ̂) =

〈
(ϕ̂− 〈ϕ̂〉)2

〉
.

Nieobci¡»ony estymator, który minimalizuje MSE dla ka»dej warto±ci para-
metru, b¦dziemy nazywa¢ optymalnym (znany te» pod akronimem MUVE,
ang. Minimum-Variance Unbiased Estimator).

Niestety wykonanie bezpo±redniej minimalizacji MSE cz¦sto jest zadaniem
bardzo trudnym. Mo»e okaza¢ si¦ nawet, »e nie istnieje pojedynczy nieobci¡»ony
estymator minimalizuj¡cy MSE dla wszystkich warto±ci parametru. Na szcz¦-
±cie z pomoc¡ przychodzi nierówno±¢ Craméra-Rao (CRB, ang. Cramér-Rao

1Ci¡g zmiennych losowych Xn zbiega w sensie prawdopodobie«stwa do zmiennej losowej
X je»eli ∀ε>0∀η>0∃N∀n­N P (|Xn −X| > ε) < η.
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Bound), która dla regularnych rozkªadów pϕ(x)2 jest dolnym ograniczeniem na
MSE (lokalnie) nieobci¡»onego estymatora [Kay 1993]:

∆2ϕ̂ ­ 1
Fcl[pϕ(x)]

, (1.7)

gdzie Fcl nazywamy (klasyczn¡) informacj¡ Fishera (FI, ang. Fisher Informa-
tion)3

Fcl[pϕ(x)] =
〈
ṗ2
ϕ

pϕ

〉
=
∫

dNx
1

pϕ(x)

(
∂pϕ(x)
∂ϕ

)2

. (1.8)

FI mo»emy równie» przedstawi¢ w jednej z dwóch nast¦puj¡cych postaci:

Fcl[pϕ(x)] =
〈(

∂

∂ϕ
log pϕ

)2〉
=
〈
∂2

∂ϕ2
log pϕ

〉
. (1.9)

Dla pojedynczego pomiaru (x = {x}) informacja Fishera Fcl[pϕ(x)] mówi nam
ile informacji o parametrze ϕ jest zawarte w rozkªadzie pϕ(x), innymi sªowy,
informuje nas jak du»o informacji o parametrze ϕ wnosi pomiar zmiennej losowej
X.

Jak mo»na by oczekiwa¢ od miary informacji FI jest nieujemna i addy-
tywna, czyli dla produktowych rozkªadów prawdopodobie«stwa jest sum¡ FI
obliczonych na pojedynczych rozkªadach. W szczególno±ci je±li wykonujemy N
powtórze« eksperymentu i pϕ(x) =

∏N
j=1 pϕ(xj) to Fcl[pϕ(x)] = NFcl[pϕ(x)], co

pokazuje »e wariancja estymatora maleje jak 1
N
, gdy zwi¦kszamy liczb¦ powtó-

rze« eksperymentu.
FI mo»na ªatwo wyznaczy¢, jednak aby nierówno±¢ Craméra-Rao byªa na-

prawd¦ u»yteczna to musi by¢ ona wysycalna. Nieobci¡»ony estymator, który
wysyca CRB nazywamy efektywnym. W ogólno±ci jedynie lokalnie mo»emy za-
wsze skonstruowa¢ estymator, który wysyca CRB. Dla wszystkich warto±ci pa-
rametru efektywne estymatory istniej¡ tylko dla tak zwanej eksponencjalnej
rodziny rozkªadów g¦sto±ci prawdopodobie«stwa (nale»¡ do niej, np. rozkªad
Gaussa, Poissona, dwumianowy, chi kwadrat) [Kay 1993], które mo»na zapisa¢
w postaci

pexp
ϕ (x) = h(x) exp[η(ϕ)T (x)− A(ϕ)], (1.10)

gdzie h(x), T (x), η(ϕ) i A(ϕ) s¡ znanymi funkcjami. Dla takich rozkªadów FI
wynosi

Fcl

[
pexp
ϕ (x)

]
= η̇(ϕ)

∂

∂ϕ

(
Ȧ(ϕ)
η̇(ϕ)

)
, (1.11)

a efektywny estymator to ϕ̂exp(x) = T (x). B¦dzie on równie» nieobci¡»ony,
je±li speªniony zostanie warunek Ȧ(ϕ)/η̇(ϕ) = ϕ, wtedy FI upro±ci si¦ do
Fcl

[
pexp
ϕ (x)

]
= η̇(ϕ). Na szcz¦±cie problem z brakiem globalnego, nieobci¡»onego,

2Warunek regularno±ci oznacza, »e (i) ∂pϕ(x)/∂ϕ istnieje i jest sko«czona oraz (ii) mo»emy
zamieni¢ kolejno±¢

∫
dNx oraz ∂/∂ϕ w ka»dym wyra»eniu, które jest u±redniane po wynikach

pomiarów x.
3Pochodn¡ po estymowanym parametrze b¦dziemy cz¦sto oznacza¢ za pomoc¡ �kropki�

nad symbolem wielko±ci ró»niczkowanej.
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efektywnego estymatora wyst¦puje tylko, gdy rozwa»amy sko«czon¡ liczb¦ po-
wtórze« eksperymentu N . Asymptotycznie, gdy liczba powtórze« eksperymentu
N → ∞, istnieje nieobci¡»ony estymator, który dla ka»dej warto±ci parame-
tru wysyca CRB. Nazywa si¦ on estymatorem najwi¦kszej wiarygodno±ci (ML,
ang. Maximum Likelihood) [Kay 1993; Lehmann i Casella 1998; Vaart 1998].
Estymator ML zde�niowany jako

ϕ̂ML(x) = arg max
ϕ

pϕ(x) = arg max
ϕ

log pϕ(x), (1.12)

jest funkcj¡, która zbiorowi wyników x przyporz¡dkowuje warto±¢ parametru
ϕ, dla którego te wyniki s¡ najbardziej prawdopodobne. Dla sko«czonych N
estymator ML jest obci¡»ony, ale asymptotycznie staje si¦ on nieobci¡»ony
limN→∞

〈
ϕ̂ML

〉
= ϕ i wysyca CRB.

1.1.2 Podej±cie Bayesowskie

W podej±ciu Bayesowskim zakªadamy, »e estymowany parametr ϕ jest zmienn¡
losow¡ opisan¡ rozkªadem a priori p(ϕ). Rozkªad ten reprezentuje nasz¡ wie-
dz¦ o parametrze przed rozpocz¦ciem procedury estymacji. �eby lepiej odda¢
fakt, »e ϕ traktujemy teraz jako zmienn¡ losow¡, rozkªad wyników pomiarów
b¦dziemy teraz oznacza¢ p(x|ϕ) zamiast pϕ(x). Optymalny estymator w tym
podej±ciu musi bra¢ pod uwag¦ to, jakie warto±ci parametru s¡ bardziej praw-
dopodobne. Z tego powodu naturalnym kandydatem do oceny jako±ci estyma-
tora jest u±redniony po rozkªadzie a priori MSE (AMSE, ang. Average Mean
Squared Error)

∆2ϕ̂ =
∫

dϕp(ϕ)∆2ϕ̂ =
∫∫

dϕ dNx p(ϕ)p(x|ϕ)(ϕ̂(x)− ϕ)2. (1.13)

W podej±ciu Bayesowskim optymalny estymator mo»emy bezpo±rednio wy-
znaczy¢ korzystaj¡c z twierdzenia Bayesa p(x|ϕ)p(ϕ) = p(ϕ|x)p(x) i jawnie
minimalizuj¡c AMSE. Nie trzeba przy tym nakªada¢ »adnych wi¦zów, takich
jak nieobci¡»ono±¢, na estymator. U»ywaj¡c twierdzenia Bayesa mo»emy zapi-
sa¢ AMSE w postaci

∆2ϕ̂ =
∫

dNx p(x)
[∫

dϕp(ϕ|x)(ϕ̂(x)− ϕ)2
]
, (1.14)

na skutek czego widzimy, »e optymalny estymator to taki, który minimalizuje
wyra»enie w nawiasie kwadratowym dla ka»dej warto±ci x. Dla ustalonej war-
to±ci x jest to kwadratowe wyra»enie w ϕ̂(x), wi¦c korzystaj¡c z warunku

∂

∂ϕ̂(x)

∫
dϕp(ϕ|x)(ϕ̂(x)− ϕ)2 = 0, (1.15)

otrzymujemy od razu wyra»enie na estymator o minimalnym ±rednim bª¦dzie
kwadratowym (MMSE, ang. Minimum Mean Squared Error)

ϕ̂MMSE(x) =
∫

dϕp(ϕ|x)ϕ = 〈ϕ〉p(ϕ|x) . (1.16)
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Widzimy, »e optymalny estymator Bayesowski odpowiada ±redniej parametru po
rozkªadzie a posteriori p(ϕ|x). Rozkªad a posteriori reprezentuje nasz¡ wiedz¦
o parametrze po uwzgl¦dnieniu zaobserwowanych danych. Mo»emy go zawsze
wyznaczy¢ korzystaj¡c z twierdzenia Bayesa

p(ϕ|x) =
p(x|ϕ)p(ϕ)

p(x)
=

p(x|ϕ)p(ϕ)∫
dϕp(x|ϕ)p(ϕ)

. (1.17)

Dla tak otrzymanego optymalnego estymatora AMSE wynosi

∆2ϕ̂MMSE =
∫

dNx p(x)
[∫

dϕp(ϕ|x)
(
ϕ− 〈ϕ〉p(ϕ|x)

)2
]

=

=
∫

dNx p(x) Var(ϕ)
∣∣∣∣
p(ϕ|x)

, (1.18)

czyli jest to wariancja parametru obliczona wzgl¦dem rozkªadu a posteriori i
nast¦pnie u±redniona po mo»liwych wynikach pomiarów.

Optymalna strategia estymacji w podej±ciu Bayesowskim zale»y silnie od
rozkªadu a priori. Je±li rozkªad a priori p(ϕ) jest du»o bardziej czuªy na zmiany
parametru ϕ ni» rozkªad wyników pomiarów p(x|ϕ), to posta¢ rozkªadu a po-
steriori p(ϕ|x) jest zdominowana przez rozkªad a priori p(ϕ|x) ≈ p(x|ϕ)p(ϕ) ≈
p(ϕ), co oznacza »e uzyskane wyniki pomiarów maj¡ maªy wpªyw na proces es-
tymacji. To pokazuje jak wa»ny jest wybór odpowiedniego rozkªadu a priori, tak
aby oddawaª jak najlepiej wiedz¦ o parametrze przed rozpocz¦ciem pomiarów,
ale te» nie zdominowaª uzyskiwanych wyników.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e w podej±ciu Bayesowskim, w przeciwie«stwie do
podej±cia opartego o FI, wyznaczamy bezpo±rednio minimaln¡ warto±¢ AMSE,
a wi¦c nie musimy przejmowa¢ si¦ zagadnieniem wysycalno±ci otrzymanych wy-
ników.

1.2 Kwantowa teoria estymacji

Typowy problem kwantowej teorii estymacji mo»na przedstawi¢ schematycznie
jako [Giovannetti, Lloyd i Maccone 2004; Giovannetti, Lloyd i Maccone 2006]

ρ0 Φϕ

ρϕ
Πx

x
ϕ̂(x)

.

Pocz¡tkowy stan ukªadu kwantowego reprezentowany jest przez macierz g¦-
sto±ci ρ0. Ewoluuje on przez zale»ny od parametru ϕ kanaª kwantowy Φϕ �
czyli odwzorowanie caªkowicie dodatnie zachowuj¡ce ±lad (CPTP, ang. Com-
pletely Positive Trace Preserving) [Nielsen i Chuang 2000]. W wyniku takiej
ewolucji, informacja o parametrze zostaje zapisana w stanie ukªadu � który na
wyj±ciu kanaªu reprezentowany jest przez macierz g¦sto±ci ρϕ = Φϕ[ρ0]. Na-
st¦pnie dokonujemy pomiaru. Mo»e to by¢ zwykªy pomiar rzutowy von Neu-
manna, ΠxΠx′ = Πxδx,x′ , lub pomiar uogólniony reprezentowany przez dodatnio
okre±lon¡ miar¦ operatorow¡ (POVM, ang. Positive Operator Valued Measure),
która musi speªnia¢ jedynie warunek Πx ­ 0,

∫
dNxΠx = 1 [Nielsen i Chuang
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2000; Bengtsson i �yczkowski 2006]. W wyniku pomiaru uzyskujemy zbiór wy-
ników x z prawdopodobie«stwem pϕ(x) = Tr(ρϕΠx). Na ko«cu konstruujemy
estymator ϕ̂(x), który pozwoli nam oszacowa¢ warto±¢ parametru ϕ.

Naszym celem jest zminimalizowa¢ MSE lub AMSE po mo»liwych stanach
pocz¡tkowych ρ0, pomiarach Πx i estymatorach ϕ̂(x). Mo»na to zadanie wy-
ra¹nie podzieli¢ na cz¦±¢ kwantow¡ i klasyczn¡. Cz¦±¢ kwantowa obejmuje po-
szukiwanie optymalnych stanów i pomiarów, gdzie mo»emy wykorzysta¢ takie
cechy mechaniki kwantowej, jak spl¡tanie czy pomiary kolektywne. Po ustaleniu
stanu pocz¡tkowego i pomiaru otrzymujemy model, który okre±la rozkªad wy-
ników pϕ(x) i jego kwantowe pochodzenie nie ma ju» znaczenia. Otrzymujemy
wi¦c klasyczny problem estymacji i w celu znalezienia optymalnego estymatora
mo»emy wykorzysta¢ narz¦dzia omówione w rozdziale 1.1.

1.2.1 Podej±cie oparte na kwantowej informacji Fishera

W cz¦stotliwo±ciowym podej±ciu do estymacji nierówno±¢ Craméra-Rao daje
nam dolne ograniczenie na MSE zoptymalizowane po wszystkich mo»liwych (lo-
kalnie) nieobci¡»onych estymatorach. Jej uogólnieniem, uwzgl¦dniaj¡cym opty-
malizacj¦ po wszystkich mo»liwych pomiarach uogólnionych, jest kwantowa nie-
równo±¢ Craméra-Rao (QCRB, ang. Quantum Cramér-Rao Bound) [Helstrom
1976; Holevo 1982; Braunstein i Caves 1994]

∆2ϕ̂ ­ 1
F [ρϕ]

, (1.19)

gdzie F [ρϕ] nazywamy kwantow¡ informacj¡ Fishera (QFI, ang. Quantum Fi-
sher Information), zde�niowan¡ jako

F [ρϕ] = Tr
(
ρϕΛ2

)
, (1.20)

a Hermitowski operator Λ oznacza symetryczn¡ pochodn¡ logarytmiczn¡ (SLD,
ang. Symmetric Logarithmic Derivative), która zde�niowana jest implicite przez
równanie

ρ̇ϕ = 1
2(ρϕΛ + Λρϕ), (1.21)

w którym ρ̇ϕ = ∂ρϕ/∂ϕ . Co warte podkre±lenia QFI jest caªkowicie zdetermi-
nowane przez zale»no±¢ ρϕ od estymowanego parametru ϕ.

Dla stanu czystego ρϕ = |ψϕ〉〈ψϕ| wzór na QFI jest bardzo prosty4:

F [|ψϕ〉] = 4
(〈
ψ̇ϕ
∣∣∣ψ̇ϕ〉− ∣∣∣〈ψ̇ϕ∣∣∣ψϕ〉∣∣∣2). (1.22)

W ogólno±ci jednak, dla stanu mieszanego, aby obliczy¢ QFI trzeba najpierw
wyznaczy¢ SLD z równania (1.21). Wymaga to dokonania rozkªadu wªasnego
macierzy g¦sto±ci ρϕ, czego zazwyczaj nie mo»na wykona¢ analitycznie, a nume-
rycznie jest to mo»liwe tylko dla bardzo maªych ukªadów. Formalnie SLD i QFI

4Dla stanów czystych b¦dziemy pisa¢ F [|ψ〉] zamiast F [|ψ〉〈ψ|].
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w bazie wektorów wªasnych ρϕ =
∑
n pn(ϕ) |n(ϕ)〉〈n(ϕ)| przybieraj¡ posta¢:

Λ =
∑
n,m

pn+pm 6=0

2 〈n(ϕ)|ρ̇ϕ|m(ϕ)〉
pn(ϕ) + pm(ϕ)

|n(ϕ)〉〈m(ϕ)| , (1.23)

F [ρϕ] =
∑
n

pn 6=0

ṗn(ϕ)2

pn(ϕ)
+

∑
n,m

pn+pm 6=0

2[pn(ϕ)− pm(ϕ)]2

pn(ϕ) + pm(ϕ)
|〈n(ϕ)|m(ϕ)〉|2. (1.24)

Widzimy, »e QFI mo»na podzieli¢ na dwie cz¦±ci: klasyczn¡ i kwantow¡. Pierw-
sza suma przedstawia klasyczn¡ FI (1.8) obliczon¡ dla rozkªadu warto±ci wªa-
snych pn(ϕ). Natomiast druga suma opisuje zawsze nieujemny wkªad kwantowy
zwi¡zany z obrotem wektorów wªasnych wraz ze zmian¡ parametru.

Podobnie jak w przypadku klasycznym, QFI jest nieujemna i addytywna �
je±li mamy do czynienia ze stanem produktowym ρABϕ = ρAϕ ⊗ ρBϕ to F

[
ρABϕ

]
=

F
[
ρAϕ
]

+ F
[
ρBϕ
]
. W szczególno±ci dla stanu produktowego N identycznych cz¡-

stek F
[
ρ⊗Nϕ

]
= NF [ρϕ]. Oznacza to, »e z punktu widzenia QCRB wykonanie

N powtórze« eksperymentu na pojedynczej cz¡stce i estymacji parametru ze
stanu ρϕ jest równowa»ne wykonaniu pojedynczego eksperymentu, w którym
estymujemy parametr ze stanu ρ⊗Nϕ . Je±li w pierwszym przypadku mierzony
stan otrzymujemy w wyniku ewolucji stanu ρ0 przez kanaª kwantowy Φϕ, to w
drugim przypadku mieliby±my do czynienia z ewolucj¦ stanu produktowego ρ⊗N0

przez kanaª kwantowy, który dziaªa niezale»nie i identycznie na ka»d¡ cz¡stk¦,
tak »e na wyj±ciu otrzymujemy stan ρ⊗Nϕ = Φϕ[ρ0]⊗N . Warto podkre±li¢, »e rów-
nowa»no±¢ tych dwóch przypadków pokazuje, »e je±li mierzony stan jest produk-
towy ρ⊗Nϕ , to zastosowanie pomiarów kolektywnych nie jest w stanie zwi¦kszy¢
precyzji estymacji. Z drugiej strony oznacza to, »e aby otrzyma¢ skalowanie
QFI lepsze ni» liniowe z N , mierzony stan N cz¡stek musi by¢ spl¡tany [Pezzé
i Smerzi 2009]. Pozwala to wykorzysta¢ QFI do wykrywania spl¡tania stanów
kwantowych, a wi¦c jest ona ±wiadkiem spl¡tania [Bengtsson i �yczkowski 2006;
Horodecki i in. 2009].

Jako »e QCRB daje nam ograniczenie na MSE zoptymalizowane po pomia-
rach i estymatorach, kwesti¦ wysycalno±ci nale»y te» rozpatrywa¢ w tych dwóch
kategoriach. Optymalny pomiar wysycaj¡cy QCRB to pomiar rzutowy na wek-
tory wªasne SLD [Braunstein i Caves 1994; Nagaoka 2005]. Niestety taki pomiar
jest zazwyczaj kolektywny i mo»e zale»e¢ od estymowanego parametru, przez
co jest trudny w realizacji eksperymentalnej. Dla ustalonego pomiaru problem
redukuje si¦ do klasycznego poszukiwania optymalnego estymatora, który aby
wysyca¢ QCRB musi speªni¢ takie same warunki, jak w przypadku klasycznej
wersji CRB (patrz rozdziaª 1.1.1).

Estymowany parametr ϕ mo»e by¢ zapisany w zadanej nam z góry macie-
rzy g¦sto±ci ρϕ, lub informacja o nim mo»e zosta¢ zapisana w macierzy g¦sto±ci
ρ0 w wyniku ewolucji przez kanaª kwantowy Φϕ. W tym drugim przypadku
mamy swobod¦ wyboru stanu pocz¡tkowego. Oznacza to, »e aby otrzyma¢ fun-
damentalne ograniczenie na precyzj¦ musimy znale¹¢ maksimum F [Φϕ[ρ0]] po



Rozdziaª 1. Metrologia kwantowa 14

wszystkich mo»liwych macierzach g¦sto±ci ρ0. Korzystaj¡c z wªasno±ci wypu-
kªo±ci QFI

F

∑
j

pjρ
(j)
ϕ

 ¬∑
j

pjF
[
ρ(j)
ϕ

]
, (1.25)

gdzie wspóªczynniki pj speªniaj¡ warunek
∑
j pj = 1, pj ­ 0, mo»emy pokaza¢,

»e maksymalizuj¡c QFI wystarczy ograniczy¢ si¦ do optymalizacji po stanach
czystych5:

F [Φϕ[ρ0]] = F

∑
j

pjΦϕ[|ψj〉]

 ¬∑
j

pjF [Φϕ[|ψj〉]] ¬

¬ max
j
F [Φϕ[|ψj〉]] ¬ max

|ψ0〉
F [Φϕ[|ψ0〉]]. (1.26)

QFI mo»emy te» alternatywnie zde�niowa¢ jako nast¦puj¡ce zagadnienie
maksymalizacji:

F [ρϕ] = max
Λ

Λ†=Λ

F [ρϕ,Λ], F [ρϕ,Λ] = 2 Tr(ρ̇ϕΛ)− Tr
(
ρϕΛ2

)
. (1.27)

Formalnie bior¡c pochodn¡ wyra»enia po prawej (1.27) wzgl¦dem Λ i przyrów-
nuj¡c j¡ do zera otrzymamy warunek na SLD (1.21), po speªnieniu którego
dostaniemy pierwotn¡ posta¢ QFI (1.20). Przewaga de�nicji (1.27) objawia si¦,
gdy chcemy zoptymalizowa¢ QFI po stanach pocz¡tkowych. Takie zadanie mo-
»emy zapisa¢ jako podwójne zagadnienie maksymalizacji:

F = max
|ψ0〉

‖|ψ0〉‖2=1

F [Φϕ[|ψ0〉]] = max
|ψ0〉

‖|ψ0〉‖2=1

max
Λ

Λ†=Λ

F [Φϕ[|ψ0〉],Λ]. (1.28)

To sformuªowanie prowadzi do bardzo efektywnego numerycznego algorytmu
iteracyjnego pozwalaj¡cego wyznaczy¢ optymalny stan pocz¡tkowy [Maciesz-
czak 2013; Macieszczak, Fraas i Demkowicz-Dobrza«ski 2014]: zaczynamy od
losowej (lub takiej, co do której mamy przesªanki, »e mo»e by¢ odpowiednia w
naszym problemie) funkcji falowej

∣∣∣ψ(1)
0

〉
i dla niej szukamy operatora Hermi-

towskiego Λ(1), który maksymalizowaªby F
[
Φϕ

[∣∣∣ψ(1)
0

〉]
, ·
]
. Nast¦pnie odwracamy

problem, dla tak znalezionego operatora Λ(1) szukamy funkcji falowej
∣∣∣ψ(2)

0

〉
,

która maksymalizowaªby F
[
Φϕ[·],Λ(1)

]
i powtarzamy procedur¦. Do±wiadcze-

nia numeryczne pokazuj¡, »e w interesuj¡cych problemach �zycznych algorytm
zbiega bardzo szybko i zwraca optymalny stan pocz¡tkowy oraz odpowiadaj¡c¡
mu warto±¢ QFI.

Precyzja estymacji b¦dzie tym wi¦ksza im bardziej czuªy b¦dzie stan ρϕ na
zmian¦ parametru. O tym wªa±nie jak bardzo zmieni si¦ stan przy zmianie ϕ
informuje nas QFI. Manifestuje si¦ to równie» w tym, »e QFI mo»na u»y¢ do
zde�niowania odlegªo±ci dB pomi¦dzy stanami kwantowymi ρ i ρ + dρ, zwanej

5Dla stanów czystych b¦dziemy pisa¢ Φ[|ψ〉] zamiast Φ[|ψ〉〈ψ|].
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odlegªo±ci¡ Buresa [Braunstein i Caves 1994; Bengtsson i �yczkowski 2006]:

dB(ρ,ρ+ dρ)2 = 1
4 Tr

(
ρ dΛ2

)
, (1.29)

gdzie dΛ jest zde�niowana przez równanie

dρ = 1
2(ρ dΛ + dΛ ρ). (1.30)

Tak otrzyman¡ metryk¦ w przestrzeni stanów kwantowych nazywamy metryk¡
Buresa, a gdy ograniczymy si¦ do stanów czystych to mówimy wtedy o metryce
Fubiniego-Study.

W kwantowej teorii informacji miar¡ podobie«stwa dwóch stanów kwanto-
wych jest wierno±¢ F [Nielsen i Chuang 2000]. Dla stanów czystych |ψ1〉, |ψ2〉
jest ona zde�niowana jako

F(|ψ1〉 , |ψ2〉) = |〈ψ1|ψ2〉|. (1.31)

Mo»emy t¦ de�nicj¦ uogólni¢ na stany mieszane ρ1, ρ2, nast¦puj¡co:

F(ρ1, ρ2) = max
|ψ1〉
|〈Ψ1|Ψ2〉|, (1.32)

gdzie |Ψj〉 ∈ H⊗HA to pury�kacje stanów ρj, speªniaj¡ce warunek TrA |Ψj〉〈Ψj| =
ρj, a A oznacza pomocnicz¡ przestrze« potrzebn¡ do stworzenia pury�kacji [Nie-
lsen i Chuang 2000]. Korzystaj¡c z twierdzenia Uhlmanna [Uhlmann 1976] mo-
»emy wierno±¢ dla stanów mieszanych równowa»nie zapisa¢ w postaci

F(ρ1, ρ2) = Tr |√ρ1
√
ρ2| = Tr

√√
ρ2ρ1
√
ρ2, (1.33)

gdzie w drugiej równo±ci skorzystali±my z tego, »e |A| =
√
A†A. Je±li dwa stany

kwantowe s¡ in�nitezymalnie blisko siebie to wierno±¢ pomi¦dzy nimi mo»emy
powi¡za¢ z QFI [Braunstein i Caves 1994]:

F(ρϕ, ρϕ+ε) = 1− 1
8F [ρϕ]ε2 +O

(
ε3
)
. (1.34)

Wzór (1.32) pozwoli nam wprowadzi¢ nowy sposób wyznaczania QFI dla
stanów mieszanych � je±li dla dwóch stanów ρϕ i ρϕ+ε rozwiniemy go do drugiego
rz¦du w ε i porównamy z równaniem (1.34) to otrzymamy, »e QFI mo»na wyrazi¢
jako [Escher, Matos Filho i Davidovich 2011]

F [ρϕ] = min
|Ψϕ〉

F [|Ψϕ〉] = 4 min
|Ψϕ〉

(〈
Ψ̇ϕ

∣∣∣Ψ̇ϕ

〉
−
∣∣∣〈Ψ̇ϕ

∣∣∣Ψϕ

〉∣∣∣2), (1.35)

gdzie |Ψϕ〉 to pury�kacja stanu ρϕ. Niezale»nie, w pracy [Fujiwara i Imai 2008]
zaproponowano inn¡ bazuj¡c¡ na pury�kacjach de�nicj¦ QFI, która jednak»e
jest równowa»na powy»szej:

F [ρϕ] = 4 min
|Ψϕ〉

〈
Ψ̇ϕ

∣∣∣Ψ̇ϕ

〉
. (1.36)

Taki sposób wyznaczania QFI dla stanów mieszanych wcale nie upraszcza tego
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zadania. Jednak jest on u»yteczny, poniewa» ograniczaj¡c si¦ do pewnej klasy
pury�kacji pozwala uzyska¢ ograniczenie górne na QFI. Szczególnie je»eli jeste-
±my w stanie zaproponowa¢ odpowiedni¡ dla danego problemu klas¦ pury�kacji
to mo»na w ten sposób otrzyma¢ bardzo u»yteczne ograniczenia [Escher, Matos
Filho i Davidovich 2011; Escher, Davidovich i in. 2012; Demkowicz-Dobrza«ski,
Koªody«ski i Guµ  2012].

1.2.2 Kwantowe podej±cie Bayesowskie

Tak samo jak klasycznie, w kwantowym podej±ciu Bayesowskim chcemy zmini-
malizowa¢ AMSE, tylko »e teraz pϕ(x) = Tr(ρϕΠx):

∆2ϕ̂ =
∫∫

dϕ dNx p(ϕ) Tr(ρϕΠx)(ϕ̂(x)− ϕ)2. (1.37)

W tym celu nale»y znale¹¢ optymalne pomiary i estymatory. W zwi¡zku z tym
wygodnie b¦dzie poª¡czy¢ te dwa elementy i indeksowa¢ operatory pomiarowe
estymowanymi warto±ciami Πϕ̂ =

∫
dNxΠxδ(ϕ̂− ϕ̂(x)), co sprawi, »e gdy znaj-

dziemy optymalne POVM to od razu poznamy te» optymalne estymatory. Nasze
zadanie sprowadza si¦ teraz do minimalizacji ∆2ϕ̂ jedynie po Πϕ̂ ze standardo-
wym warunkiem na POVM Πϕ̂ ­ 0,

∫
dϕ̂Πϕ̂ = 1.

Dla uproszczenia wzorów zaªó»my, »e warto±¢ oczekiwana ϕ wynosi zero
ϕ =

∫
dϕp(ϕ)ϕ = 0 (nie prowadzi to do utraty ogólno±ci, poniewa» zawsze

mo»emy wykona¢ podstawienie ϕ→ ϕ− ϕ). Mo»emy teraz przepisa¢ AMSE w
nast¦puj¡cy sposób:

∆2ϕ̂ =
∫∫

dϕ dϕ̂ p(ϕ) Tr(ρϕΠϕ̂)(ϕ̂− ϕ)2 =

=
∫

dϕp(ϕ)ϕ2−2 Tr
(∫

dϕp(ϕ)ϕρϕ
∫

dϕ̂Πϕ̂ϕ̂
)

+Tr
(∫

dϕp(ϕ)ρϕ
∫

dϕ̂Πϕ̂ϕ̂
2
)

=

= Var(ϕ)− 2 Tr
(
ρ′Λ

)
+ Tr

(
ρΛ2

)
, (1.38)

gdzie Var(ϕ) =
∫

dϕp(ϕ)ϕ2 jest wariancj¡ estymowanego parametru wzgl¦dem
rozkªadu a priori, ρ =

∫
dϕp(ϕ)ρϕ oznacza stan u±redniony po rozkªadzie a

priori, ρ′ =
∫

dϕp(ϕ)ϕρϕ, Λ =
∫

dϕ̂Πϕ̂ϕ̂, Λ2 =
∫

dϕ̂Πϕ̂ϕ̂
2. Optymalny pomiar

w tym problemie jest pomiarem rzutowym [Helstrom 1976; Macieszczak, Fraas
i Demkowicz-Dobrza«ski 2014], dla którego Π2

ϕ̂ = Πϕ̂, co oznacza, »e Λ2 = Λ
2
i

ostatecznie pozwala nam zapisa¢

∆2ϕ̂ = Var(ϕ)− 2 Tr
(
ρ′Λ

)
+ Tr

(
ρΛ

2)
. (1.39)

Minimalizacja AMSE po pomiarach oznacza teraz minimalizacj¦ po operatorach
Hermitowskich Λ. Ekstremum osi¡gamy, gdy Λ speªnia warunek

ρ′ = 1
2

(
ρΛ + Λρ

)
, (1.40)

wtedy AMSE przyjmuje swoj¡ minimaln¡ warto±¢

∆2ϕ̂ = Var(ϕ)− Tr
(
ρΛ

2)
. (1.41)
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Warto zwróci¢ uwag¦ na podobie«stwo powy»szych wyra»e« do tych na QFI (1.20)
i SLD (1.21), co sugeruje, »e narz¦dzia matematyczne stworzone do liczenia QFI
mog¡ by¢ równie» u»yte w problemach Bayesowskich.

Zauwa»my, »e optymalne AMSE nie jest addytywne na stanach produkto-
wych. W ogólno±ci dla stanu produktowego ρABϕ = ρAϕ⊗ρBϕ optymalizuj¡c AMSE
po pomiarach otrzymamy POVM, który jest kolektywny i nie mo»e by¢ rozdzie-
lony na niezale»ne pomiary na ka»dym z podukªadów. W zwi¡zku z tym opty-
malne AMSE dla stanu produktowego b¦dzie mniejsze ni» optymalne AMSE
w przypadku, gdy w kolejnych powtórzeniach eksperymentu wykorzystaliby-
±my kolejno stan ρAϕ oraz ρBϕ (nawet je±li uwzgl¦dnimy mo»liwo±¢ zaktualizo-
wania rozkªadu a priori pomi¦dzy powtórzeniami eksperymentu). W zwi¡zku
z tym w podej±ciu Bayesowskim, w przeciwie«stwie do podej±cia opartego o
QFI, optymalne rezultaty otrzymujemy wykorzystuj¡c wszystkie dost¦pne za-
soby (cz¡stki) w pojedynczym eksperymencie.

Zwró¢my uwag¦ na jeszcze jedn¡ cech¦ podej±cia Bayesowskiego, która jest
szczególnie istotna w przypadku kwantowym. W podej±ciu Bayesowskim wy-
znaczamy bezpo±rednio minimaln¡ warto±¢ AMSE, a nie jedynie ograniczenie
jak to ma miejsce w podej±ciu opartym o QFI. W zwi¡zku z tym nie musimy
rozwa»a¢ zagadnienia wysycalno±ci takiego ograniczenia, które szczególnie w
przypadku kwantowym potra� by¢ zniuansowane.

Podsumowuj¡c teraz ró»nic¦ pomi¦dzy dwoma omawianymi podej±ciami do
zagadnienia estymacji mo»emy powiedzie¢, »e w podej±ciu Bayesowskim poszu-
kujemy optymalnej strategii, która ±rednio, pozwoli w jednym eksperymencie
pozna¢ jak najlepiej nieznany parametr bazuj¡c na rozkªadzie a priori tego pa-
rametru. W podej±ciu opartym o informacj¦ Fishera, chcemy wykonuj¡c wiele
powtórze« eksperymentu, pozna¢ jak najlepiej �uktuacje parametru wokóª zna-
nej warto±ci.

1.3 Fundamentalne ograniczenia w metrologii kwan-

towej

Jednym z podstawowych celów teoretycznej metrologii kwantowej jest wyzna-
czanie fundamentalnych ogranicze« na precyzj¦ estymacji oraz opracowanie
praktycznych strategii pomiarowych, które dadz¡ najlepsze mo»liwe rezultaty
estymacji, a w idealnym scenariuszu wysyc¡ otrzymane ograniczenia. Nale»y
podkre±li¢, »e gdy mówimy o fundamentalnych ograniczeniach na precyzj¦ esty-
macji to mamy na my±li ograniczenia uzyskane w wyniku optymalizacji: stanu
ukªadu na pocz¡tku eksperymentu, sposobu pomiaru interesuj¡cej nas wielko±ci
�zycznej oraz metody analizy uzyskanych wyników (estymatora). W rozwa»a-
niach przyjmujemy model �zyczny za ustalony. Innymi sªowy nie zajmujemy si¦
tym jak zmniejszy¢ szum w badanym ukªadzie, ale jak zaprojektowa¢ ekspery-
ment (stan pocz¡tkowy, pomiar, estymator), tak aby wpªyw szumu na precyzj¦
estymacji byª jak najmniejszy.

Podstawowym problemem rozwa»anym w metrologii kwantowej jest zagad-
nienie estymacji pojedynczego parametru unitarnego ϕ � czyli takiego, który
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zostaª zapisany w stanie ukªadu w wyniku unitarnej ewolucji (przykªadem pa-
rametru nieunitarnego jest np. siªa dekoherencji). Sztandarowym przykªadem
jest tutaj estymacja fazy, z któr¡ mamy do czynienia w ró»nych pomiarach inter-
ferometrycznych [Demkowicz-Dobrza«ski, Jarzyna i Koªody«ski 2015]. Problem
taki mo»emy opisa¢ w ramach standardowego schematu metrologicznego opisa-
nego w rozdziale 1.2. B¦dziemy modelowa¢ oddziaªywanie stanu pocz¡tkowego
ρ0, zªo»onego z N cz¡stek, z ukªadem, który chcemy zmierzy¢ za pomoc¡ ka-
naªu kwantowego Φϕ. Zakªadamy, »e kanaª ten jest zªo»eniem dwóch procesów:
dekoherencji, któr¡ opisuje kanaª kwantowy Φ oraz unitarnej ewolucji Uϕ, w
wyniku której informacja o parametrze zostaje zapisana w stanie kwantowym.
W rezultacie na wyj±ciu kanaªu otrzymujemy stan

ρϕ = Φϕ[ρ0] = UϕΦ[ρ0]U †ϕ. (1.42)

Formalnie tak zapisana ewolucja odpowiada sytuacji, w której najpierw zacho-
dzi dekoherencja, a pó¹niej unitarne nakr¦canie parametru. W typowych mode-
lach dekoherencji, które wªa±nie b¦dziemy rozwa»a¢, oba te procesy komutuj¡
ze sob¡ i kolejno±¢ w jakiej je zapiszemy nie ma znaczenia. Nale»y jednak zda-
wa¢ sobie spraw¦, »e nie zawsze takie zaªo»enie jest uprawnione [Chaves i in.
2013]. Kolejnym zaªo»eniem naszego modelu jest to, »e unitarne nakr¦canie pa-
rametru Uϕ = e−iHϕ jest generowane przez liniowy Hamiltonian H =

∑N
n=1 h

[n],
gdzie h[n] jest lokalnym generatorem dziaªaj¡cym na n-t¡ cz¡stk¦. Taka sytu-
acja jest po»¡dana przy projektowaniu eksperymentu, poniewa» informacja o
parametrze jest zapisywana w ka»dej cz¡stce niezale»nie oraz w taki sam spo-
sób. Sprz¦gni¦cie zapisywania informacji o parametrze z efektami wielociaªo-
wymi jest niepo»¡dane, szczególnie ze wzgl¦du na to, »e s¡ one du»o sªabiej
poznane. Jednak nie zawsze mo»emy je pomin¡¢, szczególnie w przypadku in-
terferometrii atomowej (która ma zastosowanie np. w zegarach atomowych czy
magnetometrii). Wpªywem takich efektów na mo»liw¡ do osi¡gni¦cia precyzj¦
estymacji zajmuje si¦ nieliniowa metrologia kwantowa [Boixo i in. 2007; Beau
i Campo 2017; Demkowicz-Dobrza«ski, Czajkowski i Sekatski 2017; Czajkow-
ski, Pawªowski i Demkowicz-Dobrza«ski 2019]. Omówimy teraz fundamentalne
ograniczenia na precyzj¦ estymacji parametru unitarnego w dwóch jako±ciowo
ró»nych przypadkach: bez oraz z dekoherencj¡.

1.3.1 Przypadek bez dekoherencji

Zaczniemy od przypadku bez dekoherencji, który jest du»o prostszy i dla któ-
rego wiele rezultatów mo»na uzyska¢ w ±cisªy sposób. Skupimy si¦ na analizie
tego problemu w podej±ciu opartym o QFI. Jako »e QCRB jest zawsze lokalnie
wysycalna, to podej±cie takie b¦dzie szczególnie odpowiednie, w przypadku gdy
chcemy wyznaczy¢ maªe odchylenie parametru od znanej warto±ci, jak to mam
miejsce np. w interferometrze fal grawitacyjnych [Abadie i in. 2011; Aasi i in.
2013].

Brak dekoherencji powoduje, »e caªa ewolucja stanu jest unitarna, co zna-
cz¡co upraszcza wyznaczanie i optymalizacj¦ QFI. Dodatkowo, je±li stan pocz¡t-
kowy byª czysty � a jak pokazuje rozumowanie (1.26), stan czysty jest stanem
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optymalnym w podej±ciu opartym o QFI � to takim pozostanie na wyj±ciu ka-
naªu. To ma du»e znaczenie, poniewa» dla czystych stanów ko«cowych znamy
jawny wzór na QFI (1.22). W zwi¡zku z tym zaªo»ymy, »e ρ0 = |ψ0〉〈ψ0|. Otrzy-
mamy wtedy na wyj±ciu kanaªu stan ρϕ = |ψϕ〉〈ψϕ|, gdzie |ψϕ〉 = e−iHϕ |ψ0〉.
Korzystaj¡c teraz ze wzoru (1.22) mo»emy od razu wyznaczy¢ QFI:

F [|ψϕ〉] = 4
(
〈ψ0|H2|ψ0〉 − 〈ψ0|H|ψ0〉2

)
= 4Var(H), (1.43)

która jest proporcjonalna do wariancji generatora na stanie pocz¡tkowym.
Wprowad¹my dla lokalnego generatora h oznaczenia: λ+ i |λ+〉 na najwi¦k-

sz¡ warto±¢ wªasn¡ i odpowiadaj¡cy jej wektor wªasny oraz λ− i |λ−〉 na naj-
mniejsz¡ warto±¢ wªasn¡ i odpowiadaj¡cy jej wektor wªasny. Je±li przygotu-
jemy pocz¡tkowo ukªad w stanie |ψ0〉 = 1√

2N
(|λ+〉+ |λ−〉)⊗N to QFI wyniesie

F = N(λ+ − λ−)2. Korzystaj¡c teraz z QCRB mo»emy zapisa¢ dla takiego
stanu produktowego ograniczenie na precyzj¦ estymacji parametru unitarnego,
ma ono posta¢ szumu ±rutowego

∆2ϕ̂ ­ 1
N(λ+ − λ−)2 (1.44)

i zwane jest standardow¡ granic¡ kwantow¡ (SQL, ang. Standard Quantum Li-
mit). Ograniczenie to mo»na wysyci¢ mierz¡c ró»nic¦ obsadze« pomi¦dzy sta-
nami |λ+〉 i |λ−〉. Pokazany przykªad jest manifestacj¡ ogólnej prawidªowo±ci, »e
dla stanów separowalnych precyzja estymacji fazy jest ograniczona przez SQL i
aby j¡ przekroczy¢ musimy u»y¢ stanów spl¡tanych [Pezzé i Smerzi 2009; Gio-
vannetti, Lloyd i Maccone 2011].

Stanem optymalnym, maksymalizuj¡cym QFI w przypadku estymacji para-
metru unitarnego bez dekoherencji jest spl¡tany stan |ψ0〉 = 1√

2

(
|λ+〉⊗N + |λ−〉⊗N

)
,

dla którego F = N2(λ+ − λ−)2. Oznacza to, »e fundamentalne ograniczenie na
precyzj¦ estymacji parametru unitarnego wynosi

∆2ϕ̂ ­ 1
N2(λ+ − λ−)2 , (1.45)

a zwane jest granic¡ Heisenberga (HL, ang. Heisenberg Limit). Jak wiemy, ogra-
niczenie to mo»na wysyci¢ dokonuj¡c pomiaru w bazie wektorów wªasnych SLD,
jednak taki pomiar byªby wysoce spl¡tany. Okazuje si¦, »e du»o prostszy (przy-
najmniej w teorii) pomiar parzysto±ci równie» wysyca to ograniczenie.

Przykªadem estymacji parametru unitarnego jest estymacja fazy, z któr¡
spotykamy si¦ w dziedzinie optycznej np. w interferometrze Macha-Zehndera,
a dla ukªadów atomowych np. w interferometrii Ramseya. W takich proble-
mach efektywnie generatorem ewolucji jest (bezwymiarowa) skªadowa z caªko-
witego momentu p¦du Jz = 1

2

∑N
n=1 σ

[n]
z , gdzie σ[n]

i oznacza odpowiedni¡ macierz
Pauliego dziaªaj¡c¡ na n-t¡ cz¡stk¦ (dla takiego lokalnego generatora λ+ = 1

2 ,
λ− = −1

2) [Lee, Kok i Dowling 2002]. Ukªad w takim eksperymencie mo»emy
efektywnie opisa¢ jako N spinów-1

2 (N fotonów podró»uj¡cych jednym z dwóch
ramion interferometru Macha-Zehndera lub N atomów dwupoziomowych w in-
terferometrii Ramseya). Jako »e przy braku dekoherencji mo»emy ograniczy¢
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si¦ do podprzestrzeni stanów caªkowicie symetrycznych to wygodnie (szczególnie
dla fotonów) jest korzysta¢ z bazy obsadzeniowej, w której |n〉|N − n〉 reprezen-
tuje stan ukªadu o n spinach �do góry�

∣∣∣+1
2

〉
i N−n spinach �do doªu�

∣∣∣−1
2

〉
. Dla

pocz¡tkowego stanu produktowego otrzymujemy F = N i SQL ∆2ϕ̂ ­ 1
N
. Mak-

symaln¡ warto±¢ QFI � czyli najwi¦ksz¡ wariancj¦ Jz dla danego N � otrzymu-
jemy dla spl¡tanego stanu Greenbergerga-Hornego-Zeilingera (stan GHZ) [Gre-
enberger, Horne i Zeilinger 1989], który po zapisaniu w bazie obsadzeniowej
znany jest w optyce kwantowej jako stan NOON [J. J. . Bollinger i in. 1996]:

|ψ0〉 = 1√
2

(∣∣∣+1
2

〉⊗N
+
∣∣∣−1

2

〉⊗N)
= 1√

2
(|N〉|0〉+ |0〉|N〉). (1.46)

Dla tego stanu F = N2 i mamy do czynienia z HL: ∆2ϕ̂ ­ 1
N2

. Nale»y zwróci¢
uwag¦, »e wraz ze wzrostem N dramatycznie wzrasta trudno±¢ eksperymental-
nego przygotowania stanu NOON. Obecnie udaªo si¦ to dla N = 4 [Nagata
i in. 2007] i N = 5 [Afek, Ambar i Silberberg 2010]. Nawet je±li uda si¦ go
przygotowa¢ to jest on bardzo wra»liwy na dekoherencj¦ wraz ze wzrostem
N [Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski
i Guµ  2012; Huelga i in. 1997]. Sprawia to, »e przydatno±¢ stanu NOON poza
bardzo maªymi warto±ciami N jest w praktyce znikoma, szczególnie je±li we¹mie
si¦ pod uwag¦, »e du»o ªatwiejsze do eksperymentalnego przygotowania stany
±ci±ni¦te oferuj¡ podobne rezultaty [Pezzé i Smerzi 2008].

Przytoczymy teraz wyniki uzyskane w podej±ciu Bayesowskim, ograniczaj¡c
si¦ do estymacji konkretnie fazy i zakªadaj¡c pªaski rozkªad a priori p(ϕ) = 1

2π ,
czyli zakªadaj¡c brak jakiejkolwiek informacji o rozkªadzie estymowanego pa-
rametru [Hradil i in. 1996; Berry i Wiseman 2000]. Po pierwsze zauwa»my, »e
standardowa funkcja kosztu kwadratowego (ϕ̂− ϕ)2 stosowana w MSE i AMSE
nie uwzgl¦dnia geometrii badanego problemu, a mianowicie tego, »e estymowany
parametr nale»y do grupy U(1) i w efekcie ϕ = ϕ+2π. W podej±ciu opartym na
QFI nie stanowiªo to problemu, poniewa» jest ono lokalne, ale w przypadku ana-
lizy Bayesowskiej musimy wybra¢ inn¡ funkcj¦ kosztu. Najbardziej naturalnym
wyborem jest funkcja kosztu 4 sin2[(ϕ̂− ϕ)/2], która w pierwszym rz¦dzie roz-
wini¦cia redukuje si¦ do standardowego kosztu kwadratowego. Minimalizacja ta-
kiej funkcji kosztu u±rednionej po wynikach pomiarów, mo»ne zosta¢ wykonana
wykorzystuj¡c wªasno±ci symetrii problemu i tego, »e mo»emy si¦ ograniczy¢ do
klasy pomiarów kowariantnych [Holevo 1982]. W efekcie otrzymujemy w granicy
du»ych N ograniczenie ∆2ϕ̂ ­ 1

N
dla produktowych stanów pocz¡tkowych oraz

∆2ϕ̂ ­ π2

N2
dla optymalnego (spl¡tanego) stanu pocz¡tkowego zwanego stanem

SIN:

|ψ0〉 =
N∑
n=0

√
2

2 +N
sin
(
n+ 1
N + 2

π
)
|n〉|N − n〉 , (1.47)

który zapisali±my w bazie obsadzeniowej.

1.3.2 Przypadek z dekoherencj¡

Zajmiemy si¦ teraz wyzwaniami jakie pojawiaj¡ si¦, gdy chcemy zbada¢ wpªyw
dekoherencji na precyzj¦ estymacji parametru unitarnego. Dekoherencja jest
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wynikiem niekontrolowanego oddziaªywania ukªadu z otoczeniem i sprawia, »e
stan ukªadu staje si¦ coraz bardziej mieszany. Z tego powodu nie mo»na sko-
rzysta¢ ze wzoru (1.22) w celu wyznaczenia QFI i trzeba najpierw wyznaczy¢
SLD, co zazwyczaj wi¡»e si¦ z konieczno±ci¡ diagonalizacji ρϕ. Poza przypad-
kiem globalnego defazowania, obecno±¢ dekoherencji wyprowadza z podprze-
strzeni caªkowicie symetrycznej, co sprawia, »e obliczenia numeryczne musz¡
by¢ przeprowadzone w peªnej przestrzeni Hilberta. Oznacza to z kolei, »e przy
wzro±cie rozmiaru ukªadu bardzo szybko staj¡ si¦ one niemo»liwe do prak-
tycznego wykonania. Na szcz¦±cie nie oznacza to, »e nie mo»emy nic powie-
dzie¢ o takich ukªadach. Powstaª szereg metod � takich jak np. minimalizacja
po pury�kacjach kanaªu, klasyczna symulacja, kwantowa symulacja czy me-
toda rozszerzenia kanaªu � które umo»liwiaj¡ wyznaczenie ograniczenia na QFI,
które cz¦sto przynajmniej asymptotycznie jest wysycalne [Escher, Matos Filho
i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012; Koªody«-
ski i Demkowicz-Dobrza«ski 2013; Knysh, Chen i Durkin 2014; Demkowicz-
Dobrza«ski i Maccone 2014; Sekatski i in. 2017; Demkowicz-Dobrza«ski, Czaj-
kowski i Sekatski 2017; Zhou i in. 2018]. W praktyce jednak metody te s¡ do±¢
specy�czne i mog¡ by¢ efektywnie zastosowane jedynie do w¡skiego katalogu
modeli metrologicznych. Spo±ród tych metod najbardziej wszechstronna jest
metoda rozszerzenia kanaªu, która pozwala efektywnie bada¢ nieskorelowane
modele szumu i j¡ teraz omówimy.

Dziaªanie dowolnego kanaªu kwantowego mo»e by¢ zapisane za pomoc¡ re-
prezentacji Krausa [Nielsen i Chuang 2000]:

ρϕ = Φϕ[ρ0] =
∑
j

Kj
ϕρ0K

j
ϕ

†
, (1.48)

gdzie Kj
ϕ to operatory Krausa speªniaj¡ce warunek

∑
jK

j
ϕ
†
Kj
ϕ = 1. Reprezen-

tacja ta nie jest jednoznaczna, a równowa»ne zbiory operatorów Krausa s¡ ze
sob¡ powi¡zane za pomoc¡ transformacji unitarnej

K̃i
ϕ =

∑
j

(Uϕ)i,jK
j
ϕ, (1.49)

gdzie Uϕ to macierz unitarna zale»na od parametru ϕ. Z ka»dym zestawem
operatorów Krausa mo»na powi¡za¢ operator USE

ϕ opisuj¡cy ª¡czn¡ ewolucj¦
unitarn¡ ukªadu (S) oddziaªuj¡cego z otoczeniem (E, które bez straty ogólno±ci
mo»emy przyj¡¢, »e znajduje si¦ pocz¡tkowo w stanie czystym):

ρSEϕ = USE
ϕ

(
ρS0 ⊗ |0〉E〈0|

)
USE
ϕ

†
, (1.50)

ρSϕ = TrE ρSEϕ =
∑
j

〈j|USE
ϕ

(
ρS0 ⊗ |0〉E〈0|

)
USE
ϕ

†|j〉E =

=
∑
j

〈j|USE
ϕ |0〉E ρ

S
0 〈0|USE

ϕ

†|j〉E =
∑
j

Kj
ϕρ

S
0K

j
ϕ

†
, (1.51)

Kj
ϕ = 〈j|USE

ϕ |0〉E . (1.52)

Metoda rozszerzenia kanaªu pozwala wyznaczy¢ ograniczenie górne na QFI
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zoptymalizowan¡ po stanach pocz¡tkowych, w oparciu jedynie o dynamik¦ wy-
ra»on¡ przez operatory Krausa [Fujiwara i Imai 2008; Demkowicz-Dobrza«ski,
Koªody«ski i Guµ  2012; Demkowicz-Dobrza«ski i Maccone 2014]. Opiera si¦
ona na obserwacji, »e dodatkowe trywialne dziaªanie kanaªu na rozszerzonej
przestrzeni mo»e jedynie poprawi¢ precyzj¦ estymacji oraz wykorzystuje de�ni-
cj¦ QFI w postaci (1.36):

F = max
|ψ0〉

F [Φϕ[|ψ0〉]] ¬ max
|ψext0 〉

F
[
Φϕ ⊗ 1

[∣∣∣ψext
0

〉]]
= 4 max
|ψext0 〉

min
|Ψϕ〉

〈
Ψ̇ϕ

∣∣∣Ψ̇ϕ

〉
,

(1.53)
gdzie |ψext

0 〉 oznacza stan pocz¡tkowy na rozszerzonej przestrzeni, a |Ψϕ〉 to
pury�kacj¦ stanu mieszanego Φϕ ⊗ 1[|ψext

0 〉]. Oznaczymy przez S przestrze«
ukªadu, E przestrze«, na któr¡ rozszerzyli±my dziaªanie kanaªu,A przestrze« po-
trzebn¡ do stworzenia pury�kacji. Oznacza to, »e |ψ0〉 ∈ HS, |ψext

0 〉 ∈ HS⊗HE,
|Ψ0〉 ∈ HS ⊗ HE ⊗ HA. Ewolucj¦ pury�kacji mo»emy zapisa¢ jako |Ψϕ〉 =
Uϕ |Ψ0〉 = Uϕ |ψext

0 〉|0〉A, gdzie 〈j|Uϕ|0〉A = K̃j
ϕ ⊗ 1, a

{
K̃j
ϕ

}
j
to jedna z równo-

wa»nych reprezentacji Krausa opisuj¡cych dziaªanie kanaªu Φϕ. Pozwala nam
to zapisa¢ powy»sze zagadnienie optymalizacyjne jako:

4 max
|ψext0 〉

min
|Ψϕ〉

TrSEA
∣∣∣Ψ̇ϕ

〉〈
Ψ̇ϕ

∣∣∣ = 4 max
|ψext0 〉

min
K̃ϕ

TrSEA
[
U̇ϕ |Ψ0〉〈Ψ0| U̇ †ϕ

]
=

= 4 max
|ψext0 〉

min
K̃ϕ

TrSE

∑
j

(
˙̃Kj
ϕ ⊗ 1

) ∣∣∣ψext
0

〉〈
ψext

0

∣∣∣ ( ˙̃Kj
ϕ

†
⊗ 1

) =

= 4 max
|ψext0 〉

min
K̃ϕ

TrS

∑
j

˙̃Kj
ϕρ

ext
0

˙̃Kj
ϕ

†
 = 4 max

|ψext0 〉
min
K̃ϕ

TrS

ρext
0

∑
j

˙̃Kj
ϕ

† ˙̃Kj
ϕ

, (1.54)

gdzie ρext
0 = TrE |ψext

0 〉〈ψext
0 |. Mo»emy teraz zamieni¢ kolejno±¢ maksymalizacji

oraz minimalizacji [Fujiwara i Imai 2008] i u»ywaj¡c normy operatorowej ‖·‖
zapisa¢ ko«cow¡ posta¢ ograniczenia:

F ¬ min
K̃ϕ

∥∥∥∥∥∥
∑
j

˙̃Kj
ϕ

† ˙̃Kj
ϕ

∥∥∥∥∥∥, (1.55)

gdzie minimalizacj¦ nale»y wykona¢ po wszystkich równowa»nych reprezenta-
cjach Krausa. Wykonanie takiej minimalizacji nie jest prostym zadaniem. Jed-
nak je»eli jeste±my w stanie zaproponowa¢ odpowiedni¡ dla danego problemu
reprezentacj¦, to mo»na otrzyma¢ w ten sposób u»yteczne ograniczenie.

Przykªadem zastosowania metody rozszerzenia kanaªu, w którym mo»na ªa-
two skonstruowa¢ u»yteczn¡ reprezentacj¦ Krausa, s¡ modele z nieskorelowa-
nym szumem. W tych modelach szum dziaªa niezale»nie i identycznie na ka»d¡
cz¡stk¦. W zwi¡zku z tym wydaje si¦ dobrym pomysªem, aby optymalizowa¢
po reprezentacjach Krausa, które maj¡ struktur¦ produktow¡:

ρϕ = Φϕ[ρ0] =
∑

j1,...,jN

kj1ϕ ⊗ · · · ⊗ kjNϕ ρ0k
j1
ϕ

† ⊗ · · · ⊗ kjNϕ
†
, (1.56)
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gdzie
{
kjϕ
}
j
to zbiór lokalnych operatorów Krausa opisuj¡cy dziaªanie szumu na

pojedyncz¡ cz¡stk¦. Pozwala to zapisa¢ ograniczenie (1.55) w postaci

F ¬ 4 min
k̃ϕ

(
N
∥∥∥αk̃ϕ∥∥∥+N(N − 1)

∥∥∥βk̃ϕ∥∥∥2
)
, (1.57)

gdzie

αk̃ϕ =
∑
j

˙̃kjϕ
† ˙̃kjϕ, βk̃ϕ = i

∑
j

˙̃kjϕ
†
k̃jϕ. (1.58)

Optymalizacj¦ w tym wypadku wykonujemy jedynie po lokalnych równowa»-
nych reprezentacjach Krausa

{
kjϕ
}
j
, które s¡ powi¡zane ze sob¡ za pomoc¡

lokalnej transformacji unitarnej uϕ nast¦puj¡co: k̃iϕ =
∑
j (uϕ)i,jk

j
ϕ. Dla ka»-

dego ustalonego ϕ = ϕ0, ograniczenie (1.57) zale»y jedynie od operatorów k̃jϕ
i ich pierwszych pochodnych w punkcie ϕ0. Ponadto, ograniczenie to nie jest
czuªe na zmian¦ reprezentacji Krausa za pomoc¡ operacji unitarnej, która jest
niezale»na od ϕ. Oznacza to, »e równowa»ne reprezentacje Krausa mo»na spa-
rametryzowa¢ za pomoc¡ Hermitowskiej macierzy h, która jest generatorem
uϕ = e−ih(ϕ−ϕ0). Redukuje to problem optymalizacyjny (1.57) do minimalizacji
po h. Dodatkowo, mo»na ten problem przeformuªowa¢ korzystaj¡c z faktu, »e
dla wi¦kszo±ci typowych modeli szumu QFI skaluje si¦ liniowo z N . Oznacza to,
»e istnieje reprezentacja, dla której βk̃ϕ = 0 lub równowa»nie

∑
i,j

hi,jk
i
ϕ

†
kjϕ = i

∑
j

k̇jϕ
†
kjϕ. (1.59)

W przypadku takich modeli ograniczenie (1.57) mo»na zapisa¢ w postaci

F ¬ 4N min
h

βk̃ϕ=0

∥∥∥αk̃ϕ∥∥∥. (1.60)

Wyst¦puj¡ca tu minimalizacja, to przykªad problemu wypukªego, który mo»na
efektywnie rozwi¡za¢ stosuj¡c metod¦ SDP (ang. Semi-De�nite Programming)
[Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012; Demkowicz-Dobrza«ski i Mac-
cone 2014].

Rozwa»my dla przykªadu estymacj¦ fazy ϕ w obecno±ci lokalnego defazowa-
nia o sile η. B¦dzie nas interesowaª ukªad N spinów-1

2 , który ewoluuje przez ka-
naª kwantowy postaci Φϕ[ρ0] = e−iHϕΦ[ρ0]eiHϕ, gdzie H = 1

2

∑N
n=1 σ

[n]
z , a kanaª

Φ opisuje dziaªanie lokalnego defazowania. W problemie takim szum dziaªa nie-
zale»nie i identycznie na ka»d¡ cz¡stk¦, a wi¦c b¦dziemy rozwa»a¢ produktow¡
struktur¦ reprezentacji Krausa kanaªu Φϕ, jak w równaniu (1.56). Pozwoli to wy-
prowadzi¢ ograniczenie na precyzj¦ estymacji w oparciu jedynie o dynamik¦ po-
jedynczego spinu. Fizycznie, defazowanie oznacza utrat¦ koherencji. Pojedynczy
spin, który pocz¡tkowo znajduje si¦ w stanie czystym |ψ0〉 = α

∣∣∣+1
2

〉
+ β

∣∣∣−1
2

〉
,

pod wpªywem lokalnego defazowania przejdzie do stanu mieszanego

Φ[|ψ0〉] =
(
|α|2 ηαβ∗

ηα∗β |β|2
)
. (1.61)
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Dziaªanie takiego kanaªu Φ mo»emy zareprezentowa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cych
lokalnych operatorów Krausa:

k0 =

√
1 + η

2
1, k1 =

√
1− η

2
σz. (1.62)

Natomiast lokalne operatory Krausa dla caªkowitego kanaªu Φϕ maj¡ posta¢:

k0
ϕ = e−

i
2σzϕ

√
1 + η

2
1, k1

ϕ = e−
i
2σzϕ

√
1− η

2
σz. (1.63)

Stosuj¡c teraz metod¦ rozszerzenia kanaªu otrzymujemy βk̃ϕ = 0, gdy

h = − 1
2
√

1− η2
σx. (1.64)

Ograniczenie na precyzj¦ estymacji przyjmuje wtedy posta¢ [Demkowicz-Dobrza«ski,
Koªody«ski i Guµ  2012; Demkowicz-Dobrza«ski i Maccone 2014]

∆2ϕ̂ ­ 1− η2

η2N
. (1.65)

Przypomnijmy, »e ograniczenie to jest zoptymalizowane po stanach pocz¡tko-
wych i uwzgl¦dnia mo»liwo±¢ u»ycia stanów kwantowych, które s¡ spl¡tane. Je±li
zaw¦zimy rozwa»ania do stanów produktowych to oka»e si¦, »e najlepsza war-
to±¢ precyzji estymacji to ∆2ϕ̂ = 1

η2N
. Oznacza to, »e u»ycie stanów spl¡tanych

umo»liwia popraw¦ precyzji estymacji maksymalnie o staªy czynnik 1− η2.
Ograniczenie (1.65) ilustruje ogóln¡ prawidªowo±¢ dla modeli z nieskorelowa-

nym szumem. Mianowicie mimo »e stany spl¡tane umo»liwiaj¡ popraw¦ precyzji
to nie pozwalaj¡ na osi¡gni¦cia HL. Dla takich ukªadów fundamentalne ograni-
czenie na precyzj¦ estymacji ma posta¢ zbli»on¡ do SQL:

∆2ϕ̂ ­ c

N
, (1.66)

gdzie c jest staª¡ specy�czn¡ dla konkretnego modelu szumu [Demkowicz-Dobrza«ski,
Koªody«ski i Guµ  2012].

W obecno±ci dekoherencji analiza Bayesowska zagadnienia estymacji fazy
jest zazwyczaj du»o trudniejsza. Na szcz¦±cie pokazano, »e dla nieskorelowa-
nych modeli szumu asymptotyczna warto±ci minimalnego AMSE otrzymana w
kwantowym podej±ciu Bayesowskim pokrywa si¦ z warto±ci¡ QFI (dokªadnie jej
odwrotno±ci¡) [Jarzyna i Demkowicz-Dobrza«ski 2015]. Pozwala nam to wnio-
skowa¢ o precyzji estymacji w podej±ciu Bayesowskim w oparciu o warto±¢ QFI.
Oznacza to równie», »e dla nieskorelowanych modeli szumu asymptotyczne ogra-
niczenia na precyzj¦ estymacji otrzymane w oparciu o QFI s¡ zawsze wysycalne.
Jest to zwi¡zane z tym, »e w podej±ciu Bayesowskim wykonujemy bezpo±redni¡
minimalizacj¦, wi¦c otrzymane rezultaty nie s¡ obci¡»one konieczno±ci¡ dodat-
kowych rozwa»a« o wysycalno±ci.

Jakkolwiek fundamentalne ograniczenia na precyzj¦ estymacji maj¡ ogromne
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znaczenie teoretyczne to równie istotna jest ich praktyczna wysycalno±¢ w eks-
perymencie. Dla przykªadu stany GHZ/NOON i SIN, optymalne w przypadku
braku dekoherencji odpowiednio w podej±ciu opartym o QFI i o rozumowanie
Bayesowskie, s¡ bardzo trudne do przygotowania z wyj¡tkiem ukªadów bardzo
niewielu cz¡stek. Dla du»ej liczby cz¡stek jedyne ªatwo dost¦pne stany spl¡tane
to stany ±ci±ni¦te [J. Ma i in. 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Jarzyna i Koªody«-
ski 2015; Pezzé, Smerzi i in. 2018]. Okazuje si¦ jednak, »e s¡ one wystarczaj¡ce,
aby wysyci¢ asymptotycznie ograniczenia na precyzj¦ w typowych problemach
metrologicznych z nieskorelowanym szumem. Obserwujemy to np. w problemie
estymacji fazy w interferometrze Macha-Zehndera w obecno±ci dekoherencji,
gdzie optymalny schemat pomiarowy zakªada wpuszczenie do dwóch ró»nych
ramion interferometru odpowiednio stanu koherentnego i stanu ±ci±ni¦tej pró»ni,
a nast¦pnie pomiar ró»nicy obsadze« [Caves 1981; Demkowicz-Dobrza«ski, Ja-
rzyna i Koªody«ski 2015]. Podobnie w przypadku interferometrii Ramseya, gdzie
optymalny stan pocz¡tkowy zespoªu atomów to stan jednoosiowo skr¦cony [Ki-
tagawa i Ueda 1993; Ulam-Orgikh i Kitagawa 2001].

Przykªadem takiego praktycznego zastosowania metrologii kwantowej jest
u»ycie kombinacji stanu koherentnego i stanu ±ci±ni¦tej pró»ni w detekcji fal
grawitacyjnych. Pierwsze demonstracyjne zastosowania stanów ±ci±ni¦tych do
poprawy czuªo±ci detektorów fal grawitacyjnych GEO 600 oraz LIGO opisano
w pracach [Abadie i in. 2011; Aasi i in. 2013]. Nast¦pnie pokazano mi¦dzy
innymi, »e przy wyst¦puj¡cym wtedy poziomie szumów optycznych w detekto-
rze GEO 600 taki wªa±nie stan zapewnia praktycznie najlepsz¡ mo»liw¡ czu-
ªo±¢ [Demkowicz-Dobrza«ski, Banaszek i Schnabel 2013]. Aktualnie stany ±ci-
±ni¦te s¡ ju» na staªe u»ywane w detektorach Advanced LIGO i Advanced Virgo.
Byªy wykorzystane podczas pomiarów, w których dokonano detekcji fal grawi-
tacyjnych i odpowiadaj¡ za wzrost liczby obserwacji a» do 50% [Acernese i in.
2019; Tse i in. 2019].
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Rozdziaª 2

Sieci tensorowe

W tym rozdziale zostanie dokonany przegl¡d podstawowych wiadomo±ci o sie-
ciach tensorowych. Zaczniemy od wprowadzenia gra�cznej reprezentacji ten-
sorów i zademonstrujemy jak w tym nowym j¦zyku wyra»aj¡ si¦ podstawowe
operacje wykonywane na tensorach. Nast¦pnie wprowadzimy rozkªad na warto-
±ci osobliwe oraz rozkªad Schmidta, co pozwoli nam pªynnie przej±¢ do entropii
spl¡tania i jej prawa powierzchniowego. B¦dziemy wtedy gotowi, aby bazuj¡c na
koncepcji spl¡tania, omówi¢ podstawowe rodzaje sieci tensorowych. Na ko«cu
skupimy si¦ na szczegóªowym opisie jednowymiarowych sieci tensorowych.

2.1 Diagramy sieci tensorowych

Przez tensor rozumiemy wielowymiarow¡ tablic¦ liczb zespolonych (nie zakªa-
damy »adnych wªasno±ci transformacyjnych), czyli element Cd1×...×dr , gdzie r
oznacza rz¡d tensora, a dj to wymiar j-tego indeksu tensora. Skalary, wektory
i macierze to najprostsze przykªady tensorów odpowiednio o rz¦dzie 0, 1 i 2.
Sie¢ tensorow¡ de�niujemy jako zbiór tensorów, których cz¦±¢ albo wszystkie
indeksy s¡ zw¦»one wedªug okre±lonego schematu.

Gra�czna reprezentacja sieci tensorowych w postaci diagramów byªa jednym
z katalizatorów sukcesu, jaki odniosªy one w modelowaniu wielu problemów �-
zycznych, podobnie jak miaªo to miejsce w przypadku diagramów Feynmana.
Diagramy te umo»liwiaj¡ nie tylko uproszczenie równa«, ale te» w przejrzysty
sposób oddaj¡ geometryczn¡ struktur¦ rozwa»anego problemu. Wiele ogólnych
wªasno±ci badanych obiektów, w szczególno±ci stanów kwantowych, mo»e by¢
odczytanych ze struktury diagramu sieci tensorowej. Idea przedstawiania ten-
sorów w postaci diagramów pochodzi od Penrosa [1971] i mo»e by¢ uwa»ana za
rozwini¦cie konwencji sumacyjnej Einsteina. W tej notacji tensor rz¦du r jest
przedstawiony jako geometryczny ksztaªt (np. okr¡g), z którego wychodzi r linii
(�nó»ek�)1:

1U»yli±my tutaj zapisu abstrakcyjno-wska¹nikowego, w którym Tα1,...,αr oznacza �caªy�
tensor, a nie jedynie jego konkretny element w wybranej bazie (w praktyce z kontekstu po-
winno by¢ jasne czy pisz¡c Tα1,...,αr mamy na my±li tensor czy jego skªadow¡ w bazie).
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Tα1,...,αr = α1

α2α3

α4

α5 αr

T

. . . ,

Je±li wymaga tego rozwa»any problem to mo»na nada¢ dodatkowe znaczenie
u»ytemu ksztaªtowi albo kierunkom linii, np. wprowadzi¢ rozró»nienie na linie
id¡ce do góry/doªu i interpretowa¢ je jako indeksy kontrawariane/kowariantne,
jednak na potrzeby tej dysertacji nie b¦dzie to potrzebne. W celu zwi¦ksze-
nia przejrzysto±ci diagramów b¦dziemy pomija¢ wypisywanie symboli poszcze-
gólnych indeksów. Dla przykªadu przedstawimy jeszcze za pomoc¡ diagramów
podstawowe rodzaje tensorów, czyli skalar s, wektor vα i macierz Mα,β:

s
,

v
,

M
.

Omówimy teraz jak za pomoc¡ diagramów sieci tensorowych przedstawi¢
ró»ne operacje na tensorach. Podstawow¡ operacj¡ jak¡ wykonujemy na tenso-
rach jest ich zw¦»anie, czyli sumowanie po wspólnym indeksie, co na diagramie
przedstawiamy za pomoc¡ ª¡czenia linii odpowiadaj¡cych tym indeksom. Zobra-
zujemy to przykªadami iloczynu skalarnego2, mno»enia macierzy przez wektor,
mno»enia dwóch macierzy oraz ±ladu macierzy:

∑
α

v∗αvα = v∗ v
,∑

β

Mα,βvβ = M v
,∑

β

Mα,βNβ,γ = M N
,∑

α

Mα,α = M

.

Zwró¢my uwag¦, »e w zapisie diagramatycznym operator identyczno±ciowy δα,β
jest reprezentowany przez lini¦:

δα,β = α β .

Kolejn¡ wa»n¡ operacj¡ jest iloczyn tensorowy, którego warto±¢ dla ustalo-
nego zbioru indeksów jest iloczynem warto±ci poszczególnych tensorów dla tych
indeksów, mianowicie

[M ⊗N ]α1,β1,α2,β2 = Mα1,β1 ·Nα2,β2 . (2.1)

Mo»emy to w prosty sposób przedstawi¢ na diagramie zestawiaj¡c dwa tensory
obok siebie:

2Sprz¦»enie zespolone oznaczamy gwiazdk¡.
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M N = M ⊗N

.

Istotn¡ operacj¡ jest te» sprz¦»enie Hermitowskie, czyli poª¡czenie sprz¦-
»enia zespolonego z transpozycj¡, któr¡ gra�cznie mo»emy wykona¢ zaginaj¡c
odpowiednio linie:

M † = M∗

.

Ostatni¡ operacj¡, któr¡ omówimy, a która jest szczególnie cz¦sto wykony-
wana podczas pracy z sieciami tensorowymi, jest grupowanie/dzielenie indek-
sów. W ogólno±ci przestrzenie liniowe Cd1×...×dr i Cd′1×...×d′s s¡ izomor�czne je±li∏r
j=1 dj =

∏s
j=1 d

′
j � oznacza to, »e poj¦cie rz¦du tensora jest dosy¢ pªynne,

poniewa» mo»emy znale¹¢ tensor, który b¦dzie zawieraª tak¡ sam¡ informacj¦,
ale b¦dzie miaª inny rz¡d. Przykªadem grupowania indeksów jest wektoryzacja
macierzy Mα,β o wymiarach m × n, podczas której ª¡czymy kolejne kolumny
macierzy w pojedynczy wektor kolumnowy Mγ,1 o dªugo±ci m · n, gdzie nowy
indeks γ jest zde�niowany jako γ = α + m(β − 1) (wektoryzacja do wektora
wierszowego przebiega analogicznie). Operacj¦ t¦ mo»emy z ªatwo±ci¡ odwróci¢
α = γ mod m, β = 1 + (γ − α)/m i mówimy wtedy o dzieleniu indeksu. Gru-
powanie indeksów przedstawiamy diagramatycznie wprowadzaj¡c now¡ grubsz¡
lini¦, która przebiega po zgrupowanym indeksie, np. w przypadku opisanej tu
wektoryzacji macierzy wprowadzamy lini¦ = odpowiadaj¡c¡ podwójnemu
indeksowi γ = (α, β) (γ jest par¡ uporz¡dkowan¡ α oraz β), co na diagramie
wygl¡da nast¦puj¡co:

M → M → M

.

Takie grupowanie/dzielenie indeksów mo»na z ªatwo±ci¡ uogólni¢ w celu opisu
obni»ania/podwy»szania rz¦du dowolnego tensora. Biegªe opanowanie grupo-
wania/dzielenia indeksów oraz ich permutowania jest kluczem do sukcesu przy
implementacji numerycznej sieci tensorowych. Jest to zwi¡zane z tym, »e wi¦k-
szo±¢ algorytmów numerycznych jest zoptymalizowana do dziaªania na macier-
zach. Dla przykªadu, je±li chcemy wyznaczy¢ Tα3,α4,α5 = Uα1,α2,α3,α4Wα1,α2,α5 ,
czyli dokona¢ zw¦»enia tensorów U i W po wspólnych indeksach α1 i α2 to
nale»y:

� dokona¢ permutacji indeksów tensora U , tak aby otrzyma¢ Uα3,α4,α1,α2 ;

� zgrupowa¢ indeksy obu tensorów, tak aby przyj¦ªy one posta¢ macierzy
U(α3,α4),(α1,α2) i W(α1,α2),α5 ;

� zw¦zi¢ podwójny indeks (α1, α2) w wyniku czego otrzymamy macierz
T(α3,α4),α5 , wykorzystuj¡c przy tym to, »e kod mno»enia macierzy jest bar-
dzo dobrze zoptymalizowan¡ numerycznie operacj¡;
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� rozdzieli¢ podwójny indeks (α3, α4) z powrotem na α3 i α4.

Poruszymy jeszcze jeden istotny w¡tek zwi¡zany z numeryczn¡ implementa-
cj¡ sieci tensorowych, mianowicie kolejno±¢ zw¦»ania indeksów. Czasowa zªo»o-
no±¢ obliczeniowa mno»enia dwóch macierzy M i N o wymiarach odpowiednio
m× n i n× p wynosi O(nmp) [Cormen i in. 1990], co mo»na równowa»nie za-
pisa¢ jako O

(
|M ||N |
|M∩N |

)
gdzie |M |, oznacza iloczyn wymiarów macierzy M , czyli

|M | = mn, |N | = np, a |M ∩N | oznacza wymiar zw¦»anego indeksu, czyli
|M ∩N | = n. Jak przed chwil¡ pokazali±my, zw¦»anie indeksów dowolnych ten-
sorów mo»na sprowadzi¢ do mno»enia macierzy, wi¦c wzór O

(
|T ||W |
|T∩W |

)
opisuje

czasow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ zw¦»ania dowolnych dwóch tensorów T i W ,
tylko »e teraz |T | jest iloczynem wszystkich wymiarów tensora T , a |T ∩W | jest
iloczynem wymiarów wszystkich zw¦»anych (wspólnych) indeksów. Rozwa»my
teraz dwa sposoby zw¦»ania tej samej sieci tensorowej, w której ka»dy indeks
ma wymiar d (tensory zw¦»ane w danym kroku s¡ otoczone dookoªa przerywan¡
lini¡):

O(d4)
−−−→

O(d4)
−−−→

,

O(d5)
−−−→

O(d4)
−−−→

.

Wida¢ »e zªo»ono±¢ obliczeniowa zale»y od kolejno±ci w jakiej zw¦»amy tensory,
dlatego jest bardzo istotne, aby przed rozpocz¦ciem oblicze« numerycznych,
zbada¢ jaka kolejno±¢ b¦dzie najbardziej optymalna. W ogólno±ci znalezienie
optymalnej kolejno±ci zw¦»e« jest problemem NP-zupeªnym [Arad i Landau
2010; Bridgeman i Chubb 2017], jednak w przypadku sieci tensorowych, które
b¦d¡ dla nas istotne nie stanowi to bardzo du»ego problemu.

2.2 Rozkªad wedªug warto±ci osobliwych

Jednym z gªówny zastosowa« sieci tensorowych jest reprezentacja wielocz¡stko-
wych stanów kwantowych (dla których rozmiar przestrzeni Hilberta jest bardzo
du»y) za pomoc¡ macierzy o maªym wymiarze. Centralnym �larem formalizmu
sieci tensorowych, umo»liwiaj¡cym dokonanie takiego przybli»enia, jest rozkªad
wedªug warto±ci osobliwych (SVD, ang. Singular Value Decomposition) [Meyer
2000]. SVD pozwala rozªo»y¢ dowoln¡ macierz M , o wymiarach m× n, na

M = USV †, (2.2)
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gdzie U i V to macierze unitarne (UU † = 1 = V V †) o wymiarach odpowiednio
m × m i n × n, a S to macierz diagonalna o wymiarach m × n z nieujem-
nymi rzeczywistymi warto±ciami na diagonali, zwyczajowo uporz¡dkowanymi
malej¡co, zwanymi warto±ciami singularnymi. Liczba niezerowych warto±ci sin-
gularnych jest równa rz¦dowi macierzy M . Dla nas jedn¡ z najwa»niejszych
wªasno±ci SVD jest to, »e pozwala skonstruowa¢ najlepsze mo»liwe przybli»enie
macierzy M o rz¦dzie r przez macierz M ′ o ni»szym rz¦dzie r′. Je±li za bª¡d
przybli»enia uznamy norm¦ Frobeniusa ‖M −M ′‖F to spo±ród wszystkich ma-
cierzy o rz¦dzie r′ minimaln¡ warto±¢ bª¦du przybli»enia uzyskamy dla macierzy
M ′ = US ′V †, gdzie macierz S ′ ró»ni si¦ od macierzy S tym »e zawiera jedy-
nie r′ najwi¦kszych warto±ci singularnych (a pozostaªe zostaªy przyrównane do
zera) [Eckart i Young 1936]. Warto wspomnie¢, »e w praktyce numerycznej nie
zawsze potrzebujemy SVD, cz¦sto wystarczaj¡cy jest mniej wymagaj¡cy nume-
rycznie rozkªad QR, który pozwala zapisa¢ dowoln¡ macierz M o wymiarach
m × n w postaci M = QR, gdzie Q to macierz unitarna o wymiarach m ×m,
a R to macierz górnotrójk¡tna (to znaczy Rα,β = 0 je±li α > β) o wymiarach
m× n.

SVD stanowi równie» trzon bardzo u»ytecznego narz¦dzia kwantowej teo-
rii informacji, mianowicie rozkªadu Schmidta [Nielsen i Chuang 2000], który
pozwala nam scharakteryzowa¢ spl¡tanie pomi¦dzy dwoma podukªadami zªo-
»onego ukªadu (zakªadaj¡c, »e ukªad �zyczny znajduje si¦ w stanie czystym).
Stan czysty ukªadu zªo»onego AB mo»na zapisa¢ jako

|ψ〉 =
∑
α,β

Ψα,β |α〉A |β〉B , (2.3)

gdzie {|α〉A}α i {|β〉B}β stanowi¡ baz¦ odpowiednio podukªadu A i B. Wspóª-
czynniki Ψα,β mo»emy zinterpretowa¢ jako elementy macierzy Ψ, któr¡ mo»emy
rozªo»y¢ za pomoc¡ SVD:

|ψ〉 =
∑
α,β

∑
γ

Uα,γSγ,γV
∗
β,γ |α〉A |β〉B =

=
∑
γ

(∑
α

|α〉A 〈α|U |γ〉A

)
Sγ,γ

∑
β

|β〉B 〈β|V
∗|γ〉B

 =

=
χ∑
γ=1

sγ |uγ〉A |vγ〉B , (2.4)

gdzie |uγ〉A = U |γ〉A i |vγ〉B = V ∗ |γ〉B to wektory ortonormalnej bazy (bazy
Schmidta), a uporz¡dkowane malej¡co warto±ci singularne sγ = Sγ,γ nazywamy
wspóªczynnikami Schmidta. Liczb¦ niezerowych wspóªczynników Schmidta na-
zywamy rz¦dem Schmidta χ i jest to jedna z mo»liwych miar spl¡tania pomi¦dzy
podukªadami A i B � je±li χ = 1 to ukªad jest w stanie separowalnym, w prze-
ciwnym wypadku mamy do czynienia ze stanem spl¡tany (maksymalna warto±¢
rz¦du Schmidta to wymiar przestrzeni Hilberta mniejszego z podukªadów). Wi-
dzimy teraz, »e je»eli chcieliby±my przybli»y¢ stan |ψ〉 o rz¦dzie Schmidta χ sta-
nem |ψ′〉, który wykazuje mniejsze spl¡tanie pomi¦dzy podukªadami (mierzone
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rz¦dem Schmidta) � ustalmy »e chcemy aby ono wynosiªo χ′ (χ′ < χ) � to naj-
lepsze mo»liwe przybli»enie otrzymamy przyjmuj¡c |ψ′〉 =

∑χ′

γ=1 sγ |uγ〉A |vγ〉B
(w celu normalizacji trzeba dodatkowo odpowiednio przeskalowa¢ wspóªczynniki
Schmidta).

Znaj¡c rozkªad Schmidta stanu |ψ〉 mo»emy z ªatwo±ci¡ skonstruowa¢ zre-
dukowane macierze g¦sto±ci:

ρA = TrB |ψ〉〈ψ| =
∑
γ

s2
γ |uγ〉A〈uγ| , (2.5)

ρB = TrA |ψ〉〈ψ| =
∑
γ

s2
γ |vγ〉B〈vγ| , (2.6)

przy czym warto zwróci¢ uwag¦, »e warto±ci wªasne zredukowanych macierzy
g¦sto±ci to kwadraty wspóªczynników Schmidta, a wektory wªasne to wektory
bazy Schmidta. Jako miar¦ spl¡tania b¦dziemy u»ywa¢ entropi¦ spl¡tania von
Neumanna S, która wi¡»e si¦ ze wspóªczynnikami Schmidta nast¦puj¡co:

S = −Tr(ρA log2 ρA) = −Tr(ρB log2 ρB) = −
∑
γ

s2
γ log2 s

2
γ. (2.7)

Je»eli ukªad jest w stanie separowalnym to S = 0. Dla ustalonego rz¦du Schmidta
χ maksymalna warto±¢ entropii spl¡tania to S = log2 χ i realizuje si¦ ona, gdy
stan ukªadu ma pªaski rozkªad warto±ci Schmidta sγ = 1√

χ
.

2.3 Prawo powierzchniowe dla entropii spl¡tania

Losowy stan z wielocz¡stkowej przestrzeni Hilberta zachowuje si¦ zgodnie z
prawem obj¦to±ciowym (ang. volume law), to znaczy entropia spl¡tania pomi¦-
dzy dwoma podukªadami jest proporcjonalna do obj¦to±ci tych podukªadów. W
szczególno±ci, losowy stan N d-wymiarowych cz¡stek wykazuje entropi¦ spl¡ta-
nia S ≈ N

2 log2 d przy podziale ukªadu na dwie równe cz¦±ci po N
2 cz¡stek [Page

1993].
Okazuje si¦ jednak, »e nie jest to typowa wªasno±¢ dla stanów wyst¦puj¡cych

w przyrodzie. Wiele Hamiltonianów opisuj¡cych ukªady �zyczne cechuje lokalny
charakter oddziaªywania pomi¦dzy cz¡steczkami. Lokalno±¢ tych oddziaªywa«
okazuje si¦ mie¢ daleko id¡ce konsekwencje. W szczególno±ci stany podstawowe
oraz niskoenergetyczne stany wzbudzone lokalnych Hamiltonianów wykazuj¡ za-
chowanie zgodne z prawem powierzchniowym (ang. area law), to znaczy entropia
spl¡tania pomi¦dzy dwoma podukªadami (dla odpowiednio du»ych podukªa-
dów) jest proporcjonalna do powierzchni granicznej pomi¦dzy nimi [Srednicki
1993; Eisert, Cramer i Plenio 2010] (dla ukªadów bez przerwy energetycznej
mog¡ pojawi¢ si¦ dodatkowe poprawki do tego skalowania, zazwyczaj logaryt-
miczne w funkcji rozmiaru ukªadu [Vidal i in. 2003]).

Oznacza to, »e �zycznie interesuj¡ce stany, te które speªniaj¡ prawo po-
wierzchniowe, nie zajmuj¡ caªej przestrzeni Hilberta (która dlaN d-wymiarowych
cz¡stek ma wymiar a» dN), a jedynie jej eksponencjalnie maªy kawaªek. Rozwa-
»ymy rozmaito±¢ stanów, któr¡ mo»na otrzyma¢ w wyniku ewolucji generowanej
przez dowolny, zale»ny od czasu lokalny Hamiltonian przez czas, który skaluje
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si¦ wielomianowo z liczb¡ cz¡stek w ukªadzie N . Oka»e si¦, »e otrzymamy roz-
maito±¢, która jest eksponencjalnie maª¡ cz¦±ci¡ przestrzeni Hilberta [Poulin i
in. 2011]. Oznacza to, »e znakomita wi¦kszo±¢ przestrzeni Hilberta jest osi¡galna
dopiero po czasie ewolucji, który jest eksponencjalny w N . Mówi si¦ wr¦cz, »e
przestrze« Hilberta stanowi �wygodn¡ iluzj¦� [Poulin i in. 2011] � jest wygodna
z perspektywy matematycznej, ale jest równie» iluzj¡, poniewa» nikt nigdy nie
zaobserwuje jej w caªo±ci.

Je±li chcemy teraz bada¢ stany nale»¡ce do �zycznie istotnego wycinka prze-
strzeni Hilberta to byªoby po»¡danym, aby mie¢ do nich dost¦p bezpo±rednio.
To wªa±nie umo»liwiaj¡ nam sieci tensorowe. Mo»na traktowa¢ je jako repre-
zentacj¦ klasy stanów kwantowych, które wykazuj¡ okre±lony rodzaj spl¡tania �
tak w sensie geometrycznej struktury (jedno- lub dwuwymiarowe), jak i zasi¦gu
korelacji (sko«czony lub niesko«czony). W nast¦pnym podrozdziale powi¡»emy
ró»ne rodzaje sieci tensorowych z typem spl¡tania, który naturalnie opisuj¡.

2.4 Gªówne rodzaje sieci tensorowych

Dokonamy teraz przegl¡du podstawowych wªasno±ci najcz¦±ciej spotykanych w
literaturze sieci tensorowych [Orús 2019], które diagramatycznie przedstawili-
±my na rysunku 2.1.

Macierzowe stany produktowe (MPS, ang. Matrix Product States) [Fannes,
Nachtergaele i Werner 1992] albo jak niektórzy matematycy je nazywaj¡ ªa«cu-
chy tensorów (ang. Tensor Trains) [Hackbusch 2010] � s¡ to jednowymiarowe
(1d) sieci tensorowe w ksztaªcie ªa«cucha, jak na rysunku 2.1(i). Ka»dej cz¡stce
w ukªadzie jest przyporz¡dkowany jeden tensor w ªa«cuchu. Charakteryzuj¡
si¦ staª¡ entropi¡ spl¡tania, niezale»nie od rozmiaru ukªadu, czyli speªniaj¡ 1d
prawo powierzchniowe dla entropii spl¡tania. W zwi¡zku z tym stanowi¡ na-
turaln¡ reprezentacj¦ dla niskoenergetycznych stanów wªasnych lokalnych 1d
Hamiltonianów z przerw¡ energetyczn¡ [Hastings 2006; Hastings 2007]. Mo»na
je efektywnie i ±ci±le zw¦»a¢. Dwupunktowa funkcja korelacji na stanie w repre-
zentacji MPS zanika eksponencjalnie z odlegªo±ci¡, a wi¦c MPS opisuj¡ stany
o sko«czonym zasi¦gu korelacji [Schollwöck 2011]. W zwi¡zku z tym nie mog¡
±ci±le odda¢ struktury spl¡tania ukªadów w stanie krytycznym. Jednak s¡ one
bardzo efektywne i na przestrzeni lat opracowano szereg metod umo»liwiaj¡cych
uzyskanie przy ich pomocy warto±ciowych informacji o wªasno±ciach ukªadów
w stanie krytycznym [Tagliacozzo i in. 2008; Pollmann i in. 2009].

Zrzutowane pary stanów spl¡tanych (PEPS, ang. Projected Entangled Pair
States) [Verstraete i J. I. Cirac 2004] stanowi¡ naturalne uogólnienie MPS
na wi¦ksz¡ liczb¦ wymiarów przestrzennych. Wspomnimy tylko o ich warian-
cie dwuwymiarowym (2d), który dla sieci kwadratowej przedstawiono na ry-
sunku 2.1(ii). Speªniaj¡ one 2d prawo powierzchniowe dla entropii spl¡tania. Re-
prezentuj¡ niskoenergetyczne stany wªasne lokalnych 2d Hamiltonianów [Pérez-
García i in. 2008]. W przeciwie«stwie do MPS, zw¦»anie PEPS jest eksponencjal-
nie trudnym problemem. W zwi¡zku z czym trzeba posiªkowa¢ si¦ odpowiednimi
metodami przybli»onymi [Schuch i in. 2007; Orús 2014]. Kolejn¡ ró»nic¡ w sto-
sunku do MPS jest to, »e PEPS mog¡ mie¢ niesko«czony zasi¦g korelacji, a wi¦c
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(i) (ii)

(iii) (iv)

(v) (vi)

Rysunek 2.1: Przykªady sieci tensorowych. (i) Macierzowy stan produktowy (MPS).
(ii) Zrzutowane pary stanów spl¡tanych (PEPS) dla sieci kwadratowej. (iii) Sie¢ drzew
tensorowych (TTN). (iv) Wieloskalowy spl¡tany renormalizacyjny ansatz (MERA).
Kwadraty oznaczaj¡ tensory unitarne, a trójk¡ty tensory izometryczne. (v) Macie-
rzowy operator produktowy (MPO). (vi) Zrzutowane pary operatorów spl¡tanych
(PEPO).

mog¡ odda¢ korelacje wyst¦puj¡ce w ukªadach krytycznych gdzie dwupunktowa
funkcja korelacji zanika pot¦gowo z odlegªo±ci¡ [Verstraete, Wolf i in. 2006].

Sieci drzew tensorowych (TTN, ang. Tree Tensor Networks) [Shi, Duan i
Vidal 2006] s¡ to sieci tensorowe o strukturze w ksztaªcie drzewa jak na ry-
sunku 2.1(iii). Poza �zycznym wymiarem przestrzennym maj¡ one dodatkowy
wymiar �hologra�czny�. Ten dodatkowy wymiar mo»na interpretowa¢ jako kie-
runek renormalizacji � odpowiada on za opis ukªadu na ró»nych skalach dªugo±ci.
W zwi¡zku z tym tego typu sieci tensorowe s¡ naturalnym kandydatem do opisu
ukªadów niezmienniczych ze wzgl¦du na skalowanie, jak np. ukªady w stanie
krytycznym. Entropia spl¡tania TTN zale»y od sposobu podziaªu sieci na dwa
podukªady. Istniej¡ takie podziaªy, które speªniaj¡ 1d prawo powierzchniowe
oraz takie, które wprowadzaj¡ do niego dodatkowe poprawki logarytmiczne (w
funkcji rozmiaru ukªadu), jednak»e u±redniaj¡c TTN speªniaj¡ 1d prawo po-
wierzchniowe. Mo»na je jak MPS efektywnie zw¦»a¢. TTN dobrze nadaj¡ si¦
do opisu 1d ukªadów z przerw¡ energetyczn¡. Zazwyczaj stanowi¡ troch¦ lepszy
od MPS ansatz przy opisie 1d ukªadów w stanie krytycznym [Silvi i in. 2010].
S¡ te» (wraz z MPS) z powodzeniem stosowane w chemii kwantowej [Chan i
Sharma 2011; Szalay i in. 2015].

Wieloskalowy spl¡tany renormalizacyjny ansatz (MERA, ang. Multiscale
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Entanglement Renormalization Ansatz ) [Vidal 2007b; Vidal 2010] jest to typ
sieci tensorowych o strukturze jak na rysunku 2.1(iv). MERA mo»na uwa»a¢ za
uogólnienie TTN. W MERA na tensory s¡ narzucone ograniczenia, mianowi-
cie musz¡ one by¢ unitarne albo izometryczne. Unitarne tensory odpowiadaj¡
za spl¡tanie pomi¦dzy s¡siednimi stopniami swobody, a izometryczne tensory
odpowiadaj¡ za gruboziarnisto±¢ (ang. coarse-graining) i zachowanie normali-
zacji stanu kwantowego. Sprawia to, »e ich zw¦»anie jest bardzo efektywne oraz
powoduje, »e dla MERA spl¡tanie buduje si¦ lokalnie, na ka»dej skali dªugo±ci
ukªadu. To wszystko skutkuje tym, »e dla 1d MERA entropia spl¡tania wykazuje
skalowanie logarytmiczne z rozmiarem ukªadu � dokªadnie takie jak konforemna
teoria pola przewiduje dla 1d ukªadów w stanie krytycznym [Holzhey, Larsen i
Wilczek 1994; Calabrese i Cardy 2004]. Uwa»a si¦, »e MERA jest powi¡zana z
geometri¡ przestrzeni poprzez korespondencj¦ anty de Sittera/konforemna teo-
ria pola (AdS/CFT � dualno±¢ cechowania/grawitacji) [Swingle 2012].

Wszystkie wymienione dotychczas sieci tensorowe sªu»¡ do reprezentowa-
nia czystych stanów kwantowych. Mo»emy je jednak ªatwo uogólni¢, aby opi-
sa¢ operatory (w tym macierze g¦sto±ci) i tak np. w 1d mamy do czynienia z
macierzowymi operatorami produktowymi (MPO, ang. Matrix Product Opera-
tors) [Zwolak i Vidal 2004; Pirvu i in. 2010] przedstawionymi na rysunku 2.1(v),
a w 2d ze zrzutowanymi parami operatorów spl¡tanych (PEPO, ang. Projected
Entangled Pair Operators) [Czarnik i Dziarmaga 2015] przedstawionymi na ry-
sunku 2.1(vi).

Na koniec wspomnijmy, »e istniej¡ równie» ci¡gªe sieci tensorowe sªu»¡ce
jako ansatz dla niskoenergetycznych funkcjonaªów w kwantowej teorii pola (jak
i dla operatorów dziaªaj¡cych na te funkcjonaªy) [Verstraete i J. I. Cirac 2010;
Haegeman i in. 2013].

2.5 Jednowymiarowe sieci tensorowe

2.5.1 Macierzowe stany produktowe

W reprezentacji macierzowych stanów produktowych (MPS) stan kwantowy |ψ〉
opisuj¡cy N rozró»nialnych d-wymiarowych cz¡stek ma posta¢

. . .A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[N ]
.

Tensor A[n] � n sªu»y nam do oznaczenia pozycji w ªa«cuchu, n ∈ {1, . . . , N}
� ma trzy indeksy

A[n]αn−1 αn

jn

.

Linie poziome odpowiadaj¡ indeksom (nazywanymi wirtualnymi indeksami)
αn ∈ {1, . . . , χn}, gdzie parametr χn nazywamy wymiarem wi¡zania (χ0 =
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χN = 1), a linia pionowa odpowiada indeksowi (nazywanemu indeksem �zycz-
nym) jn ∈ {0, . . . , d− 1}, który numeruje wektory bazy n-tej cz¡stki. Mo»emy
ten stan zapisa¢ równie» za pomoc¡ równania jako

|ψ〉 =
d−1∑

j1,j2,...,jN=0

A[1]j1A[2]j2 . . . A[N ]jN |j1j2 . . . jN〉 , (2.8)

z którego widzimy »e amplituda prawdopodobie«stwa dla danego wektora bazy
(ustalonych warto±ci jn) jest okre±lona przez iloczyn (produkt) N macierzy, st¡d
nazwa macierzowy stan produktowy. Aby w efekcie takiego zw¦»ania otrzyma¢
wielko±¢ skalarn¡, na ko«cach ªa«cucha znajduj¡ si¦ specjalne wersje macierzy
� wektory.

Najwi¦ksz¡ warto±¢ χn oznaczymy χ, czyli χ = maxn χn, opisuje ona wy-
miar wi¡zania caªej sieci tensorowej. Zauwa»my, »e gdy χ = 1 to mamy do
czynienia ze stanem produktowym (wtedy i tylko wtedy). Wymiar wi¡zania
jest kluczowym parametrem sieci tensorowej, ±ci±le powi¡zanym z maksymaln¡
ilo±ci¡ spl¡tania, któr¡ dana sie¢ zawiera, co zaraz poka»emy. Wyznaczymy ogra-
niczenie górne na entropi¦ spl¡tania stanu w reprezentacji MPS, przy podziale
ªa«cucha N cz¡stek na dwa podukªady � podukªad A stanowi pierwszych n cz¡-
stek ªa«cucha, a podukªad B pozostaªe N − n cz¡stek. Zaczniemy od zapisania
stan ukªadu w postaci

|ψ〉 =
d−1∑

j1,...,jN=0

A[1]j1 . . . A[N ]jN |j1 . . . jN〉 =
χn∑
αn=1

|αn〉A |αn〉B , (2.9)

gdzie wprowadzili±my oznaczenia

|αn〉A =
d−1∑

j1,...,jn=0

(
A[1]j1 . . . A[n]jn

)
1,αn
|j1 . . . jn〉 , (2.10)

|αn〉B =
d−1∑

jn+1,...,jN=0

(
A[n+ 1]jn+1 . . . A[N ]jN

)
αn,1
|jn+1 . . . jN〉 . (2.11)

Mimo »e zapis (2.9) przypomina rozkªad Schmidta to w ogólno±ci nim nie jest,
poniewa» bazy {|αn〉A}αn i {|αn〉B}αn odpowiednio podukªadu A i B zazwyczaj
nie s¡ ortonormalne. Zredukowana do podukªadu A macierz g¦sto±ci ma posta¢

ρA =
χn∑

αn,α′n=1

Xαn,α′n |αn〉A〈α
′
n| , (2.12)

gdzie
Xαn,α′n = 〈α′n|αn〉B , (2.13)

jest macierz¡ rz¦du maksymalnie χn. Wynika z tego, »e maksymalna warto±¢
entropii spl¡tania S = −Tr(ρA log2 ρA) wynosi log2 χn � gdy wszystkie war-
to±ci wªasne X s¡ równe 1

χn
. Oznacza to, »e niezale»nie od wyboru wielko±ci

podukªadów
S ¬ log2 χ. (2.14)
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Wynik ten mo»na uogólni¢ na wy»ej wymiarowe sieci tensorowe � ka»da linia od-
powiadaj¡ca wirtualnemu indeksowi, która zostanie przeci¦ta przez powierzch-
ni¦ graniczn¡ pomi¦dzy dwoma podukªadami daje wkªad do entropii spl¡tania
równy maksymalnie log2 χ [Orús 2014]. Uzyskane ograniczenie pokazuje te», »e
entropia spl¡tania stanu w reprezentacji MPS ma staª¡ warto±¢ niezale»n¡ od
dªugo±ci ªa«cucha N , czyli speªnia 1d prawo powierzchniowe.

Prezentowana do tej pory posta¢ MPS reprezentuje stan ukªadu o otwar-
tych warunkach brzegowych (OBC, ang. Open Boundary Conditions), je»eli
jednak chcieliby±my uzyska¢ periodyczne warunki brzegowe (PBC, ang. Perio-
dic Boundary Conditions) to mo»emy je osi¡gn¡¢ zast¦puj¡c brzegowe wektory
macierzami i ª¡cz¡c ich indeksy otrzymuj¡c geometri¦ pier±cienia:

. . .A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[N ]

.

Dodatkowa linia odpowiadaj¡ca za zw¦»enie pierwszej i ostatniej macierzy jest
równowa»na wprowadzeniu ±ladu do de�nicji MPS:

|ψ〉 =
d−1∑

j1,j2,...,jN=0

Tr
(
A[1]j1A[2]j2 . . . A[N ]jN

)
|j1j2 . . . jN〉 . (2.15)

Je»eli w ka»dym oczku ªa«cucha mamy ten sam tensor, czyli ∀nA[n] = A, to stan
ukªadu jest translacyjnie niezmienniczy (TI, ang. Translationally Invariant).
Odwrotne stwierdzenie jest równie» prawdziwe � to znaczy ka»dy TI stan mo»na
zareprezentowa¢ za pomoc¡ TI MPS [Pérez-García i in. 2007].

Poka»emy teraz, »e dowolny stan kwantowy z N -cz¡stkowej przestrzeni Hil-
berta mo»na zareprezentowa¢ przy u»yciu MPS. Stan taki ma posta¢

|ψ〉 =
d−1∑

j1,j2,...,jN=0

Ψj1,j2,...,jN |j1j2 . . . jN〉 , (2.16)

gdzie wspóªczynniki Ψj1,j2,...,jN mo»emy traktowa¢ jako elementy pewnego ten-
sora Ψ rz¦du N , który diagramatycznie mo»na przedstawi¢ jako elips¦, z której
wychodzi N linii:

Ψ

. . .

.

Zgrupujemy teraz wszystkie indeksy poza pierwszym, czyli od j2 do jN , w jeden
indeks, przeksztaªcaj¡c tym samym Ψ w macierz, do której zastosujemy SVD i
nast¦pnie rozdzielimy z powrotem indeksy:
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Ψ

. . .

Ψ

U [1] S[1] V [1]† U [1] S[1] V [1]†

. . .

.

Powtarzaj¡c teraz w stosunku do V [1]† operacje grupowania indeksów, SVD i
rozdzielania indeksów otrzymamy:

U [1] S[1] V [1]†

. . .

U [1] S[1] V [1]†

U [1] S[1] U [2] S[2] V [2]†

U [1] S[1] U [2] S[2] V [2]†

. . .

.

Kontynuujemy tak¡ procedur¦ dla ka»dego kolejnego V [n]† a» otrzymamy stan
w postaci

U [1] S[1] U [2] S[2] U [3] S[3] V [N ]†. . .
.

Jest to ju» praktycznie stan w reprezentacji MPS. Je±li chcieliby±my otrzyma¢
posta¢ identyczn¡ jak na pocz¡tku tego podrozdziaªu, to trzeba zw¦zi¢ ze sob¡
tensory U [n] i S[n], a wynikowy tensor oznaczy¢ jako A[n] oraz zmieni¢ ozna-
czenie tensora V [N ]† na A[N ]. Rozkªad ten cechuje to, »e warto±ci singularne
znajduj¡ce si¦ na diagonali macierzy S[n] maj¡ wa»n¡ interpretacj¦ �zyczn¡
� s¡ to wspóªczynniki Schmidta przy podziale ukªadu pomi¦dzy pierwszych n
cz¡stek i pozostaªe N − n cz¡stek, a wi¦c jednoznacznie wyznaczaj¡ entropi¦
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spl¡tania pomi¦dzy tymi podukªadami S = −∑χn
γ=1 (S[n])2

γ,γ log2 (S[n])2
γ,γ [Vi-

dal 2003]. Wraz ze wzrostem wymiaru wi¡zania χ mo»emy opisa¢ coraz bar-
dziej spl¡tane stany kwantowe, ale aby pokry¢ caª¡ przestrze« Hilberta musimy
zwi¦kszy¢ wymiar wi¡zania a» do dN/2. Je»eli jednak badany stan speªnia 1d
prawo powierzchniowe dla entropii spl¡tania, jak np. stan podstawowy 1d lo-
kalnego Hamiltonianu z przerw¡ energetyczn¡, to mo»na go opisa¢ przy u»yciu
MPS o maªym wymiarze wi¡zania [Verstraete i J. I. Cirac 2006]. Jest to zwi¡-
zane z tym, »e dla takich stanów spektrum wspóªczynników Schmidta zanika
eksponencjalnie szybko i rzutuj¡c na podprzestrze« powi¡zan¡ z istotnie nie-
zerowymi warto±ciami singularnymi (których jest niewiele) mo»emy wyra¹nie
zredukowa¢ wymiar wi¡zania zachowuj¡c przy tym wiernie badany stan. Wi-
dzimy wi¦c, »e dla 1d ukªadów kwantowych, które wykazuj¡ jedynie niewielkie
lokalne korelacje, reprezentacja MPS stanowi efektywny opis, który pozwala
zredukowa¢ liczb¦ potrzebnych parametrów z dN (przy standardowym opisie ze
pomoc¡ pojedynczego tensora Ψ) do dχ2N , czyli zmieni¢ skalowanie z wykªad-
niczego na liniowe z rozmiarem ukªadu. Warto wspomnie¢, »e zaprezentowany
tu rozkªad stanu kwantowego jest dydaktycznie pouczaj¡cy, poniewa» ilustruje
typowe operacje (grupowanie/dzielenie indeksów, SVD) stosowane przy pracy
z u»yciem sieci tensorowych. Jednak nie jest to przykªad tego jak u»ywa si¦
MPS w praktyce. Trzeba pami¦ta¢, »e zysk ze stosowania sieci tensorowych b¦-
dzie istotny jedynie wtedy, gdy wszystkie etapy oblicze«, a nawet sam badany
problem, b¦d¡ wyra»one za pomoc¡ sieci tensorowych.

Za pomoc¡ MPS mo»emy nie tylko opisywa¢ stany, które maj¡ krótkoza-
si¦gowe korelacje, takie jak stany podstawowe lokalnych 1d Hamiltonianów z
przerw¡ energetyczn¡. Mo»emy te» opisa¢ stany, które maj¡ nielokalne korelacje
i ªami¡ nierówno±ci Bella jak stan GHZ (1.46). Kluczowe do efektywnego opisu
przy u»yciu MPS, jest aby stan charakteryzowaª si¦ niewielk¡ entropi¡ spl¡ta-
nia, gdy» wtedy mo»na go przedstawi¢ jako MPS o wymiarze wi¡zania (mak-
symalnie) χ = 2S . Dla stanu GHZ entropia spl¡tania wynosi jedynie SGHZ = 1
(stan maksymalnie spl¡tany N kubitów ma entropi¦ spl¡tania Smax = N), czyli
mo»na go wyrazi¢ przy pomocy MPS o χ = 2. Reprezentacja MPS stanu GHZ
z PBC jest wyj¡tkowo prosta, poniewa» ka»dej cz¡stce odpowiada taki sam
zestaw macierzy (nie ma zale»no±ci od n):

A0 =
(

1 0
0 0

)
, A1 =

(
0 0
0 1

)
. (2.17)

Reprezentacja MPS nie jest unikalna, a dany stan �zyczny mo»e by¢ re-
prezentowany przez niesko«czenie wiele MPS. Transformacje MPS, które nie
zmieniaj¡ �zycznego stanu, nosz¡ nazw¦ transformacji cechowania. Przykªadem
takiej transformacji jest przeksztaªcenie

A[n]jn → A[n]jnX−1 dla n nieparzystych, (2.18)

A[n]jn → XA[n]jn dla n parzystych, (2.19)

gdzie od macierzy X wymagamy jedynie, aby miaªa lew¡ odwrotno±¢, a wi¦c
mo»e by¢ prostok¡tna i zwi¦ksza¢ wymiar wi¡zania. Ta swoboda mo»e by¢ wy-
korzystana do wprowadzenia postaci kanonicznej MPS. Dla OBC mo»na przy
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pomocy SVD ªatwo sprowadzi¢ ka»dy MPS do bardzo wygodnej postaci lewo-
lub prawo-kanonicznej [Pérez-García i in. 2007], dla których tensory tworz¡ce
MPS speªniaj¡ warunek (odpowiednio po lewej/prawej dla postaci lewo-/prawo-
kanonicznej):

d−1∑
jn=0

A[n]jn
†
A[n]jn = 1,

d−1∑
jn=0

A[n]jnA[n]jn
†

= 1, (2.20)

A[n]

A[n]∗

=

,
A[n]

A[n]∗

=

.

Technicznie w przypadku postaci lewo-(prawo-)kanonicznej tensory na ostat-
nim (pierwszym) oczku mog¡ nie speªnia¢ tego warunku, ale jak za chwil¦ si¦
przekonamy oznacza to, »e stan nie jest unormowany. Przykªadem MPS w po-
staci lewo-kanonicznej jest ten, który otrzymali±my powy»ej w wyniku rozkªadu
dowolnego stanu kwantowego (2.16).

MPS stanowi¡ bardzo efektywny sposób opisu stanów kwantowych, ale ich
u»yteczno±¢ byªaby znikoma, gdyby nie pozwalaªy równie efektywnie wyzna-
cza¢ warto±ci oczekiwanych obserwabli. Na szcz¦±cie nie stanowi to problemu,
poniewa» sieci takie mo»na efektywnie i ±ci±le zw¦»a¢, a w niektórych przypad-
kach w wyniku zastosowania postaci kanonicznej staje si¦ to wyj¡tkowo proste.
U»yjemy najprostszego mo»liwego przykªadu, czyli obliczymy iloczyn skalarny
〈ψ|ψ〉, aby pokaza¢ optymaln¡ strategi¦ zw¦»ania takiej sieci tensorowej i zilu-
strowa¢ ró»nic¦ w zªo»ono±ci obliczeniowej pomi¦dzy stanami z OBC i PBC. W
przypadku OBC 〈ψ|ψ〉 reprezentuje sie¢

. . .

. . .

A[1]

A[1]∗

A[2]

A[2]∗

A[3]

A[3]∗

A[4]

A[4]∗

A[5]

A[5]∗

A[N ]

A[N ]∗

.

Zakªadaj¡c, »e wzdªu» caªego ªa«cucha MPS wymiar wi¡zania χ jest taki sam to
w optymalnym schemacie zw¦»ania konieczne jest wykonanie O(dχ3N) operacji:

. . .

. . .
O(dχ2)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ3)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ3)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ3)
−−−−→ . . .

.
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Zauwa»my, »e gdyby zw¦»anie przebiegaªo �wierszami� zamiast �kolumnami�
to potrzebna liczba operacji skalowaªaby si¦ wykªadniczo z N . Widzimy teraz
te» zalety postaci kanonicznej, w której wykonanie takiego zw¦»enia staje si¦
trywialne, poniewa» ka»da kolejna �kolumna� odpowiada identyczno±ci oprócz
ostatniej, która zawiera informacj¦ o normie stanu. W przypadku PBC w ogól-
no±ci nie istnieje prosty algorytm pozwalaj¡cy sprowadzi¢ stan do wygodnej
postaci kanonicznej [Verstraete, Murg i J. Cirac 2008], a z powodu braku wy-
ró»nionego pocz¡tku ªa«cucha zw¦»enie sieci

. . .

. . .

A[1]

A[1]∗

A[2]

A[2]∗

A[3]

A[3]∗

A[4]

A[4]∗

A[5]

A[5]∗

A[N ]

A[N ]∗

,

wymaga a» O(dχ5N) operacji:

. . .

. . .
O(dχ4)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ5)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ5)
−−−−→

. . .

. . .
O(dχ5)
−−−−→ . . .

.

Na koniec wspomnijmy, »e wa»nym elementem sukcesu MPS s¡ wydajne al-
gorytmy numeryczne wykorzystuj¡ce MPS jako ansatz. Do najbardziej znanych
nale»y grupa renormalizacji macierzy g¦sto±ci (DMRG, ang. Density Matrix Re-
normalization Group), która pierwotnie zostaªa zaproponowana jako procedura
renormalizacji funkcji falowej stanu podstawowego 1d sieci kwantowej [White
1992; White 1993; Schollwöck 2005], a pó¹niej zostaªa zinterpretowana jako
metoda wariacyjnego poszukiwania stanu podstawowego w klasie funkcji falo-
wych reprezentowanych przez MPS [Östlund i Rommer 1995; Dukelsky i in.
1998; Schollwöck 2011]. Drugi bardzo znany algorytm wyst¦puje pod akroni-
mem TEBD (ang. Time-Evolving Block Decimation) [Vidal i in. 2003; Vidal
2004] i pozwala wykona¢ ewolucj¦ w czasie MPS tak dªugo jak stan pozostaje
sªabo spl¡tany. W szczególno±ci wykonuj¡c ewolucj¦ w czasie urojonym po-
zwala w sposób alternatywny do DMRG znale¹¢ stan podstawowy. Oba z tych
algorytmów maj¡ te» swoj¡ odmian¦ dziaªaj¡c¡ w granicy termodynamicznej:
iDMRG [McCulloch 2008] oraz iTEBD [Vidal 2007a].
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2.5.2 Macierzowe operatory produktowe

Uogólnienie MPS w celu opisu operatorów kwantowych nie stanowi problemu �
s¡ to macierzowe operatory produktowe (MPO), które dla PBC maj¡ posta¢

. . .A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[N ]

,

gdzie teraz tensor A[n] ma dwa indeksy �zyczne jn oraz kn:

A[n]αn−1 αn

jn

kn ,

czyli do opisu takiego operatora potrzeba d2χ2N parametrów. Zapisany w po-
staci równania operator ten, nazwijmy go O, ma posta¢

O =
d−1∑

j1,j2,...,jN ,
k1,k2,...,kN=0

Tr
(
A[1]j1k1A[2]j2k2 . . . A[N ]jNkN

)
|j1j2 . . . jN〉〈k1k2 . . . kN | . (2.21)

Aby operator reprezentowaª macierz g¦sto±ci musi mie¢ ±lad równy jeden,
by¢ Hermitowski oraz nieujemnie okre±lony [Nielsen i Chuang 2000]. Odpo-
wiednio przeskalowuj¡c tensory mo»emy bez problemu zapewni¢ odpowiedni¡
warto±¢ ±ladu. Warunek wystarczaj¡cy (ale nie konieczny) na to, aby operator
byª Hermitowski ma posta¢

A[n]jnkn = A[n]knjn
∗

(2.22)

i w tej pracy b¦dziemy go nazywa¢ cechowaniem Hermitowskim. Oczywi±cie
mo»na zawsze obliczy¢ cz¦±¢ Hermitowsk¡ dowolnego operatoraOH = 1

2

(
O +O†

)
,

jednak taki operator OH ma dwa razy wi¦kszy wymiar wi¡zania ni» operator
O, poniewa» na ka»dym oczku tworz¡ go tensory AH[n], które dla ustalonych
indeksów �zycznych s¡ macierzami postaci

AH[n]jnkn =
1
N
√

2

(
A[n]jnkn 0

0 A[n]knjn
∗

)
. (2.23)

Niestety nieujemna okre±lono±¢ operatora jest wªasno±ci¡ globaln¡, które nie
mo»na zagwarantowa¢ nakªadaj¡c lokalne wi¦zy na tensory tworz¡ce MPO. Na-
wet sprawdzenie czy dany operator zapisany w postaci MPO jest nieujemnie
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okre±lony jest trudnym problemem [Kliesch, Gross i Eisert 2014]. Pewnym obej-
±ciem tego problemu jest wprowadzenie dodatkowej struktury do sieci tensoro-
wej i wyra»enie stanu mieszanego za pomoc¡ lokalnych pury�kacji, otrzymuj¡c
sie¢ nazywan¡ macierzowymi produktowymi operatorami (MPDO, ang. Matrix
Product Density Operators) [Verstraete, García-Ripoll i J. I. Cirac 2004]

. . .

. . .

B[1]∗

B[1]

B[2]∗

B[2]

B[3]∗

B[3]

B[4]∗

B[4]

B[5]∗

B[5]

B[N ]∗

B[N ]

,

gdzie tensory A[n] (tworz¡ce MPO) i B[n] (tworz¡ce MPDO) mo»emy ze sob¡
powi¡za¢ nast¦puj¡co:

A[n]jnkn =
d−1∑
in=0

B[n]jnin ⊗B[n]knin
∗
. (2.24)

Wad¡ MPDO jest to, »e stan z tak¡ sam¡ ilo±ci¡ spl¡tania jak w MPO wymaga
wi¦kszego wymiaru wi¡zania [Cuevas i in. 2013].

Ze wzgl¦du na produktow¡ struktur¦ MPO mogªoby si¦ wydawa¢ niemo»li-
wym ±cisªe zareprezentowanie lokalnych Hamiltonianów zawieraj¡cych sum¦ po
wszystkich cz¡stkach, takich jak np. Hamiltonian dla modelu Isinga (na pier-
±cieniu) w polu poprzecznym

H = −J
N∑
n=1

σ[n]
x σ

[n+1]
x − h

N∑
n=1

σ[n]
z . (2.25)

Widzieli±my przecie» przed chwil¡, »e sumie operatorów odpowiada MPO o
zwielokrotnionym wymiarze wi¡zania. Z drugiej strony lokalna struktura Hamil-
tonianu gwarantuje istnienie reprezentacji MPO o niskim wymiarze wi¡zania.
Okazuje si¦, »e istnieje prosty i ±cisªy sposób na przedstawienie takich Hamilto-
nianów za pomoc¡ MPO [McCulloch 2007], np. powy»szy Hamiltonian (PBC)
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mo»na przedstawi¢ w postaci ±ladu z iloczynu

A[n] =




−hσz −Jσx 1

0 0 0
0 0 0

 dla n = 1,


1 0 0
σx 0 0
−hσz −Jσx 1

 dla n ∈ {2, . . . ,N − 1},


1 0 0
σx 0 0
σz 0 0

 dla n = N.

(2.26)

Wstawiaj¡c za macierze Pauliego σi ich elementy macierzowe pomi¦dzy wekto-
rami bazy odpowiadaj¡cymi indeksom �zycznym otrzymamy macierze A[n]jnkn .

2.5.3 Granica termodynamiczna

Sieci tensorowe sªu»¡ nie tylko do opisu ukªadów sko«czonych. Mo»na równie»
za ich pomoc¡ opisa¢ ukªady w granicy termodynamicznej, pod warunkiem »e
ukªad jest translacyjnie niezmienniczy (TI). W przypadku 1d mówimy wtedy o
niesko«czonych macierzowych stanach produktowych (iMPS, ang. in�nite Ma-
trix Product State) oraz niesko«czonych macierzowych operatorach produkto-
wych (iMPO, ang. in�nite Matrix Product Operators) [Vidal 2007a; Orús i Vidal
2008].

Zademonstrujemy teraz, jak w granicy termodynamicznej wygl¡da przykªad
obliczania 〈ψ|ψ〉, co pozwoli nam pokaza¢ cechy charakterystyczne podej±cia
asymptotycznego. Zaczniemy od przedstawienia diagramu sieci tensorowej od-
powiadaj¡cej 〈ψ|ψ〉:

. . .

. . .

. . .

. . .

A

A∗

A

A∗

A

A∗

A

A∗

A

A∗

A

A∗

.

Wprowadzimy teraz macierz transferu, któr¡ zde�niujemy jako minimalny frag-
ment sieci, który powtarzany odtworzy j¡ caª¡ (nasza de�nicja jest troch¦ od-
mienna od typowo wyst¦puj¡cej w literaturze [Bridgeman i Chubb 2017], co
pozwoli nam u»y¢ koncepcji macierzy transferu równie» w kontek±cie iMPO).
Dla powy»szej sieci macierz transferu jest równa E =

∑d−1
j=0 A

j∗ ⊗ Aj lub dia-
gramatycznie:

A

A∗

= E → E

,
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gdzie od razu zgrupowali±my ze sob¡ odpowiednio lewe oraz prawe indeksy
wirtualne, aby przeksztaªci¢ tensor E w macierz. Mo»emy teraz zapisa¢ sie¢
tensorow¡ odpowiadaj¡c¡ 〈ψ|ψ〉 w postaci

. . . . . .E E E E E E
,

co oznacza, »e 〈ψ|ψ〉 = limN→∞TrEn. W celu obliczenia tego wyra»enia za-
uwa»my, »e je±li E jest diagonalizowaln¡ macierz¡ (nie musi by¢ Hermitowska)
to mo»emy j¡ rozªo»y¢ na

E =
∑
j

λj |rj) (lj| , (2.27)

gdzie |rj) i (lj|3 to odpowiednio prawe i lewe wektory wªasne E, które mo»na
znormalizowa¢ do (lj|rk) = δj,k (lewy wektor wªasny to prawy wektor wªasny
macierzy transponowanej). Ten rozkªad mo»emy przedstawi¢ na diagramie jako

E =
∑
j

λj rj lj

.

Je±li wiod¡ca warto±¢ wªasna jest niezdegenerowana, to gdyN →∞ dominuj¡cy
wkªad do EN pochodzi od tej warto±ci wªasnej:

EN ' λN1 |r1) (l1| . (2.28)

Oznacza to, »e 〈ψ|ψ〉 = limN→∞ λ
N
1 i aby stan byª unormowany musimy tak

przeskalowa¢ tensor A, aby wiod¡ca warto±¢ wªasna macierzy transferu byªa
równa jeden. W zwi¡zku z tym, aby iMPS mógª reprezentowa¢ �zyczny stan
b¦dziemy »¡da¢, »eby jego macierz transferu miaªa niezdegenerowan¡ wiod¡c¡
warto±¢ wªasn¡.

Naturalnie jest rozwa»a¢ granic¦ termodynamiczn¡ dla PBC. Dla OBC mu-
sieliby±my wprowadzi¢ jeszcze warunki brzegowe w niesko«czono±ci w postaci
odpowiednich wektorów na ko«cach ªa«cucha. Jednak»e Ek w dziaªaniu na ta-
kie wektory brzegowe zwróci wiod¡cy wektor wªasny E je±li k jest wi¦ksze ni»
zasi¦g korelacji. Dlatego dla ukªadów o sko«czonym zasi¦gu korelacji przy bada-
niu zachowania asymptotycznego otrzymamy takie same rezultaty niezale»nie
od rozwa»anych warunków brzegowych.

Na koniec poka»emy jak dla iMPS wyznaczy¢ entropia spl¡tania von Neu-
manna S = −Tr(ρA log2 ρA), pomi¦dzy dwoma poªówkami niesko«czonego ªa«-
cucha. W tym celu musimy znale¹¢ zredukowan¡ macierz g¦sto±ci ρA. Znaj¡c
wiod¡ce wektory wªasne macierzy transferu odpowiadaj¡cej sieci 〈ψ|ψ〉 (czyli
macierzy E, któr¡ skonstruowali±my powy»ej), mo»na wyrazi¢ poszukiwan¡ zre-
dukowan¡ macierz g¦sto±ci w postaci [J. I. Cirac i in. 2011]

ρA =
√
l1r1

√
l1, (2.29)

gdzie r1 i l1 to macierzowa posta¢ wektorów |rj) i (lj|. Nale»y pami¦ta¢, »e
macierz transferu otrzymali±my grupuj¡c indeksy tensora czwartego rz¦du E,

3Zwró¢ uwag¦ na ró»nic¦ oznacze«: 〈v| = |v〉†, (v| = |v)T.
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a wi¦c ka»dy indeks jest tak naprawd¦ podwójnym indeksem i mo»emy go roz-
dzieli¢ na dwa indeksy.
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Rozdziaª 3

Metrologia kwantowa w j¦zyku

sieci tensorowych

Rozdziaª ten jest centralnym dla tej dysertacji. Poka»emy w nim jak za po-
moc¡ sieci tensorowych wyrazi¢ problem wyznaczenia fundamentalnego ograni-
czenia na precyzj¦ estymacji w metrologii kwantowej. Zaczniemy od wprowa-
dzenia ogólnej klasy kanaªów kwantowych, których analiza (poza szczególnymi
przypadkami) stanowiªa dotychczas du»e wyzwanie dla metrologii kwantowej.
Nast¦pnie poka»emy, »e struktura spl¡tania, któr¡ wprowadzaj¡ takie kanaªy
kwantowe mo»e by¢ w naturalny sposób opisana przez jednowymiarowe sieci
tensorowe. Gdy ju» wyrazimy caªy problem metrologiczny w j¦zyku sieci tenso-
rowych, poka»emy efektywny sposób jego rozwi¡zania zarówno dla ukªadów o
sko«czonym rozmiarze, jak i w przypadku asymptotycznym.

3.1 Sformuªowanie badanego modelu metrologicz-

nego

Interesuje nas problem estymacji pojedynczego parametru w obecno±ci dekohe-
rencji. Rozwa»any przez nas ukªad skªada si¦ zN rozró»nialnych d-wymiarowych
cz¡stek, czyli nale»y on do przestrzeni Hilberta H =

⊗N
n=1 Cd. Zakªadamy, »e

estymowany parametr ϕ zostaje zapisany w stanie ko«cowym ρϕ w wyniku ewo-
lucji unitarnej zadanej przez lokalne generatory (Hamiltoniany):

ρϕ = Φϕ[ρ0] = e−iHϕΦ[ρ0]eiHϕ, H =
N∑
n=1

h[n], (3.1)

gdzie h[n] = 1⊗(n−1)⊗h⊗1⊗(N−n) jest generatorem dziaªaj¡cym na n-t¡ cz¡stk¦.
B¦dziemy rozwa»a¢ równolegªe schematy metrologiczne, w których dopuszczamy
najbardziej ogólne spl¡tane stany pocz¡tkowe oraz najbardziej ogólne pomiary,
ale bez mo»liwo±ci adaptacji.

Co wyró»nia rozwa»ania w tej pracy to zaªo»enie, »e szum reprezentowany
powy»ej przez kanaª Φ nie musi by¢ lokalny, co czyni ten problem szczególnie
wymagaj¡cym. Jak wspomnieli±my w rozdziale 1.3.2, obecnie istniej¡ce metody
metrologii kwantowej dziaªaj¡ efektywnie jedynie dla nieskorelowanych modeli
szumu i nie mog¡ by¢ bezpo±rednio u»yte do badania wpªywu korelacji wy-
st¦puj¡cych w szumie na mo»liw¡ do osi¡gni¦cia precyzj¦ estymacji. Co jednak
istotne, bardzo wiele �zycznie interesuj¡cych ukªadów charakteryzuje si¦ jedynie
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krótkozasi¦gowymi korelacjami. Daje to nadziej¦ na znalezienie metody radzenia
sobie z takimi problemami, która b¦dzie bardziej efektywna ni» przeprowadzane
�na siª¦� obliczenia numeryczne w peªnej przestrzeni Hilberta.

B¦dziemy zakªada¢, »e Φ mo»e by¢ efektywnie przedstawione jako iloczyn
odwzorowa« jedno- (Φ[n]), dwu- (Φ[n,n+1]), trzy- (Φ[n,n+1,n+2]) i tak dalej cz¡st-
kowych, a» do pewnego punktu odci¦cia, po którym zakªadamy, »e korelacje
szumu obejmuj¡ce nie wi¦cej ni» r cz¡stek mo»na zaniedba¢. W celu uzyskania
bardziej �zycznej perspektywy, rozwa»my niezale»ne od czasu kwantowe rów-
nanie master [Breuer i Petruccione 2002] opisuj¡ce ewolucj¦ ukªadu N cz¡stek
pod wpªywem szumu:

dρ
dt

=
r∑

k=1

N∑
n=1

L
(k,n)(ρ), (3.2)

L
(k,n)(ρ) =

∑
i

D

[
J

[n,...,n+k−1]
i

]
(ρ), (3.3)

gdzie
D[c](ρ) = cρc† − 1

2

(
ρc†c+ c†cρ

)
. (3.4)

Powy»ej operatory J [n,...,n+k−1]
i reprezentuj¡ ró»ne efekty dziaªania szumu na k

s¡siaduj¡cych cz¡stek, a caªkowity efekt takiego k-cz¡stkowego szumu dziaªaj¡-
cego na podzbiór cz¡stek [n, . . . , n+ k − 1] jest reprezentowany przez odwzoro-
wanie L(k,n) � zauwa»my, »e trzycz¡stkowy czªon mo»e w szczególno±ci repre-
zentowa¢ dwuciaªowe oddziaªywanie pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami. Kanaª
Φ mo»na teraz otrzyma¢ caªkuj¡c ewolucj¦ po czasie:

Φ = exp
(

r∑
k=1

N∑
n=1

L
(k,n)t

)
. (3.5)

Je»eli wszystkie czªony w powy»szym eksponencie komutuj¡ to mo»emy od razu
zapisa¢ Φ jako iloczyn odwzorowa« jedno-, dwu-, trzy- i tak dalej cz¡stkowych,
co jak si¦ niedªugo przekonamy (patrz rozdziaª 3.2) oznacza, »e kanaª taki mo»na
efektywnie zapisa¢ jako MPO. W przeciwnym razie mo»na przybli»y¢ ewolucj¦
przez czas t, za pomoc¡ zªo»enia ewolucji przez krótsze przedziaªy czasu, a w
ka»dym z nich wykona¢ dekompozycj¦ Suzukiego-Trottera [Trotter 1959; Suzuki
1966; Suzuki 1976].

W równaniu (3.1) milcz¡co zaªo»yli±my, »e szum dziaªa przed unitarnym na-
kr¦caniem fazy. To nie poci¡ga za sob¡ utraty ogólno±ci je±li te dwa procesy ko-
mutuj¡ ze sob¡, jak to ma miejsce w przypadku wi¦kszo±ci popularnych modeli
metrologicznych estymacji fazy/cz¦sto±ci w obecno±ci defazowania czy strat [Do-
rner i in. 2009; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski,
Koªody«ski i Guµ  2012]. Jednak je»eli wymaga tego rozwa»any problem to
mo»na rozszerzy¢ zaproponowany przez nas formalizm, tak aby uwzgl¦dni¢ mo-
dele, w których procesy te nie komutuj¡, kosztem pewnego skomplikowania
wzorów oraz oblicze« numerycznych. Wi¡»e si¦ to z tym, »e w takiej sytuacji
nie b¦dziemy w stanie zapisa¢ pochodnej ρϕ po parametrze w postaci komuta-
tora z Hamiltonianem, a zamiast tego b¦dzie potrzebne u»ycie caªej struktury
kanaªu Φϕ do wyznaczenia pochodnej. Jednak»e w tej pracy ograniczymy si¦ do
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modeli, w których te procesy komutuj¡.
Jak wspomnieli±my w rozdziale 1.3.2, w najbardziej nas interesuj¡cym re-

»imie bardzo wielu cz¡stek ograniczenia na precyzj¦ estymacji w obecno±ci de-
koherencji uzyskane w kwantowym podej±ciu Bayesowskim, jak i w oparciu o
QFI, pokrywaj¡ si¦ ze sob¡. W zwi¡zku z tym skupimy si¦ na wyra»eniu za
pomoc¡ sieci tensorowych problemu liczenia QFI, która ze wzgl¦du na lokaln¡
zale»no±¢ od struktury kanaªu kwantowego i jego pierwszej pochodnej wokóª es-
tymowanego parametru lepiej nadaje si¦ zastosowania metod sieci tensorowych.
Nie oznacza to, »e nie mo»na zastosowa¢ opisanego tu formalizmu bezpo±rednio
do problemów Bayesowskich, wr¦cz przeciwnie, w szczególno±ci je±li maj¡ one
struktur¦ matematyczn¡ zbli»on¡ do QFI, jak to ma miejsce np. w Bayesowskiej
analizie stabilizacji dziaªania zegara atomowego (patrz rozdziaª 4.2).

Co bardzo wa»ne, w praktycznie wszystkich modelach metrologicznych uwzgl¦d-
niaj¡cych realistyczny wpªyw dekoherencji maksymalna osi¡galna warto±¢ QFI
skaluje si¦ liniowo z N w granicy bardzo wielu cz¡stek i zysk kwantowych ogra-
nicza si¦ jedynie do staªego czynnika multiplikatywnego [Escher, Matos Filho
i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012]. To wska-
zuje, »e aby osi¡gn¡¢ optymalne z punktu widzenia metrologii rezultaty, mo»na
ograniczy¢ rozwa»ania do klasy stanów pocz¡tkowych ρ0, które zawieraj¡ je-
dynie sko«czenie zasi¦gowe korelacje, a wi¦c takich stanów, które mo»na efek-
tywnie zareprezentowa¢ przy pomocy sieci tensorowych [Jarzyna i Demkowicz-
Dobrza«ski 2013]. Pami¦taj¡c »e QFI jest maksymalna dla stanu pocz¡tkowego,
który jest najbardziej wra»liwy na zmian¦ parametru oraz uwzgl¦dniaj¡c to, »e
interesuje nas estymacja pojedynczego parametru skalarnego, mo»na oczeki-
wa¢, »e optymalny stan pocz¡tkowy b¦dzie wykazywaª istotne korelacje tylko
w jednym wymiarze. W zwi¡zku z czym ρ0 b¦dzie mo»na efektywnie zapisa¢ w
postaci MPO. Zauwa»my, »e z uwagi na przyj¦t¡ struktur¦ kanaªu kwantowego,
je±li stan pocz¡tkowy ρ0 jest jedynie lokalnie skorelowany, to pozostanie on ta-
kim pod wpªywem rozwa»anej ewolucji, czyli ρϕ te» b¦dzie posiada¢ efektywn¡
reprezentacj¦ MPO.

Wszystko to sugeruje, »e sieci tensorowe powinny stanowi¢ idealn¡ repre-
zentacj¦, która pozwoli w efektywny sposób wyznaczy¢ QFI oraz znale¹¢ opty-
malne stany pocz¡tkowe w ramach rozwa»anej tu klasy modeli metrologicznych
ze sªabo skorelowanym szumem. Liniowe skalowanie z N w granicy bardzo wielu
cz¡stek ma te» du»e znaczenie, poniewa» powoduje, »e b¦dziemy mogli, podob-
nie jak w pracy [Jarzyna i Demkowicz-Dobrza«ski 2015], stwierdzi¢ w oparciu
o kwantow¡ lokaln¡ asymptotyczn¡ normalno±¢ [Guta i Jencová 2007; Kahn i
Guta 2009], »e otrzymane ograniczenia na precyzj¦ estymacji s¡ asymptotycznie
wysycalne. Nale»y podkre±li¢, »e w przeciwie«stwie do wielu metod metrologii
kwantowej rozwini¦tych w ostatnich latach nasze podej±cie wyznacza bezpo-
±rednio warto±¢ QFI, a nie jedynie ograniczenie na t¡ warto±¢.
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3.2 ρϕ i ρ̇ϕ w reprezentacji MPO

Fundamentalnie QFI jest wielko±ci¡ lokaln¡ zale»n¡ od macierzy g¦sto±ci na
wyj±ciu kanaªu kwantowego ρϕ i jej pierwszej pochodnej wokóª warto±ci esty-
mowanego parametru. Poka»emy teraz jak dla modelu metrologicznego sfor-
muªowanego w poprzednim podrozdziale mo»na efektywnie wyrazi¢ ρϕ oraz jej
pochodn¡ ρ̇ϕ jako MPO.

Naszym zaªo»eniem b¦dzie, »e macierz g¦sto±ci ρ0 opisuj¡ca stan pocz¡tkowy
N rozró»nialnych d-wymiarowych cz¡stek mo»e by¢ efektywnie zapisana jako
MPO o niewielkim wymiarze wi¡zania χρ0 :

ρ0 =
∑
j,k

Tr
(
R[1]j1k1R[2]j2k2 . . . R[N ]jNkN

)
|j〉〈k| , (3.6)

gdzie wprowadzili±my oznaczenie |j〉 = |j1, j2, . . . , jN〉 z j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}1.
Powy»szy stan mo»emy równie» przedstawi¢ diagramatycznie jako

. . .R[1] R[2] R[3] R[4] R[5] R[N ]

.

Grupuj¡c ze sob¡ indeksy �zyczne na ka»dym oczku ªa«cucha � czyli dokonu-
j¡c wektoryzacji |j〉〈k| → |(j,k)〉, gdzie nowy podwójny indeks (j,k) b¦dziemy
oznacza¢ te» jako a � otrzymujemy reprezentacj¦ MPS stanu pocz¡tkowego:

. . .R[1] R[2] R[3] R[4] R[5] R[N ]

.

W zale»no±ci od rozwa»anego problemu �zycznego trzeba zastosowa¢ odpo-
wiednie warunki brzegowe. Na potrzeby tego rozdziaªu wybrali±my PBC. Jednak
przej±cie do OBC nie sprawia trudno±ci. Warto zaznaczy¢, »e przy wyznacza-
niu fundamentalnych ogranicze« na precyzj¦ gªównie interesuj¡ nas wªasno±ci
asymptotyczne, a wi¦c sytuacja, w której rozmiar ukªadu jest du»o wi¦kszy ni»
zasi¦g korelacji i rodzaj warunków brzegowych nie wpªywa na ko«cowe wyniki.

Naszym pierwszym celem jest wyra»enie stanu ρϕ = Φϕ[ρ0] = e−iHϕΦ[ρ0]eiHϕ

w postaci MPO. Zrobimy to w trzech krokach. Najpierw wykorzystamy lokaln¡
struktur¦ kanaªu kwantowego opisuj¡cego dekoherencj¦ (3.5), aby zbudowa¢ sie¢

1W przypadkach gdy indeks n miaªby jedynie wyró»nia¢ pozycj¦ wynikaj¡c¡ ze struk-
tury iloczynu tensorowego N -cz¡stkowej przestrzeni Hilberta, a omawiany obiekt w praktyce
nie zale»y od n, to dla przejrzysto±ci wywodu b¦dziemy cz¦sto pomija¢ ten indeks (dlatego
u»yli±my oznaczenia j zamiast jn).
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tensorow¡ odpowiadaj¡c¡ Φ |ρ0〉2, która w ogólno±ci nie b¦dzie miaªa formy
MPS. Nast¦pnie u»ywaj¡c rozkªadu wedªug warto±ci osobliwych (SVD) sprowa-
dzimy t¡ sie¢ do postaci MPS. Na ko«cu wprowadzimy lokalny unitarny obrót,
który b¦dzie odpowiadaª za zapisanie informacji o parametrze ϕ w naszym sta-
nie i wrócimy z postaci MPS do MPO.

Dla ustalenia uwagi, skupmy si¦ na sytuacji, w której operator Φ mo»na
opisa¢ jako nast¦puj¡ce po sobie, z zachowaniem translacyjnej niezmienniczo-
±ci, dziaªanie czªonów jednocz¡stkowych Φ[n] i dwucz¡stkowych Φ[n,n+1], które
oznaczymy odpowiednio jako Y i X. Fizycznie odpowiada to sytuacji, w któ-
rej jedno- i dwucz¡stkowe czªony komutuj¡ ze sob¡ i »adna cz¡stka nie jest
wyró»niona. Uogólnienie na bardziej zªo»one przypadki jest »mudne, ale nie
wprowadza dodatkowych trudno±ci koncepcyjnych. Za pomoc¡ sieci tensoro-
wych dziaªanie takiego operatora Φ na stan pocz¡tkowy mo»na przedstawi¢
nast¦puj¡co:

. . .R[1] R[2] R[3] R[4] R[5] R[N ]

X X . . .X X

Y Y Y Y Y Y

,

gdzie operator X umie±cili±my uko±nie, aby jawnie zamanifestowa¢ translacyjn¡
niezmienniczo±¢ modelu.

Stan taki nie posiada ju» formy MPS. Operator X dziaªa na dwie s¡siadu-
j¡ce cz¡stki, których baz¦ stanowi¡ wektory |a〉 i |b〉 (przy czym ka»dy z tych
indeksów jest podwójny, to znaczy |a〉 = |(j,k)〉), a wi¦c jest to tensor

X =
∑

a′,a,b′,b

Xa′,a,b′,b |a′〉〈a| ⊗ |b′〉〈b| . (3.7)

Dokonuj¡c wektoryzacji ka»dego z podukªadów mo»emy wyrazi¢ operator X
jako macierz

X =
∑

(a′,a),(b′,b)

X(a′,a),(b′,b) |(a′,a)〉〈(b′,b)| , (3.8)

co pozwala nam skorzysta¢ z SVD, aby otrzyma¢

X(a′,a),(b′,b) =
∑
c,c′

U(a′,a),cSc,c′
(
V †
)
c′,(b′,b)

, (3.9)

gdzie Sc,c′ = scδc,c′ jest macierz¡ diagonaln¡ z warto±ciami singularnymi sc na
diagonali, a U i V to macierze unitarne. Oznaczymy przez χ(2) (górny indeks

2Je±li tylko b¦dzie to jasne z kontekstu to b¦dziemy u»ywa¢ tego samego oznaczenia na
kanaª kwantowy (superoperator) dziaªaj¡cy na macierz g¦sto±ci Φ[ρ] oraz na odpowiadaj¡cy
mu operator dziaªaj¡cy na zwektoryzowan¡ macierz g¦sto±ci Φ |ρ〉, czyli dla przykªadu |Φ[ρ]〉 =
Φ |ρ〉.



Rozdziaª 3. Metrologia kwantowa w j¦zyku sieci tensorowych 51

odnosi si¦ do dwucz¡stkowego charakteru szumu) liczb¦ niezerowych warto±ci
singularnych � w praktyce jest to liczba istotnych warto±ci singularnych, z pomi-
ni¦ciem tych bardzo bliskich zeru. Gra�cznie dekompozycj¦ tensora X mo»emy
przedstawi¢ jako

=
a

a′

b

b′

a

a′

b

b′

U S V †X

,

gdzie dwa indeksy po lewej stronie X traktujemy jako jeden podwójny dziaªa-
j¡cy na pojedynczy wirtualny ukªad, a dwa indeksy po prawej jako dziaªaj¡ce
na drugi wirtualny ukªad. W ten sposób mo»emy my±le¢ o X jako o macie-
rzy odwzorowania pomi¦dzy tymi dwoma wirtualnymi ukªadami, do której na-
st¦pnie stosujemy SVD. Wprowadzimy teraz nowe operatory T = U

√
S oraz

W =
√
SV †, co pozwoli nam przedstawi¢ cz¦±¢ sieci tensorowej odpowiadaj¡c¡

warstwie tensorów X w postaci

. . .

T

W

T

W

T

W

T

W

T

W

T

W

.

Pozostaªo nam ju» tylko poª¡czenie tensorów R[n], T , W , Y oraz tensora
Z = e−ihϕ⊗eihϕT � który reprezentuje unitarne nakr¦canie fazy � w pojedynczy
tensor Rϕ[n]:

Rϕ[n] =

R[n]

W

T

Y

Z

.

Mo»emy teraz poª¡czy¢ podwójne poziome linie w jedn¡ grubsz¡, tak aby uzy-
ska¢ reprezentacj¦ MPS |ρϕ〉:

. . .Rϕ[1] Rϕ[2] Rϕ[3] Rϕ[4] Rϕ[5] Rϕ[N ]

.
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Ostatecznie rozdzielaj¡c poziom¡, grubsz¡ lini¦ odpowiadaj¡c¡ podwójnemu in-
deksowi z powrotem na dwie oryginalne linie otrzymujemy poszukiwan¡ repre-
zentacj¦ MPO ρϕ:

. . .Rϕ[1] Rϕ[2] Rϕ[3] Rϕ[4] Rϕ[5] Rϕ[N ]

.

Otrzymali±my w ten sposób MPO o wymiarze wi¡zania χρϕ = χρ0χ
(2).

Uogólnienie tego wyprowadzenia na przypadek, w którym kanaª kwantowy spl¡-
tuje nie tylko najbli»szych s¡siadów, prowadzi do reprezentacji MPO macierzy
g¦sto±ci ρϕ o wymiarze wi¡zania χρϕ = χρ0χr, gdzie χr =

∏r
k=2 χ

(k) reprezentuje
wkªad do wymiaru wi¡zania pochodz¡cy od skorelowanego szumu, a χ(k) jest
liczb¡ niezerowych warto±ci singularnych, które pojawiaj¡ si¦ podczas SVD, gdy
rozwa»amy k-cz¡stkowy czªon szumu Φ[n,...,n+k−1] (górne ograniczenie na χ(k) to
d2(k−1)).

Przejdziemy teraz do drugiej cz¦±ci tego podrozdziaªu, mianowicie poka»emy
jak wyrazi¢ operator ρ̇ϕ jako MPO. Mo»na to zrobi¢ bardzo efektywnie korzy-
staj¡c z tego, »e pochodn¡ t¡ mo»emy zapisa¢ jako komutator ρϕ z H, gdzie H
jest sum¡ lokalnych Hamiltonianów:

ρ̇ϕ =
N∑
n=1

i
[
ρϕ,h

[n]
]
. (3.10)

Zakªadaj¡c »e wybrali±my baz¦ |j〉, tak aby tworzyªy j¡ wektory wªasne lokal-
nego Hamiltonianu h, czyli h =

∑
j εj |j〉〈j|, to otrzymujemy

ρ̇ϕ =
∑
j,k

[∑
n

i(εkn − εjn)
]
〈j|ρϕ|k〉 |j〉〈k| . (3.11)

Sum¦ wyst¦puj¡c¡ w nawiasie kwadratowym mo»emy z ªatwo±ci¡ wprowadzi¢
do reprezentacji MPO ρϕ poprzez wprowadzenie dodatkowych macierzy 2 × 2
(skutkuje to podwojeniem wymiaru wi¡zania, χρ̇ϕ = 2χρ0χr). Otrzymujemy
wtedy poszukiwan¡ reprezentacj¦ MPO ρ̇ϕ:

ρ̇ϕ =
∑
j,k

Tr
(
R′ϕ[1]j1k1R

′
ϕ[2]j2k2 . . . R

′
ϕ[N ]jNkN

)
|j〉〈k| , (3.12)
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gdzie

R′ϕ[n]jnkn =



i(εk1 − εj1) 1
0 0

⊗Rϕ[1]j1k1 dla n = 1, 1 0
i(εkn − εjn) 1

⊗Rϕ[n]jnkn dla n ∈ {2, . . . ,N − 1}, 1 0
i(εkN − εjN ) 0

⊗Rϕ[N ]jNkN dla n = N.

(3.13)

�lad iloczynu powy»szych N macierzy 2 × 2 odpowiada wyra»eniu w nawiasie
kwadratowym z równania (3.11).

3.3 SLD w reprezentacji MPO

W celu wyznaczenia QFI poza znajomo±ci¡ ρϕ i ρ̇ϕ potrzebujemy jeszcze SLD Λ.
Spodziewamy si¦, »e dla modeli ze sªabo skorelowanym szumem operator Λ te»
b¦dzie posiadaª efektywn¡ reprezentacj¦ MPO o niewielkim wymiarze wi¡zania
χΛ:

Λ =
∑
j,k

Tr
(
L[1]j1k1L[2]j2k2 . . . L[N ]jNkN

)
|j〉〈k| . (3.14)

Przypuszczenie to wynika z obserwacji, »e dla nieskorelowanego szumu i produk-
towego stanu pocz¡tkowego mo»na skonstruowa¢ explicite reprezentacj¦ MPO
operatora Λ o wymiarze wi¡zania χΛ = 2. W takiej sytuacji macierz g¦sto±ci
na wyj±ciu kanaªu ma struktur¦ produktow¡ ρϕ = %⊗Nϕ i SLD jest sum¡ lokal-
nych operatorów Λ =

∑N
n=1 λ

[n], gdzie λ to SLD dla jednocz¡stkowego problemu
%̇ϕ = 1

2(%ϕλ+ λ%ϕ). Jak widzieli±my w poprzednim podrozdziale w przypadku
ρ̇ϕ, tak¡ sum¦ mo»na przedstawi¢ jako MPO o wymiarze wi¡zania równym dwa.

Sposób wyznaczenia optymalnego operatora Λ, który maksymalizowaªby
QFI nie jest spraw¡ oczywist¡. W zazwyczaj spotykanej de�nicji QFI (1.20)
jest on zde�niowany implicite jako rozwi¡zanie równania ρ̇ϕ = 1

2(ρϕΛ + Λρϕ).
Formalizm sieci tensorowych jednak»e nie umo»liwia efektywnego rozwi¡zywa-
nia takich równa«. Jedn¡ z pierwszych prób znalezienia optymalnego Λ w toku
bada« poprzedzaj¡cych t¡ dysertacj¦ byªa próba zminimalizowania po operato-
rach Λ wyra»enia

‖2ρ̇ϕ − ρϕΛ− Λρϕ‖2 = 4‖ρ̇ϕ‖2 − 2
[
Tr(ρ̇ϕρϕΛ) + Tr(ρ̇ϕΛρϕ) + Tr

(
ρ̇ϕρϕΛ†

)
+

+ Tr
(
ρ̇ϕΛ†ρϕ

)]
+ Tr

(
ρϕΛΛ†ρϕ

)
+ Tr

(
ρϕΛ†Λρϕ

)
+ 2 Tr

(
ρϕΛρϕΛ†

)
, (3.15)

gdzie skorzystali±my z tego, »e ρϕ i ρ̇ϕ s¡ Hermitowskie. Jak si¦ zaraz przeko-
namy takie zagadnienia optymalizacyjne s¡ ju» z powodzeniem rozwi¡zywane
w ramach formalizmu sieci tensorowych, czego sztandarowym przykªadem jest
DMRG (patrz rozdziaª 2.5.1). Zalet¡ powy»szego wyra»enia jest to, »e minima-
lizuj¡cy je operator b¦dzie zawsze Hermitowski. Do wad nale»y za± du»a liczba
wyrazów, która znacz¡co utrudniªa implementacj¦ numeryczn¡ oraz zwi¦kszyªa
ogóln¡ niestabilno±¢ dziaªania algorytmu minimalizuj¡cego (co szczególnie w
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przypadku asymptotycznym uniemo»liwiaªo uzyskanie rzetelnych wyników). W
wyniku wielu eksperymentów numerycznych okazaªo si¦, »e du»o lepiej sprawdza
si¦ alternatywna de�nicja QFI (1.27) wªa±nie w postaci zagadnienia optymali-
zacyjnego, która równie» w naturalny sposób pozwala poª¡czy¢ liczenie QFI z
optymalizacj¡ po stanach pocz¡tkowych (1.28) w bardzo efektywny iteracyjny
algorytm (patrz rozdziaª 1.2.1). W tej de�nicji wielko±ci¡ maksymalizowan¡,
któr¡ b¦dziemy skrótowo nazywa¢ FoM (ang. Figure of Merit), jest

F [ρϕ,Λ] = 2 Tr(ρ̇ϕΛ)− Tr
(
ρϕΛ2

)
. (3.16)

Prosta struktura tego wyra»enia uªatwiªa implementacj¦ oraz poprawiªa stabil-
no±¢ numeryczn¡, a brak wyrazów, które zawieraªyby kwadrat macierzy g¦sto-
±ci sprawia, »e ogólna zªo»ono±¢ obliczeniowa jest mniejsza, co przeªo»yªo si¦
na szybsze dziaªanie algorytmu optymalizuj¡cego oraz mniejsze wymagania co
do dost¦pnej pami¦ci. Gªówn¡ wad¡ FoM jest to, »e w ogólno±ci jego maksy-
malna warto±¢ mo»e odpowiada¢ operatorowi Λ, który nie jest Hermitowski, co
oczywi±cie nie jest �zycznym rozwi¡zaniem. Okazaªo si¦, »e problem ten mo»na
rozwi¡za¢ stosuj¡c cechowanie Hermitowskie (2.22).

3.4 Optymalizacja QFI dla ukªadów sko«czonych

Poka»emy teraz jak efektywnie zoptymalizowa¢ FoM (3.16) po operatorach Λ i
stanach pocz¡tkowych ρ0 wykorzystuj¡c formalizm sieci tensorowych. Jak wy-
ja±niono w rozdziale 1.2.1 b¦dzie to dwuetapowy iteracyjny proces. Najpierw
poka»emy jak zmaksymalizowa¢ FoM po Hermitowskim operatorze Λ przy usta-
lonym ρ0, a pó¹niej skupimy si¦ na maksymalizacji po stanie pocz¡tkowym ρ0

przy ustalonym Λ.
Nasze FoM, które chcemy zmaksymalizowa¢ mo»na przedstawi¢ diagrama-

tycznie jako nast¦puj¡c¡ sie¢ tensorow¡:

2 +

−

. . .

. . .

R′ϕ[1]

L[1]

R′ϕ[2]

L[2]

R′ϕ[3]

L[3]

R′ϕ[N ]

L[N ]

. . .

. . .

. . .

L[1]

Rϕ[1]

L[1]

L[2]

Rϕ[2]

L[2]

L[3]

Rϕ[3]

L[3]

L[N ]

Rϕ[N ]

L[N ]

.
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Maksymalizacja FoM po Λ jest równowa»na równoczesnej maksymalizacji po
wszystkich tensorach L[n], co oczywi±cie jest bardzo wymagaj¡cym zadaniem.
Inspiruj¡c si¦ algorytmem DMRG, przeprowadzimy iteracyjn¡ optymalizacj¦,
gdzie w ka»dej p¦tli b¦dziemy przesuwa¢ si¦ wzdªu» ªa«cucha i po kolei optyma-
lizowa¢ tensory L[n] przy ustalonej warto±ci wszystkich pozostaªych. B¦dziemy
iterowa¢ takie p¦tle a» do uzbie»nienia FoM.

Po ustaleniu wszystkich pozostaªych tensorów, FoM staje si¦ wyra»eniem
kwadratowym w L[n] i optymaln¡ warto±¢ L[n] znajdujemy rozwi¡zuj¡c odpo-
wiednie równanie liniowe. Poka»emy teraz jeden ogólny krok tego algorytmu,
dla ustalenia uwagi skupimy si¦ na przykªadowym tensorze L[2]. Zaczniemy od
wykonania wektoryzacji L[2]→ |L[2]):

L[2]γ δ

k2

j2

L[2] L[2]

α

i wyró»nienia tego elementu sieci:

(b|

2 +

−

. . .

. . .

R′ϕ[1] R′ϕ[2] R′ϕ[3] R′ϕ[N ]

L[1] L[3] L[N ]

L[2]

α

A

. . .

. . .

. . .

L[1]

Rϕ[1]

L[1]

L[3]

Rϕ[3]

L[3]

L[N ]

Rϕ[N ]

L[N ]

L[2]

Rϕ[2]

L[2]

β

α

.
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Pozwoli nam to zapisa¢ FoM w postaci nast¦puj¡cego równania:

F [ρϕ,Λ] = 2 (b|L[2])− (L[2]|A |L[2]) = 2
∑
α

bαL[2]α −
∑
α,β

L[2]αAα,βL[2]β.

(3.17)
�¡cznie wektor |b) i macierz A opisuj¡ caª¡ sie¢ tensorow¡, która otacza wyró»-
niony wektor |L[2]). Po wzi¦ciu pochodnej FoM wzgl¦dem L[2]α otrzymujemy
warunek na ekstremum

1
2

(
A+ AT

)
|L[2]) = |b) , (3.18)

który ma posta¢ równania liniowego. Macierz Ã = 1
2

(
A+ AT

)
(o wymiarach

d2χ2
Λ × d2χ2

Λ) zazwyczaj posiada niezerowe j¡dro i powy»sze równanie liniowe
nie ma jednoznacznego rozwi¡zania. W zwi¡zku z tym wykonamy pseudoinwer-
sj¦ Moore-Penrose3 [E. H. Moore 1920; Penrose 1955] aby otrzyma¢ rozwi¡zanie
|L[2]) = Ã+ |b), które jest pozbawione modów zerowych Ã i ma przy tym naj-
mniejsz¡ mo»liw¡ norm¦.

Je±li powy»sze równanie liniowe byªoby oznaczone, to jego rozwi¡zanie pozo-
stawaªoby w cechowaniu Hermitowskim (2.22). Dla typowego przypadku równa-
nia nieoznaczonego b¦dziemy u»ywa¢ SVD macierzy Ã = USV †, aby skonstru-
owa¢ jej pseudoinwersj¦ Ã+ = V S+U †, przy czym odrzucimy warto±ci singularne
poni»ej pewnego maªego progu odci¦cia wybranego jako iloczyn parametru κ i
najwi¦kszej warto±ci singularnej. Jako »e tak uzyskane rozwi¡zanie na |L[2])
mo»e nie speªnia¢ ±ci±le warunku cechowania Hermitowskiego, to w celu usuni¦-
cia jego maªej cz¦±ci anty-Hermitowskiej zastosujemy podstawienie

L[2]j2k2 →
1
2

(
L[2]j2k2 + L[2]k2j2

∗)
. (3.19)

Z do±wiadczenia, wiemy »e takie podstawienie poprawia numeryczn¡ stabilno±¢,
ale nie jest konieczne je±li wszystkie pocz¡tkowe tensory L[n] byª w cechowa-
niu Hermitowskim i parametr κ zostaª wybrany na tyle du»y, aby wyci¡¢ caª¡
cz¦±¢ anty-Hermitowsk¡ z rozwi¡zania. Jednak»e za du»a warto±¢ tego parame-
tru sprawia, »e w wyniku optymalizacji nie osi¡gniemy maksymalnej mo»liwej
warto±ci QFI. Dlatego dobieramy κ, tak aby otrzyma¢ najwy»sz¡ mo»liw¡ war-
to±¢ QFI bez doprowadzania do pojawienia si¦ niestabilno±ci numerycznych.

Przejdziemy teraz do drugiej cz¦±ci tego podrozdziaªu, mianowicie maksy-
malizacji FoM po stanie pocz¡tkowym ρ0 przy ustalonym Λ. Zaczniemy od
przepisania wyra»enia na FoM:

F [Φϕ[ρ0],Λ] = 2 Tr(ρ̇ϕΛ)− Tr
(
ρϕΛ2

)
=

= 2 Tr(i[Φϕ[ρ0],H]Λ)− Tr
(
Φϕ[ρ0]Λ2

)
=

= 2 Tr
(
ρ0i
[
H,ΦD

ϕ [Λ]
])
− Tr

(
ρ0ΦD

ϕ

[
Λ2
])
, (3.20)

gdzie w ostatniej równo±ci przeszli±my do obrazu Heisenberga (w którym to ope-
ratory ewoluuj¡ zamiast stanów), a ΦD

ϕ [·] oznacza kanaª dualny do Φϕ[·], repre-
zentuj¡cy ewolucj¦ operatorów w obrazie Heisenberga. Operator Λ po przej±ciu

3Pseudoinwersj¦ macierzy M oznaczamy przez M+.
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przez kanaª ΦD
ϕ [·] oznaczymy Λϕ

	

,

Λϕ
	

= ΦD
ϕ [Λ] = eiHϕΦD[Λ]e−iHϕ, (3.21)

gdzie indeks dolny ϕ
	
ma sªu»y¢ podkre±leniu, »e operator w obrazie Heisenberga

ewoluuje w przeciwnym �kierunku� do ewolucji stanu w obrazie Schrödingera �
porównaj ze wzorem (3.1). Mo»emy teraz zapisa¢ FoM w postaci

F [Φϕ[ρ0],Λ] = Tr
[
ρ0

(
2Λ̇ϕ

	

− Λ(2)
ϕ
	

)]
, (3.22)

gdzie wprowadzili±my Λ̇ϕ
	

= ∂Λϕ
	

/
∂ϕ = i

[
H,Λϕ

	

]
oraz Λ(2)

ϕ
	

= ΦD
ϕ [Λ2]. Poprzez

analogi¦ z konstrukcj¡ reprezentacji MPO dla ρϕ = Φϕ[ρ0] i ρ̇ϕ = i[ρϕ,H] opi-
san¡ w rozdziale 3.2, mo»emy z ªatwo±ci¡ skonstruowa¢ reprezentacj¦ MPO
operatorów Λ̇ϕ

	

i Λ(2)
ϕ
	

na podstawie znanej postaci MPO operatora Λ. Tensory

wyznaczaj¡ce Λ̇ϕ
	

i Λ(2)
ϕ
	

w reprezentacji MPO oznaczymy odpowiednio przez L′ϕ
	i L(2)

ϕ
	

, a odpowiadaj¡ce im wymiary wi¡zania przez χΛ̇ϕ
	

= 2χΛχr i χΛ(2)ϕ
	

= χ2
Λχr.

Wzór (3.22) pokazuje, »e FoM jest maksymalne, gdy ρ0 jest rzutem na wektor
wªasny odpowiadaj¡cy najwi¦kszej warto±ci wªasnej Hermitowskiego operatora
2Λ̇ϕ

	

− Λ(2)
ϕ
	

. W zwi¡zku z czym bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e stan
pocz¡tkowy jest stanem czystym ρ0 = |ψ0〉〈ψ0|, dla którego FoM przyjmuje
posta¢

F [Φϕ[|ψ0〉],Λ] = 〈ψ0|2Λ̇ϕ
	

− Λ(2)
ϕ
	

|ψ0〉 . (3.23)

Stan |ψ0〉 przedstawiamy jako MPS o wymiarze wi¡zania χψ0 :

|ψ0〉 =
∑
j

Tr
(
P [1]j1P [2]j2 . . . P [N ]jN

)
|j〉 . (3.24)

Tensory tworz¡ce ρ0 i |ψ0〉 s¡ powi¡zane ze sob¡ zale»no±ci¡ R[n]jnkn = P [n]jn ⊗
P [n]kn

∗
, co oznacza, »e χρ0 = χ2

ψ0
.

Maksymalizacja FoM (3.23) po stanie pocz¡tkowym |ψ0〉 jest równowa»na
wariacyjnemu poszukiwaniu stanu podstawowego wielociaªowego �Hamiltonianu�
Λ(2)
ϕ
	

−2Λ̇ϕ
	

. Oznacza to, »e sprowadzili±my nasz problem do postaci, która w for-
malizmie sieci tensorowych jest rozwi¡zywana przy pomocy algorytmu DMRG
(patrz rozdziaª 2.5.1). Poka»emy teraz jak wygl¡da dziaªanie tego algorytmu za-
adaptowane do naszego �Hamiltonianu�. Zaczniemy od zreinterpretowania pro-
blemu � naszym celem jest teraz wariacyjna minimalizacja �energii�

− F [Φϕ[|ψ0〉],Λ] =
〈ψ0|Λ(2)

ϕ
	

− 2Λ̇ϕ
	

|ψ0〉
〈ψ0|ψ0〉

. (3.25)

Wykonamy t¡ optymalizacj¦ podobnie jak poprzedni¡, czyli b¦dziemy przesu-
waj¡c si¦ wzdªu» ªa«cucha po kolei optymalizowa¢ tensory P [n] przy ustalonej
warto±ci wszystkich pozostaªych. B¦dziemy iterowa¢ takie cykle a» do uzbie»-
nienia �energii� (3.25).

Dla przykªadu, w celu znalezienia minimum po P [2], zaczniemy od zwekto-
ryzowania tego tensora, P [2] → |P [2]〉 i wyra»enia �energii� (3.25) jako ilorazu
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Rayleigha

− F [Φϕ[|ψ0〉],Λ] =
〈P [2]|F|P [2]〉
〈P [2]|N|P [2]〉

, (3.26)

gdzie wprowadzili±my macierze (wymiaru dχ2
ψ0
×dχ2

ψ0
) F i N, które s¡ wynikiem

zw¦»enia nast¦puj¡cych sieci tensorowych:

α

. . .

β

. . .

. . .

P [1]

L(2)
ϕ
	

[1]

P [1]∗

P [3]

L(2)
ϕ
	

[3]

P [3]∗

P [N ]

L(2)
ϕ
	

[N ]

P [N ]∗

L(2)
ϕ
	

[2]Fα,β = +

α

. . .

β

. . .

. . .

P [1]

L′ϕ
	

[1]

P [1]∗

P [3]

L′ϕ
	

[3]

P [3]∗

P [N ]

L′ϕ
	

[N ]

P [N ]∗

L′ϕ
	

[2]−2

,

α

. . .

β

. . .

P [1]

P [1]∗

P [3]

P [3]∗

P [N ]

P [N ]∗

Nα,β =

.

W wyniku zró»niczkowania równania (3.26) po P [2]∗α otrzymujemy warunek na
ekstremum

F |P [2]〉 = −F [Φϕ[|ψ0〉],Λ]N |P [2]〉 , (3.27)

który jest uogólnionym problemem wªasnym z warto±ci¡ wªasn¡−F [Φϕ[|ψ0〉],Λ].
Mno»¡c to równanie z lewej strony przez pseudoinwersj¦ macierzy N otrzy-
mujemy zwykªy problem wªasny, dla którego najmniejsz¡ warto±¢ wªasn¡ oraz
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odpowiadaj¡cy jej wektor wªasny uzyskujemy stosuj¡c algorytm Lanczosa [Lan-
czos 1950].

Mo»emy bez problemu zmody�kowa¢ powy»szy algorytm, tak aby bazowaª
na sieciach tensorowych z otwartymi warunkami brzegowymi (OBC). Jest to
nawet wskazane, w szczególno±ci dla problemów, które nie s¡ wra»liwe na wa-
runki brzegowe. Wynika to z tego, »e sieci tensorowe z OBC charakteryzuj¡
si¦ mniejsz¡ zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ przy ich zw¦»aniu oraz mo»na dla nich
ªatwo sprowadzi¢ MPS |ψ0〉 do postaci kanonicznej (patrz rozdziaª 2.5.1). Wy-
korzystanie postaci kanonicznej sprawia, »e macierz N staje si¦ identyczno±ci¡,
a równanie (3.27) redukuje si¦ do zwykªego zagadnienia wªasnego i nie ma po-
trzeby konstruowania pseudoinwersji macierzy N.

Podsumowuj¡c iteracyjnie wyznaczamy optymalny Λ dla ustalonego ρ0, a
nast¦pnie optymalny ρ0 dla ustalonego Λ, wykonujemy to a» zaobserwujemy, »e
nasze FoM zbiega do ustalonej warto±ci to znaczy, »e nie ró»ni si¦ o wi¦cej ni»
np. 0,1% przez kilka kolejnych kroków iteracji. Nasze numeryczne do±wiadczenie
pokazuje, »e nast¦puje to bardzo szybko, zazwyczaj ju» po okoªo 5 iteracjach
po Λ i ρ0.

Wykonuj¡c algorytm, trzeba wybra¢ wymiary wi¡za« zarówno dla stanu
pocz¡tkowego χψ0 , jak i dla SLD χΛ, dla których optymalizacja si¦ odbywa.
Jak w ka»dym algorytmie bazuj¡cym na sieciach tensorowych, utrzymywanie
najmniejszego mo»liwego wymiaru wi¡zania jest kluczowe dla efektywno±ci al-
gorytmu. Nasze obliczenia zazwyczaj zaczynamy ze stanu produktowego, czyli
χψ0 = 1 i optymalizujemy Λ z wymiarem wi¡zania χΛ = 2. Nast¦pnie zwi¦k-
szamy jeden z wymiarów wi¡zania, χψ0 albo χΛ, za ka»dym razem powtarzaj¡c
procedur¦ optymalizacji, a» oka»e si¦, »e QFI nie ro±nie wraz ze wzrostem wy-
miarów wi¡za« χ o wi¦cej ni» np. 1% i wtedy przyjmujemy, »e wzgl¦dny bª¡d
naszej metody wynosi okoªo 1%.

3.5 Optymalizacja QFI w przypadku asympto-

tycznym

W poprzednim podrozdziale opisali±my algorytm, który dziaªa dla ukªadów o
sko«czonej liczbie cz¡stek N . Dla modeli metrologicznych z dekoherencj¡ ty-
pow¡ sytuacj¡ jest to, »e asymptotycznie (dla du»ych N) u»ycie stanów spl¡ta-
nych prowadzi do poprawy precyzji maksymalnie o staªy czynnik, ponad to co
mo»na osi¡gn¡¢ strategiami u»ywaj¡cymi stanów produktowych. Mimo »e po-
dej±cie oparte na sko«czonych sieciach tensorowych pozwala nam osi¡ga¢ war-
to±ci N znacznie przekraczaj¡ce te, które mo»na osi¡gn¡¢ metodami, w których
wykonuje si¦ obliczenia w peªnej przestrzeni Hilberta, to czasami mo»e to by¢
ci¡gle za maªo, aby osi¡gn¡¢ granic¦ asymptotyczn¡ i wyznaczy¢ wspóªczynnik
zysku kwantowego z oczekiwan¡ precyzj¡. Z tego powodu chcieliby±my mie¢ pro-
cedur¦, która pozwoli nam przej±¢ bezpo±rednio do granicy niesko«czenie wielu
cz¡stek, wyznaczy¢ maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢ QFI na cz¡stk¦ i w rezultacie
otrzyma¢ wspóªczynnik zysku kwantowego.
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W tym celu u»yjemy podej±cia wykorzystuj¡cego niesko«czone MPO/MPS
(iMPO/iMPS). B¦dziemy zakªada¢, »e wszystkie tensory s¡ translacyjnie nie-
zmiennicze (TI). Technicznie to podej±cie jest najbardziej naturalne w przy-
padku PBC. Jednak»e jak argumentowali±my w rozdziale 2.5.3 ograniczenie
rozwa»a« do PBC nie prowadzi do utraty ogólno±ci w przypadku rozwa»anych
przez nas modeli metrologicznych ze sko«czonym zasi¦giem korelacji.

Wymaganie TI nie stanowi problemu w przypadku macierzy g¦sto±ci ρϕ �
je±li przygotujemy ukªad w stanie, który jest TI to pozostanie on takim po
przej±ciu przez kanaª kwantowy Φϕ. Problem jest jednak z operatorem ρ̇ϕ, któ-
rego reprezentacja zaproponowana równaniami (3.12, 3.13) nie jest jawnie TI.
Z tego powodu, zamiast wyznacza¢ ±ci±le t¡ pochodn¡, przybli»ymy j¡ przez
ró»nic¦ dwóch TI iMPO:

ρ̇ϕ =
ρϕ+ε − ρϕ

ε
(3.28)

z in�nitezymalnym parametrem ε. Inspiruj¡c si¦ równaniem de�niuj¡cym SLD (1.21)
zastosujemy podobne rozwiniecie do operatora Λ:

Λ =
Λ̃− 1

ε
. (3.29)

Tutaj Λ̃ oraz 1 s¡ rozwi¡zaniami równania (1.21), gdy ρ̇ϕ zast¡pimy odpowied-
nio przez ρϕ+ε oraz ρϕ. B¦dziemy szuka¢ optymalnego operatora Λ̃, który lepiej
nadaje si¦ do TI formalizmu iMPO ni» oryginalny operator Λ. Oznaczymy przez

f
[
ρϕ, Λ̃

]
=
F [ρϕ,Λ]

N
(3.30)

warto±¢ FoM na cz¡stk¦, któr¡ chcemy zmaksymalizowa¢, a która po podsta-
wieniu równa« (3.28) i (3.29) do wzoru (3.16) przybiera posta¢

f
[
ρϕ, Λ̃

]
=

1
Nε2

[
2 Tr

(
ρϕ+εΛ̃

)
− Tr

(
ρϕΛ̃2

)
− 1

]
. (3.31)

TI iMPO jest zde�niowany jednoznacznie przez pojedynczy tensor, który ozna-
czymy odpowiednio przez: |ψ0〉 → P , ρ0 → R, ρϕ → Rϕ, Λ̃ → L̃, Λ̃ϕ

	

→ L̃ϕ
	

,
Λ̃(2)
ϕ
	

→ L̃(2)
ϕ
	

.
Optymalizacja sieci tensorowej zªo»onej z identycznych tensorów A jest wy-

soce nieliniowym problemem w A i mo»na by my±le¢, »e podej±cie podobne
do opisanego w poprzednim podrozdziale nie b¦dzie miaªo tutaj zastosowania.
Na szcz¦±cie, istnieje efektywna metoda radzenia sobie z takimi problemami,
opisana w pracy [Corboz 2016]. Gªówna idea polega na znalezieniu optymal-
nego tensora Anew dla jednej pozycji w sieci, traktuj¡c wszystkie pozostaªe A
jako staªe, a nast¦pnie zamiast w miejsce wszystkich tensorów podstawi¢ Anew,
nale»y wykona¢ nast¦puj¡ce elastyczne podstawienie:

A→ Anew sin(ξπ)− A cos(ξπ), (3.32)

z wspóªczynnikiem mieszania ξ, który nale»y zoptymalizowa¢.
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Poka»emy teraz jak zastosowa¢ to podej±cie do obu kroków naszej iteracyj-
nej procedury. Zaczniemy od optymalizacji po Λ̃ przy ustalonym ρ0, co jest
równowa»ne wyznaczeniu optymalnego lokalnego tensora L̃.

Jako »e ±lad operatora reprezentowanego przez iMPO jest zde�niowany przez
jego macierz transferu (patrz rozdziaª 2.5.3), to zaczniemy od wprowadzenia
macierzy transferu E1 i E2 powi¡zanych odpowiednio z ρϕ+εΛ̃ i ρϕΛ̃2 oraz do-
konamy ich rozkªadu widmowego:

L̃

Rϕ+ε

E1 =
∑
j

λ1;j r1;j l1;j

∑
j

λ1;j r1;j l1;j

,

L̃

Rϕ

L̃

E2 =
∑
j

λ2;j r2;j l2;j

∑
j

λ2;j r2;j l2;j

.

Pozwoli nam to zapisa¢, »e Tr
(
ρϕ+εΛ̃

)
= TrEN

1 oraz Tr
(
ρϕΛ̃2

)
= TrEN

2 , gdzie
Ei =

∑
j λi;j |ri;j) (li;j|. Teraz korzystaj¡c z faktu, »e EN

i gdy N →∞ jest zdeter-
minowane przez wiod¡c¡ warto±¢ wªasn¡ (warto±ci wªasne s¡ uporz¡dkowane,
tak »e jest to pierwsza warto±¢ wªasna) mo»emy zapisa¢, i» TrEN

i ' λNi;1 =
λN−1
i;1 (li;1|Ei|ri;1) i wyrazi¢ FoM na cz¡stk¦ (3.31) jako

L̃

Rϕ+ε

r1;1l1;1
2λN−1

1;1

Nε2

L̃

Rϕ

L̃

r2;1l2;1−
λN−1
2;1

Nε2
− 1
Nε2

.
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Wektoryzuj¡c tensor L̃ mo»emy FoM na cz¡stk¦ zapisa¢ równowa»nie w postaci

2λN−1
1;1

Nε2

L̃

Rϕ+ε

l1;1 r1;1

(b|

α

−
λN−1
2;1

Nε2
− 1
Nε2

L̃

Rϕ

L̃

l2;1 r2;1

β

α

A

,

lub jako nast¦puj¡ce równanie:

f
[
ρϕ, Λ̃

]
=

1
Nε2

[
2λN−1

1;1

(
b|L̃

)
− λN−1

2;1

(
L̃
∣∣∣A ∣∣∣L̃)− 1

]
, (3.33)

które ma ekstremum, gdy

1
2λ

N−1
1;1

(
A+ AT

) ∣∣∣L̃) = λN−1
2;1 |b) . (3.34)

Dla N → ∞ mo»e wydawa¢ si¦, »e pot¦gi warto±ci wªasnych stanowi¡ pro-
blem. Na szcz¦±cie jest on tylko pozorny. Dla ustalonego Λ̃ mo»emy obliczy¢
odpowiadaj¡c¡ mu warto±¢ FoM na cz¡stk¦

f
[
ρϕ, Λ̃

]
=

1
Nε2

(
2λN1;1 − λN2;1 − 1

)
. (3.35)

Wracaj¡c teraz do wzoru na FoM (3.16) widzimy, »e FoM na cz¡stk¦ powinno
mie¢ posta¢ f

[
ρϕ, Λ̃

]
= 2f1− f2, gdzie f1 i f2 s¡ takiego samego rz¦du wielko±ci

jak asymptotyczna warto±¢ QFI na cz¡stk¦. Zakªadaj¡c, »e nasze obliczenia s¡
w re»imie N →∞, ε→ 0 i Nε2 → 0 oraz pami¦taj¡c rozwini¦cie dwumianowe

(
1 + ε2fi

)N
= 1 +Nε2fi +O

((
Nε2

)2
)
, (3.36)

nale»y oczekiwa¢, »e wiod¡ce warto±ci wªasne macierzy transferu maj¡ posta¢:

λ1;1 = 1 + ε2f1, λ2;1 = 1 + ε2f2, (3.37)
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co po wstawieniu ich do wzoru (3.35) i u»yciu rozwini¦cia dwumianowego do
pierwszego rz¦du daje nam dokªadnie f

[
ρϕ, Λ̃

]
= 2f1 − f2. Z drugiej strony od-

wracaj¡c zale»no±ci (3.37) otrzymujemy prosty wzór na asymptotyczn¡ warto±¢
FoM na cz¡stk¦

f
[
ρϕ, Λ̃

]
' 1
ε2

(2λ1;1 − λ2;1 − 1). (3.38)

Jest teraz jasne, »e w rozwa»anym re»imie (N →∞, ε→ 0, Nε2 → 0) mo»emy
na potrzeby rozwi¡zania równania (3.34) przybli»y¢ λN−1

1;1 i λN−1
2;1 przez jedynki

i w rezultacie otrzyma¢ prost¡ posta¢ warunku na optymalny tensor L̃:

1
2

(
A+ AT

) ∣∣∣L̃) = |b) . (3.39)

Równanie to analogicznie jak w przypadku sko«czonym rozwi¡zujemy przy u»y-
ciu pseudoinwersji i od�ltrowujemy cz¦±¢ anty-Hermitowsk¡ w ka»dym kolejnym
kroku iteracji.

Operator SLD Λ jest zawsze bez±ladowy w ka»dy problemie z unitarnym
nakr¦caniem parametru � wynika to ze wzoru (1.23) oraz faktu, »e 〈λ|ρ̇ϕ|λ〉 =
i 〈λ|[ρϕ,H]|λ〉 = 0 dla ka»dego |λ〉, które jest stanem wªasnym ρϕ. Mo»emy
to wykorzysta¢, aby zapewni¢ odpowiedni¡ normalizacj¦ rozwi¡zania na L̃ �
warunek Tr Λ = 0 lub równowa»nie Tr Λ̃ = Tr1 = dN w j¦zyku macierzy
transferu oznacza, »e najwi¦ksza warto±¢ wªasna macierzy

L̃

musi by¢ równa d. Zatem w celu zminimalizowania efektów stosowanych przybli-
»e« i zapewnienia prawidªowej normalizacji, po otrzymaniu L̃ z równania (3.39),
nale»y je przeskalowa¢, tak aby najwi¦ksza warto±¢ powy»szej macierzy trans-
feru byªa równa d.

Przejdziemy teraz do drugiej cz¦±ci naszej iteracyjnej procedury, czyli opty-
malizacji po stanie pocz¡tkowym |ψ0〉 przy ustalonym Λ̃. Ten etap nie wpro-
wadza jako±ciowo nowych wyzwa«, wi¦c omówimy go bardziej zwi¦¹le. Tak jak
w przypadku ρ̇ϕ, b¦dziemy przybli»a¢ ±cisª¡ pochodn¡ Λ̇ϕ

	

przez jej dyskretn¡
wersj¦

Λ̇ϕ
	

=
Λϕ

	

+ε
	

− Λϕ
	

ε
(3.40)

oraz dokonamy rozwini¦cia Λ =
(
Λ̃− 1

)
/ε.

Nasze zadanie mo»emy wyrazi¢ jako wariacyjn¡ minimalizacj¦ nast¦puj¡cej
�g¦sto±ci energii�:

− f
[
Φϕ[|ψ0〉], Λ̃

]
=
〈ψ0|Λ̃(2)

ϕ
	

− 2Λ̃ϕ
	

+ε
	

+ 1|ψ0〉
Nε2 〈ψ0|ψ0〉

(3.41)

po |ψ0〉. U»ywaj¡c macierzy transferu E3, E4 i E5 powi¡zanych odpowiednio z
〈ψ0|Λ̃(2)

ϕ
	

|ψ0〉, 〈ψ0|Λ̃ϕ
	

+ε
	

|ψ0〉 i 〈ψ0|ψ0〉:
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P ∗

L̃(2)
ϕ
	

P

=
∑
j

λ3;j r3;j l3;j

,

P ∗

L̃ϕ
	

+ε
	

P

=
∑
j

λ4;j r4;j l4;j

,

P ∗

P

=
∑
j

λ5;j r5;j l5;j

,

mo»emy zapisa¢ praw¡ stron¦ równania (3.41) diagramatycznie jako

P ∗

P

r5;1l5;1Nε2

P ∗

P

r5;1l5;1+λN−1
5;1

P ∗

L̃ϕ
	

+ε
	

P

r4;1l4;1−2λN−1
4;1

P ∗

L̃(2)
ϕ
	

P

r3;1l3;1λN−1
3;1

.

Tak jak poprzednio, spodziewamy si¦, »e λi;1 = 1 + ε2fi i na potrzeby szukania
optymalnego tensora P mo»emy przybli»y¢ λN−1

i;1 przez jedynki. Po zró»niczko-
waniu otrzymujemy warunek na ekstremum

F |P 〉 = gN |P 〉 , (3.42)

gdzie g = −f
[
Φϕ[|ψ0〉], Λ̃

]
Nε2− 1 jest uogólnion¡ warto±ci¡ wªasn¡, a macierze

F i N s¡ zde�niowane jako:
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L̃(2)
ϕ
	

r3;1l3;1

α

β

Fα,β = L̃ϕ
	

+ε
	

r4;1l4;1

α

β

−2

,

r5;1l5;1

α

β

Nα,β = r5;1l5;1

α

β

= ⊗ ⊗1

.

Macierz N jest iloczynem tensorowym trzech macierzy, r5;1, identyczno±ci i l5;1,
wi¦c jej pseudoinwersj¦ N+ mo»emy przedstawi¢ jako iloczyn tensorowy (pseudo-
)inwersji tych mniejszych macierzy. Dziaªaj¡c N+ z lewej na równanie (3.42)
sprowadzamy je do postaci zwykªego problemu wªasnego. Po wyznaczeniu naj-
mniejszej warto±ci wªasnej i odpowiadaj¡cego jej wektora wªasnego, »¡damy aby
|ψ0〉 byª znormalizowany, co oznacza, »e λ5;1 = 1. Asymptotyczn¡ warto±¢ FoM
na cz¡stk¦ (z dokªadno±ci¡ do znaku) wyznaczamy korzystaj¡c ze wzoru

− f
[
Φϕ[|ψ0〉], Λ̃

]
=

1
Nε2

(
λN3;1 − 2λN4;1 + 1

)
' f3 − 2f4 =

1
ε2

(λ3;1 − 2λ4;1 + 1).

(3.43)
Tak jak w przypadku sko«czonego N , iteracyjne powtarzanie optymalizacji

po Λ̃ i |ψ0〉 prowadzi nas do optymalnego rozwi¡zania z maksymaln¡ warto±ci¡
QFI na cz¡stk¦.

Podczas przeprowadzania oblicze« numerycznych nale»y wybra¢ najmniejsze
mo»liwe ε. Jednak»e nale»y uwa»a¢ aby nie doprowadzi¢ do pojawienia si¦ nie-
stabilno±ci numerycznych. Nasz ogólna strategia przy otrzymywaniu rezultatów
numerycznych, które prezentujemy w nast¦pnym rozdziale, polega na obni»a-
niu warto±ci ε, a» zaobserwujemy, »e wyniki uzbie»niaj¡ si¦ pozostaj¡c ci¡gle
w re»imie, w którym obliczenia s¡ stabilne. We wszystkich przykªadach prezen-
towanych w tej dysertacji oznaczaªo to wybór ε ∼ 10−3 − 10−4 (niestabilno±ci
zaczynaªy pojawia¢ si¦ dla ε < 10−6). Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e w omawianym
tu podej±ciu z wykorzystaniem iMPO wymagamy, aby Nε2 byªo maªe � rz¦du
oczekiwanej precyzji rezultatów numerycznych. Innymi sªowy ustalenie oczeki-
wanej precyzji na poziomie np. 1% oznacza, »e Nε2 ∼ 10−2 i przy stabilizacji
wyników dla ε ∼ 10−3 − 10−4 otrzymujemy, »e N ∼ 104 − 106. Fizycznie od-
powiada to sytuacji, w której dla wi¦kszych N warto±¢ QFI na cz¡stk¦ ju» si¦
nie zmienia (o wi¦cej ni» 1%) i mo»emy na podstawie otrzymanych rezultatów
wnioskowa¢ o zachowaniu asymptotycznym dla N →∞.
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Rozdziaª 4

Przykªadowe zastosowania

W tym rozdziale przedstawimy trzy przykªady zastosowania zaprezentowanego
przez nas podej±cia do metrologii kwantowej opartego na sieciach tensorowych.
Przykªady zostaªy wybrane, tak aby podkre±li¢ mo»liwo±¢ zastosowania naszego
podej±cia do szerokiej klasy jako±ciowo ró»nych problemów �zycznych i przez
to zademonstrowa¢ jego wszechstronno±¢. Pierwsze dwa przykªady dotycz¡ pro-
blemów metrologicznych: estymacji indukcji pola magnetycznego oraz stabili-
zacji dziaªania zegara atomowego. Jednak»e ró»ni¡ si¦ one zarówno charakte-
rem szumu (w pierwszym przypadku ma on korelacje przestrzenne, a w drugim
czasowe), jak i wykorzystanym podej±ciem do estymacji (pierwszy jest standar-
dowym przykªadem wykorzystuj¡cym QFI, drugi jest wyra»ony w duchu Bay-
esowskim). Trzeci przykªad ilustruje zastosowanie zaproponowanego przez nas
formalizmu poza metrologi¡ kwantow¡, mianowicie do wyznaczenia podatno±ci
wierno±ci � parametru u»ywanego w �zyce materii skondensowanej do detekcji
przej±¢ fazowych.

Rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale bazuj¡ na obliczeniach numerycz-
nych, które zostaªy wykonane z u»yciem pakietu MATLAB oraz przy pomocy
funkcji ncon() [Pfeifer i in. 2014] do zw¦»ania tensorów. Nale»y podkre±li¢,
»e wszystkie algorytmy optymalizacyjne musiaªy zosta¢ napisane od podstaw
z uwzgl¦dnieniem metrologicznego kontekstu bada«, poniewa» procedury opty-
malizacyjne u»ywane przez spoªeczno±¢ �zyków wielu ciaª nie mogªy zosta¢ pro-
sto zaadaptowane do zada« optymalizacyjnych, z którymi musimy si¦ zmierzy¢.
Wi¡»e si¦ to z du»ym znaczeniem operatorów w metrologii kwantowej, a wi¦c
MPO w naszym podej±ciu. Byªo to do tej pory raczej niespotykane w dziedzi-
nie sieci tensorowych, poniewa» typowe problemy w �zyce wielu ciaª wymagaj¡
operowania i optymalizacji MPS. Procedury numeryczne napisane na potrzeby
tego rozdziaªu skªadaj¡ si¦ z okoªo 8000 linijek kodu i mo»na je znale¹¢ pod
adresem: https://github.com/kchabuda/TNQMetrology

4.1 Pomiar pola magnetycznego w obecno±ci lo-

kalnie skorelowanego szumu

Pierwszy zaprezentowany przez nas przykªad dotyczy pomiaru indukcji pola
magnetycznego, które wykazuje lokalne przestrzenne korelacje �uktuacji. Przy-
kªad ten nale»y do kategorii ogólnych modeli metrologicznych i powinien by¢
traktowany jako typowy przykªad problemu, który mo»na efektywnie rozwi¡za¢
przy u»yciu sieci tensorowych. Jako »e w tym problemie interesuj¡ nas maªe

https://github.com/kchabuda/TNQMetrology
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Rysunek 4.1: N spinów w polu magnetycznym, którego indukcja wykazuje prze-
strzenne �uktuacje.

odchylenia od znanej warto±ci pola to b¦dziemy u»ywa¢ podej±cia opartego o
QFI, a wi¦c optymalizowany FoM przyjmie standardow¡ posta¢ wyra»on¡ wzo-
rem (3.16).

Rozwa»my N cz¡stek o spinie s (w ogólno±ci mo»e to by¢ te» efektywny spin
pewnej grupy �pod-cz¡stek�), które oddziaªuj¡ przez ustalony czas t z zewn¦trz-
nym polem magnetycznym B (zakªadamy, »e jest ono w kierunku osi z), którego
indukcja �uktuuje � patrz rysunek 4.1. Te �uktuacje prowadz¡ efektywnie do
defazowania cz¡stek. W naszych rozwa»aniach wykroczymy poza standardowy
model niezale»nych �uktuacji prowadz¡cych do niezale»nego defazowania ato-
mów [Huelga i in. 1997; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011] przez wzi¦cie
pod uwag¦ korelacji pomi¦dzy �uktuacjami pola na s¡siaduj¡cych ze sob¡ cz¡st-
kach. Prowadzi nas to do modelu, w którym b¦dziemy mogli zbada¢, z punktu
widzenia potencjaªu metrologicznego ukªadu, wpªyw korelacji (i antykorelacji)
w procesie defazowania.

Na chwil¦ zaªó»my, »e pole B jest ustalone. Hamiltonian opisuj¡cy dynamik¦
n-tego spinu w polu magnetycznym to −gs[n]

z B, gdzie s
[n]
z jest z-tow¡ skªadow¡

spinowego momentu p¦du n-tej cz¡stki (
∑N
n=1 s

[n]
z = Sz), a g to wspóªczyn-

nik »yromagnetyczny. W celu zachowania spójno±ci z notacj¡ wprowadzon¡ w
rozdziale 1.3, b¦dziemy uto»samia¢ ϕ = gBt oraz h[n] = s[n]

z /~. Niepewno±¢
estymacji pola B b¦dzie powi¡zana z standardow¡ niepewno±ci¡ estymacji fazy
poprzez prost¡ relacj¦ proporcjonalno±ci ∆B̂ = 1

gt
∆ϕ̂.

Teraz uwzgl¦dniaj¡c obecno±¢ �uktuacji zapiszemy indukcj¦ pola magne-
tycznego w miejscu, w którym znajduje si¦ n-ta cz¡stka jako B[n](t) = B +
δB[n](t). Zakªadamy, »e �uktuacje s¡ Gaussowskie i nie maj¡ znacz¡cych kore-
lacji czasowych (biaªy szum). Odpowiednio wariancja oraz funkcja korelacji po-
mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami dla �uktuacji pola ma posta¢:

〈
δB[n](t)δB[n](t′)

〉
=

µ2δ(t− t′),
〈
δB[n](t)δB[n+1](t′)

〉
= νδ(t− t′), gdzie ν reprezentuje siª¦ korelacji

i mo»e by¢ zarówno dodanie, jak i ujemne (antykorelacje) � dla uproszczenia
zaªo»ymy periodyczne warunki brzegowe, a wi¦c równie» cz¡stki numer N oraz
1 s¡ skorelowane.
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Niech |j〉 = |j1, j2, . . . , jN〉 z jn ∈ {−s, . . . , s} b¦dzie baz¡ wªasn¡, o dobrze
okre±lonych warto±ciach wªasnych, lokalnych Hamiltonianów h[n] = s[n]

z /~, tak
»e h[n] |j〉 = jn |j〉. Przy pomocy tej bazy mo»emy ªatwo zapisa¢ ewolucj¦ macie-
rzy g¦sto±ci przez kanaª kwantowy, opisuj¡cy lokalnie skorelowane defazowanie,
u»ywaj¡c standardowej techniki rozwini¦cia kumulantowego [Kampen 1981]:

Φ[ρ0] =
∑
j,k

〈j|ρ0|k〉 e−
1
2 (j−k)TC(j−k) |j〉〈k| , (4.1)

gdzie C jest macierz¡ korelacji

C =



c1 c2 0 . . . c2

c2 c1 c2

0 c2 c1
...

. . .
...

c2 . . . c1

 , (4.2)

gdzie c1 = µ2g2t, c2 = νg2t. Uogólnienie rozwa»anego modelu na przypadek
wi¦kszego zasi¦gu korelacji, pokrywaj¡cego do r s¡siaduj¡cych cz¡stek, nie spra-
wia problemu � w takim wypadku macierz C jest 2r + 1 diagonalna.

Dla lepszego zrozumienia �zycznej strony rozwa»anego modelu, zapiszemy
odpowiadaj¡ce mu równanie master (3.2). Mo»na je otrzyma¢ przez zró»nicz-
kowanie wzoru (4.1) po t. W wyniku otrzymamy równanie master z jednocz¡st-
kowym J [n] =

√
γ1h

[n] i dwucz¡stkowym J [n,n+1] =
√
|γ2|

(
h[n] + sgn(γ2)h[n+1]

)
operatorem defazowania. Wspóªczynniki defazowania γ1, γ2 s¡ powi¡zane z �uk-
tuacjami pola przez relacje: γ1 = (µ2 − 2|ν|)g2, γ2 = νg2 � zauwa»my, »e
µ2 ­ 2|ν| z racji dodatnio±ci macierzy korelacji C, tak wi¦c wspóªczynnik γ1

jest zawsze dodatni.
W celu zapisania ewolucji jawnie w reprezentacji MPO wykonamy wektory-

zacj¦ |j〉〈k| → |j〉|k〉, aby otrzyma¢ baz¦ dla zwektoryzowanej macierzy g¦sto±ci
stanu pocz¡tkowego |ρ0〉. Dziaªanie Φ na ρ0 jest równowa»ne dziaªaniu eΓ na
|ρ0〉, to znaczy |Φ[ρ0]〉 = eΓ |ρ0〉, gdzie

Γ = −c1

2

N∑
n=1

Υ[n] − c2

N∑
n=1

Ξ[n,n+1], (4.3)

z

Υ[n] =
(
h[n] ⊗ 1− 1⊗ h[n]

)2
, (4.4)

Ξ[n,n+1] =
(
h[n] ⊗ 1− 1⊗ h[n]

)(
h[n+1] ⊗ 1− 1⊗ h[n+1]

)
. (4.5)

Zauwa»my, »e Υ[n] i Ξ[n,n+1] komutuj¡ ze sob¡, wi¦c

eΓ =
N∏
n=1

e−
c1
2 Υ[n]e−c2Ξ

[n,n+1]
. (4.6)



Rozdziaª 4. Przykªadowe zastosowania 69

Wprowadzaj¡c oznaczenia Y [n] = e−
c1
2 Υ[n] i X [n,n+1] = e−c2Ξ

[n,n+1]
otrzymujemy

ostatecznie

eΓ =
N∏
n=1

Y [n]X [n,n+1], (4.7)

co jest dokªadnie postaci¡ ewolucji dyskutowan¡ w rozdziale 3.2, gwarantuj¡c¡
efektywny zapis za pomoc¡ MPO.

Zgodnie ze wzorem (3.1), po ewolucji przez kanaª kwantowy Φ opisuj¡cy
szum, informacja o fazie jest zapisywana w stanie w wyniku unitarnej ewolu-
cji generowanej przez lokalne Hamiltoniany h[n]. W notacji z rozdziaªu 3.2 ta
unitarna ewolucja jest reprezentowana przez dziaªanie

∏N
n=1 Z

[n], gdzie Z [n] =

e−ih[n]ϕ ⊗ eih[n]ϕT
. Zapisana w bazie |j〉, pochodna ρ̇ϕ = i[ρϕ,H] ma posta¢

ρ̇ϕ =
∑
j,k

〈j|ρϕ|k〉 i
∑
n

(kn − jn) |j〉〈k| . (4.8)

Jeste±my teraz gotowi, aby za pomoc¡ metod opisanych w rozdziale 3 wyzna-
czy¢ optymalne stany pocz¡tkowe oraz odpowiadaj¡c¡ im maksymaln¡ warto±¢
QFI. W badanym ukªadzie estymujemy warto±¢ pola magnetycznego wykazuj¡-
cego lokalnie korelacje �uktuacji, czyli efektywnie estymujemy faz¦ w obecno±ci
defazowania. Wszystkie obliczenia numeryczne dotycz¡ przypadku spinów-1

2 , dla
których h[n] = 1

2σ
[n]
z oraz szumu defazuj¡cego, którego zasi¦g obejmuje maksy-

malnie dwie s¡siaduj¡ce cz¡stki.
Na pocz¡tek, na rysunku 4.2 prezentujemy porównanie wyników optymali-

zacji QFI � dla przykªadowych parametrów szumu c1 = 1, c2 = 0,1 (skorelowany
szum) � otrzymanych u»ywaj¡c podej±cia opartego na sko«czonej sieci N cz¡-
stek (podej±cie MPO) oraz asymptotyczn¡ warto±¢ QFI na cz¡stk¦ uzyskan¡
u»ywaj¡c TI niesko«czonej sieci (podej±cie iMPO). Wykre±lamy QFI na cz¡stk¦
F/N , poniewa» spodziewamy si¦ asymptotycznie liniowego skalowania, a wi¦c
»e wraz ze wzrostem liczby cz¡stek, F/N b¦dzie zbiega¢ do staªej warto±ci. Re-
zultaty otrzymane tymi dwoma podej±ciami bardzo dobrze si¦ ze sob¡ zgadzaj¡.
Kiedy wykre±limy QFI w funkcji N i do takich danych dopasujemy lini¦ prost¡
otrzymamy wspóªczynnik nachylenia 0,500. Zgadza si¦ on dobrze z asympto-
tyczn¡ warto±ci¡ 0,504 uzyskan¡ w podej±ciu iMPO. Stanowi to numeryczne
potwierdzenie, »e podej±cie iMPO, które jak opisano w rozdziale 3.5 jest du»o
bardziej koncepcyjnie zawiªe, prowadzi do poprawnych rezultatów. Jest to bar-
dzo wa»na obserwacja, poniewa» numerycznie mo»na du»o bardziej efektywnie
uzyska¢ asymptotyczne wªasno±ci QFI u»ywaj¡c bezpo±rednio podej±cia iMPO,
ani»eli wykonuj¡c obliczenia dla coraz to wi¦kszych sko«czonych sieci i ekstra-
polowa¢ wyniki do N →∞. Podczas wykonywania numerycznych optymalizacji
w podej±ciu MPO ustalili±my tolerancj¦ bª¦du na poziomie 1%, co oznaczaªo, »e
maksymalny potrzebny wymiar wi¡zania wynosiª jedynie χψ0 = 4 dla stanu po-
cz¡tkowego i χΛ = 2 dla SLD. To pokazuje jak efektywny jest opis tego problemu
przy pomocy sieci tensorowych. Krzy»e naniesione na rysunek 4.2 reprezentuj¡
wyniki, które mo»na uzyska¢ wykonuj¡c obliczenia w peªnej przestrzeni Hil-
berta, na takiej samej klasy komputerze, który wykonywaª obliczenia z u»yciem
sieci tensorowych. Wyniki te pozostaj¡ w re»imie, który jest wyra¹nie daleki od
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Rysunek 4.2: QFI na cz¡stk¦ F/N w funkcji liczby spinów w ªa«cuchu N dla pro-
blemu estymacji fazy w obecno±ci lokalnie skorelowanego defazowania (o lokalnym
parametrze szumu c1 = 1 oraz parametrze korelacji pomi¦dzy najbli»szymi s¡sia-
dami c2 = 0,1). Czarne kropki reprezentuj¡ wyniku uzyskane w podej±ciu MPO,
a czarna linia asymptotyczn¡ warto±¢ F/N uzyskan¡ podej±ciem iMPO, natomiast
szare krzy»e oznaczaj¡ rezultaty otrzymane standardowymi metodami wykorzystu-
j¡cymi opis w peªnej przestrzeni Hilberta. Szare linie pokazuj¡ ograniczenia na QFI
na cz¡stk¦, uzyskane metod¡ rozszerzenia kanaªu, otrzymane przy podziale dynamiki

(patrz rysunek 4.6) na efektywnie niezale»ne kanaªy Φ(1)
ϕ (linia kropkowana), Φ(2)

ϕ (li-

nia kropkowano-przerywana), Φ(3)
ϕ (linia przerywana). Dla porównania, ci¡gªa szara

linia odpowiada ograniczeniu, w którym wszystkie korelacje zostaªy zaniedbane i je-
dynie efekt lokalnego defazowania zostaª wzi¦ty pod uwag¦.

tego w jakim obserwujemy zbieganie do asymptotycznego liniowego skalowa-
nia QFI z N i który jest dost¦pny jedynie wykorzystuj¡c metody numeryczne
bazuj¡ce na sieciach tensorowych.

Na rysunku 4.3 zaprezentowali±my wykres konturowy przedstawiaj¡cy asymp-
totyczn¡ warto±¢ QFI na cz¡stk¦ w funkcji parametrów szumu oraz dla kontra-
stu na rysunku 4.4 wyniki gdy ograniczymy si¦ do optymalizacji QFI jedynie po
stanach produktowych. W celu pokazania ilo±ci spl¡tania wyst¦puj¡cego w opty-
malnych stanach pocz¡tkowych na rysunku 4.5 znajduje si¦ wykres konturowy
entropii spl¡tania von Neumanna S. Wykonano go dla iMPO odpowiadaj¡-
cego zredukowanej macierzy g¦sto±ci ukªadu, w którym poªowa cz¡stek zostaªa
wy±ladowana � wzór (2.29) pokazuje jak tak¡ zredukowan¡ macierz g¦sto±ci
wyznaczy¢. Optymalna warto±¢ QFI mo»e by¢ osi¡gni¦ta przez wiele ró»nych
stanów, a wiec nale»y si¦ spodziewa¢ pewnych �uktuacji entropii, mimo tego
widzimy »e jest wyra¹na relacja pomi¦dzy ilo±ci¡ spl¡tania a wzrostem precyzji
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Rysunek 4.3: Asymptotyczna warto±¢ QFI na cz¡stk¦ F/N (uzyskana podej±ciem
iMPO) dla szumu typu defazuj¡cego w funkcji lokalnego parametru szumu c1 oraz pa-
rametru korelacji pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami c2. Czarne linie ekwipotencjalne
s¡ w skali logarytmicznej. Lewa wstawka pokazuje przekrój gªównego wykresu wzdªu»
c1 = 1 i przedstawia warto±ci otrzymane podej±ciem iMPO (czarne kropki) porównane
ze ±cisªym wzorem (4.24) na QFI na cz¡stk¦ w strategii estymacji bazuj¡cej na sªabo
±ci±ni¦tych stanach pocz¡tkowych oraz ograniczenia na QFI na cz¡stk¦, uzyskane me-
tod¡ rozszerzenia kanaªu, otrzymane przy podziale dynamiki (patrz rysunek 4.6) na

efektywnie niezale»ne kanaªy Φ(1)
ϕ (szara kropkowana linia), Φ(2)

ϕ (szara kropkowano-

przerywana linia), Φ(3)
ϕ (szara przerywana linia). Prawa wstawka pokazuje przekrój

gªównego wykresu wzdªu» c2 = 0 i przedstawia warto±ci otrzymane podej±ciem iMPO
(czarne kropki) porównane ze znanym ±cisªym rezultatem dla ±ci±le lokalnego szumu

F/N = η2/
(
1− η2), gdzie η = e−

c1
2 (jasnoszara linia).

pomiarów.
W rozdziale 1.3.2 opisali±my metod¦ rozszerzenia kanaªu. Jest to wedªug

obecnego stanu wiedzy najlepsza metoda otrzymywania ogranicze« na precyzj¦
w metrologii kwantowej, jednak»e zostaªa stworzona z my±l¡ o nieskorelowanych
modelach szumu [Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012]. Metoda ta
dostarcza ªatwe do obliczenia asymptotyczne ograniczenia, bazuj¡c jedynie na
podstawowej wiedzy o dynamice ukªadu wyra»onej przez operatory Krausa.
Zastanowimy si¦ teraz czy jest mo»liwe uzyskanie jakiego± wgl¡du w badany
problem pomysªowo adaptuj¡c metod¦ rozszerzenia kanaªu. Mimo »e szum w
naszym modelu jest skorelowany to formalnie mo»emy podzieli¢ ewolucj¦ na
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Rysunek 4.4: Asymptotyczna warto±¢ QFI na cz¡stk¦ F/N (uzyskana podej±ciem
iMPO) dla szumu typu defazuj¡cego w funkcji lokalnego parametru szumu c1 oraz
parametru korelacji pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami c2, przy zaªo»eniu produkto-
wego stanu pocz¡tkowego (χψ0 = 1). Lewa wstawka przedstawia wykres optymal-
nych warto±ci QFI na cz¡stk¦ F/N w funkcji odpowiadaj¡cych im warto±ci QFI na
cz¡stk¦ dla produktowych stanów pocz¡tkowych Fprod/N (czarne kropki), który ide-
alnie pasuje do zale»no±ci funkcyjnej (znanej z przypadku nieskorelowanego defazo-

wania) F
N = Fprod

N /
(
1− Fprod

N

)
(jasnoszara linia).

rodzin¦ niezale»nych kanaªów dziaªaj¡cych na jedn¡, dwie, trzy lub wi¦cej cz¡-
stek. Podobny pomysª zostaª ostatnio zastosowany w badaniach nad wpªywem
wielociaªowych efektów w interferometrii atomowej [Czajkowski, Pawªowski i
Demkowicz-Dobrza«ski 2019]. Sprawdzimy teraz jak otrzymane w ten sposób
ograniczenia maj¡ si¦ do wyników uzyskanych za pomoc¡ formalizmu sieci ten-
sorowych.

W celu podziaªu dynamiki na rodzin¦ niezale»nych kanaªów kwantowych, za-
czniemy od formalnego rozkªadu operatora lokalnego defazowania Y na iloczyn
Y = Y ′Y ′′ lokalnych operatorów defazowania odpowiadaj¡cych parametrom c′1
i c′′1 takim, »e c1 = c′1 + c′′1. Nast¦pnie wykonamy rozkªad unitarnego operatora
odpowiadaj¡cego za nakr¦canie fazy Z na iloczyn Z = Z ′Z ′′, gdzie Z ′, Z ′′ s¡
operatorami unitarnymi odpowiadaj¡cymi fazom ϕ′, ϕ′′ takim, »e ϕ = ϕ′ + ϕ′′.
Mo»emy teraz podzieli¢ caªkowit¡ dynamik¦ na efektywnie zªo»on¡ z N nieza-
le»nych kanaªów Φ(1)

ϕ albo pogrupowa¢ operatory w N
2 wi¦kszych kanaªów Φ(2)

ϕ

lub N
3 kanaªów Φ(3)

ϕ i tak dalej (zauwa»my, »e wszystkie elementarne ewolucje
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Rysunek 4.5: Entropia spl¡tania von Neumanna S (w bitach) dla optymalnego stanu
(w podej±ciu iMPO, przy podziale ªa«cucha na dwie równe cz¦±ci) w zagadnieniu
estymacji fazy w obecno±ci lokalnie skorelowanego defazowania w funkcji lokalnego
parametru szumu c1 oraz parametru korelacji pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami c2.

komutuj¡) � patrz rysunek 4.6.
Jeste±my teraz gotowi, aby zastosowa¢ metod¦ rozszerzenia kanaªu, która

dostarczy nam ograniczenia na QFI u»ywaj¡c jednego z zaproponowanych roz-
kªadów dynamiki na niezale»ne kanaªy: Φ(1)

ϕ , Φ(2)
ϕ lub Φ(3)

ϕ . W celu otrzymania
najlepszego ograniczenia, numerycznie optymalizujemy podziaª faz oraz para-
metrów szumu pomi¦dzy operatory Y ′, Z ′ i Y ′′, Z ′′ upewniaj¡c si¦ przy tym, »e
w rezultacie otrzymany Φ(j)

ϕ jest prawidªowym kanaªem kwantowym (odwzoro-
waniem CPTP) � zauwa»my, »e np. sam operator X nie tworzy kanaªu kwan-
towego, poniewa» nie jest caªkowicie dodatni. Otrzymane rezultaty s¡ przed-
stawione w lewej wstawce rysunku 4.3. Chocia» ograniczenia s¡ wysycalne dla
modeli szumu bez korelacji, to gdy tylko zaczniemy wprowadza¢ korelacje (lub
antykorelacje) do modelu, to otrzymujemy ograniczenia, które ju» nie s¡ wysy-
calne (tym bardziej im wi¦ksze s¡ korelacje). Tak jak nale»aªo si¦ spodziewa¢
uzyskiwane ograniczenia s¡ tym lepsze im wi¦kszy u»yjemy elementarny kanaª.
Jednak»e metoda ta ¹le skaluje si¦ wraz ze wzrostem rozmiaru elementarnego
kanaªu w zwi¡zku z czym udaªo nam si¦ wykona¢ obliczenia jedynie dla Φ(1)

ϕ ,
Φ(2)
ϕ i Φ(3)

ϕ . Wyniki te pokazuj¡, »e najlepsze obecnie istniej¡ce metody otrzymy-
wania ogranicze« na QFI, stworzone dla modeli szumu bez korelacji, dostarczaj¡
niezadowalaj¡ce rezultaty, gdy próbuje si¦ je u»y¢ do modeli ze skorelowanym
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Rysunek 4.6: Ró»ne sposoby podziaªu lokalnie skorelowanej dynamiki na rodzin¦

niezale»nych kanaªów kwantowych: Φ(1)
ϕ (linia kropkowana), Φ(2)

ϕ (linia kropkowano-

przerywana), Φ(3)
ϕ (linia przerywana).

szumem.
Jak wspomniano powy»ej, u»ycie podej±cia iMPO znacznie przy±piesza pro-

ces wyznaczania asymptotycznej warto±ci QFI. W celu zbadania wpªywu ko-
relacji w szumie na osi¡galn¡ warto±¢ QFI oraz optymalne stany pocz¡tkowe
w pozostaªej cz¦±ci tego podrozdziaªu b¦dziemy bazowa¢ na wynikach nume-
rycznych uzyskanych wªa±nie tym podej±ciem. Przestudiowali±my zachowanie
QFI w zakresie zmienno±ci parametrów szumu c1 ∈ [0,2; 2] i c2 ∈

(
− c1

2 ; c12
)
.

Udaªo nam si¦ osi¡gn¡¢ wzgl¦dny bª¡d na poziomie 0,3%, zwi¦kszaj¡c wymiar
wi¡zania stanu pocz¡tkowego χψ0 do 15, przy tym utrzymuj¡c χΛ̃ = 1. Zysk ze
zwi¦kszania χΛ̃ byª pomijalny w porównaniu do tego otrzymanego przy zwi¦k-
szaniu χψ0 � jest to prawdopodobnie powi¡zane z faktem, »e lokalne nieskore-
lowane pomiary s¡ praktycznie optymalne, zachowanie takie cz¦sto spotykamy
w metrologii kwantowej, gdy wielko±ci¡ optymalizowan¡ jest QFI [Demkowicz-
Dobrza«ski, Jarzyna i Koªody«ski 2015].

Chocia» podej±cie iMPO zapewnia nam bardzo dokªadne i szybkie do uzy-
skania wyniki, to wymaga ono przygotowa«, to znaczy poszukiwania symetrii
w tensorach, które mogªyby znacz¡co zmniejszy¢ prawdopodobie«stwo, »e algo-
rytm �utknie� w jakim± lokalnym ekstremum. Dla przykªadu w dyskutowanym
tu modelu defazowania optymalny tensor L̃ ma wymiar wi¡zania równy jeden,
tak wi¦c L̃jk jest skalarem, który dla równych indeksów �zycznych j = k wy-
nosi L̃jj = 1, a dla ró»nych j 6= k wynosi L̃jk = iε sgn(k − j)g(|j − k|), gdzie
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funkcja g zwraca rzeczywiste warto±ci rz¦du e−
c1
2 . Co si¦ tyczy optymalnego

tensora P to obserwujemy, »e s¡ nimi macierze P j, które s¡ Hermitowskie, a
±rednia warto±¢ bezwzgl¦dna ka»dej kolejnej diagonali spada o okoªo dwa rz¦dy
wielko±ci. S¡ one równie» symetryczne wzgl¦dem odbicia wzdªu» antydiagonali
oraz P d−1−j = P jT. Dalszych bada« wymaga wyja±nienie pochodzenia syme-
trii optymalnych tensorów, jak i tego, »e efektywny wymiar wi¡zania b¦d¡cy
efektem szumu χr wynosi jedynie 2d − 1. Podejrzewamy, »e cz¦±¢ z tych wªa-
sno±ci mo»na powi¡za¢ z faktem, i» defazowanie jest niezmiennicze wzgl¦dem
obrotu wokóª osi z, tak wi¦c optymalne stany musz¡ nale»e¢ do nieredukowalnej
reprezentacji Sz.

Gªówny jako±ciowy wniosek jaki jasno wynika z rysunku 4.3 to obni»enie
optymalnej warto±ci QFI wraz ze wzrostem cz¦±ci szumu odpowiadaj¡cej za ko-
relacje pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami, opisywanej parametrem c2. Z drugiej
strony, gdy przejdziemy do re»imu antyskorelowanego szumu (ujemne warto-
±ci c2) to QFI znacz¡co wzrasta. Jest to zwi¡zane z tym, »e dla antyskorelo-
wanego szumu operator szumu odpowiadaj¡cy za korelacje przyjmuje posta¢
J [n,n+1] =

√
|γ2|(h[n] − h[n+1]) i staje si¦ liniowo niezale»ny od operatora Ha-

miltonianu, który jest sum¡ h[n]. Jest to powi¡zane z faktem, »e w granicznym
przypadku, gdyby±my mieli tylko szum antyskorelowany (bez czªonu odpowia-
daj¡cego za lokalne defazowanie) to mo»na byªoby zastosowa¢ protokoªy in-
spirowane kwantowymi kodami korekcji bª¦du, aby osi¡gn¡¢ skalowanie Heisen-
berga [Layden i Cappellaro 2018]. Ma to równie» odzwierciedlenie w zachowaniu
ogranicze« uzyskanych metod¡ rozszerzenia kanaªu, które staj¡ si¦ rozbie»ne w
tym re»imie. Wynika to z tego, »e metoda ta uwzgl¦dnia równie» rezultaty, które
mo»na uzyska¢ strategiami adaptacyjnymi. Wyniki uzyskane za pomoc¡ sieci
tensorowych nie wykazuj¡ tych rozbie»no±ci, poniewa» nasze podej±cie opiera
si¦ na strategiach równolegªych, gdzie rozwa»amy najbardziej ogólne spl¡tane
stany pocz¡tkowe oraz najbardziej ogólne pomiary, ale bez mo»liwo±ci adapta-
cji. To tym bardziej pokazuje, »e dotychczasowe, najlepsze metody metrologii
kwantowej nie sprawdzaj¡, si¦ gdy chcemy bada¢ ukªady ze skorelowanym szu-
mem w ramach strategii równolegªych. Linia c2 = 0 na rysunku 4.3 odpowiada
modelowi ±ci±le lokalnego szumu, dla którego znamy ograniczenie, które jest
asymptotycznie wysycalne: F/N = η2/(1 − η2) [Escher, Matos Filho i Davi-
dovich 2011; Demkowicz-Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012] (wyprowadzenie
w rozdziale 1.3.2), gdzie η = e−

c1
2 . Nasze numeryczne rezultaty otrzymane w

podej±ciu iMPO pokrywaj¡ si¦ z tym wzorem idealnie � zobacz praw¡ wstawk¦
na rysunku 4.3.

Dla ±ci±le lokalnego szumu wiadomym jest, »e w granicy bardzo wielu cz¡-
stek fundamentalne ograniczenie, F/N = η2/(1 − η2), mo»e zosta¢ wysycone
za pomoc¡ protokoªów wykorzystuj¡cych spinowe stany ±ci±ni¦te [Ulam-Orgikh
i Kitagawa 2001; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011], jak np. stany jed-
noosiowo skr¦cone [J. Ma i in. 2011]. Po otrzymaniu numerycznych warto±ci
optymalnego QFI na cz¡stk¦, u»ywaj¡c zaproponowanego przez nas formalizmu
bazuj¡cego na sieciach tensorowych, chcieliby±my sprawdzi¢ czy spinowe stany
sªabo ±ci±ni¦te b¦d¡ równie» optymalne w przypadku skorelowanego szumu. W
tym celu wykorzystamy standardowy protokóª metrologiczny bazuj¡cy na in-
terferometrii Ramseya [J. Ma i in. 2011], aby wyznaczy¢ ±cisª¡ warto±¢ QFI w
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problemie estymacji fazy w obecno±ci lokalnie skorelowanego szumu defazuj¡-
cego. Bez straty dla ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e estymujemy maªe odchylenie
fazy od ϕ0 = 0. Rozwa»ymy nast¦puj¡cy stan jednoosiowo skr¦cony (OAT,
ang. One-Axis Twisted) N cz¡stek:

|OAT〉 = e−iθS2x
∣∣∣+1

2

〉⊗N
, (4.9)

gdzie θ oznacza k¡t skr¦cenia. Powtórzymy standardowe rozumowanie [J. Ma i
in. 2011], gdzie powy»szy stan jest obrócony na równik sfery Blocha, tak »e 〈S〉
wskazuje kierunek osi x, a moment p¦du ma najmniejsz¡ wariancj¦ w kierunku
osi y. To b¦dzie nasz stan pocz¡tkowy |ψ0〉, który poddamy ewolucji przez
kanaª kwantowy Φ (4.1) opisuj¡cy lokalnie skorelowane defazowanie, a nast¦pnie
obrócimy o nieznany k¡t ϕ wokóª osi z. W efekcie otrzymamy stan

ρϕ = Φϕ[|ψ0〉] = e−iSzϕΦ[|ψ0〉]eiSzϕ. (4.10)

Zakªadaj¡c, »e ϕ ≈ 0 dokonujemy pomiaru obserwabli Sy, jako »e jest to w
tym przypadku optymalny wybór, a nast¦pnie na podstawie wyników pomiaru
wnioskujemy o warto±ci ϕ.

W takim wªa±nie przypadku, gdy dokonujemy pomiaru obserwabli, której
warto±¢ oczekiwana zale»y od badanego parametru, 〈Sy〉 = Tr(ρϕSy), precyzj¦
pomiaru mo»emy wyznaczy¢ korzystaj¡c ze wzoru na propagacj¦ bª¦du

∆2ϕ̂ =
∆2Sy∣∣∣d〈Sy〉dϕ

∣∣∣2 . (4.11)

W celu wyznaczenia potrzebnych do skorzystania z tego wzoru warto±ci oczeki-
wanych przejdziemy do obrazu Heisenberga, w którym zamiast stanów to opera-
tory ewoluuj¡ (tylko »e w przeciwnym �kierunku�). Zrobimy to w dwóch krokach:
najpierw przeniesiemy na operatory unitarny obrót wokóª osi z, a nast¦pnie de-
koherencj¦ � kolejno±¢ nie ma znaczenia, poniewa» w naszym problemie procesy
te ze sob¡ komutuj¡. Wprowadzimy oznaczenia |0, |1 i |2 na warto±ci policzone
odpowiednio na stanie |ψ0〉, Φ[|ψ0〉] i Φϕ[|ψ0〉]. Chcemy wyznaczy¢ ∆2ϕ̂|2 w
funkcji warto±ci oczekiwanych na stanie pocz¡tkowym, czyli na |0.

Obrót wokóª osi z o k¡t −ϕ powoduje nast¦puj¡c¡ transformacj¦ operatorów
Si: S

′
x

S ′y
S ′z

 =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


SxSy
Sz

 . (4.12)

Wynika st¡d »e:

〈Sy〉|2 = − sinϕ 〈Sx〉|1 + cosϕ 〈Sy〉|1 , (4.13)

∆2Sy
∣∣∣
2

= sin2 ϕ ∆2Sx
∣∣∣
1

+ cos2 ϕ ∆2Sy
∣∣∣
1
− 2 sinϕ cosϕ Cov(Sx,Sy)|1 , (4.14)
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gdzie Cov(Sx,Sy) = 1
2 〈SxSy + SySx〉 − 〈Sx〉 〈Sy〉 to kowariancja. Korzystaj¡c

teraz z naszego zaªo»enia, »e ϕ ≈ 0, mo»emy napisa¢, i»

∆2ϕ̂
∣∣∣
2

=
∆2Sy|1
|〈Sx〉|1|

2 . (4.15)

W celu przeniesienia ewolucji pod wpªywem kanaªu defazuj¡cego Φ ze sta-
nów na operatory wprowadzimy podobnie jak w rozdziale 3.4 kanaª dualny ΦD.
Pozwoli nam to zapisa¢ dla dowolnej obserwabli O, »e 〈O〉|1 =

〈
ΦD[O]

〉∣∣∣
0
. W

przypadku obecnie rozwa»anego kanaªu kwantowego Φ zadanego wzorem (4.1),
dziaªanie kanaªu dualnego ΦD na dowoln¡ obserwabl¦ O mo»emy zapisa¢ nast¦-
puj¡co:

ΦD[O] =
∑
j,k

〈k|O|j〉 e−
1
2 (j−k)TC(j−k) |k〉〈j| . (4.16)

Jako »e defazowanie wyrzuca nas poza przestrze« o dobrze zde�niowanym caª-
kowitym rzucie spinu na dan¡ o±, Si = 1

2

∑N
n=1 σ

[n]
i (zakªadamy ~ = 1), b¦dziemy

musieli rozpatrzy¢ dziaªanie ΦD na poszczególne σ[n]
i oraz ich iloczyny. Potrzebne

nam warto±ci oczekiwane transformuj¡ si¦ nast¦puj¡co:〈
σ[n]
x

〉∣∣∣
1

=
〈
σ[n]
x

〉∣∣∣
0

e−
c1
2 , (4.17)〈

σ[n]
y

〉∣∣∣
1

=
〈
σ[n]
y

〉∣∣∣
0

e−
c1
2 , (4.18)〈

σ[n]
y σ

[n+1]
y

〉∣∣∣
1

=
(〈
σ[n]
y σ

[n+1]
y

〉∣∣∣
0

cosh c2 +
〈
σ[n]
x σ

[n+1]
x

〉∣∣∣
0

sinh c2

)
e−c1 , (4.19)〈

σ[n]
y σ

[n+2]
y

〉∣∣∣
1

=
〈
σ[n]
y σ

[n+2]
y

〉∣∣∣
0

e−c1 . (4.20)

Przechodz¡c teraz do granicy N → ∞, θ → 0 w taki sposób, »e Nθ2 � 1
otrzymujemy, »e istotne warto±ci oczekiwane na stanie pocz¡tkowym przyjmuj¡
posta¢ [J. Ma i in. 2011]:〈

σ[n]
x

〉∣∣∣
0

= 1,
〈
σ[n]
y

〉∣∣∣
0

= 0, (4.21)〈
σ[n]
x σ

[m]
x

〉∣∣∣
0

= 1,
〈
σ[n]
y σ

[m]
y

〉∣∣∣
0

= − 1
N − 1

=
1

1−N
dla n 6= m. (4.22)

W rezultacie dostajemy 〈Sx〉|1 = N
2 e−

c1
2 oraz

∆2Sy
∣∣∣
1

=
〈
S2
y

〉∣∣∣
1

=
N

4
+

2(N − 1)
4

( 1
1−N

cosh c2 + sinh c2

)
e−c1+

+
(N − 2)(N − 1)

4
1

1−N
e−c1 . (4.23)

To prowadzi nas ostatecznie do wzoru na asymptotyczn¡ warto±¢ precyzji ∆2ϕ̂ =
(1− e−c1 + 2e−c1 sinh c2)/(Ne−c1), który mo»na powi¡za¢ z odpowiadaj¡c¡ mu
warto±ci¡ QFI na cz¡stk¦:

F/N =
e−c1

1− e−c1 + 2e−c1 sinh c2
. (4.24)
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Mo»emy teraz sprawdzi¢ czy wzór ten zgadza si¦ z po»¡dan¡ dokªadno±ci¡
(< 1%) z naszymi wynikami numerycznymi. Reprezentatywne porównanie wy-
ników numerycznych z powy»szym wzorem znajduje si¦ w lewej wstawce na
rysunku 4.3. Wyniki te pokazuj¡, »e podobnie jak dla nieskorelowanych modeli
szumu, spinowe stany sªabo ±ci±ni¦te s¡ asymptotycznie optymalne. Nie ozna-
cza to, i» optymalne stany, które otrzymali±my u»ywaj¡c sieci tensorowych s¡
stanami ±ci±ni¦tymi. Wr¦cz przeciwnie, w podej±ciu MPO otrzymali±my stany
o niskim rz¦dzie wi¡zania (niewielkiej entropii spl¡tania, niezale»nie od ilo±ci
spinów w ªa«cuchu) i lokalnych korelacjach, a stany ±ci±ni¦te z uwagi na przyna-
le»no±¢ do podprzestrzeni stanów caªkowicie symetrycznych koreluj¡ wszystkie
cz¡stki ze sob¡, niezale»nie od odlegªo±ci pomi¦dzy nimi.

Gdyby±my chcieli rozwa»y¢ strategi¦ bazuj¡c¡ na stanach produktowych to
jedyn¡ mody�kacj¡ w powy»szym rozumowaniu byªoby podstawienie

〈
σ[n]
y σ

[m]
y

〉
=

0 dla n 6= m, co prowadziªoby do nast¦puj¡cej warto±ci QFI na cz¡stk¦:

Fprod/N =
e−c1

1 + 2e−c1 sinh c2
, (4.25)

która równie» idealnie zgadza si¦ z naszymi wynikami numerycznymi przedsta-
wionymi na rysunku 4.4.

Mo»emy teraz skorzysta¢ z powy»szych wzorów i powróci¢ do oryginalnego
problemu tego podrozdziaªu, czyli pomiaru pola magnetycznego. Korzystaj¡c z
relacji ϕ = gBt mo»emy zapisa¢ wzór na najlepsz¡ mo»liw¡ warto±¢ precyzji
estymacji pola magnetycznego:

∆2B̂t =
1
g2t2

∆2ϕ̂ =
1− e−µ

2g2t + 2e−µ
2g2t sinh(νg2t)

g2t2Ne−µ2g2t
. (4.26)

Powy»szy wzór zakªada ustalony czas t oddziaªywania cz¡stek z polem. Mo-
»emy uogólni¢ te rozwa»ania i ustali¢ caªkowity czas eksperymentu T , który
podzielimy na T/t niezale»nych przedziaªów czasu, w których b¦dzie odbywaªo
si¦ oddziaªywanie. Odpowiadaj¡ca tej sytuacji niepewno±¢ estymacji wynosi

∆2B̂T =
1
T/t

∆2B̂t =
1− e−µ

2g2t + 2e−µ
2g2t sinh(νg2t)

g2tTNe−µ2g2t
, (4.27)

która po zoptymalizowaniu po t, osi¡ga minimaln¡ warto±¢ gdy t→ 0 i wynosi

∆2B̂ =
µ2 + 2ν
TN

. (4.28)

Bazuj¡c na powy»szych rezultatach mo»emy spodziewa¢ si¦, »e spinowe
stany sªabo ±ci±ni¦te powinny by¢ równie» optymalne w przypadku bardziej
ogólnego szumu defazuj¡cego, pod warunkiem »e zasi¦g korelacji r jest sko«-
czony i rozwa»amy granice asymptotyczn¡ N →∞. W takim przypadku prze-
prowadzaj¡c analogiczne obliczenia otrzymaliby±my nast¦puj¡c¡ posta¢ opty-
malnej precyzji estymacji pola magnetycznego:

∆2B̂ =
µ2 + 2

∑r
k=2 νk

TN
, (4.29)
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Rysunek 4.7: Schemat przyj¦tego modelu stabilizacji lokalnego oscylatora (LO) do
referencyjnej cz¦sto±ci przej±cia atomowego ω0. W n-tym cyklu dziaªania zegara zespóª
atomów jest pocz¡tkowo przygotowany w stanie ρ0. Nast¦pnie przez czas T oddziaªuje
on z LO, którego (stabilizowana) cz¦sto±¢ wynosi ω[n](t). W wyniku tego ewoluuje do

stanu ρ
[n]
ω . Po czym nast¦puje pomiar (uogólniony) Πxn , który mo»e zale»e¢ równie»

od wyników pomiarów w poprzednich cyklach dziaªania zegara xn−1 = (x1, . . . , xn−1).
W efekcie sygnaª korekcyjny ω̂(xn) bazuj¡cy na wszystkich dotychczasowych wynikach
pomiarów xn jest u»yty, aby poprawi¢ cz¦sto±¢ LO ω[n+1](t), tak »eby w nast¦pnym
kroku czasowym byªa ona jak najbli»ej ω0. Cykl taki nast¦pnie zostaje powtórzony.

gdzie νk reprezentuje korelacje pola magnetycznego dla cz¡stek odlegªych o k−
1:
〈
δB[n](t)δB[n+k−1](t′)

〉
= νkδ(t − t′). Porównuj¡c ten wynik z rezultatami

uzyskanymi dla stanów GHZ (1.46) w tym samym modelu [Layden, Zhou i
in. 2019], zauwa»amy »e spinowe stany ±ci±ni¦te wykazuj¡ popraw¦ precyzji o
czynnik exp(1) ponad to co mo»na osi¡gn¡¢ stanami GHZ � zale»no±¢ która
jest znana z rozwa»a« nieskorelowanych modeli defazowania [Huelga i in. 1997;
Ulam-Orgikh i Kitagawa 2001].

4.2 Stabilizacja zegara atomowego

Drugi zaprezentowany przez nas przykªad dotyczy stabilizacji dziaªania zegara
atomowego. W tym przypadku nie tylko model �zyczny jest inny � atomy pod-
legaj¡ szumowi lokalnego oscylatora, którego �uktuacje s¡ skorelowane w czasie,
a nie jak w pierwszym przykªadzie, gdzie korelacje szumu miaªy charakter prze-
strzenny � ale te» ró»ni si¦ wielko±¢ optymalizowana (FoM), która teraz jest
du»o bli»sza Bayesowskiej wariancji (patrz rozdziaª 1.2.2) ani»eli QFI.

Typowy zegar atomowy dziaªa w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego, gdzie lokalny
oscylator (LO, np. laser) jest stabilizowany do referencyjnej cz¦sto±ci przej±cia
pomi¦dzy dwoma poziomami atomowymi przez periodyczne oddziaªywanie z
atomami (u»ywaj¡c promieniowania z LO) i bazuj¡c na zmierzonej odpowiedzi
cz¦sto±¢ LO jest poprawiana [Ludlow i in. 2015] � patrz te» schemat dziaªania
zegara atomowego na rysunku 4.7.
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Jednym z gªównych celów przy tworzeniu zegara jest osi¡gni¦cie jak naj-
mniejszej niestabilno±ci typowo kwanty�kowanej przez wariancj¦ Allana (AVAR,
ang. Allan Variance) [Allan 1966; Riehle 2004]

σ2(τ) =
1

2τ 2ω2
0

〈[∫ 2τ

τ
dt ω(t)−

∫ τ

0
dt ω(t)

]2〉
, (4.30)

gdzie 〈·〉 reprezentuje u±rednianie po �uktuacjach cz¦sto±ci LO opisywanych
przez pewien proces stochastyczny (który z punktu widzenia estymacji Bay-
esowskiej peªni rol¦ rozkªadu a priori), τ oznacza czas u±redniania, ω0 refe-
rencyjn¡ cz¦sto±¢ atomowego przej±cia, a ω(t) zale»n¡ od czasu cz¦sto±¢ LO.
Wprowadzaj¡c cz¦sto±¢ uªamkow¡ y(t) = ω(t)

ω0
oraz ±redni¡ cz¦sto±¢ uªamkow¡

ȳj(τ) = 1
τ

∫ (j+1)τ
jτ dt y(t) mo»emy AVAR zapisa¢ w postaci

σ2(τ) =
1
2

〈
[ȳ1(τ)− ȳ0(τ)]2

〉
. (4.31)

Widzimy teraz, »e je±li mamy pewn¡ wielko±¢ y(t) zale»n¡ od czasu t, podzielimy
przedziaª czasu na odcinki dªugo±ci τ i dla ka»dego takiego odcinka policzymy
±redni¡ warto±¢ wielko±ci y(t) (czyli ȳj(τ), gdzie j numeruje kolejne przedziaªy
czasu) to wariancja Allana informuje nas jak ±rednio ró»ni si¦ warto±¢ ȳj(τ)
w s¡siednich przedziaªach czasu. Sprawia to, »e AVAR jest czuªa na korela-
cje wyst¦puj¡ce w szumie oraz jest dobr¡ miar¡ stabilno±ci sygnaªu. AVAR
mo»na powi¡za¢ bezpo±rednio z wielko±ciami charakteryzuj¡cymi szum, takimi
jak funkcja autokorelacji oraz widmowa g¦sto±¢ mocy i wyznaczy¢ w sposób
±cisªy [Riehle 2004]. Na przykªad dla biaªego szumu σ2(τ) ∼ τ−1 � jest to te»
zachowanie, którego nale»y oczekiwa¢ dla lokalnie skorelowanego szumu, gdy τ
jest du»o wi¦ksze od zasi¦gu korelacji.

Ustalaj¡c �zyczne wªasno±ci zespoªu atomów, naszym celem jest optymaliza-
cja stanu pocz¡tkowego atomów, czasu oddziaªywania, pomiarów oraz sygnaªu
korekcyjnego (z p¦tli sprz¦»enia zwrotnego), tak aby zminimalizowa¢ AVAR.
Tak kompleksowa optymalizacja jest praktycznie niewykonywalna. Na szcz¦±cie,
w pracy [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrza«ski 2016] udaªo si¦ wyprowa-
dzi¢ ograniczenie dolne na osi¡galn¡ warto±¢ AVAR, które nazwano kwantow¡
wariancj¡ Allana (QAVAR, ang. Quantum Allan Variance):

σ2
Q(τ) = σ2

LO(τ)− max
ρ0,Λ,T

FA(τ)
[
ρ0,Λ,T

]
, (4.32)

FA(τ)
[
ρ0,Λ,T

]
=

1
2ω2

0

[
2 Tr

(
ρ′Λ

)
− Tr

(
ρΛ

2)]
, (4.33)

gdzie σ2
LO(τ) to AVAR swobodnie dziaªaj¡cego LO, FA(τ)

[
ρ0,Λ,T

]
reprezentuje

poprawk¦ do niej wynikaj¡c¡ z p¦tli sprz¦»enia zwrotnego, a T to czas oddzia-
ªywania.

Operatory ρ, ρ′ i Λ s¡ odpowiednikami operatorów ρ, ρ′ i Λ wyst¦puj¡cych we
wzorze (1.39) na AMSE w kwantowym podej±ciu Bayesowskim. Istotne jest to,
»e je±li zespóª atomów, na których bazuje zegar atomowy jest reprezentowany
za pomoc¡ stanu na d wymiarowej przestrzeni Hilberta H to operatory ρ i
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ρ′ dziaªaj¡ na przestrze« tensorow¡ H⊗N , gdzie N = 2 τ
T
− 1 jest liczb¡ cykli

dziaªania zegara, które trzeba uwzgl¦dni¢, aby wyznaczy¢ QAVAR. Zakªadamy
tutaj wyidealizowan¡ sytuacj¦, w której pojedynczy cykl dziaªania zegara trwa
T � czyli »e caªy czas cyklu jest po±wi¦cony na oddziaªywanie atomów z LO i
nie ma tak zwanego �martwego czasu�. Dokªadna posta¢ tych operatorów to:

ρ =
〈

N⊗
n=1

ρ[n]
ωLO

〉
, ρ′ =

〈
1
τ

∫ τ

0
dt [ωLO(t+ τ)− ωLO(t)]

N⊗
n=1

ρ[n]
ωLO

〉
, (4.34)

gdzie ωLO(t) oznacza cz¦sto±¢ swobodnie dziaªaj¡cego LO (bez poprawek wyni-
kaj¡cych z dziaªania p¦tli sprz¦»enia zwrotnego), a ρ[n]

ωLO
oznacza macierz g¦sto-

±ci na wyj±ciu kanaªu kwantowego w n-tym cyklu dziaªania zegara, ale której
ewolucja (przez czas T ) odbywaªa si¦ jedynie pod wpªywem ωLO(t), a nie peª-
nego ω(t), czyli

ρ[n]
ωLO

= e−iH
∫ nT
(n−1)T dtωLO(t)Φ[ρ0]eiH

∫ nT
(n−1)T dtωLO(t)

, (4.35)

gdzie Φ oznacza kanaª kwantowy opisuj¡cy dekoherencj¦ atomów (b¦d¡c¡ wy-
nikiem oddziaªywania z otoczeniem, jak np. defazowanie, straty). Jako »e we
wspóªczesnych zegarach atomowych gªównym ¹ródªem szumu s¡ �uktuacje LO,
to b¦dziemy zakªada¢, »e kanaª Φ dziaªa w sposób trywialny, czyli Φ[ρ0] = ρ0.

Zespóª atomów b¦dziemy traktowa¢ jako zbiór d − 1 atomów dwupozio-
mowych z cz¦sto±ci¡ przej±cia równ¡ referencyjnej cz¦sto±ci zegara atomowego.
Efekt dziaªania szumu LO jest bardzo podobny do kolektywnego defazowania
atomów, a co najwa»niejsze, nie wyprowadza stanu z podprzestrzeni caªkowicie
symetrycznej. Uprasza to znacz¡co obliczenia, poniewa» pozwala nam ograni-
czy¢ rozwa»ania do tej podprzestrzeni, która dla d−1 atomów dwupoziomowych
ma wymiar jedynie d (caªa przestrze« Hilberta ma w tym wypadku wymiar
2d−1). W zwi¡zku z tym b¦dziemy u»ywa¢ notacji |ψ〉 =

∑d−1
j=0 aj |j〉, w któ-

rej |j〉 reprezentuje stan caªkowicie symetryczny, gdzie j atomów jest w stanie
wzbudzonym, a d− 1− j w stanie podstawowym. Zapisywanie informacji o od-
strojeniu δω(t) cz¦sto±ci LO ω(t) od cz¦sto±ci referencyjnej atomowego przej±cia
ω0, w stanie kwantowym, nast¦puje w wyniku interferometrii Ramseya. Prowa-

dzi ona efektywnie zespóª atomów do stanu |ψ〉T =
∑d−1
j=0 aje

−ij
∫ T
0

dtδω(t) |j〉. Jako
»e b¦dziemy optymalizowa¢ po stanach pocz¡tkowych i pomiarach to pomijamy
zachodz¡ce na pocz¡tku i ko«cu interferometrii Ramseya impulsy π

2 , traktuj¡c je
jako skªadowe odpowiednio optymalnych stanów pocz¡tkowych oraz pomiarów.

Nale»y podkre±li¢, »e opisywany w poprzednim akapicie zespóª atomów na-
le»y do pojedynczej przestrzeni Hilberta H. W naszym modelu kolejne cykle
dziaªania zegara s¡ formalnie reprezentowane przez kolejne czªony w strukturze
produktowej przestrzeni H⊗N , a w formalizmie sieci tensorowych przez kolejne
tensory w sieci. Kluczow¡ dla nas wªasno±ci¡ jest to, »e �uktuacje cz¦sto±ci LO
s¡ skorelowane w czasie. Efektywnie prowadzi to do sytuacji, w której atomy
s¡ poddane kolektywnemu defazowaniu, którego dziaªanie pomi¦dzy kolejnymi
cyklami zegara jest ze sob¡ skorelowane.

Zakªadaj¡c »e �uktuacje szumu LO maj¡ sko«czony zasi¦g korelacji w czasie,
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mo»emy spodziewa¢ si¦, »e QAVAR b¦dzie mo»na efektywnie wyznaczy¢ u»y-
waj¡c sieci tensorowej w postaci ªa«cucha o dªugo±ci N z (d− 1)-wymiarowym
indeksem �zycznym na ka»dym w¦¹le. Poza oczywist¡ zalet¡ w postaci poprawy
wydajno±ci numerycznej, u»ycie sieci tensorowych pozwala nam zaw¦zi¢ klas¦
stanów pocz¡tkowych, po których wykonujemy optymalizacj¦ do stanów pro-
duktowych (rz¡d wi¡zania χψ0 = 1). Fizycznie odpowiada to typowej sytuacji,
w której zespoªy atomów w ró»nych krokach czasowych s¡ niezale»ne od siebie,
poniewa» zostaªy przygotowane od nowa na pocz¡tku ka»dego kolejnego cyklu
dziaªania zegara � podkre±li¢ nale»y, »e ci¡gle b¦dziemy rozwa»a¢ spl¡tanie po-
mi¦dzy atomami tworz¡cymi zespóª i oddziaªuj¡cymi z LO w ramach danego
kroku czasowego.

Fluktuacje LO mog¡ by¢ scharakteryzowane za pomoc¡ funkcji autokorelacji
R(t), któr¡ na potrzeby naszego przykªadu wybrali±my jako kombinacj¦ procesu
Ornstein�Uhlenbeck (OU) i biaªego Gaussowskiego szumu:

R(t) = αe−γt + βδ(t), (4.36)

gdzie mo»emy zinterpretowa¢ parametry α, β jako siª¦ odpowiednio procesu
OU oraz biaªego szumu, a 1

γ
jako zasi¦g korelacji procesu OU. Wybrali±my

α = 1 (rad/s)2, β = 0,1 (rad/s)2s, γ = 2 s−1, dla których optymalny czas od-
dziaªywania T wyniósª okoªo 1,4 s. Oznacza to, »e dla tych parametrów korelacje
szumu s¡ na tyle sªabe, »e istotnie wpªywaj¡ jedynie na s¡siaduj¡ce ze sob¡ w
czasie podukªady. Rozwa»anie szumu o wi¦kszym zasi¦gu korelacji jest mo»liwe,
ale wymaga wi¦kszych zasobów obliczeniowych z powodu wi¦kszego wymiaru
wi¡zania. Parametry te s¡ zbli»one do tych u»ytych w pracy [Chabuda, Leroux
i Demkowicz-Dobrza«ski 2016]: α = 2 (rad/s)2, β = 0,4 (rad/s)2s, γ = 0,5 s−1, a
które byªy dobrane tak, aby jak najwierniej odda¢ funkcj¦ autokorelacji szumu
zegara atomowego opisanego w pracy [Jiang i in. 2011]. Dla szumu opisanego
procesem OU, AVAR swobodnie dziaªaj¡cego LO ma posta¢

σ2
LO(τ) =

1
τω2

0

[
2α
γ

+
α

γ2τ

(
4e−γτ − e−2γτ − 3

)
+ β

]
(4.37)

i w najbardziej interesuj¡cym re»imie dªugiego czasu u±redniania przyjmuje
form¦ σ2

LO(τ) ' (2αγ−1 + β)/(τω2
0). Jako »e proces OU charakteryzuje si¦ sko«-

czonym zasi¦giem korelacji spodziewamy si¦, »e w tym re»imie QAVAR równie»
przyjmuje posta¢ σ2

Q(τ) ' c∞/(τω2
0) z pewn¡ staª¡ c∞, któr¡ b¦dziemy nazywa¢

wspóªczynnikiem asymptotycznym QAVAR. Równowa»nie oznacza to, »e wraz
ze wzrostem liczby cykli dziaªania zegara optymalna warto±¢ poprawki wynika-
j¡cej z istnienia p¦tli sprz¦»enia zwrotnego przyjmuje posta¢ FA(τ) ' c̃∞/(τω2

0)
z pewn¡ staª¡ c̃∞.

Próba wyznaczenia wspóªczynnika asymptotycznego QAVAR zostaªa pod-
j¦ta w pracy [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrza«ski 2016]. Jednak z po-
wodu u»ycia standardowych metod peªnej przestrzeni Hilberta nie byªo mo»-
liwe osi¡gni¦cie re»imu, w którym charakter skalowania QAVAR oraz warto±¢
asymptotycznego wspóªczynnika mogªaby by¢ jednoznacznie odczytana. Podej-
±cie oparte na sieciach tensorowych opisane w tej dysertacji pozwoliªo obliczy¢
QAVAR w poprzednio nieosi¡galnym re»imie du»ych czasów u±redniania τ . Na
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Rysunek 4.8: QAVAR σ2
Q (pomno»ona przez ω2

0) w funkcji czasu u±redniania τ dla
zegara atomowego (bazuj¡cego na jednym atomie) charakteryzuj¡cego si¦ szumem LO,
który jest ±ci±le lokalny (wyniki na »óªto), zawiera równie» korelacje pomi¦dzy s¡siadu-
j¡cymi przedziaªami czasu (wyniki na pomara«czowo) lub zawiera ponadto korelacje z
jednym nast¦pnym przedziaªem czasu (wyniki na czerwono), w porównaniu do AVAR
swobodnie dziaªaj¡cego LO (czarna linia). Lewa wstawka pokazuje optymaln¡ war-
to±¢ poprawki FA, do AVAR swobodnie dziaªaj¡cego LO, wynikaj¡c¡ z dziaªania p¦tli
sprz¦»enia zwrotnego (pomno»on¡ przez τω2

0) w funkcji liczby cykli dziaªania zegaraN
(liczby w¦zªów w sieci tensorowej) potrzebnych do obliczenia AVAR dla danego czasu
u±redniania τ i optymalnego czasu oddziaªywania T � którego wykres zostaª przed-
stawiony na prawej wstawce. Wyniki na wstawkach prezentuj¡ porównanie rezultatów
uzyskanych w podej±ciu MPO (kropki) z asymptotycznymi warto±ciami otrzymanymi
w podej±ciu iMPO (linie) oraz warto±ciami uzyskanymi przy pomocy standardowych
metod wykorzystuj¡cych obliczenia w peªnej przestrzeni Hilberta (krzy»e).

rysunku 4.8 przedstawiono przykªadowe wyniki dla zegara atomowego bazu-
j¡cego na pojedynczym atomie dwupoziomowym, które pokazuj¡, »e korelacje
peªni¡ istotn¡ rol¦ i nie mo»na uzyska¢ precyzyjnych fundamentalnych ogra-
nicze« na stabilno±¢ zegara atomowego pomijaj¡c korelacje �uktuacji LO w
czasie. Z drugiej strony widzimy, »e dla rozwa»anego modelu szumu wystarczy
ograniczy¢ rozwa»ania do korelacji pomi¦dzy najbli»szymi przedziaªami czasu,
poniewa» uwzgl¦dnienie dalszych korelacji ju» nie daje istotnej poprawy QA-
VAR. W powi¦kszeniu wida¢ to na lewej wstawce, gdzie optymalna poprawka
do AVAR FA zwi¦ksza si¦ o okoªo 75% po uwzgl¦dnieniu korelacji pomi¦dzy naj-
bli»szymi przedziaªami czasu (wyniki na pomara«czowo w porównaniu do tych
na »óªto), a uwzgl¦dnienie korelacji z jeszcze kolejnym przedziaªem czasu daje
ju» tylko popraw¦ o okoªo 4% (wyniki na czerwono w porównaniu do tych na
pomara«czowo). Wstawki pokazuj¡ równie» porównanie wyników uzyskanych w
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podej±ciu MPO z asymptotyczn¡ warto±ci¡ uzyskan¡ podej±ciem iMPO. Ob-
serwujemy, »e podobnie jak w przypadku estymacji pola magnetycznego (patrz
rysunek 4.2) wyniki w podej±ciu MPO oraz iMPO s¡ ze sob¡ w bardzo do-
brej zgodno±ci, a standardowe metody oblicze« w peªnej przestrzeni Hilberta
nie umo»liwiaj¡ doj±cia do re»imu, w którym mo»na by wnioskowa¢ o zachowa-
niu asymptotycznym. Wstawki pokazuj¡ równie», »e zachowanie asymptotyczne
osi¡gamy dopiero po okoªo 100 krokach czasowych. Oznacza to, »e je±li chcieli-
by±my u»y¢ metod peªnej przestrzeni Hilberta to musieliby±my wykonywa¢ ob-
liczenia w przestrzeni wymiaru 2100 � co jest oczywi±cie zadaniem niemo»liwym
do wykonania. W celu utrzymania wzgl¦dnego bª¦du poni»ej 0,1% przy wyko-
nywaniu oblicze« numerycznych na potrzeb¦ rysunku 4.8 rz¡d wi¡zania wyniósª
maksymalnie χΛ = 4 w podej±ciu MPO oraz χΛ̃ = 4 w podej±ciu iMPO.

Podobnie jak w przypadku estymacji pola magnetycznego podej±cie iMPO
pozwala efektywnie uzyska¢ bezpo±redni wgl¡d w asymptotyczne (τ →∞) za-
chowanie QAVAR. Zauwa»my jednak, »e de�nicja AVAR (4.30) prowadzi do
postaci MPO dla ρ′ w wyra»eniu na QAVAR, która jawnie nie jest translacyjnie
niezmiennicza. W zwi¡zku z tym, aby zastosowa¢ podej±cie iMPO przybli»ymy
AVAR przez asymptotycznie równowa»ne wyra»enie

σ2(τ) ' 1
τ 2ω2

0

〈(∫ τ

0
dt ω(t)

)2
〉
, (4.38)

które pokrywa si¦ z poprzedni¡ de�nicj¡ dla τ du»o wi¦kszych ni» zasi¦g korela-
cji (czyli dokªadnie w re»imie, w którym dziaªa podej±cie iMPO). U»ywaj¡c tego
podej±cia wyznaczyli±my wspóªczynnik asymptotyczny QAVAR c∞ i odpowia-
daj¡c¡ mu warto±¢ optymalnego czasu oddziaªywania T w funkcji liczby atomów
w zegarze � patrz rysunek 4.9. Z tego wykresu widzimy, »e efekt uwzgl¦dnienia
korelacji �uktuacji LO przy obliczaniu QAVAR jedynie si¦ powi¦ksza wraz ze
wzrostem liczby atomów w zegarze. To podkre±la, »e korelacje odgrywaj¡ istotn¡
rol¦ je±li chcemy dokona¢ precyzyjnej analizy mo»liwo±ci stabilizacji dziaªania
zegara atomowego. Dopuszczenie wzgl¦dnego bª¦du wyników na poziomie okoªo
2%, sprawiªo »e na potrzeby rysunków 4.9 i 4.10 wystarczyªo przeprowadzi¢
obliczenia numeryczne (w podej±ciu iMPO) z rz¦dem wi¡zania jedynie χΛ̃ = 1.

Przyjrzyjmy si¦ teraz wynikom jakie mo»na uzyska¢ u»ywaj¡c jako stanu
pocz¡tkowego stanu GHZ (1.46) w porównaniu do rezultatów, które s¡ zopty-
malizowane po stanach pocz¡tkowych. W szczególnym przypadku, gdy mamy
jedynie lokalne korelacje mo»na wyprowadzi¢ ±cisªy wzór na asymptotyczn¡ po-
sta¢ QAVAR dla stanu GHZ:

σ2
Q,GHZ(τ) ' c2

1(d− 1)2e−c1(d−1)2

τω2
0

, (4.39)

gdzie lokalny parametr szumu c1 dla szumu opisanego funkcj¡ autokorelacji (4.36)
ma posta¢

c1 =
2α
γ2

(
γT + e−γT − 1

)
+ βT. (4.40)

W ogólno±ci stan GHZ jest bardzo wra»liwy na szum defazuj¡cy. W zwi¡zku z
czym optymalne czasy oddziaªywania T b¦d¡ musiaªy by¢ wyra¹nie skrócone
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Rysunek 4.9: Górny wykres przedstawia wspóªczynnik asymptotyczny QAVAR c∞,
a dolny optymalny czas oddziaªywania T , w funkcji liczby atomów w zegarze ato-
mowym dla strategii estymacji bazuj¡cej na stanie pocz¡tkowym który jest: stanem
GHZ (kropkowana linia), stanem spinowym koherentnym (przerywana linia), stanem
optymalnym (ci¡gªa linia). Zachowanie ka»dego z tych trzech rodzajów stanów prze-
analizowano w przypadku gdy szum LO jest ±ci±le lokalny (ja±niejszy odcie« koloru
szarego/niebieskiego/»óªtego) lub zawiera równie» korelacje pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi
przedziaªami czasu (ciemniejszy odcie« koloru szarego/niebieskiego/»óªtego). Na gór-
nym wykresie dla porównania wykre±lono równie» wspóªczynnik asymptotyczny AVAR
(czarna ci¡gªa linia).

wzgl¦dem czasów dla optymalnych stanów. Jest to widoczne na rysunku 4.9,
gdzie mimo i» optymalne T dla stanu GHZ skaluje si¦ jak (d − 1)−2 to szum
szybko niszczy jakikolwiek zysk wynikaj¡cy z istnienia p¦tli sprz¦»enia zwrot-
nego i wspóªczynnik asymptotyczny QAVAR wraz ze wzrostem liczby atomów
w zegarze d¡»y do warto±ci charakteryzuj¡cej swobodnie dziaªaj¡cy LO. Jest to
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Rysunek 4.10: Rozkªad bezwzgl¦dnych warto±ci amplitud prawdopodobie«stwa aj
stanów pocz¡tkowych dla zegara atomowego bazuj¡cego na 10 atomach. Ci¡gªe linie
odpowiadaj¡ stanom optymalnym odpowiednio w przypadku gdy rozwa»amy szum
LO, który jest ±ci±le lokalny (kolor »óªty) lub zawiera równie» korelacje pomi¦dzy
s¡siaduj¡cymi przedziaªami czasu (kolor pomara«czowy). Dla porównania wykre±lono
|aj | dla stanu spinowego koherentnego (CSS, jasnoniebieska przerywana linia) oraz
stanu SIN (1.47) (jasnozielona przerywano-kropkowana linia). W ±rodku znajduje si¦
rozkªad Q Husimiego na sferze Blocha dla optymalnego stanu (w przypadku szumu
LO zawieraj¡cego równie» korelacje pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi przedziaªami czasu) z
zaznaczonymi przykªadowymi liniami ekwipotencjalnymi odpowiadaj¡cymi tej samej
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa dla CSS (czarna przerywana linia) oraz optymalnego
stanu (czarna linia) � co pokazuje, »e jest on ±ci±ni¦ty.

manifestacja ogólnie sªabych osi¡gów stanu GHZ dla ukªadów metrologicznych
w realistycznych, uwzgl¦dniaj¡cych szum, modelach wraz ze wzrostem liczby
cz¡stek [Huelga i in. 1997; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-
Dobrza«ski, Koªody«ski i Guµ  2012].

Nasze podej±cie do metrologii, bazuj¡ce na sieciach tensorowych, pozwala
ªatwo bada¢ optymalne stany pocz¡tkowe. Na rysunku 4.10 przedstawili±my
wykres warto±ci bezwzgl¦dnych amplitud prawdopodobie«stwa aj dla optymal-
nych stanów dla przypadku szumu LO, który jest ±ci±le lokalny lub zawiera
równie» korelacje pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi przedziaªami czasu. Dla porówna-
nia wykre±lono równie» warto±ci aj dla stanu spinowego koherentnego (CSS,
ang. Coherent Spin State) oraz stanu SIN (1.47) � który jest optymalnym sta-
nem pocz¡tkowym w problemie Bayesowskiej estymacji z pªaskim rozkªadem a
priori. Widzimy, »e optymalne stany s¡ nieklasyczne, co mo»emy okre±li¢ ilo-
±ciowo obliczaj¡c ich spinowy parametr ±ci±ni¦cia ξ2 = 2∆2Sy/|〈Sx〉| [J. Ma i in.
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2011], który wynosi 1 dla CSS, 0,522 dla stanu SIN oraz 0,456 i 0,378 dla opty-
malnych stanów odpowiednio w przypadku szumu LO, który jest ±ci±le lokalny
lub zawiera równie» korelacje pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi przedziaªami czasu. �ci-
skanie w tym ostatnim przypadku mo»emy równie» zaobserwowa¢ na rozkªadzie
Q Husimiego na sferze Blocha znajduj¡cym si¦ w centrum rysunku 4.10.

4.3 Wierno±¢ wielociaªowego stanu termicznego

Trzeci z prezentowanych przez nas przykªadów wykracza poza dziedzin¦ me-
trologii kwantowej i demonstruje u»yteczno±¢ techniki liczenia QFI dla stanów
mieszanych z u»yciem MPO w celu bezpo±redniego wyznaczenia wierno±ci dla
wielociaªowego stanu termicznego � co dla du»ej liczby cz¡stek byªo do tej pory
poza zasi¦giem najbardziej wyra�nowanych metod.

Z kwantowym przej±ciem fazowym [Sachdev 1999] mamy do czynienia, gdy
maªa zmiana zewn¦trznego parametru powoduje ogromn¡ zmian¦ wªasno±ci
stanu podstawowego ukªadu kwantowego. Tym zewn¦trznym parametrem mo»e
by¢ np. siªa pola magnetycznego dla ukªadu spinów lub st¦»enie domieszki
dla wysokotemperaturowego nadprzewodnika. Centralne znaczenie ma pojawia-
j¡ca si¦ nieanalityczno±¢ funkcji falowej stanu podstawowego, gdy przechodzimy
przez punkt krytyczny ϕc oddzielaj¡cy dwie ró»ne fazy.

Jeden z mo»liwych sposobów detekcji kwantowego przej±cia fazowego polega
na badaniu zachowania wierno±ci F(ρϕ, ρϕ+ε) = Tr

√√
ρϕρϕ+ε

√
ρϕ (patrz roz-

dziaª 1.2.1) pomi¦dzy dwoma wielociaªowymi stanami ρϕ i ρϕ+ε, które ró»ni¡
si¦ o maª¡ warto±¢ parametru ϕ w Hamiltonianie [Zanardi i Paunkovi¢ 2006;
Rams i Damski 2011]. Gdy nast¦puje kwantowe przej±cie fazowe to podatno±¢
wierno±ci xϕ zde�niowana jako F(ρϕ, ρϕ+ε) ≈ 1− 1

2xϕε
2 ma maksimum oznacza-

j¡ce fundamentaln¡ zmian¦ w stanie ukªadu. Zgodnie ze wzorem (1.34) oznacza
to równie» maksimum QFI, poniewa» jest ona powi¡zane z podatno±ci¡ wier-
no±ci zale»no±ci¡ F [ρϕ] = 4xϕ. T¡ koncepcj¡ posªu»ono si¦ w pracy [Rams,
Sierant i in. 2018], aby zbada¢ u»yteczno±¢ kwantowych przej±¢ fazowych, które
zachodz¡ w zerowej temperaturze do precyzyjnych pomiarów parametru ϕ w
rzeczywistych ukªadach w sko«czonej temperaturze.

W odró»nieniu od przypadku zerowej temperatury, wierno±¢ pomi¦dzy dwoma
wielociaªowymi stanami termicznymi reprezentowanymi przez MPO nie jest w
ogólno±ci ªatwa do wyznaczenia. Z tego powodu wprowadzono kwaziwierno±¢
F̃(ρϕ, ρϕ+ε) =

√
Tr√ρϕ

√
ρϕ+ε i jej kwazipodatno±¢ F̃(ρϕ, ρϕ+ε) ≈ 1 − 1

2 x̃ϕε
2,

która dostarcza ograniczenia na dokªadn¡ warto±¢ podatno±ci wierno±ci [Albu-
querque i in. 2010; Sirker 2010]:

x̃ϕ ¬ xϕ ¬ 2x̃ϕ. (4.41)

Hamiltonian rozwa»any w pracy [Rams, Sierant i in. 2018] opisywaª model XX
dla spinów-1

2 :

H = −
N−1∑
n=1

(
σ[n]
x σ

[n+1]
x + σ[n]

y σ
[n+1]
y

)
+ ϕ

N∑
n=1

σ[n]
x (4.42)
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Rysunek 4.11: Dokªadna warto±¢ podatno±ci wierno±ci xϕ dla stanu termicznego 64
spinów w punkcie krytycznym w modelu XX (kropki poª¡czone lini¡) w funkcji bezwy-
miarowej odwrotno±ci temperatury β. Zacieniony obszar pokazuje warto±ci speªniaj¡ce
ograniczenia (4.41). Jak przewidziano w pracach [Albuquerque i in. 2010; Sirker 2010]
dokªadna warto±¢ zbli»a si¦ do górnego/dolnego ograniczenia dla wysokich/niskich
temperatur.

z kwantowym punktem krytycznym dla ϕc = 0.
U»ywaj¡c MPO otrzymanych w pracy [Rams, Sierant i in. 2018] udaªo nam

si¦ obej±¢ problemy ze zªo»ono±ci¡ bezpo±redniego obliczania wierno±ci poprzez
zastosowanie podej±cia opartego o sieci tensorowe do wyznaczania QFI (i tym
samym podatno±ci wierno±ci) u»ywaj¡c w tym przypadku dyskretnej wersji po-
chodnej ρ̇ϕ = (ρϕ+ε − ρϕ)/ε. Tak wyznaczon¡ dokªadn¡ warto±¢ podatno±ci
wierno±ci dla ªa«cucha 64 spinów zaprezentowali±my na rysunku 4.11 ª¡cznie z
górnym i dolnym ograniczeniem (4.41). Precyzja wyznaczenia podatno±ci wier-
no±ci jest ograniczona przez sko«czony wymiar wi¡zania χΛ, jak równie» sko«-
czon¡ warto±¢ parametru ε. Mimo to udaªo nam si¦ uzyska¢ satysfakcjonuj¡ce
rezultaty ze wzgl¦dnym bª¦dem okoªo 1% dla ε = 10−4 i χΛ = 4.

Ten przykªad pokazuje, »e mo»liwo±¢ wyznaczania podatno±ci wierno±ci jest
u»ytecznym produktem ubocznym naszego ogólnego algorytmu. Wychodz¡c poza
kontekst metrologiczny, toruje on drog¦ do uogólnienia zero-temperaturowego
podej±cia wykorzystuj¡cego wierno±¢ do detekcji kwantowych przej±¢ fazowych [Za-
nardi i Paunkovi¢ 2006; Rams i Damski 2011] � aktualnie standardowej tech-
niki wykorzystywanej w �zyce materii skondensowanej � do badania przej±¢
fazowych w kwantowych ukªadach w sko«czonej temperaturze.
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Rozdziaª 5

Podsumowanie

W niniejszej dysertacji udaªo si¦ przedstawi¢ kompleksowy formalizm oparty o
sieci tensorowe do analizy problemów metrologii kwantowej. Pozwoliª on unik-
n¡¢ notorycznie trapi¡cych t¡ dziedzin¦ problemów z eksponencjalnym wzro-
stem wymiaru przestrzeni Hilberta, gdy chcemy bada¢ coraz wi¦ksze ukªady.
Zaproponowany formalizm okazaª si¦ by¢ niezwykle wydajny, znacz¡co przesu-
waj¡c granic¦ mo»liwych zastosowa« metrologii kwantowej. Jednak»e nie mo»na
go traktowa¢ jedynie jako rewolucyjn¡ metod¦ numeryczn¡ pozwalaj¡ca opisa¢
ukªady wielociaªowe. Efektywno±¢ opisu za pomoc¡ sieci tensorowych dla ukªa-
dów z lokalnie skorelowanym szumem pokazuje, »e w takich problemach stany
pocz¡tkowe oraz SLD maj¡ struktur¦ spl¡tania analogiczn¡ jak badany mo-
del, czyli jednowymiarow¡ z lokalnymi korelacjami. Co szczególnie wyj¡tkowe
dla naszego podej±cia to mo»liwo±¢ bezpo±redniego wyznaczenia fundamental-
nych ogranicze« na precyzj¦ estymacji od razu w granicy asymptotycznej, gdy
N →∞.

Zaproponowany formalizm pozwoliª szczegóªowo przestudiowa¢ wpªyw ko-
relacji w szumie na precyzj¦ estymacji pola magnetycznego. Ujawniª sªuszno±¢
bardzo ciekawej zale»no±ci funkcyjnej pomi¦dzy QFI uzyskan¡ dla stanu opty-
malnego oraz dla stanu produktowego: F

N
= Fprod

N
/
(
1− Fprod

N

)
, pokazuj¡c¡ »e

im wi¦cej informacji o parametrze mo»emy uzyska¢ z ukªadu dla stanu klasycz-
nego tym wi¦kszy jest mo»liwy zysk kwantowy z u»ycia stanów spl¡tanych oraz
»e zysk ten nie zale»y od »adnego innego parametru. Uzyskane wyniki pozwo-
liªy pokaza¢, »e (tak jak w przypadku nieskorelowanego szumu) stany ±ci±ni¦te
pozwalaj¡ uzyska¢ optymaln¡ precyzj¦ estymacji w obecno±ci lokalnie skorelo-
wanego szumu. To z kolei umo»liwiªo zaproponowanie postaci QFI w problemie
estymacji fazy w obecno±ci szumu defazuj¡cego o dowolnym zasi¦gu korelacji.
U»ycie sieci tensorowych sprawiªo równie», »e po raz pierwszy udaªo si¦ wyzna-
czy¢ fundamentalne ograniczenie na stabilno±¢ dziaªania zegara atomowego �
QAVAR. W efekcie mo»liwe byªo pokazanie, »e korelacje w szumie LO peªni¡
istotn¡ rol¦ i nie mo»na ich pomin¡¢, gdy chce si¦ precyzyjnie wyznaczy¢ funda-
mentalne ograniczenie na stabilno±¢ dziaªania zegara atomowego. Mogli±my te»
zbada¢ jakie s¡ optymalne stany w zegarze atomowym i mi¦dzy innymi wyzna-
czy¢ optymalny wspóªczynnik ±ci±ni¦cia. Zaproponowany formalizm okazaª si¦
równie» u»yteczny poza dziedzin¡ metrologi kwantowej, pokazuj¡c mo»liwo±¢
zastosowania przy badaniu kwantowych przej±¢ fazowych.
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Wierzymy »e zaproponowany formalizm ma jeszcze wielki, nieodkryty po-
tencjaª. Od strony sieci tensorowych zbadania wymaga wpªyw symetrii wyst¦-
puj¡cych w badanym problemie na optymalne tensory [Singh i Vidal 2012; We-
ichselbaum 2012], a tak»e próba dalszej optymalizacji numerycznej w celu wyko-
rzystania potencjaªu wspóªczesnych klastrów komputerowych do badania du»o
bardziej zªo»onych ukªadów. Od strony metrologicznej wyzwaniem na przyszªo±¢
pozostaje próba adaptacji formalizmu do jeszcze trudniejszych problemów, ta-
kich jak wieloparametrowa estymacja [Ragy, Jarzyna i Demkowicz-Dobrza«ski
2016; Szczykulska, Baumgratz i Datta 2016; Baumgratz i Datta 2016], estyma-
cja sygnaªu [Tsang, Wiseman i Caves 2011; Berry, M. J. W. Hall i Wiseman
2013] czy badanie efektywno±ci adaptacyjnych protokoªów metrologicznych, w
tym równie» takich bazuj¡cych na kwantowych kodach korekcji bª¦du [Arrad i
in. 2014; Dür i in. 2014; Zhou i in. 2018; Layden i Cappellaro 2018; Górecki i in.
2019]. Uwa»amy równie», »e zaproponowany formalizm mo»e by¢ kluczowy dla
zrozumienia modeli metrologicznych z czasowo skorelowanym szumem, w szcze-
gólno±ci tych o charakterze nie-Markowowskim [Chin, Huelga i Plenio 2012], dla
których jeszcze nie powstaªy »adne narz¦dzia pozwalaj¡ce wyznaczy¢ efektywne
strategie metrologiczne.
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