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Streszczenie

Wyznaczenie optymalnych kwantowych strategii metrologicznych w realistycz-
nych wieloczastkowych kwantowych modelach jest w ogblnosci wymagajacym
zdaniem, ktoremu efektywnie nie potrafia podotaé¢ nawet najlepsze metody ana-
lityczne i numeryczne metrologii kwantowej. W tej dysertacji przedstawiamy
wszechstronne podej$cie bazujace na metodach sieci tensorowych do rozwia-
zywania probleméw metrologii kwantowej. Sieci tensorowe stanowig naturalny
jezyk do opisu problem6w o lokalnym charakterze korelacji/splatania. Ta cecha
sprawita, ze udato nam sie zaproponowa¢ efektywny opis modeli metrologicz-
nych z krotkozasiegowymi przestrzennymi oraz czasowymi korelacjami szumu
przy uzyciu sieci tensorowych w postaci macierzowych stanéw produktowych.
Wykorzystujac je byliSmy w stanie znalez¢ fundamentalne ograniczenia na pre-
cyzje dla takich modeli oraz zidentyfikowaé¢ optymalne stany poczatkowe w eks-
perymencie. Ponadto zastosowanie nieskoriczonych macierzowych stanow pro-
duktowych umozliwito nam bezposrednie i efektywne wyznaczenie asymptotycz-
nych wartosci precyzji w optymalnych protokotach metrologicznych w granicy
nieskonczenie wielu czastek. Zastosowanie naszego podejécia zostanie zilustro-
wane na przykladzie problemu stabilizacji zegara atomowego (czasowe korela-
cje szumu) oraz estymacji indukeji pola magnetycznego (przestrzenne korelacje
szumu). Produktem ubocznym zaproponowanego formalizmu, opartego o sieci
tensorowe, do obliczania kwantowej informacji Fishera, jest mozliwo$¢ wyzna-
czenia wiernos$ci — parametru ktory jest szeroko stosowany w fizyce wielu ciat
do badania kwantowych przejs¢ fazowych.
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Wprowadzenie

Narodziny mechaniki kwantowej w XX wieku i jej dynamiczny rozwoj catkowi-
cie zmienily nasze postrzeganie mikroswiata. Jej idee szybko wykroczyly poza
rozwazania fizykow oraz dyskusje filozoféw i miaty ogromny wplyw na rozwoj
techniki zmieniajac nasze codzienne zycie. Wspotczesnie obserwujemy prezny
rozwoj technologii kwantowych pozwalajacych manipulowaé¢ stanami pojedyn-
czych czastek, za co zostata przyznana w 2012 roku Nagroda Nobla w dziedzinie
fizyki |[Haroche 2013; Wineland 2013]. Bardzo precyzyjne pomiary pozwalaja
przekraczaé kolejne bariery, jak np. coraz doktadniejszy pomiar czasu w zega-
rach atomowych. Jest on mozliwy w wyniku bardzo precyzyjnych pomiaréw
czestotliwodci za pomocy optycznego grzebienia czestotliwosci, ktory pozwala
zmierzy¢ czestotliwosé w ponad 100 THz pasmie przenoszenia z niepewnoscia
wzgledna dochodzaca do 10719 [L..-S. Ma i in. 2004]. Za wklad w rozwdj precyzyj-
nej spektroskopii laserowej, w tym technike optycznego grzebienia czestotliwo-
Sci, zostala przyznana Nagroda Nobla w dziedzinie fizyki w 2005 roku [Glauber
2006; J. L. Hall 2006; Hinsch 2006]. Innym przyktadem bardzo precyzyjnych
pomiaréw sa interferometryczne pomiary odlegtosci, ktére pozwolity dokonaé
detekcji fal grawitacyjnych. Detektor fal grawitacyjnych LIGO jest w stanie
wykry¢ zmiane odleglosci (powiazana ze zmiana amplitudy sygnatu) pomiedzy
swoimi lustrami oddalonymi od siebie o 4 km o odlegtos¢ ktora jest 10 000 razy
mniejsza niz promien protonu. Zostato to uhonorowane Nagroda Nobla w dzie-
dzinie fizyki w 2017 roku [Weiss 2018; Barish 2018; Thorne 2018|. Osiggniecia
te powoduja, ze coraz wieksze znaczenie przy dokonywaniu pomiaréw maja fun-
damentalne ograniczenia naktadane przez teori¢ kwantowa, co zaowocowato w
ostatnich latach znaczacym wzrostem zainteresowania metrologia kwantowa.

Metrologia kwantowa zajmuje sie nie tylko ograniczeniami, jakie na mozliwa
do uzyskania precyzje pomiarow narzuca mechanika kwantowa, ale tez mozliwo-
Sciami jakie ona stwarza na poprawe tej precyzji poprzez wykorzystanie stanow
splatanych czy pomiaréw kolektywnych. Z matematycznego punktu widzenia
metrologia kwantowa stanowi przyktad zastosowania teorii estymacji (dziatu
statystyki) do rozkladu wynikow pomiaréw podyktowanych prawami mechaniki
kwantowej. W tym duchu zostala ona zapoczatkowana przez Helstroma [1976]
i Holevo [1982], a poZniej rozwinieta miedzy innymi przez Braunsteina i Ca-
vesa [1994] oraz Hayashiego [2005]. Takie podejscie cechuje to, ze pozwala nam
okregli¢ fundamentalne, wynikajace z praw mechaniki kwantowej, ograniczenie
na precyzje, ale czesto nie moéwi jak mozna je osiagnac.

Alternatywne podejscie, nie odwolujace sie do ogoélnej kwantowej teorii es-
tymacji, polega na poszukiwaniu konkretnej strategii estymacyjnej (stanu po-
czatkowego w jakim nalezy przygotowac¢ uktad, stosowanych pomiaréw oraz es-
tymatorow uzytych do analizy wynikow), ktora bedzie odpowiednia dla danego
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uktadu eksperymentalnego. Przewidywania teoretyczne uzyskane w tym podej-
Sciu znaczgco przyczynily sie do wzrostu zainteresowania metrologia kwantowa,
poniewaz pokazaly, ze dla wielu ukladow optycznych [Caves 1981; Holland i
Burnett 1993; Yurke, McCall i Klauder 1986] i atomowych [Wineland, J. J.
Bollinger, Itano, F. L. Moore i in. 1992; Wineland, J. J. Bollinger, Itano i He-
inzen 1994; J. J. . Bollinger i in. 1996] wystarczy zastosowanie stanow Sci$nie-
tych [J. Ma iin. 2011; Schnabel 2017] oraz standardowych metod pomiarowych,
aby uzyska¢ istotna poprawe precyzji ponad to co mozna osiggna¢ klasycznymi
metodami.

Kolejny znaczacy krok w rozwoju metrologii kwantowej stanowily prace Gio-
vannettiego, Lloyda i Maccone [2004; 2006, ktore czerpiac inspiracje z rowno-
legle rozwijajacej sie dziedziny informacji kwantowej, ustanowity ogoélny sche-
mat do badania problemoéw metrologicznych, ze szczegdlnym uwzglednieniem
roli splatania. Wspolcezednie metrologia kwantowa przezywa rozkwit zaré6wno na
polu teoretycznym, jak i doswiadczalnym [Toth i Apellaniz 2014; Demkowicz-
Dobrzanski, Jarzyna i Kotodynski 2015; Degen, Reinhard i Cappellaro 2017;
Pezzé, Smerzi i in. 2018; Pirandola i in. 2018]. Ogromny postep technik ekspe-
rymentalnych sprawia, ze ciagle przybywa nowych przyktadéw poprawy precy-
zji pomiaréw poprzez wykorzystanie wlasnosci kwantowych uktadow zaréwno
w dziedzinie eksperymentow optycznych [Mitchell, Lundeen i Steinberg 2004;
Nagata i in. 2007; Kacprowicz i in. 2010; Abadie i in. 2011; Aasi i in. 2013], jak
i atomowych [Leibfried i in. 2004; Schmidt i in. 2005; Roos i in. 2006; Appel
i in. 2009; Leroux, Schleier-Smith i Vuleti¢ 2010; Wasilewski i in. 2010|. Uko-
ronowaniem tych wysitkéw i przyktadem zastosowania metodologii metrologii
kwantowej, nie tylko do udowodnienia shisznosci teorii, ale do poprawy pre-
cyzji wykonywanych na co dzien pomiarow, jest detekcja fal grawitacyjnych,
gdzie aktualnie wykorzystanie stanéw Scisnietych odpowiada za wzrost liczby
obserwacji az do 50% [Acernese i in. 2019; Tse i in. 2019].

Jakkolwiek narzedzia metrologii kwantowej sa potezne i udowodnily swoja
uzyteczno$¢ to trapi je ta sama przypadlo$é, ktora dotyka inne dzialy mecha-
niki kwantowej, ktore staraja sie badaé ztozone uktady wielociatowe, mianowicie
wymiar potrzebnej do opisu takich uktadéw przestrzeni Hilberta skaluje si¢ eks-
ponencjalnie 7z rozmiarem uktadu [Feynman 1982|. Podczas gdy mate problemy
mozna tatwo zbadaé stosujac bezposrednio narzedzia numeryczne to nawet nie-
wielki wzrost liczby elementarnych obiektow szybko sprawia, ze problem staje
sie zbyt ztozony do numerycznego zasymulowania. Stanowi to powazng koncep-
cyjna przeszkode na drodze do rozwoju technologii kwantowych — dla przyktadu
samo przechowanie w pamieci komputera tomograficznej rekonstrukeji wielo-
kubitowego stanu kwantowego szybko staje sie niemozliwe, gdy liczba czastek
przekroczy 40 [Cramer i in. 2010].

Pomimo tych probleméw, metrologia kwantowa odniosta wiele sukcesow.
Jest to zwiazane z tym, ze w przypadkach bez szumu |Giovannetti, Lloyd i
Maccone 2006], jak i pewnych modelach z szumem, np. dla globalnego defa-
zowania [Dorner 2012; Macieszczak, Fraas i Demkowicz-Dobrzanski 2014|, opis
uktadu moze by¢ bez straty ogélnosci, ograniczony do podprzestrzeni catkowi-
cie symetrycznej. Jako ze wymiar tej podprzestrzeni skaluje sie liniowo z liczbg,
czastek, to jest mozliwe przeprowadzenie bezposrednich efektywnych obliczen
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nawet w granicy duzych rozmiaréw uktadu.

Postep dokonal sie rowniez dla nieskorelowanych modeli szumu (ktore wy-
prowadzaja z podprzestrzeni calkowicie symetrycznej) poprzez stworzenie no-
wych narzedzi, ktore pozwalaja wyznaczy¢ ograniczenia (zazwyczaj asympto-
tycznie wysycalne) na mozliwa do osiggniecia precyzje w eksperymencie [Escher,
Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrzanski, Kotodynski i Guta
2012; Kotodynski i Demkowicz-Dobrzariski 2013; Knysh, Chen i Durkin 2014;
Demkowicz-Dobrzanski i Maccone 2014; Sekatski i in. 2017; Demkowicz-Dobrzanski,
Crzajkowski i Sekatski 2017; Zhou 1 in. 2018|. Jednakze, w przypadku gdy mamy
do czynienia z cze$ciowo skorelowanym szumem lub gdy chcemy badaé¢ stany
spoza przestrzeni catkowicie symetrycznej, nie istnieja efektywne metody ra-
dzenia sobie z takimi problemami i jesteSmy zmuszeni ograniczy¢ sie wtedy do
badania ukladéw bardzo niewielu czastek.

Istnieje kilka sposobow, na ktore skorelowany szum manifestuje swoja obec-
no$¢ w problemach metrologicznych. Pierwszym jest oddzialtywanie uktadu z
otoczeniem, ktére posiada pamieé, co efektywnie prowadzi do wystepowania
skorelowanego w czasie szumu. Najprostszym przyktadem takiego problemu
jest stabilizacja dziatania zegara atomowego, gdzie efektywny proces defazo-
wania atomow jest skorelowany w czasie w wyniku korelacji fluktuacji czestosci
lokalnego oscylatora [Ludlow i in. 2015]. Z tego powodu, znalezienie optymal-
nej strategii stabilizacji zegara atomowego, ktora wzielaby pod uwage wszyst-
kie mozliwe stany, w ktorych mozna przygotowaé¢ atomy, jak réwniez mozliwe
do uzycia pomiary kwantowe i strategie poprawy czestosci lokalnego oscyla-
tora w kolejnych cyklach dzialania zegara, jest wysoce nie trywialnym zada-
niem [André, Sgrensen i Lukin 2004; Borregaard i Sgrensen 2013; Kessler i in.
2014]. W celu sprostania temu wyzwaniu zaproponowano kwantowa wariancje
Allana [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrzanski 2016], jednakze okazalo sie,
ze jej obliczenie nawet dla bardzo malych uktadow staje sie szybko niewyko-
nywalne, poniewaz ztozono$é¢ obliczeniowa rosnie eksponencjalnie z liczba cykli
dzialania zegara atomowego. Jeszcze trudniejszym przypadkiem sg modele, w
ktorych czasowe korelacje nie moga by¢ efektywnie opisane za pomocay kla-
sycznego procesu stochastycznego [Clerk i in. 2010; Szankowski i in. 2017]. W
zwiazku z tym ich dynamika kwantowa jest nie-Markowowoska [Chin, Huelga i
Plenio 2012], jak np. w detektorach bazujacych na centrach NV [Rondin i in.
2014; Paz-Silva, Norris i Viola 2017; Kwiatkowski i Cywinski 2018]. Drugi natu-
ralny scenariusz, w ktorym pojawiaja sie nietrywialne korelacje szumu to uktad
wielu cial, np. tanicuch spinéw. Tutaj typowo pojawiaja si¢ przestrzenne korela-
cje szumu. Maja ona znaczenie dla kazdego modelu, w ktérym efektywny sygnat
jest otrzymywany w wyniku oddzialywania pola z przestrzennie rozdzielonymi
czastkami [Jeske, Cole i Huelga 2014], np. w estymacji gradientu pola [Altenburg
iin. 2017; Apellaniz i in. 2018].

Chociaz jest malo prawdopodobne, aby realistyczny szum byt $cisle niesko-
relowany, to z drugiej strony nie nalezy oczekiwa¢, ze bedzie on wykazywatl
bardzo ztozony charakter korelacji. Wrecz przeciwnie, zazwyczaj czasowe ko-
relacje szumu zanikaja bardzo szybko. Podobnie w przypadku przestrzennych
korelacji, miedzy innymi z powodoéw energetycznych mozna spodziewaé sie, ze
korelacje beda jedynie krotkozasiegowe. Dla typowego krotkozasiegowego szumu
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mozna oczekiwaé, ze optymalne strategie metrologiczne beda bazowaé na sta-
nach poczatkowych, ktore wykazuja splatanie jedynie wewnatrz maltych grup
czastek, podobnie jak to ma miejsce dla nieskorelowanych modeli szumu [Ja-
rzyna i Demkowicz-Dobrzanski 2013]. To sugeruje, ze aby wyj$¢ poza rezim
dzialania dotychczasowych metod, czyli modeli Markowowskich i z nieskorelo-
wanym szumem, nalezy znalezé efektywna metode reprezentowania wielociato-
wych stanéw kwantowych o krétkozasiegowych korelacjach.

Okazuje sie, ze taka reprezentacja jest juz dobrze znana — sa nia sieci tenso-
rowe. Stanowig one naturalny opis uktadéw, w ktorych splatanie/korelacje ma
strukture. Opis ten jest réwniez bardzo efektywny, gdy korelacje sa krotkozasie-
gowe. Za pierwszy kamien milowy rozwoju sieci tensorowych uwaza si¢ wprowa-
dzenie grupy renormalizacji macierzy gestosci (DMRG, ang. Density Matriz Re-
normalization Group) przez White’a [1992; 1993]. Jest to technika znajdowania
niskoenergetycznych stanéw wlasnych jednowymiarowych Hamiltonianéw ukta-
dow wielocialowych w ramach procedury renormalizacji, w ktorej przy zwiek-
szaniu ukladu pozostawiamy tylko istotne stopnie swobody. White zrozumial,
ze istotne sa te stopnie swobody, ktore sa powigzane ze splataniem wielociato-
wej funkcji falowej. Pé7niej zostato udowodnione, ze stany ktére otrzymuje sie w
procedurze DMRG maja skorniczenie zasiegowe korelacje [Fannes, Nachtergaele
i Werner 1992] i sa to obecnie najprostsze znane nam sieci tensorowe nazywane
macierzowymi stanami produktowymi (MPS, ang. Matriz Product State). Po-
nadto pokazano, ze DMRG jest po prostu metoda wariacyjnej optymalizacji
po stanach w reprezentacji MPS [Ostlund i Rommer 1995]. DMRG osiagneto
ogromny sukces i stalo sie podstawowa metoda do badania niskoenergetycznych,
jednowymiarowych sieci kwantowych. Podobnie jak w metrologii kwantowe;j re-
nesans MPS przezyly na poczatku XXI wieku, na skutek inspiracji koncepcjami
znanymi z kwantowej teorii informacji. Zaczeto wtedy badaé¢ splatanie w MPS
oraz jego zachowanie w kwantowych przejsciach fazowych. Wyznaczenie entropii
splatania dla podukladu jednowymiarowego systemu w stanie krytycznym po-
moglo zrozumie¢, ze splatanie ma strukture [Vidal i in. 2003; Calabrese i Cardy
2004]. Ponadto odkryto, ze MPS idealnie nadaja sie do opisu jednowymiarowych
sieci z lokalnymi oddziatywaniami i przerwa energetyczna wlasnie ze wzgledu
na lokalna strukture splatania, ktora opisuja [Hastings 2006; Hastings 2007].
Pozniejsze prace uogoélnity koncepcje MPS wprowadzajac sieci tensorowe ide-
alne do opisu uktadéw dwuwymiarowych — zrzutowane pary stanéw splatanych
(PEPS, ang. Projected Entangled Pair States) [Verstraete i J. I. Cirac 2004], czy
uktadéw w stanie krytycznym — wieloskalowy splatany renormalizacyjny ansatz
(MERA, ang. Multiscale Entanglement Renormalization Ansatz) [Vidal 2007b;
Vidal 2010].

Zastosowanie metod sieci tensorowych do problemoéw metrologii kwantowe;j
jest ciggle niewielkie. Na chwile obecng dokonano jedynie obliczenia — jednej z
podstawowych wielkosci w czestotliwo$ciowym podejsciu do metrologii kwanto-
wej — kwantowej informacji Fishera (QFI, ang. Quantum Fisher Information) na
stanie czystym w reprezentacji MPS [Jarzyna i Demkowicz-Dobrzarniski 2013]".

!Rozwazany problem wymagal duzo trudniejszego obliczenia QFI na stanie mieszanym,
ale wprowadzajac ograniczenie gorne na QFI, przyblizono go sumg wazong QFI na stanach
czystych.
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Dodatkowym problemem jest, ze wielkosci takie jak QFT czy koszt Bayesow-
ski nie sa rozwazane w literaturze dotyczacej sieci tensorowych i do tej pory
nie bylo wiadome czy moga by¢ efektywnie obliczone dla stanéw mieszanych
reprezentowanych przez sieci tensorowe.

Celem tej dysertacji jest kompleksowa adaptacja metod sieci tensorowych do
zagadnienn metrologicznych w obecnosci dekoherencji, w szczegblnosci tych, w
ktorych wystepuje krotkozasiegowy szum. Pokazemy jak bezposrednio wyzna-
czy¢ istotne z punktu widzenia metrologii kwantowej wielkosci (a nie jedynie
ograniczenia na nie), takie jak kwantowa informacja Fishera czy koszt Bayesow-
ski, uzywajac od poczatku do konca formalizmu sieci tensorowych. Ponadto po-
kazemy jak dokona¢ optymalizacji i wyznaczy¢ optymalne stany poczatkowe w
problemach metrologicznych, uzywajac tego formalizmu. W rezultacie przedsta-
wimy kompletna procedure iteracyjna pozwalajacg w ramach sieci tensorowych
wyznaczy¢ fundamentalne ograniczenie na precyzje estymacji i dokonamy tego
zaréwno dla skoniczonych uktadow, jak i w granicy asymptotycznej, gdy liczba
czastek w uktadzie dazy do nieskoriczonosci.

Struktura pracy jest nastepujaca. W rozdziale 1 przedstawimy sformutowa-
nie matematyczne teorii estymacji punktowej zaréwno klasycznej, jak i kwanto-
wej. Nastepnie przejdziemy do omoéwienia fundamentalnych ograniczen na pre-
cyzje estymacji. Skupimy sie przy tym na jednym z podstawowych problemoéow
metrologii kwantowej, czyli zagadnieniu estymacji parametru unitarnego. Po-
zwoli nam to przyblizy¢ sukcesy metrologii kwantowej, jak i problemy z ktérymi
sie zmaga oraz omowi¢ wszystkie potrzebne pojecia na prostych przyktadach. W
rozdziale 2 omowimy sieci tensorowe, starajac sie przedstawic¢ jak najwiecej kon-
cepcji za pomocy prostego jezyka diagramow. Skupimy sie na powiazaniu sieci
tensorowych ze struktura splatania, ktora one efektywnie opisuja. Nastepnie
przejdziemy do szczegdélowego omodwienia jednowymiarowych sieci tensorowych,
ktore beda kluczowe dla tej pracy. Rozdzial 3 jest centralny dla tej dysertacji.
W nim wprowadzimy formalnie klase modeli metrologicznych, ktore bedziemy
chcieli analizowa¢ przy pomocy sieci tensorowych. Nastepnie pokazemy jak Scisle
zapisa¢ ewolucje kwantowa w ramach tych modeli za pomocg sieci tensorowych
i przejdziemy do opisu algorytmu, ktory pozwoli nam wyznaczy¢ fundamentalne
ograniczenie na precyzje (oraz optymalne stany poczatkowe) zaréwno dla ukta-
doéw o skoniczonym rozmiarze, jak i w granicy asymptotycznej. W rozdziale 4
zaprezentujemy trzy przyklady zastosowania naszego formalizmu. Pierwszy z
nich dotyczy estymacji indukcji pola magnetycznego w obecnoéci przestrzennie
skorelowanego szumu. W drugim analizujemy zagadnienie stabilizacji zegara
atomowego ze skorelowanymi w czasie fluktuacjami czestosci lokalnego oscyla-
tora. W trzecim pokazemy, ze zastosowania zaproponowanego przez nas forma-
lizmu wykraczaja poza dziedzine metrologii kwantowej 1 wyznaczymy wiernosé
dla wielocialowego stanu termicznego (wielkosé ktora jest kluczowa przy bada-
niu kwantowych przejsé fazowych). W rozdziale 5 dokonamy podsumowania i
przedstawimy mozliwe kolejne kierunki badan.

Glowne rezultaty tej dysertacji zostaly opublikowane w pracy K. Chabuda,
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J. Dziarmaga, T. J. Osborne i R. Demkowicz-Dobrzaniski, , Tensor-network ap-
proach for quantum metrology in many-body quantum systems”, Nature Com-
munications 11, 250 [2020]. Wyjatek stanowia wyniki zaprezentowane w roz-
dziale 4.2, ktore zostaly rozszerzone w efekcie przeprowadzenia nowych obliczen
numerycznych.



Rozdzial 1

Metrologia kwantowa

Fundamentem, na ktérym opiera sie metrologia kwantowa jest teoria estymacji.
W rozdziale tym dokonamy przegladu zagadnien klasycznej i kwantowe] teo-
rii estymacji skupiajac sie na zagadnieniu estymacji pojedynczego parametru.
Rozwazymy przy tym zaréwno podejscie oparte na informacji Fishera, jak i
podejscie Bayesowskie. Zakoriczymy ten rozdzial oméwieniem fundamentalnych
ograniczen na precyzje estymacji parametru unitarnego, zaréwno w przypadku
bez dekoherencji, jak i z.

1.1 Klasyczna teoria estymacji

Celem teorii estymacji jest jak najlepsze oszacowanie warto$ci parametru opi-
sujacego model statystyczny na podstawie zbioru danych opisanych tym mo-
delem [Kay 1993; Lehmann i Casella 1998]. Mozemy to zobrazowaé naste-
pujaco, w wyniku N powtorzeni eksperymentu otrzymujemy zbiér wynikow
x = {x1,%s,..., TN}, ktory jest realizacja N niezaleznych zmiennych losowych,
opisanych tym samym rozkladem gestosci prawdopodobienistwa p,(z), ktory
zalezy od parametru ¢ jaki chcemy pozna¢. Naszym celem jest skonstruowac
funkcje nazywana estymatorem ¢(x), ktora zwroci najlepsze mozliwe oszacowa-
nie parametru ¢ na podstawie dostepnych danych x (warto zwrdci¢ uwage, ze
estymator sam jest zmienng losowa).

Wyréznia sie dwa mozliwe podejscia do problemu poszukiwania optymalnego
estymatora:

e podejscie czestotliwosciowe (bedziemy je tez nazywaé podejsciem opartym
na informacji Fishera) — w ktorym uznaje sie, Ze nieznany parametr jest
deterministyczny i ma $cisle okreslong wartosé;

e podejécie Bayesowskie — ktore traktuje nieznany parametr jako zmienng
losowa, opisang rozkltadem prawdopodobienstwa a priori p(y).

Wprowadzimy teraz dwie pozadane cechy estymatoréow: zgodno$¢ i nieob-
cigzono$¢. Estymator nazywamy zgodnym, jezeli przy zwiekszaniu liczby ob-
serwacji ciagg odpowiednich estymatorow jest zbiezny do prawdziwej wartosci
parametru:

lim ¢(x) = ¢, (1.1)

N—oo
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gdzie zbiezno$é rozumiemy w sensie prawdopodobienstwal. Obciazenie b esty-
matora definiujemy jako odchylenie jego wartosci Sredniej od prawdziwej war-
tosci:

b() = () — &, (1.2)
a estymator nazywamy nieobcigzonym, jesli srednio zwraca on prawdziwa war-
tos¢ parametru, dla kazdej wartosci tego parametru, czyli

b(p) =0, (1.3)

lub réwnowaznie
(&) =¢. (1.4)
Mozemy tez zdefiniowaé¢ stabsza wersje nieobciazonosci, mianowicie lokalng nie-
obcigzonos¢ estymatora w ¢ = g:
. 9 (o)
(P)ympo = %0, e =1 (1.5)

©=p0

Jak juz wspomnieliSmy estymator jest zmienna losowa, zatem ma on rozktad
prawdopodobienstwa. Dla estymatora zgodnego rozktad ten przy wystarczajaco
duzej liczbie pomiaréw jest zlokalizowany dowolnie blisko prawdziwej wartosci
parametru, a rozktad dla estymatora zgodnego i nieobciazonego jest zawsze zlo-
kalizowany wokot tej wartosci. Intuicyjnie, precyzja estymatora jest zwigzana z
szerokoscig tego rozkladu, ktora jest odwrotnie proporcjonalna do jego warian-
cji.

1.1.1 Podejscie oparte na informacji Fishera

Do oceny jakosci estymatora bedziemy uzywac $redniego bledu kwadratowego
(MSE, ang. Mean Squared Error)

A% = (¢ =9 = [ dVxpax)(2(x) - 0" (1.6)

ktory informuje nas o $rednim kwadracie odleglosci estymatora od prawdzi-
wej wartosci parametru. Warto zwroci¢ uwage, ze dla nieobcigzonych esty-
matoréow MSE pokrywa sie z wariancja estymatora Var(p) = <(¢ — (@))%
Nieobciazony estymator, ktory minimalizuje MSE dla kazdej warto$ci para-
metru, bedziemy nazywaé¢ optymalnym (znany tez pod akronimem MUVE,
ang. Minimum-Variance Unbiased Estimator).

Niestety wykonanie bezposredniej minimalizacji MSE czesto jest zadaniem
bardzo trudnym. Moze okazac si¢ nawet, ze nie istnieje pojedynczy nieobcigzony
estymator minimalizujacy MSE dla wszystkich wartosci parametru. Na szcze-
Scie z pomoca przychodzi nieréwnosé Craméra-Rao (CRB, ang. Cramér-Rao

!Ciag zmiennych losowych X, zbiega w sensie prawdopodobiernistwa do zmiennej losowej
X Jezeh V5>0Vn>03NVn>N P(‘Xn — X‘ > E) <n.
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Bound), ktora dla regularnych rozktadow p,(x)? jest dolnym ograniczeniem na
MSE (lokalnie) nieobciagzonego estymatora [Kay 1993]:

N
Fa [pso (x)] ’

gdzie Fy nazywamy (klasyczna) informacja Fishera (FI, ang. Fisher Informa-

ion)?
t Fulp,(x)] = <§> - [ pix> (%X))Q' -

FI mozemy rowniez przedstawi¢ w jednej z dwoch nastepujacych postaci:

bt - (L) )= (Zoorn).

Dla pojedynczego pomiaru (x = {z}) informacja Fishera Fy[p,(x)] méwi nam
ile informacji o parametrze ¢ jest zawarte w rozktadzie p,(z), innymi stowy,
informuje nas jak duzo informacji o parametrze ¢ wnosi pomiar zmiennej losowej
X.

Jak mozna by oczekiwa¢ od miary informacji FI jest nieujemna i addy-
tywna, czyli dla produktowych rozkladéw prawdopodobienstwa jest sumag FI
obliczonych na pojedynczych rozkladach. W szczegdlnosei jesli wykonujemy N
powtorzen eksperymentu i p,(x) = [T, py(7;) to Fulp,(x)] = N Falp,(z)], co
pokazuje ze wariancja estymatora maleje jak %, gdy zwiekszamy liczbe powto-
rzen eksperymentu.

FI mozna tatwo wyznaczy¢, jednak aby nieréwnosé¢ Craméra-Rao byta na-
prawde uzyteczna to musi by¢ ona wysycalna. Nieobcigzony estymator, ktory
wysyca CRB nazywamy efektywnym. W ogolnosci jedynie lokalnie mozemy za-
wsze skonstruowaé estymator, ktory wysyca CRB. Dla wszystkich wartoéci pa-
rametru efektywne estymatory istnieja tylko dla tak zwanej eksponencjalnej
rodziny rozkltadow gestosci prawdopodobienstwa (nalezg do niej, np. rozktad
Gaussa, Poissona, dwumianowy, chi kwadrat) [Kay 1993|, ktore mozna zapisac
W postaci

A2 > (1.7)

pg® () = h(z) expln(e)T(x) — Alp)], (1.10)
gdzie h(z), T(x), n(¢) i A(y) sa znanymi funkcjami. Dla takich rozktadow FI
Wynosi

0 (Alp)
Fa|pZ®(x =7790< . , 1.11
PP ()] D355 (1.11)
a efektywny estymator to ¢™P(z) = T'(z). Bedzie on réwniez nieobciazony,

jesli spelniony zostanie warunek A(p)/n(¢) = ¢, wtedy FI uprosci sie do
F, {pg‘p(x)} = 1n(¢). Na szczescie problem z brakiem globalnego, nieobcigzonego,

*Warunek regularnosci oznacza, ze (i) dp,(x)/0¢ istnieje i jest skoticzona oraz (ii) mozemy
zamieni¢ kolejnos¢ [ dVx oraz 0/9¢ w kazdym wyrazeniu, ktore jest usredniane po wynikach
pomiaréw x.

3Pochodng po estymowanym parametrze bedziemy czesto oznaczaé¢ za pomocy ,kropki”
nad symbolem wielkoSci rézniczkowanej.
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efektywnego estymatora wystepuje tylko, gdy rozwazamy skotficzong liczbe po-
wtorzen eksperymentu N. Asymptotycznie, gdy liczba powtorzen eksperymentu
N — oo, istnieje nieobcigzony estymator, ktory dla kazdej wartosci parame-
tru wysyca CRB. Nazywa sie on estymatorem najwiekszej wiarygodnosci (ML,
ang. Mazimum Likelihood) [Kay 1993; Lehmann i Casella 1998; Vaart 1998|.
Estymator ML zdefiniowany jako

P (x) = arg max p, (x) = arg maxlog p, (x), (1.12)
¥ ®

jest funkcja, ktora zbiorowi wynikow x przyporzadkowuje warto$é¢ parametru
v, dla ktorego te wyniki sa najbardziej prawdopodobne. Dla skonczonych N
estymator ML jest obciazony, ale asymptotycznie staje si¢ on nieobcigzony

limy o <<,5ML> = ¢ i wysyca CRB.

1.1.2 Podejscie Bayesowskie

W podejséciu Bayesowskim zaktadamy, ze estymowany parametr ¢ jest zmienng
losowa opisana rozktadem a priori p(¢). Rozklad ten reprezentuje nasza wie-
dze o parametrze przed rozpoczeciem procedury estymacji. Zeby lepiej odda¢
fakt, ze o traktujemy teraz jako zmienng losowa, rozkltad wynikow pomiaréw
bedziemy teraz oznaczaé¢ p(x|y) zamiast p,(x). Optymalny estymator w tym
podejsciu musi bra¢ pod uwage to, jakie wartosci parametru sg bardziej praw-
dopodobne. Z tego powodu naturalnym kandydatem do oceny jakosci estyma-
tora jest usredniony po rozktadzie a priori MSE (AMSE, ang. Average Mean
Squared Error)

8% = [aep(e)a% = [[dpd¥xp(epxlo)@(x) - ¢). (113)

W podejéciu Bayesowskim optymalny estymator mozemy bezposrednio wy-
znaczy¢ korzystajac z twierdzenia Bayesa p(x|¢)p(¢) = p(p|x)p(x) i jawnie
minimalizujac AMSE. Nie trzeba przy tym naklada¢ zadnych wiezow, takich
jak nieobciazono$¢, na estymator. Uzywajac twierdzenia Bayesa mozemy zapi-
sa¢ AMSE w postaci

8% = [xp(x)| [ dep(elx) () — )] (114)

na skutek czego widzimy, ze optymalny estymator to taki, ktory minimalizuje
wyrazenie w nawiasie kwadratowym dla kazdej wartosci x. Dla ustalonej war-
tosci x jest to kwadratowe wyrazenie w ¢(x), wiec korzystajac z warunku

0
9p(x)

otrzymujemy od razu wyrazenie na estymator o minimalnym $érednim bledzie
kwadratowym (MMSE, ang. Minimum Mean Squared Error)

[ dep(elo @) - ) =0, (1.15)

FPE(x) = [ dpp(plx)e = (9,0 (1.16)
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Widzimy, ze optymalny estymator Bayesowski odpowiada sredniej parametru po
rozkladzie a posteriori p(p|x). Rozktad a posteriori reprezentuje nasza wiedze
o parametrze po uwzglednieniu zaobserwowanych danych. Mozemy go zawsze
wyznaczy¢ korzystajac z twierdzenia Bayesa

_ pxle)p(e)  pxle)p(e)
PR =200 T Tdeplon() (3.17)

Dla tak otrzymanego optymalnego estymatora AMSE wynosi
_ 2
AEAE = [ @ px)| [ denleb) (6 = (yam) | =

- / Nxp(x) Var(e)| (1.18)

p(plx)

czyli jest to wariancja parametru obliczona wzgledem rozktadu a posteriori i
nastepnie usredniona po mozliwych wynikach pomiarow.

Optymalna strategia estymacji w podejéciu Bayesowskim zalezy silnie od
rozkladu a priori. Jesli rozklad a priori p(p) jest duzo bardziej czuly na zmiany
parametru ¢ niz rozktad wynikow pomiarow p(x|p), to posta¢ rozktadu a po-
steriori p(p|x) jest zdominowana przez rozklad a priori p(¢|x) = p(x|¢)p(p) ~
p(¢), co oznacza ze uzyskane wyniki pomiar6w maja maly wpltyw na proces es-
tymacji. To pokazuje jak wazny jest wybor odpowiedniego rozktadu a priori, tak
aby oddawal jak najlepiej wiedze o parametrze przed rozpoczeciem pomiarow,
ale tez nie zdominowal uzyskiwanych wynikow.

Warto zwroci¢é uwage, ze w podejsciu Bayesowskim, w przeciwienstwie do
podejscia opartego o FI, wyznaczamy bezposrednio minimalna warto$¢ AMSE,
a wiec nie musimy przejmowac sie zagadnieniem wysycalnosci otrzymanych wy-
nikow.

1.2 Kwantowa teoria estymacji

Typowy problem kwantowej teorii estymacji mozna przedstawi¢ schematycznie
jako |Giovannetti, Lloyd i Maccone 2004; Giovannetti, Lloyd i Maccone 2006]

p

Poczatkowy stan uktadu kwantowego reprezentowany jest przez macierz ge-
stosci po. Ewoluuje on przez zalezny od parametru ¢ kanal kwantowy &, —
czyli odwzorowanie calkowicie dodatnie zachowujace §lad (CPTP, ang. Com-
pletely Positive Trace Preserving) [Nielsen i Chuang 2000]. W wyniku takiej
ewolucji, informacja o parametrze zostaje zapisana w stanie uktadu — ktéry na
wyjsciu kanalu reprezentowany jest przez macierz gestosci p, = ®,[po]. Na-
stepnie dokonujemy pomiaru. Moze to by¢ zwykly pomiar rzutowy von Neu-
manna, 1,1, = [I4dx «/, lub pomiar uogoélniony reprezentowany przez dodatnio
okreslona miare operatorowa (POVM, ang. Positive Operator Valued Measure),
ktora musi spetnia¢ jedynie warunek I, > 0, [d¥xII, = 1 |Nielsen i Chuang
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2000; Bengtsson i Zyczkowski 2006]. W wyniku pomiaru uzyskujemy zbior wy-
nikéw x z prawdopodobienstwem p,(x) = Tr(p,llx). Na koncu konstruujemy
estymator ¢(x), ktory pozwoli nam oszacowaé wartos¢ parametru (.

Naszym celem jest zminimalizowa¢ MSE lub AMSE po mozliwych stanach
poczatkowych pg, pomiarach Iy i estymatorach ¢(x). Mozna to zadanie wy-
raznie podzieli¢ na cze$¢ kwantowa i klasyczna. Cze$¢ kwantowa obejmuje po-
szukiwanie optymalnych stanéw i pomiaréw, gdzie mozemy wykorzystaé takie
cechy mechaniki kwantowej, jak splatanie czy pomiary kolektywne. Po ustaleniu
stanu poczatkowego i pomiaru otrzymujemy model, ktory okresla rozktad wy-
nikéow p,(x) i jego kwantowe pochodzenie nie ma juz znaczenia. Otrzymujemy
wiec klasyczny problem estymacji i w celu znalezienia optymalnego estymatora
mozemy wykorzysta¢ narzedzia omoéwione w rozdziale 1.1.

1.2.1 Podejscie oparte na kwantowej informacji Fishera

W czestotliwosciowym podejsciu do estymacji nieréwnosé Craméra-Rao daje
nam dolne ograniczenie na MSE zoptymalizowane po wszystkich mozliwych (lo-
kalnie) nieobciazonych estymatorach. Jej uogolnieniem, uwzgledniajacym opty-
malizacje po wszystkich mozliwych pomiarach uogoélnionych, jest kwantowa nie-
rownos¢ Craméra-Rao (QCRB, ang. Quantum Cramér-Rao Bound) [Helstrom
1976; Holevo 1982; Braunstein i Caves 1994]

(1.19)

gdzie F[p,] nazywamy kwantowa informacja Fishera (QFI, ang. Quantum Fi-
sher Information), zdefiniowang jako

Flpg] = Tr(ppA%), (1.20)

a Hermitowski operator A oznacza symetryczna pochodna logarytmiczna (SLD,
ang. Symmetric Logarithmic Derivative), ktora zdefiniowana jest implicite przez
roOwnanie

po = 5(poh + Apy), (1.21)

w ktorym p, = 0p,/0p. Co warte podkreslenia QFI jest catkowicie zdetermi-
nowane przez zalezno$¢ p, od estymowanego parametru .
Dla stanu czystego p, = |1, )(1,| wzor na QFI jest bardzo prosty®:

Fllva) = 4((Belihe) = (Gl ). (1.22)

W ogélnosci jednak, dla stanu mieszanego, aby obliczy¢ QFT trzeba najpierw
wyznaczy¢ SLD z réwnania (1.21). Wymaga to dokonania rozktadu wlasnego
macierzy gestosci p,,, czego zazwyczaj nie mozna wykonac analitycznie, a nume-
rycznie jest to mozliwe tylko dla bardzo matych uktadéw. Formalnie SLD i QFI

“Dla stanéw czystych bedziemy pisa¢ F[[))] zamiast F[[y)v)]].
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w bazie wektorow wlasnych p, = 32, pn(¢) [n(@)Xn(p)| przybieraja postaé:

_ 2l lm(e)) |

. pn(gp)Q 2[]%(90) _pm(gp)}Q n m 2

Widzimy, ze QFI mozna podzieli¢ na dwie czesci: klasyczna i kwantowsa. Pierw-
sza suma przedstawia klasyczng FI (1.8) obliczona dla rozkladu wartosci wla-
snych p,(¢). Natomiast druga suma opisuje zawsze nieujemny wktad kwantowy
zwigzany z obrotem wektoréw wlasnych wraz ze zmiang parametru.

Podobnie jak w przypadku klasycznym, QFT jest nieujemna i addytywna —
jesli mamy do czynienia ze stanem produktowym p;lB = p;‘ ® pg to F[pr} =

F[pﬂ + F{pf}. W szczegdlnosci dla stanu produktowego N identycznych cza-

stek F[pf?N} = NF|p,|. Oznacza to, ze z punktu widzenia QCRB wykonanie
N powtoérzen eksperymentu na pojedynczej czastce i estymacji parametru ze
stanu p, jest rownowazne wykonaniu pojedynczego eksperymentu, w ktorym
estymujemy parametr ze stanu pr . Jedli w pierwszym przypadku mierzony
stan otrzymujemy w wyniku ewolucji stanu py przez kanal kwantowy @, to w
drugim przypadku mieliby$my do czynienia z ewolucje stanu produktowego pi™
przez kanal kwantowy, ktory dziata niezaleznie i identycznie na kazda czastke,
tak ze na wyjsciu otrzymujemy stan p3" = CDQP[,OO]@)N. Warto podkresli¢, ze row-
nowaznos¢ tych dwoch przypadkow pokazuje, ze jesli mierzony stan jest produk-
towy pr , to zastosowanie pomiaréw kolektywnych nie jest w stanie zwiekszy¢
precyzji estymacji. Z drugiej strony oznacza to, ze aby otrzymaé skalowanie
QFT lepsze niz liniowe z N, mierzony stan N czastek musi by¢ splatany [Pezzé
i Smerzi 2009|. Pozwala to wykorzysta¢ QFI do wykrywania splatania stanow
kwantowych, a wiec jest ona $wiadkiem splatania [Bengtsson i Zyczkowski 2006;
Horodecki i in. 2009].

Jako ze QCRB daje nam ograniczenie na MSE zoptymalizowane po pomia-
rach i estymatorach, kwestie wysycalnosci nalezy tez rozpatrywa¢ w tych dwoch
kategoriach. Optymalny pomiar wysycajacy QCRB to pomiar rzutowy na wek-
tory whasne SLD [Braunstein i Caves 1994; Nagaoka 2005|. Niestety taki pomiar
jest zazwyczaj kolektywny i moze zaleze¢ od estymowanego parametru, przez
co jest trudny w realizacji eksperymentalnej. Dla ustalonego pomiaru problem
redukuje sie do klasycznego poszukiwania optymalnego estymatora, ktéry aby
wysyca¢ QCRB musi spetnié takie same warunki, jak w przypadku klasycznej
wersji CRB (patrz rozdzial 1.1.1).

Estymowany parametr ¢ moze by¢ zapisany w zadanej nam z gory macie-
rzy gestosci py,, lub informacja o nim moze zosta¢ zapisana w macierzy gestosci
po w wyniku ewolucji przez kanal kwantowy ®,. W tym drugim przypadku
mamy swobode wyboru stanu poczatkowego. Oznacza to, ze aby otrzymaé fun-
damentalne ograniczenie na precyzje musimy znalez¢ maksimum F[®,[po]] po
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wszystkich mozliwych macierzach gestosci pg. Korzystajac z wtasnosci wypu-
ktosci QFI

FIY 0o | <X piF[p?], (1.25)
J J
gdzie wspotczynniki p; spelniaja warunek -, p; = 1, p; > 0, mozemy pokazac,

ze maksymalizujac QFI wystarczy ograniczy¢ sie do optymalizacji po stanach
czystych®:

F[®

ij (9] ZPjF[%WM] <

< m;»xF[ oll3)) < max P18, [Juo)]]. (1.26)

[4o

QFI mozemy tez alternatywnie zdefiniowaé¢ jako nastepujace zagadnienie
maksymalizacji:

Flpy] = max Flp,, Al Flpg, A] = 2Tr(p,A) = Tr(p,A°). (1.27)
AT=A

Formalnie biorac pochodna wyrazenia po prawej (1.27) wzgledem A i przyrow-
nujac ja do zera otrzymamy warunek na SLD (1.21), po spelnieniu ktorego
dostaniemy pierwotng posta¢ QFI (1.20). Przewaga definicji (1.27) objawia sie,
gdy chcemy zoptymalizowaé QFI po stanach poczatkowych. Takie zadanie mo-
zemy zapisa¢ jako podwojne zagadnienie maksymalizacji:

— r\y:fm;( F[®,|v0)]] = %%;i H}/@XF[(I%[W@LA] (1.28)
o)l *=1 IlodlP=1 AT=A

To sformulowanie prowadzi do bardzo efektywnego numerycznego algorytmu
iteracyjnego pozwalajacego wyznaczy¢ optymalny stan poczatkowy [Maciesz-
czak 2013; Macieszczak, Fraas i Demkowicz-Dobrzanski 2014]: zaczynamy od
losowej (lub takiej, co do ktorej mamy przestanki, ze moze by¢ odpowiednia w
naszym problemie) funkcji falowej lwél)> i dla niej szukamy operatora Hermi-

towskiego A, ktory maksymalizowatby F {@QO Hl/)(()l)ﬂ , } . Nastepnie odwracamy
problem, dla tak znalezionego operatora A szukamy funkcji falowej ‘2/}62)>,

ktora maksymalizowalby F{ o], A(l)} 1 powtarzamy procedure. Doswiadcze-
nia numeryczne pokazuja, ze w interesujacych problemach fizycznych algorytm
zbiega bardzo szybko i zwraca optymalny stan poczatkowy oraz odpowiadajaca
mu wartosé¢ QFT.

Precyzja estymacji bedzie tym wigksza im bardziej czuly bedzie stan p, na
zmiane parametru. O tym wladnie jak bardzo zmieni sie stan przy zmianie ¢
informuje nas QFI. Manifestuje sie¢ to rowniez w tym, ze QFI mozna uzy¢ do
zdefiniowania odlegtosci dp pomiedzy stanami kwantowymi p i p + dp, zwanej

°Dla stanéw czystych bedziemy pisa¢ ®[|1))] zamiast ®[[)a)]].
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odlegtoscia Buresa [Braunstein i Caves 1994; Bengtsson i Zyczkowski 2006]:
do(p.p+dp)* = L Tr(pdn?), (1.29)
gdzie dA jest zdefiniowana przez rownanie
dp = 1(pdA +dAp). (1.30)

Tak otrzymana metryke w przestrzeni stanéw kwantowych nazywamy metryka
Buresa, a gdy ograniczymy sie do stanéw czystych to mowimy wtedy o metryce
Fubiniego-Study.

W kwantowej teorii informacji miara podobienstwa dwoch stanéow kwanto-
wych jest wiernos¢ F [Nielsen i Chuang 2000]. Dla stanow czystych [i)1), [1)g)
jest ona zdefiniowana jako

Flv1), [¥2)) = [{thr[tha) . (1.31)

Mozemy te definicje uogdlnié na stany mieszane py, p2, nastepujaco:

F(p1, p2) = max [ (0| P2)], (1.32)

gdzie |V;) € HRH 4 to puryfikacje stanoéw p;, spelniajace warunek Try [W; (V| =
pj, a A oznacza pomocnicza przestrzen potrzebna do stworzenia puryfikacji [Nie-
Isen i Chuang 2000|. Korzystajac z twierdzenia Uhlmanna [Uhlmann 1976] mo-
zemy wiernosé dla standéw mieszanych rownowaznie zapisa¢ w postaci

Flprp2) = T |yl = T [V /7. (1.33)

gdzie w drugiej rownosci skorzystalismy z tego, ze |A| = vV ATA. Jesli dwa stany
kwantowe sg infinitezymalnie blisko siebie to wierno$¢ pomiedzy nimi mozemy
powiaza¢ z QFI [Braunstein i Caves 1994]:

F(pp: ppte) =1 — %F[pso]g + 0(53>' (1.34)

Wzor (1.32) pozwoli nam wprowadzi¢ nowy sposéb wyznaczania QFI dla
stanow mieszanych — jesli dla dwoch stanow py, 1 p4.. rozwiniemy go do drugiego
rzedu w e i poréwnamy 7 réwnaniem (1.34) to otrzymamy, ze QFI mozna wyrazi¢
jako [Escher, Matos Filho i Davidovich 2011]

Flp,) = min FIw)] = dmin (0 )¥,) = [(¥,]0,)[), (1.35)

\ Vo)

gdzie |U,,) to puryfikacja stanu p,. Niezaleznie, w pracy [Fujiwara i Imai 2008]
zaproponowano inna bazujaca na puryfikacjach definicje QFI, ktora jednakze
jest rtownowazna powyzszej:

Flp,) = 4{351 <\P¥,’¢J‘p> : (1.36)

Taki sposéb wyznaczania QFI dla stanéw mieszanych wcale nie upraszcza tego
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zadania. Jednak jest on uzyteczny, poniewaz ograniczajac sie¢ do pewnej klasy
puryfikacji pozwala uzyska¢ ograniczenie gorne na QFI. Szczegolnie jezeli jeste-
Smy w stanie zaproponowa¢ odpowiednig dla danego problemu klase puryfikacji
to mozna w ten sposob otrzymac bardzo uzyteczne ograniczenia [Escher, Matos
Filho i Davidovich 2011; Escher, Davidovich i in. 2012; Demkowicz-Dobrzanski,
Kotodynski i Guta 2012].

1.2.2 Kwantowe podejScie Bayesowskie

Tak samo jak klasycznie, w kwantowym podejsciu Bayesowskim chcemy zmini-
malizowa¢ AMSE, tylko ze teraz p,(x) = Tr(p,llx):

5% = [[ dea¥xple) Tr(p, L) (p(x) — )" (1.37)

W tym celu nalezy znalez¢ optymalne pomiary i estymatory. W zwigzku z tym
wygodnie bedzie polaczy¢ te dwa elementy i indeksowaé operatory pomiarowe
estymowanymi wartosciami [Ty = [ d¥x [1,0(¢ — $(x)), co sprawi, ze gdy znaj-
dziemy optymalne POVM to od razu poznamy tez optymalne estymatory. Nasze
zadanie sprowadza sie¢ teraz do minimalizacji A2¢ jedynie po II; ze standardo-
wym warunkiem na POVM Il > 0, [d¢ll; = 1.

Dla uproszczenia wzorow zaloézmy, ze wartos$é¢ oczekiwana ¢ wynosi zero
» = [dep(p)e = 0 (nie prowadzi to do utraty ogolnosci, poniewaz zawsze
mozemy wykonaé¢ podstawienie ¢ — ¢ — P). Mozemy teraz przepisa¢ AMSE w
nastepujacy sposob:

A2y = // de d@ p() Tr(p,Ils) (¢ — ¢)* =

= /dwp(w)<p2—2 Tr(/ dwp(w)sopgo/dsb H¢¢)+Tr(/ dcpp(@)pgo/dsb H¢¢2)
= Var(p) — 2Tr(p'K) + Tr(phs), (1.38)

gdzie Var(p) = [dy p(p)p? jest wariancjg estymowanego parametru wzgledem
rozkladu a priori, p = [dpp(p)p, oznacza stan usredniony po rozkladzie a

priori, p = [ dpp(@)ppp A = [ dpTlsp, Ay = [ dpTI,¢% Optymalny pomiar
w tym problemie jest pomiarem rzutowym [Helstrom 1976; Macieszczak, Fraas

i Demkowicz-Dobrzanski 2014], dla ktérego II3 = I, co oznacza, ze Ay = A
ostatecznie pozwala nam zapisac

A2 = Var(g) — 2Tr(pK) + Tr(pA"). (1.39)

Minimalizacja AMSE po pomiarach oznacza teraz minimalizacjg¢ po operatorach
Hermitowskich A. Ekstremum osiaggamy, gdy A spelnia warunek

7 =3(pN+4p), (1.40)
wtedy AMSE przyjmuje swoja minimalna wartos¢

A2p = Var(p) — Tr(ﬁK2>. (1.41)
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Warto zwroci¢ uwage na podobienistwo powyzszych wyrazen do tych na QFT (1.20)
i SLD (1.21), co sugeruje, ze narzedzia matematyczne stworzone do liczenia QFI
moga by¢ réowniez uzyte w problemach Bayesowskich.

Zauwazmy, ze optymalne AMSE nie jest addytywne na stanach produkto-
wych. W ogélnosci dla stanu produktowego pr = pﬁ@ pf optymalizujac AMSE
po pomiarach otrzymamy POVM, ktory jest kolektywny i nie moze by¢ rozdzie-
lony na niezalezne pomiary na kazdym z poduktadéw. W zwigzku z tym opty-
malne AMSE dla stanu produktowego bedzie mniejsze niz optymalne AMSE
w przypadku, gdy w kolejnych powtorzeniach eksperymentu wykorzystaliby-
smy kolejno stan ,02 oraz pg (nawet jesli uwzglednimy mozliwosé zaktualizo-
wania rozktadu a priori pomiedzy powtorzeniami eksperymentu). W zwiazku
z tym w podejéciu Bayesowskim, w przeciwieristwie do podej$cia opartego o
QFI, optymalne rezultaty otrzymujemy wykorzystujac wszystkie dostepne za-
soby (czastki) w pojedynczym eksperymencie.

Zwroémy uwage na jeszceze jedna ceche podejscia Bayesowskiego, ktora jest
szczegoblnie istotna w przypadku kwantowym. W podejsciu Bayesowskim wy-
znaczamy bezposrednio minimalng wartos¢é AMSE, a nie jedynie ograniczenie
jak to ma miejsce w podejsciu opartym o QFI. W zwiazku z tym nie musimy
rozwazaé zagadnienia wysycalnosci takiego ograniczenia, ktore szczegodlnie w
przypadku kwantowym potrafi by¢ zniuansowane.

Podsumowujac teraz réznice pomiedzy dwoma omawianymi podejsciami do
zagadnienia estymacji mozemy powiedzie¢, ze w podejsciu Bayesowskim poszu-
kujemy optymalnej strategii, ktora srednio, pozwoli w jednym eksperymencie
poznac jak najlepiej nieznany parametr bazujac na rozktadzie a priori tego pa-
rametru. W podejsciu opartym o informacje Fishera, chcemy wykonujac wiele
powtorzen eksperymentu, poznaé jak najlepiej fluktuacje parametru wokot zna-
nej wartosci.

1.3 Fundamentalne ograniczenia w metrologii kwan-
towej

Jednym z podstawowych celéw teoretycznej metrologii kwantowej jest wyzna-
czanie fundamentalnych ograniczen na precyzje estymacji oraz opracowanie
praktycznych strategii pomiarowych, ktore dadza najlepsze mozliwe rezultaty
estymacji, a w idealnym scenariuszu wysyca otrzymane ograniczenia. Nalezy
podkresli¢, ze gdy moéwimy o fundamentalnych ograniczeniach na precyzje esty-
macji to mamy na mysli ograniczenia uzyskane w wyniku optymalizacji: stanu
uktadu na poczatku eksperymentu, sposobu pomiaru interesujacej nas wielkosci
fizycznej oraz metody analizy uzyskanych wynikéw (estymatora). W rozwaza-
niach przyjmujemy model fizyczny za ustalony. Innymi stowy nie zajmujemy sie
tym jak zmniejszy¢ szum w badanym uktadzie, ale jak zaprojektowaé ekspery-
ment (stan poczatkowy, pomiar, estymator), tak aby wplyw szumu na precyzje
estymacji byl jak najmniejszy.

Podstawowym problemem rozwazanym w metrologii kwantowej jest zagad-
nienie estymacji pojedynczego parametru unitarnego ¢ — czyli takiego, ktory
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zostal zapisany w stanie ukladu w wyniku unitarnej ewolucji (przyktadem pa-
rametru nieunitarnego jest np. sita dekoherencji). Sztandarowym przyktadem
jest tutaj estymacja fazy, z ktéra mamy do czynienia w roznych pomiarach inter-
ferometrycznych [Demkowicz-Dobrzanski, Jarzyna i Kotodyriski 2015]. Problem
taki mozemy opisa¢ w ramach standardowego schematu metrologicznego opisa-
nego w rozdziale 1.2. Bedziemy modelowa¢ oddziatywanie stanu poczatkowego
po, ztozonego z N czastek, z uktadem, ktéry chcemy zmierzy¢ za pomoca ka-
natu kwantowego ®,,. Zaktadamy, ze kanal ten jest zlozeniem dwoch procesow:
dekoherencji, ktora opisuje kanal kwantowy ® oraz unitarnej ewolucji U,, w
wyniku ktorej informacja o parametrze zostaje zapisana w stanie kwantowym.
W rezultacie na wyjs$ciu kanatu otrzymujemy stan

pe = Pylpo] = Uwq)[PO]U;- (1.42)

Formalnie tak zapisana ewolucja odpowiada sytuacji, w ktorej najpierw zacho-
dzi dekoherencja, a p6Zniej unitarne nakrecanie parametru. W typowych mode-
lach dekoherencji, ktore wlasnie bedziemy rozwazac, oba te procesy komutuja
ze soba i kolejno$é¢ w jakiej je zapiszemy nie ma znaczenia. Nalezy jednak zda-
wac sobie sprawe, ze nie zawsze takie zalozenie jest uprawnione [Chaves i in.
2013]. Kolejnym zalozeniem naszego modelu jest to, ze unitarne nakrecanie pa-
rametru U, = e #% jest generowane przez liniowy Hamiltonian H = 2N | pll]
gdzie hl" jest lokalnym generatorem drziatajacym na n-ta czastke. Taka sytu-
acja jest pozadana przy projektowaniu eksperymentu, poniewaz informacja o
parametrze jest zapisywana w kazdej czastce niezaleznie oraz w taki sam spo-
sOb. Sprzegniecie zapisywania informacji o parametrze z efektami wielociato-
wymi jest niepozadane, szczegblnie ze wzgledu na to, ze sa one duzo sltabiej
poznane. Jednak nie zawsze mozemy je pominaé, szczeg6lnie w przypadku in-
terferometrii atomowej (ktora ma zastosowanie np. w zegarach atomowych czy
magnetometrii). Wplywem takich efektow na mozliwa do osiggniecia precyzje
estymacji zajmuje si¢ nieliniowa metrologia kwantowa |Boixo i in. 2007; Beau
i Campo 2017; Demkowicz-Dobrzanski, Czajkowski i Sekatski 2017; Czajkow-
ski, Pawlowski i Demkowicz-Dobrzanski 2019]. Oméwimy teraz fundamentalne
ograniczenia na precyzje estymacji parametru unitarnego w dwoch jakosciowo
roznych przypadkach: bez oraz z dekoherencja.

1.3.1 Przypadek bez dekoherencji

Zaczniemy od przypadku bez dekoherencji, ktory jest duzo prostszy i dla kto-
rego wiele rezultatow mozna uzyska¢ w Scisty sposob. Skupimy sie na analizie
tego problemu w podejsciu opartym o QFI. Jako ze QCRB jest zawsze lokalnie
wysycalna, to podejscie takie bedzie szczegdlnie odpowiednie, w przypadku gdy
chcemy wyznaczy¢ mate odchylenie parametru od znanej wartosci, jak to mam
miejsce np. w interferometrze fal grawitacyjnych [Abadie i in. 2011; Aasi i in.
2013).

Brak dekoherencji powoduje, ze cata ewolucja stanu jest unitarna, co zna-
czaco upraszcza wyznaczanie i optymalizacje QFI. Dodatkowo, jesli stan poczat-
kowy byt czysty — a jak pokazuje rozumowanie (1.26), stan czysty jest stanem
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optymalnym w podejsciu opartym o QFT — to takim pozostanie na wyjsciu ka-
natu. To ma duze znaczenie, poniewaz dla czystych stanéw koncowych znamy
jawny wzor na QFI (1.22). W zwiazku z tym zalozymy, ze pg = |0 )(t0o|. Otrzy-
mamy wtedy na wyjéciu kanatu stan p, = |, )X0,|, gdzie |[1b,) = e He |q)).
Korzystajac teraz ze wzoru (1.22) mozemy od razu wyznaczy¢ QFI:

Fllop)] = 4( (ol H?|tho) — (ol Hltho)*) = 4Var(H), (1.43)

ktora jest proporcjonalna do wariancji generatora na stanie poczatkowym.

Wprowadzmy dla lokalnego generatora h oznaczenia: A, i |Ay) na najwiek-
szg warto$¢ wlasna i odpowiadajacy jej wektor wlasny oraz A_ i |A_) na naj-
mniejszg warto$¢ wlasna i odpowiadajacy jej wektor wlasny. Jesli przygotu-
jemy poczatkowo uklad w stanie [1)y) = ﬁ(|)\+> + AN to QFI wyniesie
F = N(\; — )% Korzystajac teraz z QCRB mozemy zapisa¢ dla takiego
stanu produktowego ograniczenie na precyzje estymacji parametru unitarnego,
ma ono posta¢ szumu Srutowego

(1.44)

i zwane jest standardowa granica kwantowa (SQL, ang. Standard Quantum Li-
mit). Ograniczenie to mozna wysyci¢ mierzac roznice obsadzeri pomiedzy sta-
nami [\, )i |\_). Pokazany przyklad jest manifestacja ogolnej prawidtowosci, ze
dla stanéw separowalnych precyzja estymacji fazy jest ograniczona przez SQL i
aby ja przekroczy¢ musimy uzy¢ stanow splatanych [Pezzé i Smerzi 2009; Gio-
vannetti, Lloyd i Maccone 2011].

Stanem optymalnym, maksymalizujacym QFI w przypadku estymacji para-

1

metru unitarnego bez dekoherencji jest splatany stan [ty) = —= (|)\+>®N + ]/\,>®N),

dla ktorego F' = N2(A; — A_)%. Oznacza to, ze fundamentalne ograniczenie na
precyzje estymacji parametru unitarnego wynosi

APp> ——————— (1.45)

a zwane jest granica Heisenberga (HL, ang. Heisenberg Limit). Jak wiemy, ogra-
niczenie to mozna wysyci¢ dokonujac pomiaru w bazie wektoréw wtasnych SLD,
jednak taki pomiar bytby wysoce splatany. Okazuje sie, ze duzo prostszy (przy-
najmniej w teorii) pomiar parzystosci rowniez wysyca to ograniczenie.
Przykladem estymacji parametru unitarnego jest estymacja fazy, z ktora
spotykamy sie w dziedzinie optycznej np. w interferometrze Macha-Zehndera,
a dla ukladéw atomowych np. w interferometrii Ramseya. W takich proble-
mach efektywnie generatorem ewolucji jest (bezwymiarowa) sktadowa z catko-
witego momentu pedu J, = % SN ol gdzie UZW oznacza odpowiednia macierz
Pauliego dzialajaca na n-ta czastke (dla takiego lokalnego generatora A\, = %,
A= —%) [Lee, Kok i Dowling 2002]. Uktad w takim eksperymencie mozemy
efektywnie opisa¢ jako N spin()w—% (N fotonow podroézujacych jednym z dwoch
ramion interferometru Macha-Zehndera lub N atoméw dwupoziomowych w in-
terferometrii Ramseya). Jako ze przy braku dekoherencji mozemy ograniczyé
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sie do podprzestrzeni stanéow catkowicie symetrycznych to wygodnie (szczegolnie
dla fotonow) jest korzystaé z bazy obsadzeniowej, w ktorej [n)| N — n) reprezen-
+%> i N —n spinach ,,do dotu” '—%> Dla
poczatkowego stanu produktowego otrzymujemy I = N i SQL A?%¢ > % Mak-
symalng wartos¢ QFT — czyli najwieksza wariancje J, dla danego N — otrzymu-
jemy dla splatanego stanu Greenbergerga-Hornego-Zeilingera (stan GHZ) [Gre-
enberger, Horne i Zeilinger 1989], ktéry po zapisaniu w bazie obsadzeniowej
znany jest w optyce kwantowej jako stan NOON [J. J. . Bollinger i in. 1996]:

o) = 5 (|+4)™"

Dla tego stanu F' = N? i mamy do czynienia z HL: A% > . Nalezy zwroci¢
uwage, ze wraz ze wzrostem N dramatycznie wzrasta trudnosé eksperymental-
nego przygotowania stanu NOON. Obecnie udalo sie to dla N = 4 [Nagata
iin. 2007] i N = 5 [Afek, Ambar i Silberberg 2010]. Nawet jesli uda sie go
przygotowa¢ to jest on bardzo wrazliwy na dekoherencje wraz ze wzrostem
N [Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrzanski, Kotodyriski
i Gutd 2012; Huelga i in. 1997]. Sprawia to, ze przydatnos¢ stanu NOON poza
bardzo malymi wartoSciami N jest w praktyce znikoma, szczego6lnie jesli wezmie
sie pod uwage, ze duzo tatwiejsze do eksperymentalnego przygotowania stany
Sci$niete oferuja podobne rezultaty [Pezzé i Smerzi 2008|.

Przytoczymy teraz wyniki uzyskane w podejsciu Bayesowskim, ograniczajac
sie do estymacji konkretnie fazy i zaktadajac ptaski rozklad a priori p(p) = i,
czyli zaktadajac brak jakiejkolwiek informacji o rozkladzie estymowanego pa-
rametru [Hradil i in. 1996; Berry i Wiseman 2000]. Po pierwsze zauwazmy, ze
standardowa funkcja kosztu kwadratowego (¢ — np)Q stosowana w MSE i AMSE
nie uwzglednia geometrii badanego problemu, a mianowicie tego, ze estymowany
parametr nalezy do grupy U(1) i w efekcie ¢ = ¢+ 27. W podejéciu opartym na
QFI nie stanowito to problemu, poniewaz jest ono lokalne, ale w przypadku ana-
lizy Bayesowskiej musimy wybra¢ inng funkcje kosztu. Najbardziej naturalnym
wyborem jest funkcja kosztu 4sin®[(¢ — ¢)/2], ktéra w pierwszym rzedzie roz-
winiecia redukuje sie do standardowego kosztu kwadratowego. Minimalizacja ta-
kiej funkcji kosztu usrednionej po wynikach pomiaréw, mozne zosta¢ wykonana
wykorzystujac wlasnosci symetrii problemu i tego, ze mozemy sie ograniczy¢ do
klasy pomiaréw kowariantnych [Holevo 1982|. W efekcie otrzymujemy w granicy
duzych N ograniczenie A%p > % dla produktowych stanéw poczatkowych oraz

tuje stan uktadu o n spinach ,do gory”

=57 = B0 + 01N (140)

A%p > ]7\;—22 dla optymalnego (splatanego) stanu poczatkowego zwanego stanem
SIN:

N 2 /n+1
o) = 3 2+N81H<N+27T>]n>|]\7—n>, (1.47)

ktory zapisaliémy w bazie obsadzeniowe].

1.3.2 Przypadek z dekoherencja

Zajmiemy sie teraz wyzwaniami jakie pojawiaja sie, gdy chcemy zbada¢ wpltyw
dekoherencji na precyzje estymacji parametru unitarnego. Dekoherencja jest
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wynikiem niekontrolowanego oddziatywania uktadu z otoczeniem i sprawia, ze
stan uktadu staje sie coraz bardziej mieszany. Z tego powodu nie mozna sko-
rzysta¢ ze wzoru (1.22) w celu wyznaczenia QFI i trzeba najpierw wyznaczy¢
SLD, co zazwyczaj wigze si¢ z koniecznoscia diagonalizacji p,. Poza przypad-
kiem globalnego defazowania, obecno$¢ dekoherencji wyprowadza z podprze-
strzeni catkowicie symetrycznej, co sprawia, ze obliczenia numeryczne muszg
by¢ przeprowadzone w pelnej przestrzeni Hilberta. Oznacza to z kolei, ze przy
wzroscie rozmiaru uktadu bardzo szybko staja sie one niemozliwe do prak-
tycznego wykonania. Na szczescie nie oznacza to, ze nie mozemy nic powie-
dzie¢ o takich uktadach. Powstal szereg metod — takich jak np. minimalizacja
po puryfikacjach kanahlu, klasyczna symulacja, kwantowa symulacja czy me-
toda rozszerzenia kanatu — ktére umozliwiaja wyznaczenie ograniczenia na QFT,
ktore czesto przynajmniej asymptotycznie jest wysycalne [Escher, Matos Filho
i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrzanski, Kotodynski i Gutd 2012; Kotodyn-
ski 1 Demkowicz-Dobrzanski 2013; Knysh, Chen i Durkin 2014; Demkowicz-
Dobrzanski i Maccone 2014; Sekatski i in. 2017; Demkowicz-Dobrzanski, Czaj-
kowski i Sekatski 2017; Zhou i in. 2018]. W praktyce jednak metody te sa dos¢
specyficzne i moga by¢ efektywnie zastosowane jedynie do waskiego katalogu
modeli metrologicznych. Sposréd tych metod najbardziej wszechstronna jest
metoda rozszerzenia kanatu, ktéra pozwala efektywnie badaé¢ nieskorelowane
modele szumu i jg teraz omowimy.

Dziatanie dowolnego kanalu kwantowego moze by¢ zapisane za pomoca re-
prezentacji Krausa |[Nielsen i Chuang 2000]:

Po = q)so[po] = Z Kg]opOngp ) (1.48)
J

gdzie Ki) to operatory Krausa spelniajace warunek 3°; KﬂK& = 1. Reprezen-
tacja ta nie jest jednoznaczna, a rownowazne zbiory operatoréw Krausa sa ze
sobg powigzane za pomoca transformacji unitarnej

K, = Z Uy, KL, (1.49)
J
gdzie U, to macierz unitarna zalezna od parametru ¢. Z kazdym zestawem
operatoréow Krausa mozna powiazac¢ operator UgE opisujacy laczna ewolucje
unitarng uktadu (S) oddzialujacego z otoczeniem (FE, ktore bez straty ogolnosci
mozemy przyjaé, ze znajduje sie poczatkowo w stanie czystym):

T
piF = USP (pf ®10) (0] USE", (1.50)

. T .
p5 = Trp oS = 32 GIUSE (05  10) (0 UEF" ), =

J

=2 (IUZF10) g o5 OIUZ 1) = 2K K (1.51)
J

J
Kg; = <ij§E|0>E. (1.52)

Metoda rozszerzenia kanatu pozwala wyznaczyé¢ ograniczenie gorne na QFI
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zoptymalizowana po stanach poczatkowych, w oparciu jedynie o dynamike wy-
razona przez operatory Krausa [Fujiwara i Imai 2008; Demkowicz-Dobrzanski,
Kotodynski i Guta 2012; Demkowicz-Dobrzariski i Maccone 2014]. Opiera sie
ona na obserwacji, ze dodatkowe trywialne dzialanie kanalu na rozszerzonej
przestrzeni moze jedynie poprawié¢ precyzje estymacji oraz wykorzystuje defini-
cje QFT w postaci (1.36):

F i ) < s o, 1)) = s in (0,

(1.53)
gdzie [¢§*") oznacza stan poczatkowy na rozszerzonej przestrzeni, a |U,) to
puryfikacje stanu mieszanego ®, ® 1[|1§*")]. Oznaczymy przez S przestrzen
uktadu, F przestrzen, na ktéra rozszerzyliémy dziatanie kanatu, A przestrzen po-
trzebna do stworzenia puryfikacji. Oznacza to, ze |1) € Hg, [V&") € Hs @ Hp,
Vo) € Hs @ Hp ® Ha. Ewolucje puryfikacji mozemy zapisa¢ jako |V,) =
Uy [Wo) = U, [9§)|0) 4, gdzie (j|U,[0), = KI®1, a {f({;}j to jedna z réwno-
waznych reprezentacji Krausa opisujacych dzialanie kanatu ®,. Pozwala nam
to zapisa¢ powyzsze zagadnienie optymalizacyjne jako:

e in Trgpa [ (| = 4 ma min Trsa [0 [Wo)Wo] 0] =
(e)xt>< ext (f(f@]l)

w8Xt> KLP
;j ext;jJr : ext ;jT;j
Y KIpiM K7 | =4 max min Trg | p§ ZKW K71, (1.54)
j

= 4 max min Trgg
|vg) Ko

= 4 max min Trg
|vg) Ko

J

> (Kie1)
J
|vg) Ko

gdzie p&* = Trg [YFNYE|. Mozemy teraz zamienié kolejnosé maksymalizacji
oraz minimalizacji [Fujiwara i Imai 2008] i uzywajac normy operatorowej ||-|
zapisaé¢ koncowsg postaé ograniczenia:

F < min
Koy

;jT;j
S kI KL, (1.55)

J

gdzie minimalizacje nalezy wykona¢ po wszystkich réwnowaznych reprezenta-
cjach Krausa. Wykonanie takiej minimalizacji nie jest prostym zadaniem. Jed-
nak jezeli jesteSmy w stanie zaproponowaé¢ odpowiednia dla danego problemu
reprezentacje, to mozna otrzyma¢ w ten sposob uzyteczne ograniczenie.

Przyktadem zastosowania metody rozszerzenia kanalu, w ktorym mozna ta-
two skonstruowaé¢ uzyteczna reprezentacje Krausa, sa modele z nieskorelowa-
nym szumem. W tych modelach szum dziata niezaleznie i identycznie na kazda
czastke. W zwigzku z tym wydaje sie dobrym pomystem, aby optymalizowaé
po reprezentacjach Krausa, ktore maja strukture produktows:

po=Pylpo) = D K@ - ® k;NpokilT ®--® k:;NT, (1.56)

J1seoJN
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gdzie {kfp} _to zbior lokalnych operatorow Krausa opisujacy dziatanie szumu na
J

pojedyncza czastke. Pozwala to zapisaé¢ ograniczenie (1.55) w postaci
2
F < 4min (NHoz,; |+ 5 -1 | ) (1.57)
ko ® ®

gdzie
K K
aj, = Zkfa kfp, 6’% = iZké kJZD. (1.58)
J J

Optymalizacje w tym wypadku wykonujemy jedynie po lokalnych réwnowaz-
nych reprezentacjach Krausa {k{o , ktore sa powiazane ze soba za pomocg
J

J
dego ustalonego ¢ = g, ograniczenie (1.57) zalezy jedynie od operatorow l%&
i ich pierwszych pochodnych w punkcie ¢g. Ponadto, ograniczenie to nie jest
czute na zmiane reprezentacji Krausa za pomocg operacji unitarnej, ktora jest
niezalezna od ¢. Oznacza to, ze rownowazne reprezentacje Krausa mozna spa-
rametryzowa¢ za pomoca Hermitowskiej macierzy h, ktora jest generatorem
U, = e~ h(¥=#0) Redukuje to problem optymalizacyjny (1.57) do minimalizacji
po h. Dodatkowo, mozna ten problem przeformutowaé korzystajac z faktu, ze
dla wiekszosci typowych modeli szumu QFT skaluje sie liniowo z V. Oznacza to,
ze istnieje reprezentacja, dla ktore] ﬁ;% = 0 lub réwnowaznie

lokalnej transformacji unitarnej w, nastepujaco: /;?ZD = > (uw)ijkfé. Dla kaz-

POLRAESD S AN (1.59)
7 J
W przypadku takich modeli ograniczenie (1.57) mozna zapisa¢ w postaci

F < 4N mhin Hoz,;@H. (1.60)

B, =0

Wystepujaca tu minimalizacja, to przyktad problemu wypuktego, ktéry mozna
efektywnie rozwiazac stosujac metode SDP (ang. Semi-Definite Programming)
[Demkowicz-Dobrzaniski, Kotodyriski i Guta 2012; Demkowicz-Dobrzanski i Mac-
cone 2014].

Rozwazmy dla przyktadu estymacje fazy ¢ w obecnosci lokalnego defazowa-
nia o sile 7. Bedzie nas interesowal uktad NV spinéw—%, ktory ewoluuje przez ka-
nal kwantowy postaci ®,[pg] = e ¢ ®[pgle’¥, gdzie H = 1 32" 61" a kanal
® opisuje dziatanie lokalnego defazowania. W problemie takim szum dziata nie-
zaleznie i identycznie na kazda czastke, a wiec bedziemy rozwazaé¢ produktows
strukture reprezentacji Krausa kanatu @, jak w rownaniu (1.56). Pozwoli to wy-
prowadzi¢ ograniczenie na precyzje estymacji w oparciu jedynie o dynamike po-
jedynczego spinu. Fizycznie, defazowanie oznacza utrate koherencji. Pojedynczy
spin, ktory poczatkowo znajduje sie w stanie czystym |ig) = « ‘—i—%> + 0 ‘—%>,
pod wplywem lokalnego defazowania przejdzie do stanu mieszanego

oftu] = (o1, "), (161
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Dziatanie takiego kanatu ® mozemy zareprezentowaé za pomoca nastepujacych
lokalnych operatorow Krausa:

1 1-
KO = ,/;77]1, K== Ts.. (1.62)

Natomiast lokalne operatory Krausa dla catkowitego kanalu ®, majg postac:

oo 1 oo 1=
RO = e 50 ;"]1, k= a7y [——o. (1.63)

Stosujac teraz metode rozszerzenia kanatu otrzymujemy ﬁ% =0, gdy

1
h=——F——o0,. 1.64
21T —n2"" (1.64)
Ograniczenie na precyzje estymacji przyjmuje wtedy postaé [Demkowicz-Dobrzanski,
Kotodynski i Guta 2012; Demkowicz-Dobrzanski i Maccone 2014]
1—n?
2 A
A% > N (1.65)
Przypomnijmy, ze ograniczenie to jest zoptymalizowane po stanach poczatko-
wych i uwzglednia mozliwo$é uzycia stanéw kwantowych, ktore sa splatane. Jesli
zawezimy rozwazania do standéw produktowych to okaze sie, ze najlepsza war-
toé¢ precyzji estymacji to A% = ﬁ Oznacza to, ze uzycie stanéow splatanych
umozliwia poprawe precyzji estymacji maksymalnie o staly czynnik 1 — n?.
Ograniczenie (1.65) ilustruje ogdlna prawidtowosé dla modeli z nieskorelowa-
nym szumem. Mianowicie mimo ze stany splatane umozliwiaja poprawe precyzji
to nie pozwalajg na osiggniecia HL. Dla takich ukladéw fundamentalne ograni-
czenie na precyzje estymacji ma postac zblizong do SQL:

Ao > — 1.66
P> (1.66)

gdzie c jest stala specyficzna dla konkretnego modelu szumu [Demkowicz-Dobrzanski,
Kotodynski i Guta 2012].

W obecnosci dekoherencji analiza Bayesowska zagadnienia estymacji fazy
jest zazwyczaj duzo trudniejsza. Na szcze$cie pokazano, ze dla nieskorelowa-
nych modeli szumu asymptotyczna wartosci minimalnego AMSE otrzymana w
kwantowym podejsciu Bayesowskim pokrywa sie z wartoscia QFI (doktadnie jej
odwrotnoscia) [Jarzyna i Demkowicz-Dobrzanski 2015]. Pozwala nam to wnio-
skowad o precyzji estymacji w podejsciu Bayesowskim w oparciu o warto$é¢ QFI.
Oznacza to rowniez, ze dla nieskorelowanych modeli szumu asymptotyczne ogra-
niczenia na precyzje estymacji otrzymane w oparciu o QFI sg zawsze wysycalne.
Jest to zwigzane z tym, ze w podejéciu Bayesowskim wykonujemy bezposrednig
minimalizacje, wiec otrzymane rezultaty nie sa obciazone konieczno$cig dodat-
kowych rozwazan o wysycalno$ci.

Jakkolwiek fundamentalne ograniczenia na precyzje estymacji maja ogromne
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znaczenie teoretyczne to rownie istotna jest ich praktyczna wysycalnos¢ w eks-
perymencie. Dla przykladu stany GHZ/NOON i SIN, optymalne w przypadku
braku dekoherencji odpowiednio w podejsciu opartym o QFI i o rozumowanie
Bayesowskie, sg bardzo trudne do przygotowania z wyjatkiem uktadéw bardzo
niewielu czgstek. Dla duzej liczby czastek jedyne latwo dostepne stany splatane
to stany $cisniete [J. Ma i in. 2011; Demkowicz-Dobrzanski, Jarzyna i Kotodyn-
ski 2015; Pezzé, Smerzi i in. 2018|. Okazuje sie jednak, ze sa one wystarczajace,
aby wysyci¢ asymptotycznie ograniczenia na precyzje w typowych problemach
metrologicznych z nieskorelowanym szumem. Obserwujemy to np. w problemie
estymacji fazy w interferometrze Macha-Zehndera w obecnosci dekoherencji,
gdzie optymalny schemat pomiarowy zaktada wpuszczenie do dwdch réznych
ramion interferometru odpowiednio stanu koherentnego i stanu Scisnietej prozni,
a nastepnie pomiar roznicy obsadzen [Caves 1981; Demkowicz-Dobrzanski, Ja-
rzyna i Kolodyriski 2015|. Podobnie w przypadku interferometrii Ramseya, gdzie
optymalny stan poczatkowy zespolu atomow to stan jednoosiowo skrecony [IKi-
tagawa i Ueda 1993; Ulam-Orgikh i Kitagawa 2001].

Przyktadem takiego praktycznego zastosowania metrologii kwantowej jest
uzycie kombinacji stanu koherentnego i stanu $ci$nietej prozni w detekcji fal
grawitacyjnych. Pierwsze demonstracyjne zastosowania stanoéw Scisnietych do
poprawy czulosci detektorow fal grawitacyjnych GEO 600 oraz LIGO opisano
w pracach |[Abadie i in. 2011; Aasi i in. 2013]. Nastepnie pokazano miedzy
innymi, ze przy wystepujacym wtedy poziomie szumoéw optycznych w detekto-
rze GEO 600 taki wtasnie stan zapewnia praktycznie najlepsza mozliwa czu-
los¢ [Demkowicz-Dobrzanski, Banaszek i Schnabel 2013]. Aktualnie stany Sci-
$niete sa juz na state uzywane w detektorach Advanced LIGO i Advanced Virgo.
Byty wykorzystane podczas pomiarow, w ktorych dokonano detekeji fal grawi-
tacyjnych i odpowiadaja za wzrost liczby obserwacji az do 50% [Acernese i in.
2019; Tse i in. 2019].
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Rozdziat 2

Siecl tensorowe

W tym rozdziale zostanie dokonany przeglad podstawowych wiadomosci o sie-
ciach tensorowych. Zaczniemy od wprowadzenia graficznej reprezentacji ten-
sorow 1 zademonstrujemy jak w tym nowym jezyku wyrazaja sie podstawowe
operacje wykonywane na tensorach. Nastepnie wprowadzimy rozktad na warto-
Sci osobliwe oraz rozktad Schmidta, co pozwoli nam plynnie przej$é¢ do entropii
splatania i jej prawa powierzchniowego. Bedziemy wtedy gotowi, aby bazujac na
koncepcji splatania, oméwi¢ podstawowe rodzaje sieci tensorowych. Na koricu
skupimy sie na szczegdlowym opisie jednowymiarowych sieci tensorowych.

2.1 Diagramy sieci tensorowych

Przez tensor rozumiemy wielowymiarowsa tablice liczb zespolonych (nie zakta-
damy zadnych wlasnoéci transformacyjnych), czyli element C4 %% odzie r
oznacza 173d tensora, a d; to wymiar j-tego indeksu tensora. Skalary, wektory
i macierze to najprostsze przyklady tensoréw odpowiednio o rzedzie 0, 1 i 2.
Sie¢ tensorowa definiujemy jako zbior tensorow, ktorych czesé albo wszystkie
indeksy sa zwezone wedlug okreslonego schematu.

Graficzna reprezentacja sieci tensorowych w postaci diagramoéw byta jednym
z katalizatorow sukcesu, jaki odniosty one w modelowaniu wielu problemow fi-
zycznych, podobnie jak miato to miejsce w przypadku diagraméw Feynmana.
Diagramy te umozliwiajg nie tylko uproszczenie rownan, ale tez w przejrzysty
sposob oddaja geometryczng strukture rozwazanego problemu. Wiele ogdlnych
wlasnosci badanych obiektow, w szczegélnosci standow kwantowych, moze by¢
odczytanych ze struktury diagramu sieci tensorowej. Idea przedstawiania ten-
sorow w postaci diagramoéw pochodzi od Penrosa [1971] i moze by¢ uwazana za
rozwiniecie konwencji sumacyjnej Einsteina. W tej notacji tensor rzedu r jest
przedstawiony jako geometryczny ksztalt (np. okrag), z ktorego wychodzi r linii
(,nozek”)t:

1Uzylismy tutaj zapisu abstrakcyjno-wskaznikowego, w ktorym T,, . o, oznacza ,caly”
tensor, a nie jedynie jego konkretny element w wybranej bazie (w praktyce z kontekstu po-
winno by¢ jasne czy piszac T, ..o, mamy na mysli tensor czy jego skladowa w bazie).
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a3 (%)

TOq,...,oa — O{4 al

r

Qs .. Qp
Jesli wymaga tego rozwazany problem to mozna nada¢ dodatkowe znaczenie
uzytemu ksztaltowi albo kierunkom linii, np. wprowadzi¢ rozr6éznienie na linie
idace do gory/dotu i interpretowa¢ je jako indeksy kontrawariane/kowariantne,
jednak na potrzeby tej dysertacji nie bedzie to potrzebne. W celu zwieksze-
nia przejrzystosci diagramoéw bedziemy pomija¢ wypisywanie symboli poszcze-
gblnych indeksow. Dla przyktadu przedstawimy jeszcze za pomoca diagramow
podstawowe rodzaje tensoréw, czyli skalar s, wektor v, i macierz M, g:

& 1 =

Omoéwimy teraz jak za pomoca diagramoéw sieci tensorowych przedstawié
rézne operacje na tensorach. Podstawowa operacja jaka wykonujemy na tenso-
rach jest ich zwezanie, czyli sumowanie po wspélnym indeksie, co na diagramie
przedstawiamy za pomoca tgczenia linii odpowiadajacych tym indeksom. Zobra-
zujemy to przykladami iloczynu skalarnego?, mnozenia macierzy przez wektor,
mnozenia dwoch macierzy oraz $ladu macierzy:

*
Z VoVa =
(6 3

St —(—()

E
3 Magbag = —()—(0)

B )

Zwroémy uwage, ze w zapisie diagramatycznym operator identycznosciowy 4, g
jest reprezentowany przez linie:

dop = @ g

Kolejna wazng operacja jest iloczyn tensorowy, ktérego wartosé dla ustalo-
nego zbioru indeksow jest iloczynem wartosci poszczegolnych tensoréw dla tych
indekséw, mianowicie

[M ® N] Moé1ﬁ1 ) No&zﬂz‘ (2'1)

a1,B1,02,02

Mozemy to w prosty sposéb przedstawi¢ na diagramie zestawiajac dwa tensory
obok siebie:

2Sprzezenie zespolone oznaczamy gwiazdka.
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= M@ N

Istotna operacja jest tez sprzezenie Hermitowskie, czyli potaczenie sprze-
zenia zespolonego z transpozycja, ktora graficznie mozemy wykonaé zaginajac
odpowiednio linie:

Ostatniag operacja, ktorg omowimy, a ktora jest szczegdlnie czesto wykony-
wana podczas pracy z sieciami tensorowymi, jest grupowanie/dzielenie indek-
sow. W ogolnosci przestrzenie liniowe C4*-*dr i C4h*-*ds g3 izomorficzne jesli

i_1d; = II}-; d; — oznacza to, Ze pojecie rzedu tensora jest dosy¢ plynne,
poniewaz mozemy znalez¢ tensor, ktory bedzie zawieral taka samg informacje,
ale bedzie miat inny rzad. Przyktadem grupowania indekséw jest wektoryzacja
macierzy M, g o wymiarach m X n, podczas ktorej laczymy kolejne kolumny
macierzy w pojedynczy wektor kolumnowy M, ; o dlugosci m - n, gdzie nowy
indeks 7 jest zdefiniowany jako v = o+ m(8 — 1) (wektoryzacja do wektora
wierszowego przebiega analogicznie). Operacje te mozemy z tatwoscia odwrocié
a=v modm, =1+ (y— «a)/m i méwimy wtedy o dzieleniu indeksu. Gru-
powanie indeksow przedstawiamy diagramatycznie wprowadzajac nowg grubszg
linie, ktora przebiega po zgrupowanym indeksie, np. w przypadku opisanej tu
wektoryzacji macierzy wprowadzamy linie | = || odpowiadajaca podwojnemu
indeksowi v = (a, 3) (7 jest para uporzadkowana « oraz [3), co na diagramie

wyglada nastepujaco:

Takie grupowanie/dzielenie indekséw mozna z latwoscia uogolni¢ w celu opisu
obnizania/podwyzszania rzedu dowolnego tensora. Biegle opanowanie grupo-
wania/dzielenia indeksoéw oraz ich permutowania jest kluczem do sukcesu przy
implementacji numerycznej sieci tensorowych. Jest to zwiazane z tym, ze wiek-
szo$¢ algorytmoéw numerycznych jest zoptymalizowana do dzialania na macier-
zach. Dla przykladu, jesli chcemy wyznaczy¢ T, 0,05 = Uayas.0s.00 War.a0,055
czyli dokonaé¢ zwezenia tensoréow U i W po wspolnych indeksach a; i as to
nalezy:

e dokona¢ permutacji indeksow tensora U, tak aby otrzymac Ua, a,.01,00;

e zgrupowac indeksy obu tensoréw, tak aby przyjety one posta¢ macierzy
U(Oé3,044)7(0<1,042) 1 W(OCLOCQ)OJ.B;

e zwezi¢ podwojny indeks (aq,z) w wyniku czego otrzymamy macierz
Tas,00),05> WYykorzystujace przy tym to, ze kod mnozenia macierzy jest bar-
dzo dobrze zoptymalizowana numerycznie operacja;
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e rozdzieli¢ podwojny indeks (a3, ay) z powrotem na as i ay.

Poruszymy jeszcze jeden istotny watek zwigzany z numeryczng implementa-
¢ja sieci tensorowych, mianowicie kolejnosé zwezania indekséw. Czasowa ztozo-
nos¢ obliczeniowa mnozenia dwoch macierzy M i N o wymiarach odpowiednio
m X ninxpwynosi O(nmp) [Cormen i in. 1990], co mozna rownowaznie za-
pisa¢ jako O(%
|M| = mn, |N| = np, a |M N N| oznacza wymiar zwezanego indeksu, czyli
|M N N| =n. Jak przed chwila pokazalismy, zwezanie indeksow dowolnych ten-
soro6w mozna sprowadzi¢ do mnozenia macierzy, wiec wzor (’)(fﬂm) opisuje
czasowg ztozonos$¢ obliczeniows zwezania dowolnych dwoch tensorow 7' i W,
tylko ze teraz |T| jest iloczynem wszystkich wymiar6w tensora T, a |T N W] jest
iloczynem wymiaréw wszystkich zwezanych (wspolnych) indeksow. Rozwazmy
teraz dwa sposoby zwezania tej samej sieci tensorowej, w ktorej kazdy indeks
ma wymiar d (tensory zwezane w danym kroku sa otoczone dookota przerywana

linia):

) gdzie | M|, oznacza iloczyn wymiaréw macierzy M, czyli

Widacé ze ztozono$¢ obliczeniowa zalezy od kolejnosci w jakiej zwezamy tensory,
dlatego jest bardzo istotne, aby przed rozpoczeciem obliczei numerycznych,
zbada¢ jaka kolejno$¢ bedzie najbardziej optymalna. W ogdlnoSci znalezienie
optymalnej kolejnosci zwezeni jest problemem NP-zupelnym [Arad i Landau
2010; Bridgeman i Chubb 2017], jednak w przypadku sieci tensorowych, ktore
beda dla nas istotne nie stanowi to bardzo duzego problemu.

2.2 Rozklad wedlug wartosci osobliwych

Jednym z gléwny zastosowan sieci tensorowych jest reprezentacja wieloczastko-
wych stanéw kwantowych (dla ktorych rozmiar przestrzeni Hilberta jest bardzo
duzy) za pomoca macierzy o matym wymiarze. Centralnym filarem formalizmu
sieci tensorowych, umozliwiajacym dokonanie takiego przyblizenia, jest rozktad
wedlug wartosci osobliwych (SVD, ang. Singular Value Decomposition) [Meyer
2000]. SVD pozwala roztozy¢ dowolng macierz M, o wymiarach m X n, na

M =USVT, (2.2)
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gdzie U i V to macierze unitarne (UUT = 1 = VVT) o wymiarach odpowiednio
m X minXxn,aS to macierz diagonalna o wymiarach m x n z nieujem-
nymi rzeczywistymi wartosciami na diagonali, zwyczajowo uporzadkowanymi
malejaco, zwanymi wartosciami singularnymi. Liczba niezerowych wartosci sin-
gularnych jest réwna rzedowi macierzy M. Dla nas jedna z najwazniejszych
wlasnosci SVD jest to, ze pozwala skonstruowaé najlepsze mozliwe przyblizenie
macierzy M o rzedzie r przez macierz M’ o nizszym rzedzie r’. Jesli za blad
przyblizenia uznamy norme Frobeniusa || M — M’||; to sposrod wszystkich ma-
cierzy o rzedzie r’ minimalng wartosé¢ bledu przyblizenia uzyskamy dla macierzy
M' = US'VT, gdzie macierz S’ r67ni sie od macierzy S tym ze zawiera jedy-
nie 7’ najwiekszych wartosci singularnych (a pozostale zostaty przyrownane do
zera) |Eckart i Young 1936]. Warto wspomnie¢, ze w praktyce numerycznej nie
zawsze potrzebujemy SVD, czesto wystarczajacy jest mniej wymagajacy nume-
rycznie rozktad QR, ktory pozwala zapisa¢ dowolng macierz M o wymiarach
m X n w postaci M = @R, gdzie () to macierz unitarna o wymiarach m x m,
a R to macierz gornotrojkatna (to znaczy R, s = 0 jesli o > ) o wymiarach
m X n.

SVD stanowi rowniez trzon bardzo uzytecznego narzedzia kwantowej teo-
rii informacji, mianowicie rozkladu Schmidta |[Nielsen i Chuang 2000], ktory
pozwala nam scharakteryzowaé¢ splatanie pomiedzy dwoma poduktadami zto-
zonego uktadu (zakladajac, ze uklad fizyczny znajduje si¢ w stanie czystym).
Stan czysty uktadu zlozonego AB mozna zapisaé jako

) = Z;‘I’a,ﬁ )4 lP) 5 (2.3)

gdzie {|o) 4}, 1 {|8)p}; stanowia baze¢ odpowiednio poduktadu A i B. Wspol-
czynniki ¥, g mozemy zinterpretowac jako elementy macierzy W, ktérag mozemy
roztozy¢ za pomoca SVD:

= Z Z Ua,ySy4V54 ) 4 [8) g =

a,B
:Z (Z’O‘ (a|U]) ) M(ZW 5|V*|7>B) =
= ﬁ:sw‘uw )alvy) s (2.4)

gdzie |uy), = U|y), 1 |vy)g = V*|7) 5 to wektory ortonormalnej bazy (bazy
Schmidta), a uporzadkowane malejaco wartosci singularne s, = 5, , nazywamy
wspotezynnikami Schmidta. Liczbe niezerowych wspotezynnikéw Schmidta na-
zywamy rzedem Schmidta x i jest to jedna z mozliwych miar splatania pomiedzy
poduktadami A1 B — jesli x = 1 to uklad jest w stanie separowalnym, w prze-
ciwnym wypadku mamy do czynienia ze stanem splatany (maksymalna wartosé
rzedu Schmidta to wymiar przestrzeni Hilberta mniejszego z poduktadow). Wi-
dzimy teraz, ze jezeli cheielibySmy przyblizy¢ stan |¢) o rzedzie Schmidta y sta-
nem [¢)'), ktory wykazuje mniejsze splatanie pomiedzy poduktadami (mierzone
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rzedem Schmidta) — ustalmy ze chcemy aby ono wynosito x’ (X < x) — to naj-
lepsze mozliwe przyblizenie otrzymamy przyjmujac ') = 27_1 Sy [tq) 4 |vy) 5
(w celu normalizacji trzeba dodatkowo odpowiednio przeskalowaé wspotezynniki
Schmidta).

Znajac rozklad Schmidta stanu |¢)) mozemy z latwoscia skonstruowaé zre-
dukowane macierze gestosci:

pA = TrB |¢ w‘ Z 52 |uv u7| ) (2'5)
pp = Tra [) | = Z 32 ’U’Y U’Y‘ (2.6)

przy czym warto zwroci¢ uwage, ze wartosci wlasne zredukowanych macierzy
gestosci to kwadraty wspotczynnikow Schmidta, a wektory wtasne to wektory
bazy Schmidta. Jako miare splatania bedziemy uzywaé entropie splatania von
Neumanna S, ktora wigze sie ze wspotczynnikami Schmidta nastepujaco:

S = —Tr(palog, pa) = — Tr(pg log, ps) Zs log, 52 (2.7)

Jezeli uktad jest w stanie separowalnym to S = 0. Dla ustalonego rzedu Schmidta
x maksymalna wartos¢ entropii splatania to & = log, x i realizuje sie ona, gdy
stan uktadu ma plaski rozkltad wartosci Schmidta s, = %

2.3 Prawo powierzchniowe dla entropii splatania

Losowy stan z wieloczastkowe] przestrzeni Hilberta zachowuje sie zgodnie z
prawem objetosciowym (ang. volume law), to znaczy entropia splatania pomie-
dzy dwoma poduktadami jest proporcjonalna do objetosci tych poduktadow. W
szczegolnosci, losowy stan N d-wymiarowych czastek wykazuje entropie splata-
nia S ~ % log, d przy podziale uktadu na dwie réwne czesci po % czastek [Page
1993].

Okazuje sie jednak, ze nie jest to typowa wtasnoéé¢ dla standéw wystepujacych
w przyrodzie. Wiele Hamiltonian6w opisujacych uktady fizyczne cechuje lokalny
charakter oddzialywania pomiedzy czasteczkami. Lokalno$é¢ tych oddziatywan
okazuje sie mie¢ daleko idgce konsekwencje. W szczego6lnosci stany podstawowe
oraz niskoenergetyczne stany wzbudzone lokalnych Hamiltonianéw wykazuja za-
chowanie zgodne z prawem powierzchniowym (ang. area law), to znaczy entropia
splatania pomiedzy dwoma podukladami (dla odpowiednio duzych podukta-
dow) jest proporcjonalna do powierzchni granicznej pomiedzy nimi [Srednicki
1993; Eisert, Cramer i Plenio 2010] (dla uktadéw bez przerwy energetycznej
moga pojawié¢ sie dodatkowe poprawki do tego skalowania, zazwyczaj logaryt-
miczne w funkeji rozmiaru uktadu [Vidal i in. 2003]).

Oznacza to, ze fizycznie interesujace stany, te ktoére spelniaja prawo po-
wierzchniowe, nie zajmuja calej przestrzeni Hilberta (ktora dla N d-wymiarowych
czastek ma wymiar az dV), a jedynie jej eksponencjalnie maly kawalek. Rozwa-
zymy rozmaito$¢ stanow, ktoérag mozna otrzyma¢ w wyniku ewolucji generowanej
przez dowolny, zalezny od czasu lokalny Hamiltonian przez czas, ktory skaluje
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sie wielomianowo z liczba czastek w uktadzie N. Okaze sie, ze otrzymamy roz-
maitos¢, ktora jest eksponencjalnie mata czescia przestrzeni Hilberta [Poulin i
in. 2011]. Oznacza to, ze znakomita wiekszos¢ przestrzeni Hilberta jest osiagalna
dopiero po czasie ewolucji, ktory jest eksponencjalny w N. Mowi sie wrecz, ze
przestrzen Hilberta stanowi ,wygodna iluzje” [Poulin i in. 2011] — jest wygodna
z perspektywy matematycznej, ale jest rowniez iluzja, poniewaz nikt nigdy nie
zaobserwuje jej w catosci.

Jesli chcemy teraz badac¢ stany nalezace do fizycznie istotnego wycinka prze-
strzeni Hilberta to byloby pozadanym, aby mie¢ do nich dostep bezposrednio.
To wtasnie umozliwiaja nam sieci tensorowe. Mozna traktowa¢ je jako repre-
zentacje klasy standéw kwantowych, ktére wykazuja okreslony rodzaj splatania —
tak w sensie geometrycznej struktury (jedno- lub dwuwymiarowe), jak i zasiegu
korelacji (skoriczony lub nieskonczony). W nastepnym podrozdziale powiazemy
rozne rodzaje sieci tensorowych z typem splatania, ktory naturalnie opisuja.

2.4 Glowne rodzaje sieci tensorowych

Dokonamy teraz przegladu podstawowych wtasnosci najczesciej spotykanych w
literaturze sieci tensorowych [Orus 2019], ktore diagramatycznie przedstawili-
$Smy na rysunku 2.1.

Macierzowe stany produktowe (MPS, ang. Matriz Product States) |[Fannes,
Nachtergaele i Werner 1992] albo jak niektorzy matematycy je nazywaja tancu-
chy tensorow (ang. Tensor Trains) [Hackbusch 2010] — sa to jednowymiarowe
(1d) sieci tensorowe w ksztalcie laricucha, jak na rysunku 2.1(i). Kazdej czastce
w uktadzie jest przyporzadkowany jeden tensor w tancuchu. Charakteryzuja
sie stala entropia splatania, niezaleznie od rozmiaru uktadu, czyli spetniaja 1d
prawo powierzchniowe dla entropii splatania. W zwiazku z tym stanowia na-
turalng reprezentacje dla niskoenergetycznych stanow witasnych lokalnych 1d
Hamiltonian6w z przerwa energetyczna [Hastings 2006; Hastings 2007]. Mozna
je efektywnie i Scile zweza¢. Dwupunktowa funkcja korelacji na stanie w repre-
zentacji MPS zanika eksponencjalnie z odlegtoscia, a wiec MPS opisuja stany
o skoriczonym zasiegu korelacji [Schollwock 2011]. W zwiazku z tym nie moga
Scigle odda¢ struktury splatania uktadéw w stanie krytycznym. Jednak sa one
bardzo efektywne i na przestrzeni lat opracowano szereg metod umozliwiajacych
uzyskanie przy ich pomocy warto$ciowych informacji o wtasnosciach uktadow
w stanie krytycznym |Tagliacozzo i in. 2008; Pollmann i in. 2009].

Zrzutowane pary stanow splatanych (PEPS, ang. Projected Entangled Pair
States) [Verstraete i J. 1. Cirac 2004] stanowia naturalne uogélnienie MPS
na wiekszg liczbe wymiaréw przestrzennych. Wspomnimy tylko o ich warian-
cie dwuwymiarowym (2d), ktory dla sieci kwadratowej przedstawiono na ry-
sunku 2.1(ii). Spelniaja one 2d prawo powierzchniowe dla entropii splatania. Re-
prezentuja niskoenergetyczne stany wlasne lokalnych 2d Hamiltonianow [Pérez-
Garciaiin. 2008]. W przeciwienistwie do MPS, zwezanie PEPS jest eksponencjal-
nie trudnym problemem. W zwiazku z czym trzeba positkowac sie odpowiednimi
metodami przyblizonymi [Schuch i in. 2007; Orus 2014]. Kolejng ro6znica w sto-
sunku do MPS jest to, ze PEPS moga mie¢ nieskonczony zasieg korelacji, a wiec
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(i) (ii)

(iii) (iv) A \
(v) (vi)
o %

RYSUNEK 2.1: Przyktady sieci tensorowych. (i) Macierzowy stan produktowy (MPS).
(ii) Zrzutowane pary stanow splatanych (PEPS) dla sieci kwadratowe;j. (iii) Sie¢ drzew
tensorowych (TTN). (iv) Wieloskalowy splatany renormalizacyjny ansatz (MERA).
Kwadraty oznaczaja tensory unitarne, a trojkaty tensory izometryczne. (v) Macie-
rzowy operator produktowy (MPO). (vi) Zrzutowane pary operatoréw splatanych
(PEPO).

moga oddac¢ korelacje wystepujace w uktadach krytycznych gdzie dwupunktowa
funkcja korelacji zanika potegowo z odlegloscia [Verstraete, Wolf i in. 2006].

Sieci drzew tensorowych (TTN, ang. Tree Tensor Networks) [Shi, Duan i
Vidal 2006] sa to sieci tensorowe o strukturze w ksztalcie drzewa jak na ry-
sunku 2.1(iii). Poza fizycznym wymiarem przestrzennym maja one dodatkowy
wymiar ,holograficzny”. Ten dodatkowy wymiar mozna interpretowaé jako kie-
runek renormalizacji — odpowiada on za opis uktadu na r6znych skalach dtugosci.
W zwiazku z tym tego typu sieci tensorowe sg naturalnym kandydatem do opisu
uktadéw niezmienniczych ze wzgledu na skalowanie, jak np. uktady w stanie
krytycznym. Entropia splatania TTN zalezy od sposobu podziatu sieci na dwa
poduktady. Istnieja takie podzialy, ktore spetniajg 1d prawo powierzchniowe
oraz takie, ktore wprowadzaja do niego dodatkowe poprawki logarytmiczne (w
funkcji rozmiaru uktadu), jednakze usredniajac TTN speiaja 1d prawo po-
wierzchniowe. Mozna je jak MPS efektywnie zweza¢. TTN dobrze nadaja sie
do opisu 1d uktadoéw z przerwa energetyczng. Zazwyczaj stanowia troche lepszy
od MPS ansatz przy opisie 1d ukladéw w stanie krytycznym [Silvi i in. 2010].
Sa tez (wraz z MPS) z powodzeniem stosowane w chemii kwantowej [Chan i
Sharma 2011; Szalay i in. 2015].

Wieloskalowy splatany renormalizacyjny ansatz (MERA, ang. Multiscale
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Entanglement Renormalization Ansatz) [Vidal 2007b; Vidal 2010] jest to typ
sieci tensorowych o strukturze jak na rysunku 2.1(iv). MERA mozna uwazac za
uogo6lnienie TTN. W MERA na tensory sa narzucone ograniczenia, mianowi-
cie musza one by¢ unitarne albo izometryczne. Unitarne tensory odpowiadaja
za splatanie pomiedzy sasiednimi stopniami swobody, a izometryczne tensory
odpowiadaja za gruboziarnistos¢ (ang. coarse-graining) i zachowanie normali-
zacji stanu kwantowego. Sprawia to, ze ich zwezanie jest bardzo efektywne oraz
powoduje, ze dla MERA splatanie buduje si¢ lokalnie, na kazdej skali dtugosci
uktadu. To wszystko skutkuje tym, ze dla 1d MERA entropia splatania wykazuje
skalowanie logarytmiczne z rozmiarem uktadu — doktadnie takie jak konforemna
teoria pola przewiduje dla 1d ukladéw w stanie krytycznym [Holzhey, Larsen i
Wilezek 1994; Calabrese i Cardy 2004]. Uwaza sie, ze MERA jest powiazana z
geometria przestrzeni poprzez korespondencje anty de Sittera/konforemna teo-
ria pola (AdS/CFT — dualno$¢ cechowania/grawitacji) [Swingle 2012].

Wszystkie wymienione dotychczas sieci tensorowe stuzg do reprezentowa-
nia czystych stanéw kwantowych. Mozemy je jednak tatwo uogélni¢, aby opi-
sa¢ operatory (w tym macierze gestosci) i tak np. w 1d mamy do czynienia z
macierzowymi operatorami produktowymi (MPO, ang. Matriz Product Opera-
tors) [Zwolak i Vidal 2004; Pirvu i in. 2010] przedstawionymi na rysunku 2.1(v),
a w 2d ze zrzutowanymi parami operatorow splatanych (PEPO, ang. Projected
Entangled Pair Operators) |Czarnik i Dziarmaga 2015| przedstawionymi na ry-
sunku 2.1(vi).

Na koniec wspomnijmy, ze istnieja réwniez ciggle sieci tensorowe shuzace
jako ansatz dla niskoenergetycznych funkcjonalow w kwantowej teorii pola (jak
i dla operatorow dzialajacych na te funkcjonaly) [Verstraete i J. I. Cirac 2010;
Haegeman i in. 2013).

2.5 Jednowymiarowe sieci tensorowe

2.5.1 Macierzowe stany produktowe

W reprezentacji macierzowych stanow produktowych (MPS) stan kwantowy |1))
opisujacy N rozroznialnych d-wymiarowych czastek ma postaé

Tensor A[n| — n sluzy nam do oznaczenia pozycji w tanicuchu, n € {1,..., N}
— ma trzy indeksy

Jn

Qp—1 @ Qn

Linie poziome odpowiadaja indeksom (nazywanymi wirtualnymi indeksami)
a, € {1,...,Xn}, gdzie parametr y, nazywamy wymiarem wiazania (xo =
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X~ = 1), a linia pionowa odpowiada indeksowi (nazywanemu indeksem fizycz-
nym) j, € {0,...,d — 1}, ktory numeruje wektory bazy n-tej czastki. Mozemy
ten stan zapisa¢ réwniez za pomoca réwnania jako

Y= S A[PARP . AINPY i in), (2.8)

J1,J25--JN=0

z ktorego widzimy ze amplituda prawdopodobienstwa dla danego wektora bazy
(ustalonych wartosci j,,) jest okreslona przez iloczyn (produkt) N macierzy, stad
nazwa macierzowy stan produktowy. Aby w efekcie takiego zwezania otrzymaé
wielkos¢ skalarna, na koricach tancucha znajduja sie specjalne wersje macierzy
— wektory.

Najwiekszg wartos¢ x,, oznaczymy Y, czyli x = max, x,, opisuje ona wy-
miar wigzania calej sieci tensorowej. Zauwazmy, ze gdy y = 1 to mamy do
czynienia ze stanem produktowym (wtedy i tylko wtedy). Wymiar wiazania
jest kluczowym parametrem sieci tensorowej, Scisle powigzanym z maksymalna
ilogcig splatania, ktora dana sie¢ zawiera, co zaraz pokazemy. Wyznaczymy ogra-
niczenie gorne na entropie splatania stanu w reprezentacji MPS, przy podziale
taficucha N czastek na dwa poduktady — poduktad A stanowi pierwszych n cza-
stek tancucha, a poduktad B pozostate N —n czastek. Zaczniemy od zapisania
stan uktadu w postaci

d—1 , ‘ Xn
Wy =>_ AL AINPY G gv) = Y law)a low) s (2.9)
J1se-JN=0 an=1
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
d—1 A _
ada= > (AP AR i), (2.10)
J1yeess Jn=0 o
d—1 _ _
g = > (Al + 1P CANPY) i) (2.11)

jn+11"'7jN:O "

Mimo ze zapis (2.9) przypomina rozktad Schmidta to w ogolnosci nim nie jest,
poniewaz bazy {|a,) 4}, 1i{|an)g}, odpowiednio poduktadu A i B zazwyczaj
nie sg ortonormalne. Zredukowana do poduktadu A macierz gestosci ma posta¢

Xn
pA = Z XO‘MOC{,L |Oén>A<Oé;7,| ) (212)
ap,oh =1
gdzie
Xamoé% = <O‘;L|O‘n>37 (2.13)

jest macierza rzedu maksymalnie x,,. Wynika z tego, ze maksymalna wartos¢
entropii splatania & = — Tr(palog, pa) wynosi log, x», — gdy wszystkie war-
tosci wlasne X sa rowne x% Oznacza to, ze niezaleznie od wyboru wielkosci
poduktadow

S < log, x. (2.14)
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Wynik ten mozna uogdélni¢ na wyzej wymiarowe sieci tensorowe — kazda linia od-
powiadajaca wirtualnemu indeksowi, ktora zostanie przecieta przez powierzch-
nie graniczng pomiedzy dwoma podukladami daje wklad do entropii splatania
rowny maksymalnie log, x [Oras 2014]. Uzyskane ograniczenie pokazuje tez, ze
entropia splatania stanu w reprezentacji MPS ma stalyg warto$¢ niezalezng od
dhugosci tancucha N, czyli spetnia 1d prawo powierzchniowe.

Prezentowana do tej pory posta¢c MPS reprezentuje stan ukladu o otwar-
tych warunkach brzegowych (OBC, ang. Open Boundary Conditions), jezeli
jednak chcieliby$émy uzyska¢ periodyczne warunki brzegowe (PBC, ang. Perio-
dic Boundary Conditions) to mozemy je osiagna¢ zastepujac brzegowe wektory
macierzami i tgczac ich indeksy otrzymujac geometrie pierdcienia:

Dodatkowa linia odpowiadajaca za zwezenie pierwszej i ostatniej macierzy jest
rownowazna wprowadzeniu $ladu do definicji MPS:

W= > Tr(ALP AR AINPY s ) (2.15)

J1,J25--JN=0

Jezeli w kazdym oczku taricucha mamy ten sam tensor, czyli V, A[n] = A, to stan
uktadu jest translacyjnie niezmienniczy (TI, ang. Translationally Invariant).
Odwrotne stwierdzenie jest rowniez prawdziwe — to znaczy kazdy T1 stan mozna
zareprezentowa¢ za pomoca TT MPS [Pérez-Garcia i in. 2007].

Pokazemy teraz, ze dowolny stan kwantowy z N-czastkowej przestrzeni Hil-
berta mozna zareprezentowaé przy uzyciu MPS. Stan taki ma postaé

d—1
)= X Wiy 2. i), (2.16)

gdzie wspotczynniki W; ;, ;. mozemy traktowac¢ jako elementy pewnego ten-
sora U rzedu N, ktoéry diagramatycznie mozna przedstawi¢ jako elipse, z ktorej
wychodzi N linii:

Zgrupujemy teraz wszystkie indeksy poza pierwszym, czyli od j; do jn, w jeden
indeks, przeksztalcajac tym samym W w macierz, do ktorej zastosujemy SVD i
nastepnie rozdzielimy z powrotem indeksy:
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Ll
ot bockl

Powtarzajac teraz w stosunku do V[l]Jr operacje grupowania indekséw, SVD i
rozdzielania indekséw otrzymamy:

b0 - b e -

Kontynuujemy taka procedure dla kazdego kolejnego V[n]" az otrzymamy stan

w postaci

Jest to juz praktycznie stan w reprezentacji MPS. Jesli chcielibySmy otrzymaé
postaé identyczna jak na poczatku tego podrozdziatu, to trzeba zwezi¢ ze soba
tensory U[n] i S[n], a wynikowy tensor oznaczy¢ jako A[n| oraz zmieni¢ ozna-
czenie tensora V[N]" na A[N]. Rozklad ten cechuje to, ze wartosci singularne
znajdujace sie na diagonali macierzy S[n] majg wazna interpretacje fizyczna
— s3 to wspotczynniki Schmidta przy podziale uktadu pomiedzy pierwszych n
czastek i pozostate N — n czastek, a wiec jednoznacznie wyznaczaja entropie
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splatania pomiedzy tymi podukladami & = — X2, (S[n])iV log, (S[n])iﬂ/ [Vi-
dal 2003]. Wraz ze wzrostem wymiaru wiazania y mozemy opisa¢ coraz bar-
dziej splatane stany kwantowe, ale aby pokry¢ cala przestrzen Hilberta musimy
zwiekszy¢ wymiar wigzania az do dV/2. Jezeli jednak badany stan spelnia 1d
prawo powierzchniowe dla entropii splatania, jak np. stan podstawowy 1d lo-
kalnego Hamiltonianu z przerwa energetyczna, to mozna go opisaé przy uzyciu
MPS o malym wymiarze wiazania [Verstraete i J. I. Cirac 2006]. Jest to zwia-
zane z tym, ze dla takich stanéw spektrum wspotczynnikow Schmidta zanika
eksponencjalnie szybko i rzutujac na podprzestrzen powigzang z istotnie nie-
zerowymi wartosciami singularnymi (ktorych jest niewiele) mozemy wyraznie
zredukowaé wymiar wigzania zachowujac przy tym wiernie badany stan. Wi-
dzimy wiec, ze dla 1d uktadéw kwantowych, ktore wykazuja jedynie niewielkie
lokalne korelacje, reprezentacja MPS stanowi efektywny opis, ktory pozwala
zredukowad liczbe potrzebnych parametrow z dV (przy standardowym opisie ze
pomoca pojedynczego tensora W) do dy?N, czyli zmieni¢ skalowanie z wyklad-
niczego na liniowe z rozmiarem uktadu. Warto wspomnieé¢, ze zaprezentowany
tu rozktad stanu kwantowego jest dydaktycznie pouczajacy, poniewaz ilustruje
typowe operacje (grupowanie/dzielenie indekséw, SVD) stosowane przy pracy
z uzyciem sieci tensorowych. Jednak nie jest to przyklad tego jak uzywa sie
MPS w praktyce. Trzeba pamietaé¢, ze zysk ze stosowania sieci tensorowych be-
dzie istotny jedynie wtedy, gdy wszystkie etapy obliczen, a nawet sam badany
problem, beda wyrazone za pomocg sieci tensorowych.

Za pomoca MPS mozemy nie tylko opisywa¢ stany, ktore maja krotkoza-
siegowe korelacje, takie jak stany podstawowe lokalnych 1d Hamiltonianow z
przerwa energetyczng. Mozemy tez opisaé stany, ktore maja nielokalne korelacje
i tamia nierownosci Bella jak stan GHZ (1.46). Kluczowe do efektywnego opisu
przy uzyciu MPS, jest aby stan charakteryzowal sie niewielka entropia splata-
nia, gdyz wtedy mozna go przedstawi¢ jako MPS o wymiarze wiazania (mak-
symalnie) y = 2%. Dla stanu GHZ entropia splatania wynosi jedynie Sguz = 1
(stan maksymalnie splatany N kubitow ma entropie splatania Spa.x = N), czyli
mozna go wyrazi¢ przy pomocy MPS o xy = 2. Reprezentacja MPS stanu GHZ
z PBC jest wyjatkowo prosta, poniewaz kazdej czastce odpowiada taki sam
zestaw macierzy (nie ma zaleznosci od n):

A’ = (é 8) , A= (8 ?) (2.17)

Reprezentacja MPS nie jest unikalna, a dany stan fizyczny moze by¢ re-
prezentowany przez nieskonczenie wiele MPS. Transformacje MPS, ktore nie
zmieniajy fizycznego stanu, noszg nazwe transformacji cechowania. Przyktadem
takiej transformacji jest przeksztatcenie

Aln)m — ApPr X! dla n nieparzystych, (2.18)
Aln)’" — X A[n)’ dla n parzystych, (2.19)
gdzie od macierzy X wymagamy jedynie, aby miala lewg odwrotnosé, a wiec

moze by¢ prostokatna i zwieksza¢ wymiar wigzania. Ta swoboda moze by¢ wy-
korzystana do wprowadzenia postaci kanonicznej MPS. Dla OBC mozna przy
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pomocy SVD tatwo sprowadzi¢ kazdy MPS do bardzo wygodnej postaci lewo-
lub prawo-kanonicznej [Pérez-Garcia i in. 2007], dla ktorych tensory tworzace
MPS spelniaja warunek (odpowiednio po lewej/prawej dla postaci lewo-/prawo-
kanonicznej):

d—1 ] )
Z A[n]]nTA[n]]n — ]17 Z A ]n ]n — ]l, (220)

Jn=0 Jn=0

1 -C )3

Technicznie w przypadku postaci lewo-(prawo-)kanonicznej tensory na ostat-
nim (pierwszym) oczku moga nie spelnia¢ tego warunku, ale jak za chwile sie
przekonamy oznacza to, ze stan nie jest unormowany. Przyktadem MPS w po-
staci lewo-kanonicznej jest ten, ktory otrzymalismy powyzej w wyniku rozktadu
dowolnego stanu kwantowego (2.16).

MPS stanowia bardzo efektywny sposob opisu stanéw kwantowych, ale ich
uzyteczno$¢ bytaby znikoma, gdyby nie pozwalaty réwnie efektywnie wyzna-
czaé warto$ci oczekiwanych obserwabli. Na szczescie nie stanowi to problemu,
poniewaz sieci takie mozna efektywnie i Scisle zwezaé, a w niektorych przypad-
kach w wyniku zastosowania postaci kanonicznej staje sie to wyjatkowo proste.
Uzyjemy najprostszego mozliwego przyktadu, czyli obliczymy iloczyn skalarny
(1|1), aby pokazaé optymalna strategie zwezania takiej sieci tensorowej i zilu-
strowa¢ roznice w ztozonosci obliczeniowej pomiedzy stanami z OBC i PBC. W
przypadku OBC (¢|1)) reprezentuje sie¢

A (P —(i)

(o) —(as)—(on)

Zaktadajac, ze wzdtuz catego taricucha MPS wymiar wiazania y jest taki sam to
w optymalnym schemacie zwezania konieczne jest wykonanie O(dx>N) operacji:

O(dx?) i O(dx?)
O(dx?)

O(dy?)
ol L=
-
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Zauwazmy, ze gdyby zwezanie przebiegalo ,wierszami” zamiast ,kolumnami”
to potrzebna liczba operacji skalowataby sie wyktadniczo z N. Widzimy teraz
tez zalety postaci kanonicznej, w ktorej wykonanie takiego zwezenia staje sie
trywialne, poniewaz kazda kolejna ,kolumna” odpowiada identycznosci oprocz
ostatniej, ktora zawiera informacje o normie stanu. W przypadku PBC w ogdl-
no$ci nie istnieje prosty algorytm pozwalajacy sprowadzi¢ stan do wygodnej
postaci kanonicznej [Verstraete, Murg i J. Cirac 2008|, a z powodu braku wy-
roznionego poczatku tancucha zwezenie sieci

(P —(ap) A[5r~~-

() —( At —(a1)—(45]) - @

wymaga az O(dx®N) operacji:

O(dx*) O(dx®)
O(dx?) ' O(dx?)

\
N >
- ‘

Na koniec wspomnijmy, ze waznym elementem sukcesu MPS sa wydajne al-
gorytmy numeryczne wykorzystujace MPS jako ansatz. Do najbardziej znanych
nalezy grupa renormalizacji macierzy gestosci (DMRG, ang. Density Matriz Re-
normalization Group), ktora pierwotnie zostala zaproponowana jako procedura
renormalizacji funkcji falowej stanu podstawowego 1d sieci kwantowej [White
1992; White 1993; Schollwock 2005], a pdzniej zostala zinterpretowana jako
metoda wariacyjnego poszukiwania stanu podstawowego w klasie funkcji falo-
wych reprezentowanych przez MPS [Ostlund i Rommer 1995; Dukelsky i in.
1998; Schollwock 2011]. Drugi bardzo znany algorytm wystepuje pod akroni-
mem TEBD (ang. Time-Fvolving Block Decimation) [Vidal i in. 2003; Vidal
2004] i pozwala wykonaé¢ ewolucje w czasie MPS tak dtugo jak stan pozostaje
stabo splatany. W szczegolnosci wykonujac ewolucje w czasie urojonym po-
zwala w sposob alternatywny do DMRG znalez¢ stan podstawowy. Oba z tych
algorytmow maja tez swoja odmiane dziatajaca w granicy termodynamicznej:
iDMRG [McCulloch 2008] oraz iTEBD [Vidal 2007a].
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2.5.2 Macierzowe operatory produktowe

Uogolnienie MPS w celu opisu operatoréw kwantowych nie stanowi problemu —
sa to macierzowe operatory produktowe (MPO), ktore dla PBC maja postac

9

czyli do opisu takiego operatora potrzeba d?y?N parametréw. Zapisany w po-
staci rownania operator ten, nazwijmy go O, ma postac

d—1
O= > T(AQRARIE . AINEY) ljida - jn)kaka k| (221)
J15J25+3IN s
K1,k ki =0
Aby operator reprezentowal macierz gestosci musi mie¢ $lad réwny jeden,
byé¢ Hermitowski oraz nieujemnie okreslony [Nielsen i Chuang 2000]. Odpo-
wiednio przeskalowujac tensory mozemy bez problemu zapewni¢ odpowiednig
wartos¢ sladu. Warunek wystarczajacy (ale nie konieczny) na to, aby operator
byt Hermitowski ma postac
Al = Aln]i™” (2.22)
i w tej pracy bedziemy go nazywaé¢ cechowaniem Hermitowskim. Oczywiscie
mozna zawsze obliczy¢ czes¢ Hermitowska dowolnego operatora O = %(O + OT)7
jednak taki operator O" ma dwa razy wickszy wymiar wigzania niz operator
O, poniewaz na kazdym oczku tworza go tensory Af[n], ktore dla ustalonych
indeksow fizycznych sa macierzami postaci

e _ L (Al 0
A [n]ml_%( . A[n]fg*)' (2.23)

Niestety nieujemna okreslonos¢ operatora jest wtasnoscig globalna, ktore nie
mozna zagwarantowa¢ naktadajac lokalne wiezy na tensory tworzace MPO. Na-
wet sprawdzenie czy dany operator zapisany w postaci MPO jest nieujemnie
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okreslony jest trudnym problemem [Kliesch, Gross i Eisert 2014]. Pewnym obej-
Sciem tego problemu jest wprowadzenie dodatkowe] struktury do sieci tensoro-
wej 1 wyrazenie stanu mieszanego za pomoca lokalnych puryfikacji, otrzymujac
sie¢ nazywana macierzowymi produktowymi operatorami (MPDO, ang. Matrix
Product Density Operators) [Verstraete, Garcia-Ripoll i J. I. Cirac 2004]

gdzie tensory A[n] (tworzace MPO) i B[n] (tworzace MPDO) mozemy ze soba
powiazac¢ nastepujaco:

Al = S Blnf © Bln)'". (2.24)

in=0

Wada MPDO jest to, ze stan z taka sama iloécia splatania jak w MPO wymaga
wiekszego wymiaru wiazania [Cuevas i in. 2013].

Ze wzgledu na produktowsa strukture MPO mogloby sie wydawaé¢ niemozli-
wym $ciste zareprezentowanie lokalnych Hamiltonianéw zawierajacych sume po
wszystkich czastkach, takich jak np. Hamiltonian dla modelu Isinga (na pier-
Scieniu) w polu poprzecznym

N N
H=-J> ollg+il _p > o, (2.25)
n=1 n=1

WidzieliSmy przeciez przed chwilg, ze sumie operatoréw odpowiada MPO o
zwielokrotnionym wymiarze wigzania. Z drugiej strony lokalna struktura Hamil-
tonianu gwarantuje istnienie reprezentacji MPO o niskim wymiarze wigzania.
Okazuje sie, ze istnieje prosty i §cisty sposob na przedstawienie takich Hamilto-
nianéw za pomoca MPO [McCulloch 2007], np. powyzszy Hamiltonian (PBC)
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mozna przedstawi¢ w postaci §ladu z iloczynu

—ho, —Jo, 1
0 0 0 dlan=1,
0 0 0
1 0 0
Aln] = o 0 0| dlane{2,...,N—1}, (2.26)
—ho, —Jo, 1
1 00
o, 00 dlan = N.
o, 00

Wstawiajac za macierze Pauliego o; ich elementy macierzowe pomiedzy wekto-
rami bazy odpowiadajacymi indeksom fizycznym otrzymamy macierze A[n];".

2.5.3 Granica termodynamiczna

Sieci tensorowe stuza nie tylko do opisu uktadow skonczonych. Mozna réwniez
za ich pomocg opisa¢ uktady w granicy termodynamicznej, pod warunkiem ze
uktad jest translacyjnie niezmienniczy (TT). W przypadku 1d mowimy wtedy o
nieskoriczonych macierzowych stanach produktowych (iMPS, ang. infinite Ma-
triz Product State) oraz nieskonczonych macierzowych operatorach produkto-
wych iIMPO, ang. infinite Matriz Product Operators) [Vidal 2007a; Orts i Vidal
2008].

Zademonstrujemy teraz, jak w granicy termodynamicznej wyglada przyktad
obliczania (1 |¢)), co pozwoli nam pokazaé cechy charakterystyczne podejécia
asymptotycznego. Zaczniemy od przedstawienia diagramu sieci tensorowej od-

powiadajacej (|):
A A (a4 a

DaOnOROR0OnC

Wprowadzimy teraz macierz transferu, ktora zdefiniujemy jako minimalny frag-
ment sieci, ktory powtarzany odtworzy ja cala (nasza definicja jest troche od-
mienna od typowo wystepujacej w literaturze |Bridgeman i Chubb 2017|, co
pozwoli nam uzy¢ koncepcji macierzy transferu rowniez w kontekscie iMPO).
Dla powyzszej sieci macierz transferu jest rowna F = Z?;é A" ® A7 Tab dia-

gramatycznie:

b
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gdzie od razu zgrupowaliSmy ze sobg odpowiednio lewe oraz prawe indeksy
wirtualne, aby przeksztalci¢ tensor £ w macierz. Mozemy teraz zapisa¢ sie¢
tensorowa odpowiadajaca (1|¢) w postaci
(o et e ) Q
NGNS NN/
co oznacza, ze (Y[) = limy_o, Tr E". W celu obliczenia tego wyrazenia za-
uwazmy, ze jesli F' jest diagonalizowalng macierza (nie musi by¢ Hermitowska)
to mozemy ja roztozy¢ na

J

E= Z)‘j ) (51, (2.27)

gdzie |r;) i (I;]* to odpowiednio prawe i lewe wektory wlasne F, ktore mozna
znormalizowac¢ do (I;|rg) = d; (lewy wektor wlasny to prawy wektor wilasny
macierzy transponowanej). Ten rozklad mozemy przedstawié na diagramie jako

o - =

Jesli wiodaca wartos¢ wlasna jest niezdegenerowana, to gdy N — oo dominujacy
wkiad do BV pochodzi od tej wartosci wiasnej:

EN ~ AV r) (1. (2.28)

Oznacza to, ze (Y|¢) = limy_ o AY i aby stan byl unormowany musimy tak
przeskalowa¢ tensor A, aby wiodaca warto$¢ wlasna macierzy transferu byla
rowna jeden. W zwigzku z tym, aby iMPS mogt reprezentowaé fizyczny stan
bedziemy zada¢, zeby jego macierz transferu miata niezdegenerowana wiodaca
wartos¢ wlasna.

Naturalnie jest rozwazaé¢ granice termodynamiczng dla PBC. Dla OBC mu-
sielibySmy wprowadzi¢ jeszcze warunki brzegowe w nieskonczonosci w postaci
odpowiednich wektoréw na koncach tancucha. Jednakze E* w dzialaniu na ta-
kie wektory brzegowe zwroci wiodacy wektor wlasny E jesli k jest wicksze niz
zasieg korelacji. Dlatego dla uktadéw o skoriczonym zasiegu korelacji przy bada-
niu zachowania asymptotycznego otrzymamy takie same rezultaty niezaleznie
od rozwazanych warunkoéow brzegowych.

Na koniec pokazemy jak dla iMPS wyznaczy¢ entropia splatania von Neu-
manna § = — Tr(pa log, pa), pomiedzy dwoma potéwkami nieskonczonego taii-
cucha. W tym celu musimy znalez¢ zredukowana macierz gestosci pa. Znajac
wiodace wektory wlasne macierzy transferu odpowiadajacej sieci (¢|v)) (czyli
macierzy F, ktora skonstruowaliSmy powyzej), mozna wyrazi¢ poszukiwana zre-
dukowang macierz gestosci w postaci [J. I. Cirac i in. 2011]

pa = \/Emﬁ, (2.29)

gdzie r1 i [; to macierzowa posta¢ wektorow |r;) i ({;|. Nalezy pamieta¢, ze
macierz transferu otrzymaliS§my grupujac indeksy tensora czwartego rzedu FE,

3Zwr6¢ uwage na réznice oznaczen: (v| = [v)', (v] = |v)T.
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a wiec kazdy indeks jest tak naprawde podw6jnym indeksem i mozemy go roz-
dzieli¢ na dwa indeksy.
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Rozdzial 3

Metrologia kwantowa w jezyku
siecl tensorowych

Rozdziat ten jest centralnym dla tej dysertacji. Pokazemy w nim jak za po-
mocy sieci tensorowych wyrazi¢ problem wyznaczenia fundamentalnego ograni-
czenia na precyzje estymacji w metrologii kwantowej. Zaczniemy od wprowa-
dzenia ogolnej klasy kanalow kwantowych, ktorych analiza (poza szczegolnymi
przypadkami) stanowita dotychczas duze wyzwanie dla metrologii kwantowej.
Nastepnie pokazemy, ze struktura splatania, ktora wprowadzaja takie kanaty
kwantowe moze by¢ w naturalny sposéb opisana przez jednowymiarowe sieci
tensorowe. Gdy juz wyrazimy caly problem metrologiczny w jezyku sieci tenso-
rowych, pokazemy efektywny sposob jego rozwigzania zaréwno dla uktadow o
skonczonym rozmiarze, jak i w przypadku asymptotycznym.

3.1 Sformulowanie badanego modelu metrologicz-
nego

Interesuje nas problem estymacji pojedynczego parametru w obecnosci dekohe-
rencji. Rozwazany przez nas uktad sktada sie z IV rozréznialnych d-wymiarowych
czastek, czyli nalezy on do przestrzeni Hilberta H = ®*_, C?. Zakladamy, ze
estymowany parametr ¢ zostaje zapisany w stanie koicowym p, w wyniku ewo-
lucji unitarnej zadanej przez lokalne generatory (Hamiltoniany):

N
po = Bylpo] = 70l M?, H =" Al (3.1)
n=1

gdzie A" = 120D @ h@ 12— jest generatorem dziatajacym na n-ta czastke.
Bedziemy rozwazaé roéwnolegte schematy metrologiczne, w ktorych dopuszczamy
najbardziej ogolne splatane stany poczatkowe oraz najbardziej ogélne pomiary,
ale bez mozliwosci adaptacji.

Co wyroznia rozwazania w tej pracy to zalozenie, ze szum reprezentowany
powyzej przez kanal ® nie musi by¢ lokalny, co czyni ten problem szczegolnie
wymagajacym. Jak wspomnieliSmy w rozdziale 1.3.2, obecnie istniejace metody
metrologii kwantowej dziataja efektywnie jedynie dla nieskorelowanych modeli
szumu i nie moga by¢ bezpos$rednio uzyte do badania wptywu korelacji wy-
stepujacych w szumie na mozliwg do osiagniecia precyzje estymacji. Co jednak
istotne, bardzo wiele fizycznie interesujacych uktadoéw charakteryzuje sie jedynie
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krotkozasiegowymi korelacjami. Daje to nadzieje na znalezienie metody radzenia
sobie z takimi problemami, ktora bedzie bardziej efektywna niz przeprowadzane
,ha site” obliczenia numeryczne w pelnej przestrzeni Hilberta.

Bedziemy zaktadaé, ze ® moze by¢ efektywnie przedstawione jako iloczyn
odwzorowan jedno- (@), dwu- (@7 +1) | trzy- (dlPn+1n+2)) § tak dalej czast-
kowych, az do pewnego punktu odciecia, po ktéorym zaktadamy, ze korelacje
szumu obejmujace nie wiecej niz r czastek mozna zaniedba¢. W celu uzyskania
bardziej fizycznej perspektywy, rozwazmy niezalezne od czasu kwantowe row-
nanie master [Breuer i Petruccione 2002| opisujace ewolucje uktadu N czastek
pod wplywem szumu:

d r N

P n
— =y L&Y (p), (3.2)
dt k=1n=1
£t (p) =3 DI (), (3.3)
gdzie
DId](p) = cpc! — %(pCTC + cTcp). (3.4)
Powyzej operatory Ji["""’%k_l] reprezentujg rozne efekty dzialania szumu na k

sasiadujacych czastek, a catkowity efekt takiego k-czastkowego szumu dziataja-
cego na podzbior czastek [n, ..., n + k — 1] jest reprezentowany przez odwzoro-
wanie £ — zauwazmy, ze trzyczastkowy czlon moze w szczegélnosci repre-
zentowaé dwuciatlowe oddzialywanie pomiedzy najblizszymi sasiadami. Kanat
® mozna teraz otrzymaé catkujac ewolucje po czasie:

® = exp (Z fj E(k’”)t>. (3.5)

k=1n=1

Jezeli wszystkie cztony w powyzszym eksponencie komutuja to mozemy od razu
zapisaé¢ ® jako iloczyn odwzorowan jedno-, dwu-, trzy- i tak dalej czastkowych,
co jak sie niedtugo przekonamy (patrz rozdziat 3.2) oznacza, ze kanat taki mozna
efektywnie zapisa¢ jako MPO. W przeciwnym razie mozna przyblizy¢ ewolucje
przez czas t, za pomoca zlozenia ewolucji przez krotsze przedziaty czasu, a w
kazdym z nich wykona¢ dekompozycje Suzukiego-Trottera [Trotter 1959; Suzuki
1966; Suzuki 1976].

W roéwnaniu (3.1) milczaco zalozyliémy, ze szum dziata przed unitarnym na-
krecaniem fazy. To nie pociaga za soba utraty ogdlnosci jesli te dwa procesy ko-
mutuja ze soba, jak to ma miejsce w przypadku wiekszosci popularnych modeli
metrologicznych estymacji fazy /czestosci w obecnosci defazowania czy strat [Do-
rner i in. 2009; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrzanski,
Kotodynski i Guta 2012]. Jednak jezeli wymaga tego rozwazany problem to
mozna rozszerzy¢ zaproponowany przez nas formalizm, tak aby uwzgledni¢ mo-
dele, w ktorych procesy te nie komutuja, kosztem pewnego skomplikowania
wzoréw oraz obliczeri numerycznych. Wiaze sie to z tym, ze w takiej sytuacji
nie bedziemy w stanie zapisa¢ pochodnej p, po parametrze w postaci komuta-
tora z Hamiltonianem, a zamiast tego bedzie potrzebne uzycie catej struktury
kanatu ®, do wyznaczenia pochodnej. Jednakze w tej pracy ograniczymy si¢ do
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modeli, w ktérych te procesy komutuja.

Jak wspomnieliSmy w rozdziale 1.3.2, w najbardziej nas interesujacym re-
zimie bardzo wielu czastek ograniczenia na precyzje estymacji w obecnosci de-
koherencji uzyskane w kwantowym podejsciu Bayesowskim, jak i w oparciu o
QFI, pokrywaja sie ze sobg. W zwigzku z tym skupimy si¢ na wyrazeniu za
pomoca sieci tensorowych problemu liczenia QFI, ktora ze wzgledu na lokalna
zaleznos¢ od struktury kanatu kwantowego i jego pierwszej pochodnej wokét es-
tymowanego parametru lepiej nadaje sie zastosowania metod sieci tensorowych.
Nie oznacza to, ze nie mozna zastosowaé opisanego tu formalizmu bezposrednio
do problemoéw Bayesowskich, wrecz przeciwnie, w szczegolnosei jesli maja one
strukture matematyczna zblizong do QFI, jak to ma miejsce np. w Bayesowskiej
analizie stabilizacji dziatania zegara atomowego (patrz rozdzialt 4.2).

Co bardzo wazne, w praktycznie wszystkich modelach metrologicznych uwzgled-
niajacych realistyczny wplyw dekoherencji maksymalna osiggalna wartosé¢ QFI
skaluje sie liniowo z N w granicy bardzo wielu czastek i zysk kwantowych ogra-
nicza sie jedynie do statego czynnika multiplikatywnego |Escher, Matos Filho
i Davidovich 2011; Demkowicz-Dobrzanski, Kotodynski i Guta 2012]. To wska-
zuje, ze aby osiagnac¢ optymalne z punktu widzenia metrologii rezultaty, mozna
ograniczy¢ rozwazania do klasy standéw poczatkowych pg, ktore zawieraja je-
dynie skoniczenie zasiegowe korelacje, a wiec takich stanow, ktore mozna efek-
tywnie zareprezentowaé przy pomocy sieci tensorowych [Jarzyna i Demkowicz-
Dobrzanski 2013|. Pamietajac ze QFT jest maksymalna dla stanu poczatkowego,
ktory jest najbardziej wrazliwy na zmiane parametru oraz uwzgledniajac to, ze
interesuje nas estymacja pojedynczego parametru skalarnego, mozna oczeki-
waé, ze optymalny stan poczatkowy bedzie wykazywal istotne korelacje tylko
w jednym wymiarze. W zwigzku z czym py bedzie mozna efektywnie zapisa¢ w
postaci MPO. Zauwazmy, ze z uwagi na przyjeta strukture kanatu kwantowego,
jesli stan poczatkowy pg jest jedynie lokalnie skorelowany, to pozostanie on ta-
kim pod wplywem rozwazanej ewolucji, czyli p, tez bedzie posiadac efektywng
reprezentacje MPO.

Wszystko to sugeruje, ze sieci tensorowe powinny stanowi¢ idealng repre-
zentacje, ktora pozwoli w efektywny sposob wyznaczyé QFI1 oraz znalezé opty-
malne stany poczatkowe w ramach rozwazanej tu klasy modeli metrologicznych
ze stabo skorelowanym szumem. Liniowe skalowanie z N w granicy bardzo wielu
czastek ma tez duze znaczenie, poniewaz powoduje, ze bedziemy mogli, podob-
nie jak w pracy [Jarzyna i Demkowicz-Dobrzanski 2015]|, stwierdzi¢ w oparciu
o kwantowa lokalna asymptotyczna normalno$é |Guta i Jencova 2007; Kahn i
Guta 2009], ze otrzymane ograniczenia na precyzje estymacji sa asymptotycznie
wysycalne. Nalezy podkredli¢, ze w przeciwienstwie do wielu metod metrologii
kwantowej rozwinietych w ostatnich latach nasze podejscie wyznacza bezpo-
srednio warto$¢ QFI, a nie jedynie ograniczenie na ta wartosc.
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3.2 p, 1 p, wreprezentacji MPO

Fundamentalnie QFI jest wielkoscia lokalna zalezna od macierzy gesto$ci na
wyjsciu kanalu kwantowego p, i jej pierwszej pochodnej wokol wartosci esty-
mowanego parametru. Pokazemy teraz jak dla modelu metrologicznego sfor-
mulowanego w poprzednim podrozdziale mozna efektywnie wyrazi¢ p, oraz jej
pochodng p, jako MPO.

Naszym zalozeniem bedzie, ze macierz gestosci py opisujaca stan poczatkowy
N rozroznialnych d-wymiarowych czastek moze by¢ efektywnie zapisana jako
MPO o niewielkim wymiarze wiazania x,:

=3 Tr(RIL; 21 - RINEY, ) LXK, (3.6)

gdzie wprowadzilismy oznaczenie |j) = |71, J2,...,Jn) 2 j € {0,1,...,d — 1}
Powyzszy stan mozemy réwniez przedstawi¢ diagramatycznie jako

iy —( e y— (i
SN/ AANG

Grupujac ze sobg indeksy fizyczne na kazdym oczku tancucha — czyli dokonu-
jac wektoryzacji [j)Xk| — |(j,k)), gdzie nowy podwojny indeks (j.,k) bedziemy
oznaczaé tez jako a — otrzymujemy reprezentacje MPS stanu poczatkowego:

W zaleznosci od rozwazanego problemu fizycznego trzeba zastosowaé odpo-
wiednie warunki brzegowe. Na potrzeby tego rozdziatu wybraliémy PBC. Jednak
przejScie do OBC nie sprawia trudnosci. Warto zaznaczy¢, ze przy wyznacza-
niu fundamentalnych ograniczen na precyzje gléwnie interesujg nas whasnosei
asymptotyczne, a wiec sytuacja, w ktorej rozmiar uktadu jest duzo wiekszy niz
zasieg korelacji i rodzaj warunkéw brzegowych nie wptywa na konicowe wyniki.

Naszym pierwszym celem jest wyrazenie stanu p, = ®[po] = e 2 ®D[pyle!H¥
w postaci MPO. Zrobimy to w trzech krokach. Najpierw wykorzystamy lokalng
strukture kanatu kwantowego opisujacego dekoherencje (3.5), aby zbudowac sie¢

'W przypadkach gdy indeks n mialby jedynie wyrézniaé pozycje wynikajaca ze struk-
tury iloczynu tensorowego N-czastkowej przestrzeni Hilberta, a omawiany obiekt w praktyce
nie zalezy od n, to dla przejrzystosci wywodu bedziemy czesto pomijaé ten indeks (dlatego
uzyliSmy oznaczenia j zamiast j,).
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tensorowa odpowiadajaca ®|pg)?, ktora w ogolnosci nie bedzie miata formy
MPS. Nastepnie uzywajac rozktadu wedtug wartosci osobliwych (SVD) sprowa-
dzimy ta sie¢ do postaci MPS. Na koncu wprowadzimy lokalny unitarny obrot,
ktory bedzie odpowiadal za zapisanie informacji o parametrze ¢ w naszym sta-
nie i wrocimy z postaci MPS do MPO.

Dla ustalenia uwagi, skupmy sie¢ na sytuacji, w ktorej operator ® mozna
opisa¢ jako nastepujace po sobie, z zachowaniem translacyjnej niezmienniczo-
$ci, dziatanie czlonéow jednoczastkowych ® i dwuczastkowych ®»7+1 ktore
oznaczymy odpowiednio jako Y i X. Fizycznie odpowiada to sytuacji, w kto-
rej jedno- i dwuczastkowe czlony komutuja ze soba i zadna czastka nie jest
wyr6zniona. Uogdlnienie na bardziej zlozone przypadki jest zmudne, ale nie
wprowadza dodatkowych trudno$ci koncepcyjnych. Za pomoca sieci tensoro-
wych dzialanie takiego operatora ® na stan poczatkowy mozna przedstawi¢
nastepujaco:

7

gdzie operator X umiedciliSmy ukosnie, aby jawnie zamanifestowa¢ translacyjna
niezmienniczo$¢ modelu.

Stan taki nie posiada juz formy MPS. Operator X dziata na dwie sasiadu-
jace czastki, ktorych baze stanowia wektory |a) i |b) (przy czym kazdy z tych
indeksow jest podwdjny, to znaczy |a) = |(7,k))), a wiec jest to tensor

X= 3 Xoaypldfal @K (3.7)

a’,a,b’,b

Dokonujac wektoryzacji kazdego z poduktadéw mozemy wyrazi¢ operator X
jako macierz

X= > Xwawnyl@a)®pl, (3.8)
(a’,a),(b’,b)

co pozwala nam skorzysta¢ z SVD, aby otrzymac

X(a’,a),(b’,b) = Z U(a’,a),cSc,c/ (VT) CI7(b/,b)7 (39)

c,c!

gdzie S. . = S.0. jest macierza diagonalng z warto$ciami singularnymi s, na
diagonali, a U i V to macierze unitarne. Oznaczymy przez x» (gorny indeks

2Jesli tylko bedzie to jasne z kontekstu to bedziemy uzywacé tego samego oznaczenia na
kanal kwantowy (superoperator) dzialajacy na macierz gestosci ®[p] oraz na odpowiadajacy
mu operator dziatajacy na zwektoryzowana macierz gestosci @ |p), czyli dla przyktadu |®[p]) =

®|p).
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odnosi sie do dwuczastkowego charakteru szumu) liczbe niezerowych wartosci
singularnych — w praktyce jest to liczba istotnych wartosci singularnych, z pomi-
nieciem tych bardzo bliskich zeru. Graficznie dekompozycje tensora X mozemy

przedstawié¢ jako
a vood b
-
a b a b

gdzie dwa indeksy po lewej stronie X traktujemy jako jeden podwo6jny dziata-
jacy na pojedynczy wirtualny uktad, a dwa indeksy po prawej jako dziatajace
na drugi wirtualny uktad. W ten spos6b mozemy mysle¢ o X jako o macie-
rzy odwzorowania pomiedzy tymi dwoma wirtualnymi uktadami, do ktérej na-
stepnie stosujemy SVD. Wprowadzimy teraz nowe operatory T = U+/S oraz
W = /SV1, co pozwoli nam przedstawi¢ czesé sieci tensorowej odpowiadajaca
warstwie tensorow X w postaci

kT

Pozostato nam juz tylko potaczenie tensoréw R[n], T, W, Y oraz tensora

7 = eihe g eiheT ktory reprezentuje unitarne nakr@came fazy — w pojedynczy
tensor R,[nl:

=

6

§>
[

Mozemy teraz potaczy¢ podwdjne poziome linie w jedng grubsza, tak aby uzy-
ska¢ reprezentacje MPS |p,):

LI
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Ostatecznie rozdzielajac pozioma, grubsza linie odpowiadajaca podwojnemu in-
deksowi z powrotem na dwie oryginalne linie otrzymujemy poszukiwang repre-
zentacje MPO p,:

Otrzymalismy w ten sposéb MPO o wymiarze wigzania x,, = XpoX(Q)-
Uogolnienie tego wyprowadzenia na przypadek, w ktérym kanatl kwantowy spla-
tuje nie tylko najblizszych sasiadéw, prowadzi do reprezentacji MPO macierzy
gestosci p, 0 wymiarze wigzania X,, = XpoXr, 8dzie x» = [[z—o x®) reprezentuje
wktad do wymiaru wiazania pochodzacy od skorelowanego szumu, a x® jest
liczba niezerowych wartosci singularnych, ktore pojawiaja sie podczas SVD, gdy
rozwazamy k-czastkowy czton szumu @kl (gorne ograniczenie na x* to
dQ(k—l)).

Przejdziemy teraz do drugiej czesci tego podrozdziatu, mianowicie pokazemy
jak wyrazi¢ operator p, jako MPO. Mozna to zrobi¢ bardzo efektywnie korzy-
stajac z tego, zZe pochodng ta mozemy zapisac¢ jako komutator p, z H, gdzie H
jest suma lokalnych Hamiltoniandw:

N
Py = Z i{/)wh[nq- (3.10)
n=1

Zaktadajac ze wybralismy baze |j), tak aby tworzyly ja wektory wtasne lokal-
nego Hamiltonianu h, czyli h = 3, €; [j)j|, to otrzymujemy

. [Zmekn _ em] Glal) YK (3.11)

bk L7

Sume wystepujaca w nawiasie kwadratowym mozemy z latwoscia wprowadzi¢
do reprezentacji MPO p,, poprzez wprowadzenie dodatkowych macierzy 2 x 2
(skutkuje to podwojeniem wymiaru wigzania, x;, = 2XpoXr). Otrzymujemy
wtedy poszukiwang reprezentacje MPO p,:

po= _2;‘ Tr( R RL[2J2 - R[N ) [5XK] (3.12)
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gdzie
1
Ekl Ejl O) ® Rgp dla n = 1’
pr[n]i’; = (e . ) dlane{2,....N—1}, (3.13)
kn — Jn
0 JiN

(Ek Ce) 0 ® R,[NJ;Y  dlan=N.

N JN

Slad iloczynu powyzszych N macierzy 2 x 2 odpowiada wyrazeniu w nawiasie
kwadratowym z rownania (3.11).

3.3 SLD w reprezentacji MPO

W celu wyznaczenia QFI poza znajomoscia p,, i p, potrzebujemy jeszcze SLD A.
Spodziewamy sie, ze dla modeli ze stabo skorelowanym szumem operator A tez
bedzie posiadat efektywna reprezentacje MPO o niewielkim wymiarze wigzania

XA: _
A= ZTr( 22 . LINTIN ) [i)K] - (3.14)

Przypuszczenie to wynika z obserwacji, ze dla nieskorelowanego szumu i produk-
towego stanu poczatkowego mozna skonstruowac ezplicite reprezentacje MPO
operatora A o wymiarze wigzania xy, = 2. W takiej sytuacji macierz gestosci
na wyjsciu kanatlu ma struktur¢ produktowa p, = Q%N i SLD jest suma lokal-
nych operatorow A = S A"l gdzie A to SLD dla jednoczastkowego problemu
Op = %(Q(p)\ + Ao,). Jak widzielisSmy w poprzednim podrozdziale w przypadku
Py, taka sume mozna przedstawi¢ jako MPO o wymiarze wiazania réwnym dwa.

Sposéb wyznaczenia optymalnego operatora A, ktéry maksymalizowalby
QFI nie jest sprawa oczywista. W zazwyczaj spotykanej definicji QFT (1.20)
jest on zdefiniowany implicite jako rozwiazanie réwnania p, = %(p@/\ + Ap,,).
Formalizm sieci tensorowych jednakze nie umozliwia efektywnego rozwigzywa-
nia takich rownan. Jedna z pierwszych prob znalezienia optymalnego A w toku
badan poprzedzajacych ta dysertacje byta proba zminimalizowania po operato-
rach A wyrazenia

1260 = Pl = Apgl? = 4llpp|I* = 2 [Te(pped) + Tr(pphp,) + Tr(fap Al )+
+ Tr(p@ATp¢)} + Tr(pQDAATp@) + Tr(p@ATpr) + 2Tr(p¢Ap¢AT), (3.15)

gdzie skorzystaliSmy z tego, ze p, i p, sa Hermitowskie. Jak si¢ zaraz przeko-
namy takie zagadnienia optymalizacyjne sg juz z powodzeniem rozwiazywane
w ramach formalizmu sieci tensorowych, czego sztandarowym przyktadem jest
DMRG (patrz rozdzial 2.5.1). Zaleta powyzszego wyrazenia jest to, ze minima-
lizujacy je operator bedzie zawsze Hermitowski. Do wad nalezy za$ duza liczba
wyrazow, ktora znaczaco utrudnita implementacje numeryczna oraz zwickszyta
0g6lng niestabilno$¢ dziatania algorytmu minimalizujacego (co szczegolnie w
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przypadku asymptotycznym uniemozliwialo uzyskanie rzetelnych wynikow). W
wyniku wielu eksperymentéw numerycznych okazato sie, ze duzo lepiej sprawdza
sie alternatywna definicja QFT (1.27) wtasnie w postaci zagadnienia optymali-
zacyjnego, ktora réwniez w naturalny sposéb pozwala potaczyé liczenie QFI z
optymalizacja po stanach poczatkowych (1.28) w bardzo efektywny iteracyjny
algorytm (patrz rozdzial 1.2.1). W tej definicji wielkoScia maksymalizowana,
ktora bedziemy skrotowo nazywaé¢ FoM (ang. Figure of Merit), jest

Flpg, A] = 2Tr(pA) — Tr(p,A?). (3.16)

Prosta struktura tego wyrazenia utatwila implementacje oraz poprawita stabil-
no$¢ numeryczna, a brak wyrazow, ktore zawieralyby kwadrat macierzy gesto-
ci sprawia, ze ogoélna ztozono$¢ obliczeniowa jest mniejsza, co przetozylo sie
na szybsze dziatanie algorytmu optymalizujacego oraz mniejsze wymagania co
do dostepnej pamieci. Gléwna wada FoM jest to, ze w ogdlnosci jego maksy-
malna warto$¢ moze odpowiada¢ operatorowi A, ktéry nie jest Hermitowski, co
oczywiscie nie jest fizycznym rozwiazaniem. Okazalo sie, ze problem ten mozna
rozwigza¢ stosujgc cechowanie Hermitowskie (2.22).

3.4 Optymalizacja QFI dla ukladéw skonczonych

Pokazemy teraz jak efektywnie zoptymalizowaé¢ FoM (3.16) po operatorach A i
stanach poczatkowych py wykorzystujac formalizm sieci tensorowych. Jak wy-
jasniono w rozdziale 1.2.1 bedzie to dwuetapowy iteracyjny proces. Najpierw
pokazemy jak zmaksymalizowa¢ FoM po Hermitowskim operatorze A przy usta-
lonym pg, a p6zniej skupimy sie na maksymalizacji po stanie poczatkowym pg
przy ustalonym A.

Nasze FoM, ktére chcemy zmaksymalizowa¢ mozna przedstawi¢ diagrama-
tycznie jako nastepujaca sie¢ tensorowa:
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Maksymalizacja FoM po A jest réwnowazna réwnoczesnej maksymalizacji po
wszystkich tensorach L[n], co oczywiScie jest bardzo wymagajacym zadaniem.
Inspirujac sie algorytmem DMRG, przeprowadzimy iteracyjna optymalizacje,
gdzie w kazdej petli bedziemy przesuwaé sie wzdtuz tanicucha i po kolei optyma-
lizowaé tensory L[n] przy ustalonej wartosci wszystkich pozostatych. Bedziemy
iterowa¢ takie petle az do uzbieznienia FoM.

Po ustaleniu wszystkich pozostalych tensoréw, FoM staje sie wyrazeniem
kwadratowym w L[n| i optymalng warto$¢ L[n| znajdujemy rozwiazujac odpo-
wiednie rownanie liniowe. Pokazemy teraz jeden ogélny krok tego algorytmu,
dla ustalenia uwagi skupimy sie na przykladowym tensorze L[2]. Zaczniemy od
wykonania wektoryzacji L[2] — |L[2]):

J2
]{72 (6%

i wyrdznienia tego elementu sieci:
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Pozwoli nam to zapisa¢ FoM w postaci nastepujacego rownania:

Flpg, Al = 2(b|L[2]) — (L12]] A|L[2] —QZbL ZL Aa,L(2] 5.

(3.17)
Lacznie wektor |b) i macierz A opisuja cala sie¢ tensorowa, ktora otacza wyrdz-
niony wektor |L[2]). Po wzieciu pochodnej FoM wzgledem L[2], otrzymujemy
warunek na ekstremum

LHA+AT) L) =b), (3.18)

ktory ma posta¢ réwnania liniowego. Macierz A = %(A + AT) (o wymiarach
d*x4 x d*x3) zazwyczaj posiada niezerowe jadro i powyzsze rownanie liniowe
nie ma jednoznacznego rozwigzania. W zwiazku z tym wykonamy pseudoinwer-
sje Moore-Penrose? [E. H. Moore 1920; Penrose 1955] aby otrzymac rozwiazanie
|L[2]) = A" |b), ktore jest pozbawione modow zerowych A i ma przy tym naj-
mniejszg mozliwg norme.

Jesli powyzsze rownanie liniowe bytoby oznaczone, to jego rozwigzanie pozo-
stawaloby w cechowaniu Hermitowskim (2.22). Dla typowego przypadku rowna-
nia nieoznaczonego bedziemy uzywaé¢ SVD macierzy A = USV1, aby skonstru-
owad jej pseudoinwersje At =VSTU f. przy czym odrzucimy wartoéci singularne
ponizej pewnego malego progu odciecia wybranego jako iloczyn parametru s i
najwiekszej wartosci singularnej. Jako ze tak uzyskane rozwigzanie na |L[2])
moze nie spelniaé¢ $cigle warunku cechowania Hermitowskiego, to w celu usunie-
cia jego matej czesci anty-Hermitowskiej zastosujemy podstawienie

L2 — L(L[22 + L2)%"). (3.19)

7 doswiadczenia, wiemy ze takie podstawienie poprawia numeryczng stabilnosé,
ale nie jest konieczne jesli wszystkie poczatkowe tensory L[n] byl w cechowa-
niu Hermitowskim i parametr x zostal wybrany na tyle duzy, aby wyciaé¢ cala
cze$¢ anty-Hermitowsks z rozwigzania. Jednakze za duza warto$é¢ tego parame-
tru sprawia, ze w wyniku optymalizacji nie osiggniemy maksymalnej mozliwe;j
wartosci QFT. Dlatego dobieramy k, tak aby otrzyma¢ najwyzsza mozliwa war-
tos¢ QFT bez doprowadzania do pojawienia sie niestabilno$ci numerycznych.

Przejdziemy teraz do drugiej czesci tego podrozdziahu, mianowicie maksy-
malizacji FoM po stanie poczgtkowym py przy ustalonym A. Zaczniemy od
przepisania wyrazenia na FoM:

F[®y[po], Al = 2Tr(ppA) — Tr(p¢A2) =
= 2Tr(i[®y[po], H]A) — Tr(Py[po] A?) =
= 2Tr(poi| H®R[A]] ) — Tr(po®2 [A?]), (3.20)
gdzie w ostatniej rownosci przeszlismy do obrazu Heisenberga (w ktorym to ope-

ratory ewoluuja zamiast stanow), a ®D[-] oznacza kanat dualny do @[], repre-
zentujacy ewolucje operatoréw w obrazie Heisenberga. Operator A po przejéciu

3Pseudoinwersje macierzy M oznaczamy przez M ™.
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przez kanal @B[-] oznaczymy A,
A, = O[N] = PP [A]e ¥, (3.21)

gdzie indeks dolny ¢ ma stuzy¢ podkresleniu, ze operator w obrazie Heisenberga
ewoluuje w przeciwnym ,kierunku” do ewolucji stanu w obrazie Schrodingera —
poréwnaj ze wzorem (3.1). Mozemy teraz zapisa¢ FoM w postaci

F[@y[po], A] = Tr|po (24, — AD)], (3.22)

gdzie wprowadziliSmy AQE = 8A@/8go = i{H,A?} oraz A2} = ®D[A?]. Poprzez
analogie z konstrukcja reprezentacji MPO dla p, = @, [po] i Py = i[py,H| opi-
sana w rozdziale 3.2, mozemy z latwoscia skonstruowaé reprezentacje MPO
operatorow A@ i Ag) na podstawie znanej postaci MPO operatora A. Tensory

wyznaczajace Ag_p i Ag) w reprezentacji MPO oznaczymy odpowiednio przez L,
i Lc(;), a odpowiadajace im wymiary wiazania przez x; = 2xax: i Xpa@ = XA Xr

Wzor (3.22) pokazuje, ze FoM jest maksymalne, gdy pg jest rzutem na wektor
wlasny odpowiadajacy najwiekszej wartosci wlasnej Hermitowskiego operatora
2A, — Ag). W zwigzku z czym bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze stan
poczatkowy jest stanem czystym po = |1o)}to|, dla ktorego FoM przyjmuje
postacé

P, llvo)], Al = (vol2h, — AQ o) (3.23)

Stan |vy) przedstawiamy jako MPS o wymiarze wigzania x,:

lho) = ZTr(P[l]ij[Q]jQ . PINP¥) 3). (3.24)

Tensory tworzace pg i |1o) sa powiazane ze soba zaleznoscia R[n]{c: = P[nJ" ®
Pln]*", co ozacza, ze x,, = Xoo-

Maksymalizacja FoM (3.23) po stanie poczatkowym [t¢g) jest rownowazna
wariacyjnemu poszukiwaniu stanu podstawowego wielocialowego ,,Hamiltonianu”
Ag) — 2/\@. Oznacza to, ze sprowadziliémy nasz problem do postaci, ktora w for-
malizmie sieci tensorowych jest rozwigzywana przy pomocy algorytmu DMRG
(patrz rozdzial 2.5.1). Pokazemy teraz jak wyglada dzialanie tego algorytmu za-
adaptowane do naszego ,Hamiltonianu”. Zaczniemy od zreinterpretowania pro-
blemu — naszym celem jest teraz wariacyjna minimalizacja ,energii”

(0| AL = 24, [¢o)
(tolo)

Wykonamy ta optymalizacje podobnie jak poprzednia, czyli bedziemy przesu-
wajac sie wzdtuz tanicucha po kolei optymalizowac tensory P[n] przy ustalone;
wartos$ci wszystkich pozostatych. Bedziemy iterowa¢ takie cykle az do uzbiez-
nienia ,energii” (3.25).

Dla przyktadu, w celu znalezienia minimum po P[2], zaczniemy od zwekto-
ryzowania tego tensora, P[2] — |P[2]) i wyrazenia ,energii” (3.25) jako ilorazu

— F®,[[vo)], Al = (3.25)
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Rayleigha
(P2]IF|P[2])
— F[®y[[40)], A] = , (3.26)
’ (P2]IN|P[2])
gdzie wprowadziliSmy macierze (wymiaru dxio X dxio) F i N, ktore sa wynikiem

zwezenia nastepujacych sieci tensorowych:

o
P P b - @
Fop= LOM)—{L@ LB - @ +
P P - @
P Q
P[] P[3] @
9 ) IR W @
& P @

N(L;‘B =

W wyniku zrozniczkowania rownania (3.26) po P[2]], otrzymujemy warunek na
ekstremum

FIP[2]) = —F[®,[|¢0)], AIN[P[2]), (3.27)

ktory jest uogélnionym problemem wlasnym z wartoscia wlasna —F[®,[|¢0)], Al.
Mnozac to réwnanie z lewej strony przez pseudoinwersje macierzy N otrzy-
mujemy zwykly problem wtasny, dla ktorego najmniejsza wartoS¢ wtasng oraz
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odpowiadajacy jej wektor wlasny uzyskujemy stosujac algorytm Lanczosa [Lan-
czos 1950).

Mozemy bez problemu zmodyfikowaé¢ powyzszy algorytm, tak aby bazowat
na sieciach tensorowych z otwartymi warunkami brzegowymi (OBC). Jest to
nawet wskazane, w szczegolnosci dla problemoéw, ktore nie sa wrazliwe na wa-
runki brzegowe. Wynika to z tego, ze sieci tensorowe z OBC charakteryzuja
sie mniejsza ztozono$cia obliczeniowa przy ich zwezaniu oraz mozna dla nich
latwo sprowadzi¢ MPS |¢) do postaci kanonicznej (patrz rozdziat 2.5.1). Wy-
korzystanie postaci kanonicznej sprawia, ze macierz N staje sie identycznoscia,
a rownanie (3.27) redukuje sie do zwyklego zagadnienia wtasnego i nie ma po-
trzeby konstruowania pseudoinwersji macierzy N.

Podsumowujac iteracyjnie wyznaczamy optymalny A dla ustalonego pg, a
nastepnie optymalny py dla ustalonego A, wykonujemy to az zaobserwujemy, ze
nasze FoM zbiega do ustalonej wartosci to znaczy, ze nie rézni sie o wiecej niz
np. 0,1% przez kilka kolejnych krokow iteracji. Nasze numeryczne do§wiadczenie
pokazuje, ze nastepuje to bardzo szybko, zazwyczaj juz po okoto 5 iteracjach
po Ai py.

Wykonujac algorytm, trzeba wybra¢ wymiary wigzan zaréwno dla stanu
poczatkowego Xy, jak i dla SLD xa, dla ktorych optymalizacja si¢ odbywa.
Jak w kazdym algorytmie bazujacym na sieciach tensorowych, utrzymywanie
najmniejszego mozliwego wymiaru wigzania jest kluczowe dla efektywnosci al-
gorytmu. Nasze obliczenia zazwyczaj zaczynamy ze stanu produktowego, czyli
X¢, = 1 1 optymalizujemy A z wymiarem wigzania x, = 2. Nastepnie zwiek-
szamy jeden z wymiaréw wiazania, Xy, albo xa, za kazdym razem powtarzajac
procedure optymalizacji, az okaze sie, ze QFI nie ro$nie wraz ze wzrostem wy-
miaréw wigzan y o wiecej niz np. 1% i wtedy przyjmujemy, ze wzgledny blad
naszej metody wynosi okolo 1%.

3.5 Optymalizacja QFI w przypadku asympto-
tycznym

W poprzednim podrozdziale opisalismy algorytm, ktory dziata dla uktadéw o
skoniczonej liczbie czastek N. Dla modeli metrologicznych z dekoherencjg ty-
powa sytuacja jest to, ze asymptotycznie (dla duzych N) uzycie stanow splata-
nych prowadzi do poprawy precyzji maksymalnie o staly czynnik, ponad to co
mozna osiagnaé strategiami uzywajacymi stanéw produktowych. Mimo ze po-
dejscie oparte na skonczonych sieciach tensorowych pozwala nam osiggac¢ war-
tosci N znacznie przekraczajace te, ktore mozna osiaggnac¢ metodami, w ktorych
wykonuje sie obliczenia w pelnej przestrzeni Hilberta, to czasami moze to by¢
ciggle za malo, aby osiggna¢ granice asymptotyczna i wyznaczy¢ wspolczynnik
zysku kwantowego z oczekiwang precyzja. Z tego powodu chcieliby$my mieé¢ pro-
cedure, ktora pozwoli nam przejs¢ bezposrednio do granicy nieskoniczenie wielu
czastek, wyznaczy¢ maksymalng mozliwg wartos¢ QFI na czastke i w rezultacie
otrzymaé¢ wspotezynnik zysku kwantowego.
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W tym celu uzyjemy podejscia wykorzystujacego nieskoriczone MPO/MPS
(iMPO/iMPS). Bedziemy zaklada¢, ze wszystkie tensory sa translacyjnie nie-
zmiennicze (TI). Technicznie to podejscie jest najbardziej naturalne w przy-
padku PBC. Jednakze jak argumentowaliSmy w rozdziale 2.5.3 ograniczenie
rozwazan do PBC nie prowadzi do utraty ogolnosci w przypadku rozwazanych
przez nas modeli metrologicznych ze skoniczonym zasiegiem korelacji.

Wymaganie TT nie stanowi problemu w przypadku macierzy gestosci p, —
jesli przygotujemy uklad w stanie, ktory jest TI to pozostanie on takim po
przejsciu przez kanal kwantowy ®,. Problem jest jednak z operatorem p,,, kto-
rego reprezentacja zaproponowana réwnaniami (3.12; 3.13) nie jest jawnie TI.
Z tego powodu, zamiast wyznacza¢ $cisle ta pochodna, przyblizymy ja przez
r6znice dwoch TT iMPO:

pp = Lo (3.28)
z infinitezymalnym parametrem e. Inspirujac sie rownaniem definiujacym SLD (1.21)
zastosujemy podobne rozwiniecie do operatora A:

A1
-—

A (3.29)

Tutaj A oraz 1 sa rozwigzaniami rownania (1.21), gdy p,, zastapimy odpowied-
nio przez p,4. oraz p,. Bedziemy szukaé¢ optymalnego operatora A, ktory lepiej
nadaje si¢ do TI formalizmu iMPO niz oryginalny operator A. Oznaczymy przez

fkwﬂzﬁ%gM (3.30)

warto$¢ FoM na czastke, ktorg chcemy zmaksymalizowac, a ktora po podsta-
wieniu rownan (3.28) i (3.29) do wzoru (3.16) przybiera postac

FlooA] = 5 2T (pereA) — Tr(ppR%) 1], (3.31)
TTiMPO jest zdefiniowany jednoznacznie przez pojedynczy tensor, ktéry ozna-
czymy odpowiednio przez: |i) — P, po — R, p, — R, A— L, /N\q, — f/@,
AP — LD, 7 7

- Optymalizacja sieci tensorowej zlozonej z identycznych tensorow A jest wy-
soce nieliniowym problemem w A i mozna by mys$le¢, ze podej$cie podobne
do opisanego w poprzednim podrozdziale nie bedzie mialo tutaj zastosowania.
Na szczedcie, istnieje efektywna metoda radzenia sobie z takimi problemami,
opisana w pracy |Corboz 2016]. Gléwna idea polega na znalezieniu optymal-
nego tensora A,., dla jednej pozycji w sieci, traktujac wszystkie pozostate A
jako stale, a nastepnie zamiast w miejsce wszystkich tensoréow podstawi¢ A ey,
nalezy wykonaé¢ nastepujgce elastyczne podstawienie:

A — Apew sin(ém) — Acos(ém), (3.32)

z wspoOtczynnikiem mieszania &, ktory nalezy zoptymalizowac.
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Pokazemy teraz jak zastosowaé to podejscie do obu krokéw naszej iteracyj-
nej procedury. Zaczniemy od optymalizacji po A przy ustalonym Po, €O jest
rownowazne wyznaczeniu optymalnego lokalnego tensora L.

Jako ze slad operatora reprezentowanego przez iMPO jest zdefiniowany przez
jego macierz transferu (patrz rozdzial 2.5.3), to zaczniemy od wprowadzenia
macierzy transferu F, i F, powiazanych odpowiednio z p@JrEA i pgpA2 oraz do-
konamy ich rozkladu widmowego:

— =S (- —

2 B8

—5 D@

Pozwoli nam to zapisaé, ze Tr (p¢+5A = Tr EY oraz Tr p@AQ) = Tr EVN, gdzie
E; = Y5 Aiyj i) (liy;]. Teraz korzystajac z faktu, ze EN gdy N — oo jest zdeter-
minowane przez wiodaca warto$¢ wlasng (wartosci wlasne sa uporzadkowane,
tak ze jest to pierwsza warto$¢ wlasna) mozemy zapisaé, iz Tr BN ~ )\fvl =
)\i];vl_l(li;llEJri;l) i wyrazi¢ FoM na czastke (3.31) jako

A
SHONINOR IO
Ne2? Neg2
N

hY

(=) =
Ne2
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Wektoryzujac tensor L mozemy FoM na czastke zapisa¢ rownowaznie w postaci

Ne?
lub jako nastepujace réwnanie:
floe: A] = N—gz[%ﬁl—l (b|L) — ANT! (L[ A|L) — 1], (3.33)
ktore ma ekstremum, gdy
I (A +ATY L) = MY b). (3.34)

Dla N — oo moze wydawac sie, ze potegi wartosci wlasnych stanowia pro-
blem. Na szczescie jest on tylko pozorny. Dla ustalonego A mozemy obliczy¢
odpowiadajaca mu wartos¢ FoM na czastke

1

flped] = 55 (@M - A - 1), (3.35)

Wracajac teraz do wzoru na FoM (3.16) widzimy, ze FoM na czastke powinno
mie¢ postaé f {pw A} =2f, — f,, gdzie f, i f, sa takiego samego rzedu wielko$ci

jak asymptotyczna wartos¢ QFI na czastke. Zakltadajac, ze nasze obliczenia sg
w rezimie N — oo, ¢ — 0 i Ne? — 0 oraz pamietajac rozwiniecie dwumianowe

N 2
(1+2f) =1+ Ne2fit (9((N52) ) (3.36)
nalezy oczekiwaé, ze wiodace wartosci wltasne macierzy transferu maja postac:

Aa =1+, Aa=1+&f, (3.37)
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co po wstawieniu ich do wzoru (3.35) i uzyciu rozwiniecia dwumianowego do
pierwszego rzedu daje nam doktadnie f[,ocp, A} = 2f, — f,. Z drugiej strony od-
wracajac zaleznosci (3.37) otrzymujemy prosty wzor na asymptotyczna warto$é

FoM na czastke
~ 1
floe A ~ 521 = A — 1), (3.38)
Jest teraz jasne, ze w rozwazanym rezimie (N — oo, ¢ — 0, Ne? — 0) mozemy
na potrzeby rozwiazania rownania (3.34) przyblizy¢ AN, ' i AY; ' przez jedynki

i w rezultacie otrzymaé prosta posta¢ warunku na optymalny tensor L:
(A< A7) )= ). 330

Rownanie to analogicznie jak w przypadku skoriczonym rozwigzujemy przy uzy-
ciu pseudoinwersji i odfiltrowujemy czesé anty-Hermitowska w kazdym kolejnym
kroku iteracji.

Operator SLD A jest zawsze bez§ladowy w kazdy problemie z unitarnym
nakrecaniem parametru — wynika to ze wzoru (1.23) oraz faktu, ze (A|p,|\) =
i(M[py,H]|A) = 0 dla kazdego |A), ktore jest stanem wilasnym p,. Mozemy
to wykorzystaé¢, aby zapewni¢ odpowiednia normalizacje rozwigzania na L -
warunek TrA = 0 lub réwnowaznie TrA = Tr1 = dV w jezyku macierzy
transferu oznacza, ze najwicksza wartos¢ wtasna macierzy

musi by¢ réwna d. Zatem w celu zminimalizowania efektéw stosowanych przybli-
7en i zapewnienia prawidtowej normalizacii, po otrzymaniu L z réwnania (3.39),
nalezy je przeskalowac, tak aby najwicksza warto$¢ powyzszej macierzy trans-
feru byta réowna d.

Przejdziemy teraz do drugiej czeSci naszej iteracyjnej procedury, czyli opty-
malizacji po stanie poczatkowym [|¢g) przy ustalonym A. Ten etap nie wpro-
wadza jako$ciowo nowych wyzwan, wiec oméwimy go bardziej zwiezle. Tak jak
w przypadku p,, bedziemy przybliza¢ Scista pochodna A@ przez jej dyskretna
wersje

As_0+§ B A@

- (3.40)

i, =

oraz dokonamy rozwiniecia A = (]\ — ]l)/g.
Nasze zadanie mozemy wyrazi¢ jako wariacyjng minimalizacje nastepujacej
,gestosci energii”:

<1/10|/~\g) - 21~\<g+§ + 1¢o)
Ne2 (1holtbo)

po |¢g). Uzywajac macierzy transferu E;, E, i E; powiazanych odpowiednio z

(ol AP [10), (tolAgeltho) i (Wolvo):

— f[@, (o)), A] =

(3.41)
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:Zj:)‘w‘

:Zj:Amj
:zj:)‘s;j

mozemy zapisa¢ prawa strone rownania (3.41) diagramatycznie jako

31

Tak jak poprzednio, spodziewamy si¢, ze A\i.; = 1+ &2 f; i na potrzeby szukania
optymalnego tensora P mozemy przyblizy¢ )\i;Nl_l przez jedynki. Po zrozniczko-
waniu otrzymujemy warunek na ekstremum

F|P)=¢gN|P), (3.42)

gdzie g = — f {CIDQDH%}], ]\} Ne? — 1 jest uogolniong wartoécia wlasna, a macierze
F i N sa zdefiniowane jako:
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&

Macierz N jest iloczynem tensorowym trzech macierzy, r;, identycznosei i I,
wiec jej pseudoinwersje N™ mozemy przedstawié jako iloczyn tensorowy (pseudo-
)Jinwersji tych mniejszych macierzy. Dziatajac NT z lewej na roéwnanie (3.42)
sprowadzamy je do postaci zwykltego problemu wtasnego. Po wyznaczeniu naj-
mniejszej wartosci wlasnej i odpowiadajacego jej wektora wtasnego, zadamy aby
|to) byt znormalizowany, co oznacza, ze A;;; = 1. Asymptotyczna wartos¢ FoM
na czastke (z doktadno$cig do znaku) wyznaczamy korzystajac ze wzoru

< 1 1
— f[@allo)l A] = 55 (A =20 1) = 5 = 25 = S (A =20 1),
(3.43)

Tak jak w przypadku skonczonego N, iteracyjne powtarzanie optymalizacji
po Ai |1o) prowadzi nas do optymalnego rozwigzania z maksymalng wartoscia
QFT na czastke.

Podczas przeprowadzania obliczenn numerycznych nalezy wybraé¢ najmniejsze
mozliwe . Jednakze nalezy uwaza¢ aby nie doprowadzi¢ do pojawienia sie nie-
stabilnosci numerycznych. Nasz ogélna strategia przy otrzymywaniu rezultatow
numerycznych, ktore prezentujemy w nastepnym rozdziale, polega na obniza-
niu wartosci €, az zaobserwujemy, ze wyniki uzbiezniaja sie pozostajac ciagle
w rezimie, w ktoérym obliczenia sg stabilne. We wszystkich przyktadach prezen-
towanych w tej dysertacji oznaczalo to wybor e ~ 1073 — 107 (niestabilno$ci
zaczynaly pojawiac si¢ dla ¢ < 107%). Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze w omawianym
tu podejéciu z wykorzystaniem iMPO wymagamy, aby Ne? bylo male — rzedu
oczekiwanej precyzji rezultatow numerycznych. Innymi stowy ustalenie oczeki-
wanej precyzji na poziomie np. 1% oznacza, ze Ne? ~ 1072 i przy stabilizacji
wynikéw dla e ~ 1073 — 107* otrzymujemy, ze N ~ 10* — 10°. Fizycznie od-
powiada to sytuacji, w ktorej dla wiekszych N wartos¢ QFI na czastke juz sie
nie zmienia (o0 wiecej niz 1%) i mozemy na podstawie otrzymanych rezultatow
wnioskowaé o zachowaniu asymptotycznym dla N — oc.
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Rozdzial 4

Przykladowe zastosowania

W tym rozdziale przedstawimy trzy przyktady zastosowania zaprezentowanego
przez nas podejscia do metrologii kwantowej opartego na sieciach tensorowych.
Przyktady zostaly wybrane, tak aby podkresli¢ mozliwo$¢ zastosowania naszego
podejscia do szerokiej klasy jakosciowo réznych probleméw fizycznych i przez
to zademonstrowac jego wszechstronnosé. Pierwsze dwa przyktady dotycza pro-
blem6éw metrologicznych: estymacji indukcji pola magnetycznego oraz stabili-
zacji dziatania zegara atomowego. Jednakze roznig sie one zaré6wno charakte-
rem szumu (w pierwszym przypadku ma on korelacje przestrzenne, a w drugim
czasowe), jak i wykorzystanym podejsciem do estymacji (pierwszy jest standar-
dowym przyktadem wykorzystujacym QFI, drugi jest wyrazony w duchu Bay-
esowskim). Trzeci przykiad ilustruje zastosowanie zaproponowanego przez nas
formalizmu poza metrologia kwantowa, mianowicie do wyznaczenia podatnosci
wiernoéci — parametru uzywanego w fizyce materii skondensowanej do detekeji
przejsé¢ fazowych.

Rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale bazuja na obliczeniach numerycz-
nych, ktére zostaly wykonane z uzyciem pakietu MATLAB oraz przy pomocy
funkcji ncon() [Pfeifer i in. 2014] do zwezania tensorow. Nalezy podkreslic,
ze wszystkie algorytmy optymalizacyjne musialy zosta¢ napisane od podstaw
z uwzglednieniem metrologicznego kontekstu badan, poniewaz procedury opty-
malizacyjne uzywane przez spotecznosé fizykoéw wielu ciat nie mogtly zostaé pro-
sto zaadaptowane do zadan optymalizacyjnych, z ktérymi musimy sie zmierzyc¢.
Wiaze sie to z duzym znaczeniem operatoréw w metrologii kwantowej, a wiec
MPO w naszym podejéciu. Bylo to do tej pory raczej niespotykane w dziedzi-
nie sieci tensorowych, poniewaz typowe problemy w fizyce wielu cial wymagaja
operowania i optymalizacji MPS. Procedury numeryczne napisane na potrzeby
tego rozdziatu skladaja sie z okoto 8000 linijek kodu i mozna je znalezé pod
adresem: https://github.com/kchabuda/TNQMetrology

4.1 Pomiar pola magnetycznego w obecnosci lo-
kalnie skorelowanego szumu

Pierwszy zaprezentowany przez nas przykilad dotyczy pomiaru indukeji pola
magnetycznego, ktore wykazuje lokalne przestrzenne korelacje fluktuacji. Przy-
ktad ten nalezy do kategorii ogélnych modeli metrologicznych i powinien by¢
traktowany jako typowy przyklad problemu, ktory mozna efektywnie rozwigzaé
przy uzyciu sieci tensorowych. Jako ze w tym problemie interesujg nas male
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By + d Bl
By + 6BP
By + 6B
By + 6BH
By + 6BP
By + 6B

(1] 2] 3] [4] [5] [NV]

RYSUNEK 4.1: N spinéw w polu magnetycznym, ktérego indukcja wykazuje prze-
strzenne fluktuacje.

odchylenia od znanej wartosci pola to bedziemy uzywa¢ podejscia opartego o
QFTI, a wiec optymalizowany FoM przyjmie standardowa posta¢ wyrazong wzo-
rem (3.16).

Rozwazmy N czastek o spinie s (w ogolnosci moze to by¢ tez efektywny spin
pewnej grupy ,pod-czastek”), ktore oddzialujg przez ustalony czas t z zewnetrz-
nym polem magnetycznym B (zakladamy, ze jest ono w kierunku osi z), ktorego
indukcja fluktuuje — patrz rysunek 4.1. Te fluktuacje prowadza efektywnie do
defazowania czastek. W naszych rozwazaniach wykroczymy poza standardowy
model niezaleznych fluktuacji prowadzacych do niezaleznego defazowania ato-
moéw [Huelga i in. 1997; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011] przez wziecie
pod uwage korelacji pomiedzy fluktuacjami pola na sasiadujacych ze sobg czast-
kach. Prowadzi nas to do modelu, w ktérym bedziemy mogli zbada¢, z punktu
widzenia potencjatu metrologicznego uktadu, wptyw korelacji (i antykorelacji)
w procesie defazowania.

Na chwile zal6zmy, ze pole B jest ustalone. Hamiltonian opisujacy dynamike
n-tego spinu w polu magnetycznym to —gs" B, gdzie sl jest z-towa sktadows
spinowego momentu pedu n-tej czastki (Zﬁ[:l s[zn] = S.), a g to wspOtezyn-
nik zyromagnetyczny. W celu zachowania spdjnosci z notacja wprowadzong w
rozdziale 1.3, bedziemy utozsamiaé¢ ¢ = gBt oraz hl"l = sl /h. Niepewnogé
estymacji pola B bedzie powigzana z standardowg niepewnoscig estymacji fazy
poprzez prostg relacje proporcjonalnosci AB = éA@.

Teraz uwzgledniajac obecno$¢ fluktuacji zapiszemy indukcje pola magne-
tycznego w miejscu, w ktorym znajduje sie n-ta czastka jako BI"(t) = B +
5B (t). Zaktadamy, ze fluktuacje sa Gaussowskie i nie maja znaczacych kore-
lacji czasowych (bialy szum). Odpowiednio wariancja oraz funkcja korelacji po-
miedzy najblizszymi sasiadami dla fluktuacji pola ma postac: <5B[”] (t)o B (t’)> =

2o (t —t), <5B[”}(t)6B[”“] (t’)> = vd(t —t'), gdzie v reprezentuje sile korelacji
i moze by¢ zarowno dodanie, jak i ujemne (antykorelacje) — dla uproszczenia

zatozymy periodyczne warunki brzegowe, a wiec réwniez czastki numer N oraz
1 sg skorelowane.
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Niech |j) = |j1,J2,---,JN) 2 Jn € {—S,...,s} bedzie baza wlasna, o dobrze
okreslonych wartosciach wtasnych, lokalnych Hamiltonianow Al = SL”]/ h, tak
ze hI"|j) = 7, 1j). Przy pomocy tej bazy mozemy atwo zapisa¢ ewolucje macie-
rzy gestosci przez kanal kwantowy, opisujacy lokalnie skorelowane defazowanie,
uzywajac standardowej techniki rozwiniecia kumulantowego [Kampen 1981]:

®lpo] = 3 (jlpo|k) e 20707 C0T |5k, (4.1)

Jk

gdzie C' jest macierzg korelacji

C1 Co 0o ... Cy
Cy C1 Co

C=1(0 ¢ a , (4.2)
Co ..

gdzie ¢, = p2g*t, co = vg?*t. Uogolnienie rozwazanego modelu na przypadek
wiekszego zasiegu korelacji, pokrywajacego do r sasiadujacych czastek, nie spra-
wia problemu — w takim wypadku macierz C' jest 2r 4+ 1 diagonalna.

Dla lepszego zrozumienia fizycznej strony rozwazanego modelu, zapiszemy
odpowiadajace mu rownanie master (3.2). Mozna je otrzymaé przez zroznicz-
kowanie wzoru (4.1) po t. W wyniku otrzymamy réwnanie master z jednoczast-
kowym J" = /A7AlM i dwuczastkowym Jntl = |72|(h[”] + sgn(vg)h[”“])
operatorem defazowania. Wspotczynniki defazowania 1, v, sa powiazane z fluk-
tuacjami pola przez relacje: 71 = (u? —2|v|)g?, 72 = vg® — zauwazmy, ze
p? > 2|v| z racji dodatniosci macierzy korelacji C, tak wiec wspolczynnik
jest zawsze dodatni.

W celu zapisania ewolucji jawnie w reprezentacji MPO wykonamy wektory-
zacje |jXk| — |j)|k), aby otrzymaé baze dla zwektoryzowanej macierzy gestosci
stanu poczatkowego |po). Dzialanie ® na p, jest rownowazne dzialaniu e’ na

|po), to znaczy |@[po]) = €' |po), gdzie

o X N
F=-2> T — ey Y el (4.3)
n=1 n=1
Z
T = (W el-1e h[”])Q, (4.4)
E[n,n—i—l] _ (h[n] ® 1 -1 ® h[n]) (h[n+l] ® 1 -1 ® h[n-l—l}) (45)
Zauwazmy, ze Y i =7+ komutuja ze soba, wiec
N
o = J[ e 3 o= (4.6)

n=1
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n,n+1

Wprowadzajac oznaczenia Y = e~ TN Xhntl] = gt otrzymujemy

ostatecznie N
el = [] viixterti (4.7)
n=1
co jest dokladnie postacig ewolucji dyskutowang w rozdziale 3.2, gwarantujaca,
efektywny zapis za pomoca MPO.

Zgodnie ze wzorem (3.1), po ewolucji przez kanal kwantowy & opisujacy
szum, informacja o fazie jest zapisywana w stanie w wyniku unitarnej ewolu-
cji generowanej przez lokalne Hamiltoniany k™. W notacji z rozdziatu 3.2 ta
unitarna ewolucja jest reprezentowana przez dziatanie Hfl\/:l ALH gdzie Z " =

e~ihl"e @ eih™Me” 7apisana w bazie li), pochodna p, = i[p,,H] ma postaé

po =2 (il (kn — jn) 1)K - (4.8)

Jk n

Jestesmy teraz gotowi, aby za pomoca metod opisanych w rozdziale 3 wyzna-
czy¢ optymalne stany poczatkowe oraz odpowiadajaca im maksymalna wartos$é
QFI. W badanym uktadzie estymujemy wartosé¢ pola magnetycznego wykazuja-
cego lokalnie korelacje fluktuacji, czyli efektywnie estymujemy faze w obecnosci
defazowania. Wszystkie obliczenia numeryczne dotyczg przypadku spinéw—%, dla
ktorych Al = %UL”] oraz szumu defazujacego, ktorego zasieg obejmuje maksy-
malnie dwie sasiadujace czastki.

Na poczatek, na rysunku 4.2 prezentujemy poréwnanie wynikéw optymali-
zacji QFI — dla przykladowych parametrow szumu ¢; = 1, ¢; = 0,1 (skorelowany
szum) — otrzymanych uzywajac podej$cia opartego na skoriczonej sieci N cza-
stek (podejscie MPO) oraz asymptotyczna wartos¢ QFI na czastke uzyskana
uzywajac T1 nieskoriczonej sieci (podejscie iIMPO). Wykreslamy QFT na czastke
F/N, poniewaz spodziewamy sie asymptotycznie liniowego skalowania, a wiec
ze wraz ze wzrostem liczby czastek, F//N bedzie zbiega¢ do stalej wartosci. Re-
zultaty otrzymane tymi dwoma podejsciami bardzo dobrze sie ze sobg zgadzaja.
Kiedy wykreslimy QFI w funkcji /V i do takich danych dopasujemy linie prosta
otrzymamy wspoélczynnik nachylenia 0,500. Zgadza sie on dobrze z asympto-
tyczng wartoscia 0,504 uzyskana w podejéciu iMPO. Stanowi to numeryczne
potwierdzenie, ze podejscie iMPO, ktore jak opisano w rozdziale 3.5 jest duzo
bardziej koncepcyjnie zawile, prowadzi do poprawnych rezultatow. Jest to bar-
dzo wazna obserwacja, poniewaz numerycznie mozna duzo bardziej efektywnie
uzyskaé asymptotyczne wtasnosci QFT uzywajac bezposrednio podejscia iMPO,
anizeli wykonujac obliczenia dla coraz to wiekszych skonczonych sieci i ekstra-
polowaé¢ wyniki do N — oo. Podczas wykonywania numerycznych optymalizacji
w podejsciu MPO ustalili$my tolerancje bledu na poziomie 1%, co oznaczalo, ze
maksymalny potrzebny wymiar wigzania wynosil jedynie x, = 4 dla stanu po-
czatkowego i yp = 2 dla SLD. To pokazuje jak efektywny jest opis tego problemu
przy pomocy sieci tensorowych. Krzyze naniesione na rysunek 4.2 reprezentuja
wyniki, ktore mozna uzyska¢ wykonujac obliczenia w pelnej przestrzeni Hil-
berta, na takiej samej klasy komputerze, ktory wykonywat obliczenia z uzyciem
sieci tensorowych. Wyniki te pozostaja w rezimie, ktory jest wyraznie daleki od
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RYSUNEK 4.2: QFI na czastke F'/N w funkecji liczby spinéw w tancuchu N dla pro-
blemu estymacji fazy w obecnosci lokalnie skorelowanego defazowania (o lokalnym
parametrze szumu c¢; = 1 oraz parametrze korelacji pomiedzy najblizszymi sasia-
dami ¢o = 0,1). Czarne kropki reprezentuja wyniku uzyskane w podejsciu MPO,
a czarna linia asymptotyczna wartos¢ F/N uzyskana podejéciem iMPO, natomiast
szare krzyze oznaczaja rezultaty otrzymane standardowymi metodami wykorzystu-
jacymi opis w pelnej przestrzeni Hilberta. Szare linie pokazuja ograniczenia na QFI
na czastke, uzyskane metoda rozszerzenia kanatu, otrzymane przy podziale dynamiki
(patrz rysunek 4.6) na efektywnie niezalezne kanaly <I><(p1) (linia kropkowana), @&2) (li-
nia kropkowano-przerywana), @g’) (linia przerywana). Dla poréwnania, ciaglta szara
linia odpowiada ograniczeniu, w ktérym wszystkie korelacje zostaty zaniedbane i je-
dynie efekt lokalnego defazowania zostal wziety pod uwage.

tego w jakim obserwujemy zbieganie do asymptotycznego liniowego skalowa-
nia QFT z N i ktory jest dostepny jedynie wykorzystujac metody numeryczne
bazujace na sieciach tensorowych.

Na rysunku 4.3 zaprezentowaliémy wykres konturowy przedstawiajacy asymp-
totyczng wartos¢ QFI na czgstke w funkcji parametréw szumu oraz dla kontra-
stu na rysunku 4.4 wyniki gdy ograniczymy sie do optymalizacji QFI jedynie po
stanach produktowych. W celu pokazania ilosci splatania wystepujacego w opty-
malnych stanach poczatkowych na rysunku 4.5 znajduje sie wykres konturowy
entropii splatania von Neumanna S. Wykonano go dla iMPO odpowiadaja-
cego zredukowanej macierzy gestos$ci uktadu, w ktorym potowa czastek zostata
wysladowana — wzor (2.29) pokazuje jak taka zredukowana macierz gestosci
wyznaczy¢. Optymalna warto$¢ QFI moze byé osiagnieta przez wiele réznych
stan6ow, a wiec nalezy sie spodziewa¢ pewnych fluktuacji entropii, mimo tego
widzimy ze jest wyrazna relacja pomiedzy ilo$cig splatania a wzrostem precyzji
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RYSUNEK 4.3: Asymptotyczna wartos¢ QFI na czastke F'//N (uzyskana podejsciem
iMPO) dla szumu typu defazujacego w funkcji lokalnego parametru szumu c¢; oraz pa-
rametru korelacji pomiedzy najblizszymi sasiadami cy. Czarne linie ekwipotencjalne
sa w skali logarytmicznej. Lewa wstawka pokazuje przekréj gtéwnego wykresu wzdtuz
c1 = 11 przedstawia wartosci otrzymane podejsciem iMPO (czarne kropki) poré6wnane
ze $cistym wzorem (4.24) na QFT na czastke w strategii estymacji bazujacej na stabo
scisnietych stanach poczatkowych oraz ograniczenia na QFI na czastke, uzyskane me-
toda rozszerzenia kanalu, otrzymane przy podziale dynamiki (patrz rysunek 4.6) na

(2)

efektywnie niezalezne kanaty <I>501) (szara kropkowana linia), ®y"’ (szara kropkowano-
przerywana linia), <I><(p3 ) (szara przerywana linia). Prawa wstawka pokazuje przekroj
glownego wykresu wzdluz co = 0 i przedstawia wartosci otrzymane podejsciem iMPO
(czarne kropki) poréwnane ze znanym Scistym rezultatem dla $cigle lokalnego szumu

F/N =n*/(1 —n?), gdzie n = e~ (jasnoszara linia).

pomiarow.

W rozdziale 1.3.2 opisaliémy metode rozszerzenia kanalu. Jest to wedtug
obecnego stanu wiedzy najlepsza metoda otrzymywania ograniczen na precyzje
w metrologii kwantowej, jednakze zostalta stworzona z mysla o nieskorelowanych
modelach szumu [Demkowicz-Dobrzanski, Kotodynski i Guta 2012|. Metoda ta
dostarcza tatwe do obliczenia asymptotyczne ograniczenia, bazujac jedynie na
podstawowej wiedzy o dynamice ukladu wyrazonej przez operatory Krausa.
Zastanowimy sie teraz czy jest mozliwe uzyskanie jakiego$ wgladu w badany
problem pomystowo adaptujac metode rozszerzenia kanalu. Mimo ze szum w
naszym modelu jest skorelowany to formalnie mozemy podzieli¢ ewolucje na
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RYSUNEK 4.4: Asymptotyczna wartos¢ QFI na czastke F'//N (uzyskana podejsciem
iMPO) dla szumu typu defazujacego w funkcji lokalnego parametru szumu ¢; oraz
parametru korelacji pomiedzy najblizszymi sasiadami co, przy zatozeniu produkto-
wego stanu poczatkowego (xy, = 1). Lewa wstawka przedstawia wykres optymal-
nych wartosci QFI na czastke F'//N w funkcji odpowiadajacych im wartosci QFI na
czastke dla produktowych stanow poczatkowych Fpoq/N (czarne kropki), ktory ide-
alnie pasuje do zaleznosci funkcyjnej (znanej z przypadku nieskorelowanego defazo-

wania) & = %/(1 - %) (jasnoszara linia).

rodzine niezaleznych kanaléw dziatajacych na jedna, dwie, trzy lub wiecej cza-
stek. Podobny pomyst zostal ostatnio zastosowany w badaniach nad wptywem
wielociatowych efektow w interferometrii atomowej [Czajkowski, Pawtowski i
Demkowicz-Dobrzanski 2019]. Sprawdzimy teraz jak otrzymane w ten sposob
ograniczenia maja sie do wynikow uzyskanych za pomoca formalizmu sieci ten-
sorowych.

W celu podziatu dynamiki na rodzine niezaleznych kanaléw kwantowych, za-
czniemy od formalnego rozktadu operatora lokalnego defazowania Y na iloczyn
Y = Y'Y” lokalnych operatoréw defazowania odpowiadajacych parametrom ¢}
i ¢] takim, ze ¢; = | + ¢/. Nastepnie wykonamy rozklad unitarnego operatora
odpowiadajacego za nakrecanie fazy Z na iloczyn Z = Z'7Z", gdzie Z', Z" sg
operatorami unitarnymi odpowiadajacymi fazom ', ©” takim, ze p = ¢’ + ¢”.
Mozemy teraz podzieli¢ catkowita dynamike na efektywnie ztozong z N nieza-
leznych kanatow @&1) albo pogrupowac operatory w % wiekszych kanatow @502)
lub % kanatow (ID(S') i tak dalej (zauwazmy, ze wszystkie elementarne ewolucje
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RYSUNEK 4.5: Entropia splatania von Neumanna S (w bitach) dla optymalnego stanu
(w podejsciu iMPO, przy podziale taricucha na dwie rowne czesci) w zagadnieniu
estymacji fazy w obecnosci lokalnie skorelowanego defazowania w funkcji lokalnego
parametru szumu c; oraz parametru korelacji pomiedzy najblizszymi sasiadami co.

komutujg) — patrz rysunek 4.6.

Jestesmy teraz gotowi, aby zastosowaé metode rozszerzenia kanatu, ktora
dostarczy nam ograniczenia na QFI uzywajac jednego z zaproponowanych roz-
ktadéw dynamiki na niezalezne kanaly: @501)7 <I>ff) lub <I>fp3). W celu otrzymania
najlepszego ograniczenia, numerycznie optymalizujemy podzial faz oraz para-
metréw szumu pomiedzy operatory Y/, Z/ 1Y, Z” upewniajac sie przy tym, ze
w rezultacie otrzymany @g) jest prawidlowym kanatem kwantowym (odwzoro-
waniem CPTP) — zauwazmy, Zze np. sam operator X nie tworzy kanatlu kwan-
towego, poniewaz nie jest catkowicie dodatni. Otrzymane rezultaty sa przed-
stawione w lewej wstawce rysunku 4.3. Chociaz ograniczenia sg wysycalne dla
modeli szumu bez korelacji, to gdy tylko zaczniemy wprowadzac korelacje (lub
antykorelacje) do modelu, to otrzymujemy ograniczenia, ktore juz nie sa wysy-
calne (tym bardziej im wieksze sa korelacje). Tak jak nalezalo sie spodziewac
uzyskiwane ograniczenia sa tym lepsze im wiekszy uzyjemy elementarny kanat.
Jednakze metoda ta Zle skaluje sie wraz ze wzrostem rozmiaru elementarnego
kanatu w zwigzku z czym udalo nam sie wykonac¢ obliczenia jedynie dla CID((’}),
613502) i @g). Wryniki te pokazuja, ze najlepsze obecnie istniejace metody otrzymy-
wania ograniczen na QFI, stworzone dla modeli szumu bez korelacji, dostarczaja
niezadowalajace rezultaty, gdy probuje sie je uzy¢ do modeli ze skorelowanym
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RYSUNEK 4.6: Roézne sposoby podziatu lokalnie skorelowanej dynamiki na rodzine
niezaleznych kanaléw kwantowych: @&,1 ) (linia kropkowana), @&2) (linia kropkowano-

przerywana), @503) (linia przerywana).

szumemn.

Jak wspomniano powyzej, uzycie podejscia iMPO znacznie przyspiesza pro-
ces wyznaczania asymptotycznej wartoSci QFI. W celu zbadania wplywu ko-
relacji w szumie na osiggalng wartos¢ QFI oraz optymalne stany poczatkowe
w pozostalej czesci tego podrozdzialu bedziemy bazowa¢ na wynikach nume-
rycznych uzyskanych wtasnie tym podejéciem. PrzestudiowaliSmy zachowanie
QFI w zakresie zmiennosci parametrow szumu ¢; € [0,2;2] i ¢p € (—%; %)
Udalo nam sie osiggnaé¢ wzgledny blad na poziomie 0,3%, zwickszajac wymiar
wigzania stanu poczatkowego x, do 15, przy tym utrzymujac x; = 1. Zysk ze
zwickszania x; byl pomijalny w poréwnaniu do tego otrzymanego przy zwick-
szaniu X, — jest to prawdopodobnie powigzane z faktem, ze lokalne nieskore-
lowane pomiary sg praktycznie optymalne, zachowanie takie czesto spotykamy
w metrologii kwantowej, gdy wielkoscig optymalizowana jest QFI [Demkowicz-
Dobrzanski, Jarzyna i Kolodyriski 2015].

Chociaz podejscie iMPO zapewnia nam bardzo dokltadne i szybkie do uzy-
skania wyniki, to wymaga ono przygotowan, to znaczy poszukiwania symetrii
w tensorach, ktére moglyby znaczaco zmniejszy¢ prawdopodobieristwo, ze algo-
rytm ,utknie” w jakims$ lokalnym ekstremum. Dla przyktadu w dyskutowanym
tu modelu defazowania optymalny tensor L ma wymiar wiazania rowny jeden,
tak wiec E{C jest skalarem, ktory dla rownych indeksow fizycznych j = k wy-
nosi f}? — 1, a dla roznych j # k wynosi L], = iesgn(k — j)g(|7 — k|), gdzie
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funkcja g zwraca rzeczywiste wartosci rzedu e 3. Co sie tyczy optymalnego
tensora P to obserwujemy, ze sa nimi macierze P/, ktore sa Hermitowskie, a
Srednia wartos¢ bezwzgledna kazdej kolejnej diagonali spada o okolo dwa rzedy
wielko$ci. Sa one réwniez symetryczne wzgledem odbicia wzdhiz antydiagonali
oraz P417 = Pi'_ Dalszych badan wymaga wyjasnienie pochodzenia syme-
trii optymalnych tensoréw, jak i tego, ze efektywny wymiar wigzania bedacy
efektem szumu Y, wynosi jedynie 2d — 1. Podejrzewamy, ze cze$¢ z tych wla-
snosci mozna powiazaé¢ z faktem, iz defazowanie jest niezmiennicze wzgledem
obrotu wokot osi z, tak wiec optymalne stany musza naleze¢ do nieredukowalnej
reprezentacji S,.

Glowny jakosciowy wniosek jaki jasno wynika z rysunku 4.3 to obnizenie
optymalnej wartoéci QFI wraz ze wzrostem czeéci szumu odpowiadajacej za ko-
relacje pomiedzy najblizszymi sgsiadami, opisywanej parametrem co. Z drugiej
strony, gdy przejdziemy do rezimu antyskorelowanego szumu (ujemne warto-
Sci ¢p) to QFI znaczaco wzrasta. Jest to zwiazane z tym, ze dla antyskorelo-
wanego szumu operator szumu odpowiadajacy za korelacje przyjmuje postac
Jintll = M(h[”] — h["t1)) i staje si¢ liniowo niezalezny od operatora Ha-
miltonianu, ktory jest suma hl™. Jest to powigzane z faktem, ze w granicznym
przypadku, gdyby$my mieli tylko szum antyskorelowany (bez czlonu odpowia-
dajacego za lokalne defazowanie) to mozna byloby zastosowaé protokoty in-
spirowane kwantowymi kodami korekeji btedu, aby osiagnaé¢ skalowanie Heisen-
berga [Layden i Cappellaro 2018|. Ma to réwniez odzwierciedlenie w zachowaniu
ograniczen uzyskanych metoda rozszerzenia kanatu, ktore staja sie rozbiezne w
tym rezimie. Wynika to z tego, ze metoda ta uwzglednia réwniez rezultaty, ktore
mozna uzyska¢ strategiami adaptacyjnymi. Wyniki uzyskane za pomoca sieci
tensorowych nie wykazuja tych rozbiezno$ci, poniewaz nasze podejScie opiera
sie na strategiach rownolegtych, gdzie rozwazamy najbardziej ogoélne splatane
stany poczatkowe oraz najbardziej ogélne pomiary, ale bez mozliwosci adapta-
cji. To tym bardziej pokazuje, ze dotychczasowe, najlepsze metody metrologii
kwantowej nie sprawdzaja, sie gdy chcemy badaé¢ uktady ze skorelowanym szu-
mem w ramach strategii réwnoleglych. Linia c; = 0 na rysunku 4.3 odpowiada
modelowi $ciSle lokalnego szumu, dla ktérego znamy ograniczenie, ktore jest
asymptotycznie wysycalne: F/N = n?/(1 — n?) |Escher, Matos Filho i Davi-
dovich 2011; Demkowicz-Dobrzaniski, Kotodyriski i Guta 2012] (wyprowadzenie
w rozdziale 1.3.2), gdzie n = e~ 7. Nasze numeryczne rezultaty otrzymane w
podejsciu iMPO pokrywaja sie z tym wzorem idealnie — zobacz prawa wstawke
na rysunku 4.3.

Dla $cisle lokalnego szumu wiadomym jest, ze w granicy bardzo wielu cza-
stek fundamentalne ograniczenie, F//N = n?/(1 — n?), moze zosta¢ wysycone
za pomocy, protokolow wykorzystujacych spinowe stany $cisniete [Ulam-Orgikh
i Kitagawa 2001; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011], jak np. stany jed-
noosiowo skrecone [J. Ma i in. 2011]. Po otrzymaniu numerycznych wartosci
optymalnego QFT na czastke, uzywajac zaproponowanego przez nas formalizmu
bazujacego na sieciach tensorowych, chcieliby$my sprawdzi¢ czy spinowe stany
stabo $ci$niete beda réwniez optymalne w przypadku skorelowanego szumu. W
tym celu wykorzystamy standardowy protokot metrologiczny bazujacy na in-
terferometrii Ramseya [J. Ma i in. 2011], aby wyznaczy¢ $cisla wartos¢ QFT w
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problemie estymacji fazy w obecnosci lokalnie skorelowanego szumu defazuja-
cego. Bez straty dla ogolnosci mozemy zatozy¢, ze estymujemy mate odchylenie
fazy od ¢y = 0. Rozwazymy nastepujacy stan jednoosiowo skrecony (OAT,
ang. One-Axis Twisted) N czastek:

QN

[OAT) = &7 |+ 1), (4.9)

gdzie 6 oznacza kat skrecenia. Powtorzymy standardowe rozumowanie [J. Ma i
in. 2011}, gdzie powyzszy stan jest obrocony na rownik sfery Blocha, tak ze (S)
wskazuje kierunek osi x, a moment pedu ma najmniejszg wariancje w kierunku
osi y. To bedzie nasz stan poczatkowy |[i), ktory poddamy ewolucji przez
kanal kwantowy ® (4.1) opisujacy lokalnie skorelowane defazowanie, a nastepnie
obrécimy o nieznany kat ¢ wokol osi z. W efekcie otrzymamy stan

po = Pyl[th)] = e =D ([ahg)]e!>?. (4.10)

Zakladajac, ze ¢ ~ 0 dokonujemy pomiaru obserwabli S, jako ze jest to w
tym przypadku optymalny wybor, a nastepnie na podstawie wynikéw pomiaru
wnioskujemy o wartosci .

W takim wtasnie przypadku, gdy dokonujemy pomiaru obserwabli, ktorej
warto$¢ oczekiwana zalezy od badanego parametru, (S,) = Tr(p,S,), precyzje
pomiaru mozemy wyznaczy¢ korzystajac ze wzoru na propagacje bledu

A2,

d(Sy)
de

A%p =

(4.11)

3 -

W celu wyznaczenia potrzebnych do skorzystania z tego wzoru wartosci oczeki-
wanych przejdziemy do obrazu Heisenberga, w ktorym zamiast stanéw to opera-
tory ewoluuja (tylko ze w przeciwnym , kierunku”). Zrobimy to w dwoch krokach:
najpierw przeniesiemy na operatory unitarny obrot wokot osi z, a nastepnie de-
koherencje — kolejno$¢ nie ma znaczenia, poniewaz w naszym problemie procesy
te ze sobg komutuja. Wprowadzimy oznaczenia |y, |, i |, na wartosci policzone
odpowiednio na stanie [thg), ®[|to)] 1 Py[|tho)]. Cheemy wyznaczyé A%Ql, w
funkeji wartosci oczekiwanych na stanie poczatkowym, czyli na |,.

Obrot wokot osi z o kat —¢ powoduje nastepujaca transformacje operatoréow

SZ‘I
S! cosp singp 0\ [S:
Sy | =|—sing cosp Of[S,|. (4.12)
S 0 0 1/ \s.
Wynika stad ze:
(Sy)ly = —sin@ (Sz)|; +cos @ (Sy)l; , (4.13)

A28,

, = sin? o A?S,

2 2
| T cos © A°S,

|~ 2singpcosg Cov(S:,9)],, (4.14)
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gdzie Cov(S,,S,) = 3 (SuSy +5ySz) — (Sz) (Sy) to kowariancja. Korzystajac
teraz z naszego zatozenia, ze ¢ ~ 0, mozemy napisac, iz

2@ AQSyh
=—"5.
2 [{So)ll

W celu przeniesienia ewolucji pod wptywem kanatu defazujacego ¢ ze sta-
néw na operatory wprowadzimy podobnie jak w rozdziale 3.4 kanal dualny ®P.
Pozwoli nam to zapisa¢ dla dowolnej obserwabli O, ze (O)|, = <(I>D[O]>TO. W
przypadku obecnie rozwazanego kanatu kwantowego ® zadanego wzorem (4.1),
dziatanie kanatu dualnego ®P na dowolng obserwable O mozemy zapisa¢ naste-

pujaco:

(4.15)

P[0 = 3 (K[Oj) o207 [l (4.16)

ik
Jako ze defazowanie wyrzuca nas poza przestrzen o dobrze zdefiniowanym cal-
kowitym rzucie spinu na dang 0§, S; = 3 N | JZ["} (zakladamy h = 1), bedziemy
musieli rozpatrzy¢ dziatanie ®P na poszczegolne UZM oraz ich iloczyny. Potrzebne
nam wartosci oczekiwane transformuja sie nastepujaco:

(k) = (o), e (117)
()], = (o), e7% (4.18)
<0Ln]UL"H]> = (<a£”]a[y"+”>‘0 cosh ¢y + <UL"]0L”H]>‘O sinh 02)6701, (4.19)
<Uz[/n]%[;n+2]> = <Ug[;n]%[,n+2]>‘oe_cl- (4.20)

Przechodzac teraz do granicy N — oo, # — 0 w taki sposob, ze N§? < 1
otrzymujemy, ze istotne wartosci oczekiwane na stanie poczatkowym przyjmuja
postaé¢ [J. Ma i in. 2011]:

(=1 (o], =0 (421

<a[n]a m}>‘0 =1, <O'[n]O'[m] = dlan#m. (4.22)

x T

W rezultacie dostajemy (S,)|, = Ne=3 oraz

N 2(N-1 1 . e
AQSyL - <S?3>’1 - 4 + ( 4 )(1 N cosh ¢z —|—s1nh02>e o
n (N=-2)(N-1) 1

o
1 TN (4.23)

To prowadzi nas ostatecznie do wzoru na asymptotyczng wartosé precyzji A%p =
(1 —e @ +2e “sinhey)/(Ne ), ktory mozna powiazac¢ z odpowiadajaca mu
wartoscig QFI na czastke:

e
1 —e < +2e“sinhey

F/N = (4.24)
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Mozemy teraz sprawdzi¢ czy wzér ten zgadza sie z pozadana doktadnoscia
(< 1%) 7 naszymi wynikami numerycznymi. Reprezentatywne poréwnanie wy-
nikéw numerycznych z powyzszym wzorem znajduje sie w lewej wstawce na
rysunku 4.3. Wyniki te pokazuja, ze podobnie jak dla nieskorelowanych modeli
szumu, spinowe stany stabo $ci$niete sa asymptotycznie optymalne. Nie ozna-
cza to, iz optymalne stany, ktore otrzymaliSmy uzywajac sieci tensorowych sg
stanami $ci$nietymi. Wrecz przeciwnie, w podejsciu MPO otrzymaliémy stany
o niskim rzedzie wiazania (niewielkiej entropii splatania, niezaleznie od ilosci
spinoéw w laricuchu) i lokalnych korelacjach, a stany $cisniete z uwagi na przyna-
lezno$¢ do podprzestrzeni standéw catkowicie symetrycznych korelujg wszystkie
czastki ze sobg, niezaleznie od odleglosci pomiedzy nimi.

Gdybys$my chcieli rozwazy¢ strategie bazujaca na stanach produktowych to
jedyna modyfikacja w powyzszym rozumowaniu bytoby podstawienie <0L”] al[jm}> =
0 dla n # m, co prowadzitoby do nastepujacej wartosci QFI na czastke:

e
1+ 2e~<sinhey’

Fpeoa/N = (4.25)
ktora rowniez idealnie zgadza si¢ z naszymi wynikami numerycznymi przedsta-
wionymi na rysunku 4.4.

Mozemy teraz skorzysta¢ z powyzszych wzoréw i powroci¢ do oryginalnego
problemu tego podrozdziahu, czyli pomiaru pola magnetycznego. Korzystajac z
relacji ¢ = gBt mozemy zapisa¢ wzor na najlepsza mozliwa warto$¢ precyzji
estymacji pola magnetycznego:

. 1 .
A’B, = —— A% =

1 — e 0% 1 219t sinh (v g?t)
g2t2 ’

g2t2 Ne—H2 g%t

(4.26)

Powyzszy wzor zaktada ustalony czas ¢ oddziatlywania czastek z polem. Mo-
zemy uogoélni¢ te rozwazania i ustali¢ catkowity czas eksperymentu 7', ktory
podzielimy na T'/t niezaleznych przedzialow czasu, w ktorych bedzie odbywato
sie oddzialywanie. Odpowiadajaca tej sytuacji niepewnosé¢ estymacji wynosi

—p2g2 _20%
A2Bp— L pzp, o Lo+ 20 Tsinh(vg™t)

T/t g*tT Ne—rg%t ’ (427)

ktora po zoptymalizowaniu po ¢, osiaga minimalna warto$¢ gdy ¢ — 0 1 wynosi

pu?+ 2v

AR =
TN

(4.28)

Bazujac na powyzszych rezultatach mozemy spodziewaé si¢, ze spinowe
stany stabo Scisniete powinny by¢ réwniez optymalne w przypadku bardziej
ogb6lnego szumu defazujgcego, pod warunkiem ze zasieg korelacji r jest skon-
czony i rozwazamy granice asymptotyczng N — oo. W takim przypadku prze-
prowadzajac analogiczne obliczenia otrzymaliby$my nastepujaca postaé opty-
malnej precyzji estymacji pola magnetycznego:

2 r
R + 2> oy
QQB 1% k=2
TN ’

(4.29)
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L O . - n n
lokalny oscylator

zespol atomow

RYSUNEK 4.7: Schemat przyjetego modelu stabilizacji lokalnego oscylatora (LO) do
referencyjnej czestoéci przejécia atomowego wg. W n-tym cyklu dziatania zegara zespot
atomow jest poczatkowo przygotowany w stanie pg. Nastepnie przez czas T oddziatuje
on z LO, ktorego (stabilizowana) czestos¢ wynosi wl™(t). W wyniku tego ewoluuje do
stanu pi? I Po czym nastepuje pomiar (uogélniony) Ily , ktory moze zaleze¢ roéwniez
od wynikéw pomiaréw w poprzednich cyklach dziatania zegara x,—1 = (1,...,Zp_1).
W efekcie sygnal korekeyjny w(x,,) bazujacy na wszystkich dotychczasowych wynikach
pomiaréw X, jest uzyty, aby poprawic¢ czestos¢ LO w1 (t), tak zeby w nastepnym
kroku czasowym byta ona jak najblizej wg. Cykl taki nastepnie zostaje powtérzony.

gdzie v, reprezentuje korelacje pola magnetycznego dla czastek odleglych o k —
I: <5B[”] (t)5B["+k*”(t’)> = y0(t — t'). Porownujac ten wynik z rezultatami
uzyskanymi dla stanow GHZ (1.46) w tym samym modelu [Layden, Zhou i
in. 2019|, zauwazamy ze spinowe stany $cisniete wykazuja poprawe precyzji o
czynnik exp(1) ponad to co mozna osiagna¢ stanami GHZ — zalezno$¢ ktora
jest znana z rozwazan nieskorelowanych modeli defazowania [Huelga i in. 1997;
Ulam-Orgikh i Kitagawa 2001].

4.2 Stabilizacja zegara atomowego

Drugi zaprezentowany przez nas przyktad dotyczy stabilizacji dzialania zegara
atomowego. W tym przypadku nie tylko model fizyczny jest inny — atomy pod-
legaja szumowi lokalnego oscylatora, ktorego fluktuacje sa skorelowane w czasie,
a nie jak w pierwszym przyktadzie, gdzie korelacje szumu miaty charakter prze-
strzenny — ale tez rézni sie wielkos¢ optymalizowana (FoM), ktora teraz jest
duzo blizsza Bayesowskiej wariancji (patrz rozdzial 1.2.2) anizeli QFI.

Typowy zegar atomowy dziala w petli sprzezenia zwrotnego, gdzie lokalny
oscylator (LO, np. laser) jest stabilizowany do referencyjnej czestosci przejscia
pomiedzy dwoma poziomami atomowymi przez periodyczne oddzialtywanie z
atomami (uzywajac promieniowania z LO) i bazujac na zmierzonej odpowiedzi
czestosé LO jest poprawiana [Ludlow i in. 2015] — patrz tez schemat dzialania
zegara atomowego na rysunku 4.7.
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Jednym z gléwnych celéw przy tworzeniu zegara jest osiagniecie jak naj-
mniejszej niestabilnosci typowo kwantyfikowanej przez wariancje Allana (AVAR,
ang. Allan Variance) [Allan 1966; Riehle 2004]

02(7):271%,<[/ ar(t) — [ drs }> (4.30)

gdzie (-) reprezentuje usrednianie po fluktuacjach czestosci LO opisywanych
przez pewien proces stochastyczny (ktory z punktu widzenia estymacji Bay-
esowskiej pelni role rozktadu a priori), 7 oznacza czas usredniania, wg refe-
rencyjna czestosé¢ atomowego przejscia, a w(t) zaleznag od czasu czestosé LO.

w(t)

Wprowadzajqc czestos¢ utamkowa y(t) = oraz $rednia czestos¢ utamkowa

y;(1) = j+1 " dty(t) mozemy AVAR zapisa¢ w postaci
1
2/ \ _ _ _ 2
o*(r) = 5 ([ () = o(7)]*) (1.31)

Widzimy teraz, ze jesli mamy pewna wielkos¢ y(t) zalezng od czasu ¢, podzielimy
przedzial czasu na odcinki dlugosci 7 i dla kazdego takiego odcinka policzymy
srednig wartos¢ wielkosci y(¢) (czyli g;(7), gdzie j numeruje kolejne przedziaty
czasu) to wariancja Allana informuje nas jak $rednio rézni sie wartos¢ g;(7)
w sasiednich przedzialach czasu. Sprawia to, ze AVAR jest czula na korela-
cje wystepujace w szumie oraz jest dobra miarg stabilnosci sygnatu. AVAR
mozna powigzaé bezposrednio z wielkosciami charakteryzujacymi szum, takimi
jak funkcja autokorelacji oraz widmowa gesto$¢ mocy i wyznaczy¢ w sposob
Scisty |Riehle 2004]. Na przyktad dla bialego szumu o?(7) ~ 77! — jest to tez
zachowanie, ktorego nalezy oczekiwac dla lokalnie skorelowanego szumu, gdy 7
jest duzo wieksze od zasiegu korelacji.

Ustalajac fizyczne wlasno$ci zespotu atomoéw, naszym celem jest optymaliza-
cja stanu poczatkowego atomow, czasu oddziatywania, pomiaréw oraz sygnatu
korekcyjnego (7 petli sprzezenia zwrotnego), tak aby zminimalizowa¢ AVAR.
Tak kompleksowa optymalizacja jest praktycznie niewykonywalna. Na szczescie,
w pracy [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrzanski 2016] udato sie wyprowa-
dzi¢ ograniczenie dolne na osiagalna warto$¢ AVAR, ktore nazwano kwantowa
wariancja Allana (QAVAR, ang. Quantum Allan Variance):

0(2Q (T) = UiO<T> - ;(I)l%); FA<T) [p()’XaTL (432)
AT [0 R T] = 5 Te(R) - Te (). (4.33)

gdzie oo (7) to AVAR swobodnie dziatajacego LO, Fa(7) {pO,K,T} reprezentuje
poprawke do niej wynikajaca z petli sprzezenia zwrotnego, a T to czas oddzia-
lywania.

Operatory p, p’ i A sg odpowiednikami operatoréw p, p’ i A wystepujacych we
wzorze (1.39) na AMSE w kwantowym podej$ciu Bayesowskim. Istotne jest to,
ze jesli zespot atomow, na ktérych bazuje zegar atomowy jest reprezentowany
za pomocy stanu na d wymiarowej przestrzeni Hilberta H to operatory p i
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7' dzialaja na przestrzen tensorowg H®V, gdzie N = 2% — 1 jest liczbg cykli
dzialania zegara, ktore trzeba uwzglednié, aby wyznaczy¢ QAVAR. Zakladamy
tutaj wyidealizowang sytuacje, w ktérej pojedynczy cykl dziatania zegara trwa
T — czyli ze caly czas cyklu jest poswiecony na oddzialywanie atoméow z LO i
nie ma tak zwanego ,martwego czasu”. Doktadna postaé¢ tych operatoréow to:

p= (@) 7= (L[ lerol4) o) @k}, (131

gdzie wyo(t) oznacza czesto$é swobodnie dziatajacego LO (bez poprawek wyni-
kajacych z dziatania petli sprzezenia zwrotnego), p[”] oznacza macierz gesto-
sci na wyjsciu kanalu kwantowego w n-tym cyklu dmalania zegara, ale ktorej
ewolucja (przez czas T') odbywala sie jedynie pod wplywem wio(t), a nie pel-
nego w(t), czyli

pll, = & i gy Lo o), (135)
gdzie ® oznacza kanal kwantowy opisujacy dekoherencje atomow (bedaca wy-
nikiem oddzialywania z otoczeniem, jak np. defazowanie, straty). Jako ze we
wspoltczesnych zegarach atomowych gltéownym Zrédtem szumu sg fluktuacje LO,
to bedziemy zaklada¢, ze kanal ® dziala w sposob trywialny, czyli ®[po] = po.

Zespol atomow bedziemy traktowaé jako zbior d — 1 atomoéw dwupozio-
mowych z czestoscia przejscia réwng referencyjnej czestosci zegara atomowego.
Efekt dziatania szumu LO jest bardzo podobny do kolektywnego defazowania
atomow, a co najwazniejsze, nie wyprowadza stanu z podprzestrzeni catkowicie
symetrycznej. Uprasza to znaczaco obliczenia, poniewaz pozwala nam ograni-
czy¢ rozwazania do tej podprzestrzeni, ktora dla d—1 atoméw dwupoziomowych
ma wymiar jedynie d (cala przestrzeni Hilberta ma w tym Wypadku wymiar
24-1) W zwigzku z tym bedziemy uzywa¢ notacji |¢)) = J “5a; 7Y, w kto-
rej |7) reprezentuje stan catkowicie symetryczny, gdzie j atomow jest w stanie
wzbudzonym, a d — 1 — j w stanie podstawowym. Zapisywanie informacji o od-
strojeniu dw(t) czestosci LO w(t) od czestosci referencyjnej atomowego przejicia
wo, W stanie kwantowym, nastepuje w wyniku interferometrii Ramseya. Prowa-
dzi ona efektywnie zespot atomow do stanu [¢) = Y97 aze =is [ dtdw(®) |7). Jako
ze bedziemy optymalizowa¢ po stanach poczqtkowych i pomlarach to pomijamy
zachodzace na poczatku i koricu interferometrii Ramseya impulsy 7, traktujac je
jako sktadowe odpowiednio optymalnych stanéw poczatkowych oraz pomiarow.

Nalezy podkresli¢, ze opisywany w poprzednim akapicie zesp6t atomow na-
lezy do pojedynczej przestrzeni Hilberta H. W naszym modelu kolejne cykle
dzialania zegara sa formalnie reprezentowane przez kolejne cztony w strukturze
produktowej przestrzeni H®Y, a w formalizmie sieci tensorowych przez kolejne
tensory w sieci. Kluczowa dla nas wlasnoscia jest to, ze fluktuacje czestosci LO
sa skorelowane w czasie. Efektywnie prowadzi to do sytuacji, w ktorej atomy
sa poddane kolektywnemu defazowaniu, ktorego dziatanie pomiedzy kolejnymi
cyklami zegara jest ze soba skorelowane.

Zaktadajac ze fluktuacje szumu LO maja skonczony zasieg korelacji w czasie,
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mozemy spodziewac sie, ze QAVAR bedzie mozna efektywnie wyznaczy¢ uzy-
wajac sieci tensorowej w postaci tancucha o dlugosci N 7z (d — 1)-wymiarowym
indeksem fizycznym na kazdym wezle. Poza oczywistg zaleta w postaci poprawy
wydajnosci numerycznej, uzycie sieci tensorowych pozwala nam zawezié¢ klase
stanow poczatkowych, po ktorych wykonujemy optymalizacje do stanéw pro-
duktowych (rzad wiazania x,, = 1). Fizycznie odpowiada to typowej sytuaci,
w ktorej zespoty atomoéw w réznych krokach czasowych sg niezalezne od siebie,
poniewaz zostaly przygotowane od nowa na poczatku kazdego kolejnego cyklu
dzialania zegara — podkresli¢ nalezy, ze ciagle bedziemy rozwazac splatanie po-
miedzy atomami tworzacymi zespol i oddzialujacymi z LO w ramach danego
kroku czasowego.

Fluktuacje L.LO moga by¢ scharakteryzowane za pomoca funkcji autokorelacji
R(t), ktora na potrzeby naszego przyktadu wybralismy jako kombinacje procesu
Ornstein—Uhlenbeck (OU) i biatego Gaussowskiego szumu:

R(t) = ae™ " + 36(t), (4.36)

gdzie mozemy zinterpretowaé parametry «, 3 jako site odpowiednio procesu
OU oraz biatego szumu, a % jako zasieg korelacji procesu OU. Wybralidmy
a = 1(rad/s)?, B = 0,1 (rad/s)?s, v = 257!, dla ktorych optymalny czas od-
dzialywania T" wyniost okoto 1,4s. Oznacza to, ze dla tych parametréw korelacje
szumu sg na tyle stabe, ze istotnie wplywaja jedynie na sasiadujace ze soba w
czasie poduktady. Rozwazanie szumu o wiekszym zasiegu korelacji jest mozliwe,
ale wymaga wiekszych zasobow obliczeniowych z powodu wiekszego wymiaru
wiazania. Parametry te sa zblizone do tych uzytych w pracy [Chabuda, Leroux
i Demkowicz-Dobrzariski 2016]: a = 2 (rad/s)?, 8 = 0,4 (rad/s)?s, v = 0,5s7!, a
ktore byly dobrane tak, aby jak najwierniej odda¢ funkcje autokorelacji szumu
zegara atomowego opisanego w pracy [Jiang i in. 2011]. Dla szumu opisanego
procesem OU, AVAR swobodnie dzialajacego LO ma postaé

1 |2« «
g EO(T) = [

+ — (46’” —e T — 3) + ﬁ] (4.37)

Wiy T

i w najbardziej interesujacym rezimie dlugiego czasu usredniania przyjmuje
forme 07 (7) = (2ay™! + 3)/(7w3). Jako ze proces OU charakteryzuje si¢ skon-
czonym zasiegiem korelacji spodziewamy sig, ze w tym rezimie QAVAR réwniez
przyjmuje postac o3 (7) =~ ¢ /(Twg) z pewna staly coo, ktora bedziemy nazywacé
wspoOtczynnikiem asymptotycznym QAVAR. Rownowaznie oznacza to, ze wraz
ze wzrostem liczby cykli dziatania zegara optymalna warto$¢ poprawki wynika-
jacej z istnienia petli sprzezenia zwrotnego przyjmuje postaé¢ Fa (1) > ¢../(Tw?)
7z pewng staly Coo.

Proba wyznaczenia wspolczynnika asymptotycznego QAVAR zostata pod-
jeta w pracy [Chabuda, Leroux i Demkowicz-Dobrzanski 2016]. Jednak z po-
wodu uzycia standardowych metod pelnej przestrzeni Hilberta nie byto moz-
liwe osiagniecie rezimu, w ktéorym charakter skalowania QAVAR oraz wartosé
asymptotycznego wspoltczynnika mogtaby by¢ jednoznacznie odczytana. Podej-
Scie oparte na sieciach tensorowych opisane w tej dysertacji pozwolito obliczy¢
QAVAR w poprzednio nieosiggalnym rezimie duzych czaséw usredniania 7. Na
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RYSUNEK 4.8: QAVAR aé (pomnozona przez wg) w funkcji czasu usredniania 7 dla
zegara atomowego (bazujacego na jednym atomie) charakteryzujacego sie szumem LO,
ktory jest scisle lokalny (wyniki na z61tto), zawiera rowniez korelacje pomiedzy sasiadu-
jacymi przedziatami czasu (wyniki na pomaranczowo) lub zawiera ponadto korelacje z
jednym nastepnym przedziatem czasu (wyniki na czerwono), w poréwnaniu do AVAR
swobodnie dzialajacego LO (czarna linia). Lewa wstawka pokazuje optymalna war-
tos¢ poprawki Fia, do AVAR swobodnie dziatajacego L.O, wynikajaca z dzialania petli
sprzezenia zwrotnego (pomnozona przez ng) w funkcji liczby cykli dziatania zegara N
(liczby weztow w sieci tensorowej) potrzebnych do obliczenia AVAR dla danego czasu
uéredniania 7 i optymalnego czasu oddzialtywania T — ktérego wykres zostal przed-
stawiony na prawej wstawce. Wyniki na wstawkach prezentuja poréwnanie rezultatéw
uzyskanych w podejéciu MPO (kropki) z asymptotycznymi wartosciami otrzymanymi
w podejsciu iMPO (linie) oraz warto$ciami uzyskanymi przy pomocy standardowych
metod wykorzystujacych obliczenia w pelnej przestrzeni Hilberta (krzyze).

rysunku 4.8 przedstawiono przykltadowe wyniki dla zegara atomowego bazu-
jacego na pojedynczym atomie dwupoziomowym, ktore pokazuja, ze korelacje
pelnia istotna role i nie mozna uzyskaé¢ precyzyjnych fundamentalnych ogra-
niczen na stabilnosé zegara atomowego pomijajac korelacje fluktuacji LO w
czasie. Z drugiej strony widzimy, ze dla rozwazanego modelu szumu wystarczy
ograniczy¢ rozwazania do korelacji pomiedzy najblizszymi przedzialami czasu,
poniewaz uwzglednienie dalszych korelacji juz nie daje istotnej poprawy QA-
VAR. W powiekszeniu wida¢ to na lewej wstawce, gdzie optymalna poprawka
do AVAR F zwieksza sie o okoto 75% po uwzglednieniu korelacji pomiedzy naj-
blizszymi przedzialami czasu (wyniki na pomarariczowo w pordéwnaniu do tych
na z6tto), a uwzglednienie korelacji z jeszcze kolejnym przedziatem czasu daje
juz tylko poprawe o okoto 4% (wyniki na czerwono w poréwnaniu do tych na
pomaranczowo). Wstawki pokazuja rowniez poréwnanie wynikow uzyskanych w
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podejsciu MPO z asymptotyczna warto$cia uzyskana podejéciem iMPO. Ob-
serwujemy, ze podobnie jak w przypadku estymacji pola magnetycznego (patrz
rysunek 4.2) wyniki w podejsciu MPO oraz iMPO sa ze soba w bardzo do-
brej zgodnosci, a standardowe metody obliczen w pelnej przestrzeni Hilberta
nie umozliwiaja dojécia do rezimu, w ktérym mozna by wnioskowaé o zachowa-
niu asymptotycznym. Wstawki pokazuja rowniez, ze zachowanie asymptotyczne
osiggamy dopiero po okoto 100 krokach czasowych. Oznacza to, ze jesli chcieli-
byémy uzy¢ metod pelnej przestrzeni Hilberta to musielibysmy wykonywaé ob-
liczenia w przestrzeni wymiaru 2% — co jest oczywiscie zadaniem niemozliwym
do wykonania. W celu utrzymania wzglednego btedu ponizej 0,1% przy wyko-
nywaniu obliczei numerycznych na potrzebe rysunku 4.8 rzad wigzania wyniost
maksymalnie y, = 4 w podejéciu MPO oraz x; = 4 w podejsciu iMPO.

Podobnie jak w przypadku estymacji pola magnetycznego podejscie iMPO
pozwala efektywnie uzyska¢ bezposredni wglad w asymptotyczne (7 — 00) za-
chowanie QAVAR. Zauwazmy jednak, ze definicja AVAR (4.30) prowadzi do
postaci MPO dla 7’ w wyrazeniu na QAVAR, ktora jawnie nie jest translacyjnie
niezmiennicza. W zwiazku z tym, aby zastosowa¢ podejscie IMPO przyblizymy
AVAR przez asymptotycznie réwnowazne wyrazenie

o2 (r) = 721%2) <( /0 ’ dtw(t))2>, (4.38)

ktore pokrywa sie z poprzednia definicja dla 7 duzo wiekszych niz zasieg korela-
cji (czyli doktadnie w rezimie, w ktorym dziata podejscie iIMPO). Uzywajac tego
podejscia wyznaczyliSmy wspotczynnik asymptotyczny QAVAR ¢, i odpowia-
dajacg mu wartos¢ optymalnego czasu oddzialywania 7' w funkcji liczby atomow
w zegarze — patrz rysunek 4.9. Z tego wykresu widzimy, ze efekt uwzglednienia
korelacji fluktuacji LO przy obliczaniu QAVAR jedynie sie powicksza wraz ze
wzrostem liczby atomow w zegarze. To podkresla, ze korelacje odgrywaja istotna
role jesli chcemy dokonaé¢ precyzyjnej analizy mozliwosci stabilizacji dziatania
zegara atomowego. Dopuszczenie wzglednego btedu wynikéw na poziomie okoto
2%, sprawilo ze na potrzeby rysunkow 4.9 i 4.10 wystarczylo przeprowadzié
obliczenia numeryczne (w podejsciu iMPO) z rzedem wiazania jedynie x; = 1.

Przyjrzyjmy sie teraz wynikom jakie mozna uzyska¢ uzywajac jako stanu
poczatkowego stanu GHZ (1.46) w porownaniu do rezultatow, ktore sa zopty-
malizowane po stanach poczatkowych. W szczegbélnym przypadku, gdy mamy

jedynie lokalne korelacje mozna wyprowadzi¢ $cisty wzor na asymptotyczng po-
sta¢ QAVAR dla stanu GHZ:

c(d — 1)26_01(d_l)2

TWE

Ué,GHZ(T) = ) (4.39)
gdzie lokalny parametr szumu ¢; dla szumu opisanego funkcja autokorelacji (4.36)
ma postac

2a
e
W ogoélnosci stan GHZ jest bardzo wrazliwy na szum defazujacy. W zwiazku z
czym optymalne czasy oddzialywania T' beda musialy by¢ wyraznie skrécone

1 (YT +e7" 1) + BT. (4.40)
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RYSUNEK 4.9: Gérny wykres przedstawia wspotczynnik asymptotyczny QAVAR coo,
a dolny optymalny czas oddzialtywania T, w funkcji liczby atomow w zegarze ato-
mowym dla strategii estymacji bazujacej na stanie poczatkowym ktory jest: stanem
GHZ (kropkowana linia), stanem spinowym koherentnym (przerywana linia), stanem
optymalnym (ciagta linia). Zachowanie kazdego z tych trzech rodzajoéw stanéw prze-
analizowano w przypadku gdy szum LO jest $cisle lokalny (jasniejszy odcieri koloru
szarego /niebieskiego/zottego) lub zawiera rowniez korelacje pomiedzy sasiadujacymi
przedziatami czasu (ciemniejszy odcien koloru szarego/niebieskiego/z6ttego). Na gor-
nym wykresie dla poréwnania wykreslono rowniez wspotczynnik asymptotyczny AVAR
(czarna ciagta linia).

wzgledem czasOw dla optymalnych stanéw. Jest to widoczne na rysunku 4.9,
gdzie mimo iz optymalne T dla stanu GHZ skaluje sie jak (d — 1)~2 to szum
szybko niszczy jakikolwiek zysk wynikajacy z istnienia petli sprzezenia zwrot-
nego i wspotczynnik asymptotyczny QAVAR wraz ze wzrostem liczby atomow
w zegarze dazy do wartosci charakteryzujacej swobodnie dziatajacy LO. Jest to
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RYSUNEK 4.10: Rozklad bezwzglednych wartosci amplitud prawdopodobieristwa a;
stanéw poczatkowych dla zegara atomowego bazujacego na 10 atomach. Ciggte linie
odpowiadajg stanom optymalnym odpowiednio w przypadku gdy rozwazamy szum
LO, ktory jest sciéle lokalny (kolor zotty) lub zawiera rowniez korelacje pomiedzy
sasiadujacymi przedziatami czasu (kolor pomarariczowy). Dla poréwnania wykreslono
laj| dla stanu spinowego koherentnego (CSS, jasnoniebieska przerywana linia) oraz
stanu SIN (1.47) (jasnozielona przerywano-kropkowana linia). W srodku znajduje sie
rozktad @ Husimiego na sferze Blocha dla optymalnego stanu (w przypadku szumu
LO zawierajacego rowniez korelacje pomiedzy sasiadujacymi przedziatami czasu) z
zaznaczonymi przyktadowymi liniami ekwipotencjalnymi odpowiadajacymi tej samej
gestosci prawdopodobieristwa dla CSS (czarna przerywana linia) oraz optymalnego
stanu (czarna linia) — co pokazuje, ze jest on Scisniety.

manifestacja ogoélnie stabych osiggéw stanu GHZ dla uktadéw metrologicznych
w realistycznych, uwzgledniajacych szum, modelach wraz ze wzrostem liczby
czastek [Huelga i in. 1997; Escher, Matos Filho i Davidovich 2011; Demkowicz-
Dobrzarnski, Kotodyniski i Guta 2012].

Nasze podejscie do metrologii, bazujgce na sieciach tensorowych, pozwala
tatwo bada¢ optymalne stany poczatkowe. Na rysunku 4.10 przedstawilismy
wykres wartosci bezwzglednych amplitud prawdopodobienistwa a; dla optymal-
nych stanéw dla przypadku szumu LO, ktory jest $écisle lokalny lub zawiera
rowniez korelacje pomiedzy sasiadujacymi przedziatami czasu. Dla poréwna-
nia wykreslono rowniez wartosci a; dla stanu spinowego koherentnego (CSS,
ang. Coherent Spin State) oraz stanu SIN (1.47) — ktory jest optymalnym sta-
nem poczatkowym w problemie Bayesowskiej estymacji z plaskim rozktadem «a
priori. Widzimy, ze optymalne stany sa nieklasyczne, co mozemy okreslié¢ ilo-
$ciowo obliczajac ich spinowy parametr Sci$niecia €2 = 2A2S, /[(S,)| [J. Ma i in.



Rozdziat 4. Przyktadowe zastosowania 87

2011], ktory wynosi 1 dla CSS, 0,522 dla stanu SIN oraz 0,456 i 0,378 dla opty-
malnych stanéw odpowiednio w przypadku szumu LO, ktory jest $cisle lokalny
lub zawiera réwniez korelacje pomiedzy sasiadujacymi przedzialami czasu. Sci-
skanie w tym ostatnim przypadku mozemy réowniez zaobserwowaé na rozktadzie
Q Husimiego na sferze Blocha znajdujacym si¢ w centrum rysunku 4.10.

4.3 Wiernos¢ wielocialowego stanu termicznego

Trzeci z prezentowanych przez nas przykladéow wykracza poza dziedzine me-
trologii kwantowej i demonstruje uzytecznosé techniki liczenia QFI dla stanow
mieszanych z uzyciem MPO w celu bezposredniego wyznaczenia wiernosci dla
wielociatowego stanu termicznego — co dla duzej liczby czastek byto do tej pory
poza zasiegiem najbardziej wyrafinowanych metod.

Z kwantowym przejéciem fazowym [Sachdev 1999] mamy do czynienia, gdy
mala zmiana zewnetrznego parametru powoduje ogromng zmiane wlasnosci
stanu podstawowego uktadu kwantowego. Tym zewnetrznym parametrem moze
by¢ np. sita pola magnetycznego dla uktadu spinéw lub stezenie domieszki
dla wysokotemperaturowego nadprzewodnika. Centralne znaczenie ma pojawia-
jaca sie nieanalitycznosé funkceji falowej stanu podstawowego, gdy przechodzimy
przez punkt krytyczny ¢. oddzielajacy dwie rozne fazy.

Jeden z mozliwych sposobow detekeji kwantowego przejécia fazowego polega
na badaniu zachowania wiernosci F(py, ppye) = Tr\/\/PopPpie\/Pyp (Patrz roz-
dzial 1.2.1) pomiedzy dwoma wielocialowymi stanami p, i pyte, ktore roznia
sie 0 maly warto$¢ parametru ¢ w Hamiltonianie [Zanardi i Paunkovi¢ 2006;
Rams i Damski 2011]. Gdy nastepuje kwantowe przejécie fazowe to podatnosé¢
wiernosci x, zdefiniowana jako F(py, ppie) = 1 — fxg,s ma maksimum oznacza-
jace fundamentalna zmiane w stanie uktadu. Zgodnie ze wzorem (1.34) oznacza
to réwniez maksimum QFI, poniewaz jest ona powiazane z podatnoscia wier-
nosci zaleznoscia Flp,] = 4x,. Ta koncepcja postuzono sie w pracy [Rams,
Sierant 1 in. 2018], aby zbada¢ uzytecznosé kwantowych przejsé¢ fazowych, ktore
zachodzg w zerowej temperaturze do precyzyjnych pomiaréw parametru ¢ w
rzeczywistych uktadach w skoriczonej temperaturze.

W odréznieniu od przypadku zerowej temperatury, wiernos¢ pomiedzy dwoma
wielocialowymi stanami termicznymi reprezentowanymi przez MPO nie jest w
ogolnosci tatwa do wyznaczenia. Z tego powodu wprowadzono kwaziwiernosé
F(ppy pore) = (/Tr VPor/Pore 1 jej kwazipodatnosé F(ppy pore) = 1 — sX,E%,
ktora dostarcza ograniczenia na dokladna wartos¢ podatnosci wiernosci [Albu-
querque i in. 2010; Sirker 2010]:

L < 2%, (4.41)

Hamiltonian rozwazany w pracy [Rams, Sierant i in. 2018| opisywal model XX
dla spinc’)w—%:

N-1 N
( [nl 1) U[ n] Ln+1}) toY olnl (4.42)

=1 n=1

3
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RYSUNEK 4.11: Doktadna wartos¢ podatnosci wiernosci x, dla stanu termicznego 64
spinéw w punkcie krytycznym w modelu XX (kropki potaczone linia) w funkcji bezwy-
miarowej odwrotnosci temperatury 3. Zacieniony obszar pokazuje wartosci spetniajace
ograniczenia (4.41). Jak przewidziano w pracach [Albuquerque i in. 2010; Sirker 2010]
dokladna wartos¢ zbliza sie do gornego/dolnego ograniczenia dla wysokich/niskich
temperatur.

z kwantowym punktem krytycznym dla ¢. = 0.

Uzywajac MPO otrzymanych w pracy [Rams, Sierant i in. 2018] udalo nam
sie obejs¢ problemy ze ztozonoscig bezposredniego obliczania wiernosci poprzez
zastosowanie podejscia opartego o sieci tensorowe do wyznaczania QFI (i tym
samym podatnosci wiernosci) uzywajac w tym przypadku dyskretnej wersji po-
chodnej p, = (pp+e — py)/e. Tak wyznaczong dokladng wartos¢ podatnosci
wiernoéci dla tancucha 64 spindéw zaprezentowaliSmy na rysunku 4.11 lacznie z
gornym i dolnym ograniczeniem (4.41). Precyzja wyznaczenia podatnosci wier-
no$ci jest ograniczona przez skoriczony wymiar wigzania x,, jak rowniez skon-
czong warto$¢ parametru €. Mimo to udato nam sie uzyska¢ satysfakcjonujace
rezultaty ze wzglednym bledem okoto 1% dla e = 107% i y, = 4.

Ten przyktad pokazuje, ze mozliwos¢ wyznaczania podatnosci wiernosci jest
uzytecznym produktem ubocznym naszego ogolnego algorytmu. Wychodzac poza
kontekst metrologiczny, toruje on droge do uogolnienia zero-temperaturowego
podejscia wykorzystujacego wiernosé do detekeji kwantowych przejsé fazowych |Za-
nardi i Paunkovi¢ 2006; Rams i Damski 2011] — aktualnie standardowej tech-
niki wykorzystywanej w fizyce materii skondensowanej — do badania przej$¢
fazowych w kwantowych uktadach w skonczonej temperaturze.
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Rozdziat 5

Podsumowanie

W niniejszej dysertacji udato sie przedstawi¢ kompleksowy formalizm oparty o
sieci tensorowe do analizy probleméw metrologii kwantowej. Pozwolit on unik-
na¢ notorycznie trapiacych ta dziedzine problemoéw z eksponencjalnym wzro-
stem wymiaru przestrzeni Hilberta, gdy chcemy badaé¢ coraz wicksze uktady.
Zaproponowany formalizm okazal sie by¢ niezwykle wydajny, znaczaco przesu-
wajac granice mozliwych zastosowan metrologii kwantowej. Jednakze nie mozna
go traktowac jedynie jako rewolucyjng metode numeryczng pozwalajaca opisa¢
uktady wielociatowe. Efektywnosé opisu za pomoca sieci tensorowych dla ukta-
dow z lokalnie skorelowanym szumem pokazuje, ze w takich problemach stany
poczatkowe oraz SLD maja strukture splatania analogiczna jak badany mo-
del, czyli jednowymiarowa z lokalnymi korelacjami. Co szczegdlnie wyjatkowe
dla naszego podejécia to mozliwo$¢ bezposredniego wyznaczenia fundamental-
nych ograniczen na precyzje estymacji od razu w granicy asymptotycznej, gdy
N — 0.

Zaproponowany formalizm pozwolil szczegdélowo przestudiowaé¢ wplyw ko-
relacji w szumie na precyzje estymacji pola magnetycznego. Ujawnil stusznosé
bardzo ciekawej zaleznosci funkcyjnej pomiedzy QFI uzyskang dla stanu opty-
malnego oraz dla stanu produktowego: % = = /(1— %), pokazujaca ze
im wiecej informacji o parametrze mozemy uzyskaé¢ z uktadu dla stanu klasycz-
nego tym wiekszy jest mozliwy zysk kwantowy z uzycia stanéw splatanych oraz
ze zysk ten nie zalezy od zadnego innego parametru. Uzyskane wyniki pozwo-
lity pokaza¢, ze (tak jak w przypadku nieskorelowanego szumu) stany Sci$niete
pozwalaja uzyska¢ optymalng precyzje estymacji w obecnosci lokalnie skorelo-
wanego szumu. To z kolei umozliwito zaproponowanie postaci QFI w problemie
estymacji fazy w obecnosci szumu defazujacego o dowolnym zasiegu korelacji.
Uzycie sieci tensorowych sprawito rowniez, ze po raz pierwszy udalo sie wyzna-
czy¢ fundamentalne ograniczenie na stabilnosé¢ dzialania zegara atomowego —
QAVAR. W efekcie mozliwe bylo pokazanie, ze korelacje w szumie LO pelnig
istotng role i nie mozna ich pominaé¢, gdy chce sie precyzyjnie wyznaczy¢ funda-
mentalne ograniczenie na stabilno$¢ dzialania zegara atomowego. MogliSmy tez
zbadad jakie sa optymalne stany w zegarze atomowym i miedzy innymi wyzna-
czy¢ optymalny wspotczynnik $cisniecia. Zaproponowany formalizm okazal sie
rowniez uzyteczny poza dziedzing metrologi kwantowej, pokazujac mozliwos¢
zastosowania przy badaniu kwantowych przejsé fazowych.
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Wierzymy ze zaproponowany formalizm ma jeszcze wielki, nieodkryty po-
tencjat. Od strony sieci tensorowych zbadania wymaga wplyw symetrii wyste-
pujacych w badanym problemie na optymalne tensory [Singh i Vidal 2012; We-
ichselbaum 2012|, a takze proba dalszej optymalizacji numerycznej w celu wyko-
rzystania potencjalu wspotczesnych klastrow komputerowych do badania duzo
bardziej ztozonych uktadow. Od strony metrologicznej wyzwaniem na przysztosé
pozostaje proba adaptacji formalizmu do jeszcze trudniejszych problemow, ta-
kich jak wieloparametrowa estymacja [Ragy, Jarzyna i Demkowicz-Dobrzanski
2016; Szczykulska, Baumgratz i Datta 2016; Baumgratz i Datta 2016], estyma-
cja sygnatu [Tsang, Wiseman i Caves 2011; Berry, M. J. W. Hall i Wiseman
2013] czy badanie efektywnosci adaptacyjnych protokotéw metrologicznych, w
tym rowniez takich bazujacych na kwantowych kodach korekcji btedu [Arrad i
in. 2014; Diir i in. 2014; Zhou i in. 2018; Layden i Cappellaro 2018; Goérecki i in.
2019]. Uwazamy rowniez, ze zaproponowany formalizm moze by¢ kluczowy dla
zrozumienia modeli metrologicznych z czasowo skorelowanym szumem, w szcze-
golnosci tych o charakterze nie-Markowowskim |Chin, Huelga i Plenio 2012], dla
ktorych jeszcze nie powstaly zadne narzedzia pozwalajace wyznaczy¢ efektywne
strategie metrologiczne.
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