Recenzja rozprawy doktorskiej pana magistra
Hélder David Larraguivel Carrillo

»A-polynomials, symmetries
and permutohedra for quivers and knots™

Rozprawa doktorska Héldera Larraguivel poswigcona jest ciekawej
konstrukeji odpowiedniosci miedzy wezlami i kolczanami oraz, w
szezegblnosci kwestii réwnowaznosci réznych kotczandéw odpowiadajacych
tym samym wezlom. Problem ten, majacy zaréwno motywacje jak i
zastosowania fizyczne mozna traktowaé réwniez jako czysto matematyczny,
stad rozprawa zawiera zaréwno rozdzialy czysto matematyczne jak i z
zakresu fizyki matematycznej i fizyki teoretycznej.

Pierwsze dwa rozdzialy pracy zawierajg stosunkowo obszerne
wprowadzenie w zagadnienie weztdw 1 zwigzku ich niezmiennikow z
supersymetrycznymi teoriami pola. Zasadnicze wyniki rozprawy
skoncentrowane sa w rozdziale 3, opartym na pracy [42], (Jankowski,
Kucharski, Larraguivel, Noshchenko, Sutkowski, “Permutohedra for knots
and quivers”. Phys. Rev. D 104.8 (2021), p. 086017) oraz w rozdziale 4,
opartym na pracy [44] (Larraguivel, Noshchenko, Panfil, Sulkowski “Nahm
sums, quiver A-polynomials and topological recursion”, Journal of High
Energy Physics 2020.7 (2020), p. 151). Te cze$ci rozprawy zawierajg
oryginalne wyniki naukowe, ktére zostaly w czesci uzyskane przez autora w
trakcie pracy nad doktoratem. W istocie, rozdziat 3 jest praktycznie wiernie
oparty na pracy [42]: struktura i zawarto$¢ rozdziatu 3.2 rozprawy
odpowiada rozdzialowi 3 artykutu, analogicznie 3.3 w czesci odpowiada 4,
praktycznie identyczny jest zestaw przykladow. Podobnie, rozdziat 4 pracy
(z pewnymi wyjatkami) jest praktycznie czescig pracy [44].

Same wyniki (matematyczne) obu tych rozdzialow, a w szczegdlnosei
zarowno Hipoteza 1 (strona 46) jak i Twierdzenie 2 (strona 47) sg zaréwno
nietrywialne, wazne i oryginalne. Szkoda, iz rozprawa nie zawiera
doktadnego opisu wktadu autora w obie te prace (na przyklad opisu jak byla
jego rola w formutowaniu twierdzenia, dowodzie, obliczeniach, konstrukeji
przykladow, czy niektére przykltady sa jego konstrukeji). Zaktadajac jednak
rownomierny wkiad wszystkich autorow spokojnie mozna uznaé, iz
uzyskane w tych pracach i zaprezentowane w rozprawie wyniki moga by¢
uznane za przedstawienie oryginalnego rozwigzania problemu naukowego,
spetniajgc wymagania rozprawy doktorskiej. Szczegélnie podoba mi sie
rozdziat 3.3.2, ktory dos$¢ precyzyjnie, z odpowiednio dobranymi
przykladami pokazuje symetrie jakie prowadza do réwnowaznych
kotczanéw i ich zlozenia. Opis permutohedronéw i ich wizualizacja jest
rowniez bardzo ciekawym kawatkiem rozprawy. Z kolei rozdziat dotyczacy
wquantum derivations” i tzw. A-wielomianéw stwarza potencjalnie wiele
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ciekawych mozliwosci relacji z innymi dziedzinami matematyki (jako g-
specjalne funkcje i wielomiany, przestrzenie kwantowe, grupy kwantowe).

Szkoda jednak, iz autor rozprawy w stosunkowo skromny sposob rozszerzyl
wyniki wyzej cytowanych prac. Bardzo cickawe, na przykiad, byloby
przedstawienie kilku nietrywialnych przyktadéw réwnowaznych kotezanow
nie zawartych w tych pracach czy nieco bardziej precyzyjne i obszemniejsze
opisanie algorytmu przedstawionego w pracy.

Redakcja rozprawy i jej organizacja nie jest wolna od rozmaitych usterek i
nie do konca przemyslanej notacji. Przede wszystkim dotyczy to rozdzialow
wprowadzajacych (rozdzial 1 i rozdzial 2), ktére dotycza bardziej fizyki a
nie matematyki. Oto wybor spostrzezonych usterek:

« We wzorze 2.1.1 pojawiajg si¢ macierze Pauliego, o/, ktore dalej
oznaczane sa y, a oznaczenie ¢' uzywane jest dla rzeczywistego pola
wektorowego. We wzorze 2.1.5.c pojawia si¢ zaréwno D/ jak i Dj. Nie

jest chyba najlepszym wyborem uzycie identycznej litery na oznaczenie
pol jak i pochodnych kowariantnych.

« Na stronie 15 pojawia si¢ stwierdzenic “gauge theories (...) have
continuous global symmetries” - nie za bardzo wiadomo co rozumie si¢
przez cigglosé w tym punkcie (zapewne chodzi o symetrie w postaci grup
Liego).

« We wzorze 2.1.10 mamy U(1),; i index g nie jest wyjasniony (podobnie
jak nizej U(1),;. Nie za bardzo zrozumiate jest sformutowanie, iz symetrie
globalne sg topologiczne (strona 15).

+ Wyprowadzenie Lagranzjanu (rozdziat 2.1.3) wydaje si¢ by¢ ogdlniejsze

niz jedynie dla modelu na R2 x S'. Swoja drogg czy z fizycznego punktu

widzenia oznacza to zwarty wymiar cZasowy?

Przeskakujac do 2.1.4 we wzorze 2.1.20 otrzymujemy potencjal, gdzie

pojawia sie parametr & (ktérego pojawienie si¢ nie jest wyjasnione w

2.1.18) oraz, podobnie nieokreslone, ¢ ;.

We wzorze 2.1.22 z kolei zupehie znikaja indeksy pdl, czy to oznacza, iz
mamy do czynienia z pojedynczym U(1)?

Z rozprawy nie jest do konca jasne czy wzor 2.1.30 jest doktadny (i
udowodniony) czy jest to (jak zaznaczono przed jego przedstawieniem)
hipoteza. W dalszej czgsci przyjmowany jest jako “explicit form for the
vortex partition function”.

« Wz6r 2.1.34 jest kompletnie niezrozumialy: piszac Tr wypada powiedzie¢
co to jest ten §lad i jak traktujemy wyrazenie pod $ladem, zwlaszcza, iz
pojawia si¢ tam H oraz £, ktore nie sa odpowiednio wprowadzone
wczesniej.

Autor uzywa w pracy okreslenia “fugacity”, ktére w zaden sposob nie jest
pojeciem matematycznym i nie jest w zaden sposob wyjasnione.

« We wzorze 2.1.39 f; uzyte jest nieprawidtlowo (mamy dwie rozne

reprezentacje kolczanu, wiec potrzeba odrgbnego oznaczenia).
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* W rozdziale 2.2 sformulowanie "Chern-Simons term is not just gauge
invariant but also invariant under arbitrary changes of coordinates. This is
due to the fact that it is independent of the metric” nie jest prawdziwe:
niezmienniczos¢ wzgledem zmiany wspotrzednych nie ma nic wspdlnego
z niezaleznoscig od metryki (czlon Yanga-Millsa jest przeciez zalezny od
metryki).

* Ciag argumentdéw po przedstawieniu nieabelowej teorii Cherna-Simonsa

nie jest najlepiej dobrany - przejscie od jednej rozmaitosci

trdjwymiarowej do innej to nie tylko kwestia zmiany metryki ale i

topologii.

Wzoér 2.2.24 nie do konca odpowiada opisowi (brakuje w nim

wspoOlczynnikow liczbowych, chyba ze jest to wielomian M, L, q gdzie

wszystkie wspotczynniki liczbowe sg réwne 1).

* Wzdr 2.2.31 przedstawia dwie macierze, ktore ewidentnie nie komutuja ze
sobg (sprzecznosé ze stwierdzeniem powyzej tego wzoru, ktéra nie jest
precyzyjnie wyjasniona).

* Wzo6r 2.3.8 nie jest prawidlowy (brak kwadratu w pierwszym wyrazeniu).

* Przy wyprowadzaniu rownowaznosci kotczandw na poczatku zaktadamy,
ze nie ograniczamy si¢ do ,,cienkich” wezldéw s = 0, ale pézniej warunek
ten pojawia si¢ po 3.2.12, nie jest jednak odpowiednio wyeksponowany,
podobnie jak warunki 3.2.13. Czy warunki te sa konieczne by kolczan
zadawal funkcje wielomianu wezta (niezaleznie od réwnowaznosci)?

* Przy warunku 1 < a,b,c,d, <m po 3.2.4 nie jest sprecyzowane czy
wszystkie te indeksy majg by¢ parami rézne (co pdzniej pojawia sie w
hipotezie i twierdzeniu). Jesli tak, dlaczego nie okresli¢ tego jako
1<a<b<c<d<m?

* Graficzne przedstawienie odpowiednich symetrii i relacji dla wezlow w
podrozdziale 3.2.2 nie jest wystarczajaco wyjasnione - w szczegdlnosci
diagramy 3.2 i 3.3 nie sa w zaden sposob zrozumiale dla czytelnika.

* Dowdd twierdzenia 2 (local equivalence theorem) nie jest tez do konca
jasny. Weczesniej, warunki réwnowaznosci kolczanéw wyprowadzane
byly w odpowiednich rzedach wielomianu w x: x? J

w 3.2.2 oraz x° w
3.2.7. Dla zupetnosci dowodu przydatny bylby rachunek, iz rzeczywiscie
zgodnos¢ jest w kazdym rzedzie.

* Zdanie i wzor przed 3.4.18 sg urwane.

Niektore sformutowania uzyte w rozprawie nie s do kofica zrozumiate
Jjezykowo, np. “Thus, making normalizations just conventions™ (str. 28),
“Whose formal definition is a mouthful of category theory™ (str. 29), “we
can derive recursion relations to compute the hold sequence of them
based...” (str. 30). “Which basically the t-deformation of (2.2.39) (str. 33),
»Altogether yields the following system of equations™ (str. 45). Niektore
dalsze bledy (jak tytut sekcji “3.1.1 Unliking” zamiast “Unlinking”)
potwierdzaja wrazenie, iz rozprawa na pewno nie zostata skrupulatnie
sprawdzona i przygotowana przez autora.
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Wprawdzie wybrany schemat i kolejno$¢ przedstawiania zagadnien sg jak
najbardziej poprawne, jednak roztozenie materiatu nie zawsze jest spojne i
logiczne (w wielu przypadkach wymaga wracania do wczesniejszych
rozdzialéw by tam odszuka¢ wzér, ktéry znacznie lepiej pasowalby w
danym miejscu). Na przyklad definicja ,.quiver generating series” powinna
jednak by¢ podana tam gdzie jest wykorzystywana (jawnie, a nickoniecznie
w odwotaniu do funkcji rozdzialu).

Podsumowujac, praca pokazuje catkiem spore rozeznanie autora w tematyce
i opanowanie w wystarczajacym stopniu naprawde trudnego dziatu fizyki
matematycznej (a tak naprawde matematyki). Jednak zdecydowanie brakuje
w niej odpowiedniej przejrzystosei i systematycznosci. Oczywiscie
zasadnicza cze$¢ naukowa, przedstawiajaca zaréwno nowe jak 1 znane
wyniki (rozdzialy 3 i 4) jest opracowana rzetelnie i zawiera znaczgce
rezultaty naukowe z dziedziny fizyki matematycznej a przedstawione
powyzej uwagi krytyczne nie umniejszajg w zaden istotny tych wynikow
(ktérych wspottworcg jest autor rozprawy). Zdecydowanie najstabszg strona
pracy sg rozdzialy wstepne, ktore jednak nic sg fundamentalng czescia
rozprawy (nawet tytul sugeruje, iz wyniki matematyczne sa jej podstawa)
oraz prezentacja wynikéw (ktéra mogta nieco bardziej odbiegaé od ich
prezentacji w opublikowanych pracach).

Konkluzja niniejszej recenzji jest, iz przedstawiona rozprawa doktorska
spelnia stawiane wymagania ustawowe oraz wymagania Uniwersytetu
Warszawskiego okreslone w uchwale 157 Senatu UW. W szczegolnosci
prezentuje ona w spos6b zadowalajacy ogolna wiedze kandydata w zakresie
fizyki (teoretycznej i matematycznej) oraz przedstawia oryginalne
rozwiazanie problemu naukowego, ktérego mgr. Hélder David Larraguivel
Carrillo jest wspotautorem.

prof. dr hab. Andrzej Sitarz
Instytut Fizyki Teoretyczne;
Uniwersytet Jagielloniski
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