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Recenzja doktoratu W. Goreckiego pt. “Heisenberg Limit beyond Quantum Fisher

Information”

Rozprawa Pana Wojciecha Géreckiego bazuje na trzech artykutach opublikowanych - dwa z nich opublikowane
w Physical Review Letters, i jeden w Physical Review. Warto doda¢, ze Autor jest wspotautorem kilku innych
prac z tematyki rozprawy, a takze jeszcze wickszej iloci prac z zupetnie innej tematyki (m.in. kondensaty Bosego-
Einstena). Jest to ogromny dorobek na tym etapie naukowej kariery.

Rozprawa liczy 102 strony, sktada si¢ z 6 rozdziatow oraz podsumowania. Jest picknie napisana, czyta
si¢ ja lekko i przyjemnie. Ma duzy walor pedagogiczny, i stanowi znakomite wprowadzenie do kwantowej
metrologii, ktore w dodatku eksponuje bardzo istotne, a jakze czesto pomijane hiuanse zwigzane z interpretacja
informacji Fishera. Przyktadem polotu pedagogicznego moze by¢ wyjasnienie ograniczen w stosowaniu stanu
NOON oraz informacji Fishera. Sposéb omawiania stanu badan zdradza, ze autor gtgboko rozumie problematyke
ktorg si¢ zajmuje. Tutaj musze uczyni¢ dygresje dotyczaca pisania podrecznikow. Mianowicie, mamy na ogdét
dwie kategorie — albo podrecznik jest wyczerpujacy, ale przez to dhugi i niestrawny, albo jest krotki i elegancki,
ale za ceng uproszczen, z ktorymi czytelnik nie wie co zrobi¢. Niewiele jest pozycji, gdzie udaje si¢ utrzymac
rownowage pomiedzy przekazaniem prawdy o temacie a rozsadng objetoscia i nie wchodzeniem w
skomplikowane rozwazania. Wydaje sie, ze autor rozprawy doskonale utrzymuje t¢ rownowage w tym wzgledzie,

stad ogromna przyjemnos$¢ czytania.

Oczywiscie, gtownym walorem rozprawy sg rezultaty osiaggnigte przez autora, takze we wspolpracy z pionierem
kwantowej metrologii — Howardem Wiesmanem. Rezultaty dotycza tematu, ktory powoduje wiele nieporozumien
zwlaszcza w spotecznosci, ktora korzysta z wynikoéw teorii metrologii, lecz si¢ w niej nie specjalizuje.
Mianowicie, jest wiele prac, w ktorych uzywa sie informacji Fishera aby wskaza¢, ze jakis stan jest ,,lepszy” niz
klasyczny, jednak bez zrozumienia, jaki jest operacyjny sens tej wielkosci. Btad estymacji jest ograniczony od
gory przez odwrotnos¢ informacji Fishera (jest to nierowno$¢ Cramera-Rao). Jezeli informacja Fishera skaluje si¢
kwadratowo (lub ponad-liniowo) to autorzy przyjmujg zwykle konkluzje, ze wystepuje kwantowa korzys$¢
(advantage). Jednak, co juz jest najcze$ciej pomijane, informacja Fishera nie jest wielkoscig operacyjng. Aby
0Siggng¢ ograniczenie, trzeba wykonac eksperyment wiele razy. I wowczas, btad estymacji zanika jak odwrotnos¢
ilosci powtorzen, zatem nie mamy skalowania odwrotnego kwadratowego.

Innymi stowy kwadratowe skalowanie informacji Fishera nie mowi o skalowaniu Heisenberga dla bledu

estymacji. Jest jeszcze drugi czesto pomijany niuans — ot6z stany NOON, ktore pozwalaja na skalowanie btedy



Heisenberga, pozwalaja na estymacje jedynie jezeli wiemy, ze parametr jest w okolicy jakiej$ znanej nam
warto$ci. W dodatku ze wzrostem ilosci czgstek n, parametr ten musi by¢ w odlegtosci 1/n od owej wartosci.

Powstaje wigc zasadniczy problem — jaki jest minimalny btad przy danej liczbie czastek. Pytanie to
mozna poszerzy¢, ustalajac Srednig energie, zamiast ilo$Ci czastek, lub ilo§¢ bramek, jezeli optymalny protokot
jest adaptatywny. Pytanie to jest motywem przewodnim rozprawy.

W rozprawie autor przedstawia szereg waznych rezultatow na ten temat. Wiadomo, ze o ile samo
skalowanie Cramera-Rao mozna osiggnac¢, jednak stata jest inna — powstaje czynnik pi. Dzigje si¢ tak dla dowolnie
ustalonego przedziatu warto$ci, w ktérym a priori wiemy, ze znajduje si¢ estymowany parametr. Oryginalnie
rezultat ten byl analizowany dla przesunigcia fazowego w interferometrze. W rozprawie rezultat ow jest
rozszerzony do dowolnego Hamiltonianiu o ograniczonym spektrum. Ponadto, co jest jeszcze ciekawsze, autor
podat w twierdzeniu (niestety nie numerowanym) na stronie 46, ograniczenie na btad dla skonczonego N. Jest
dalej pokazane, Ze ograniczenie to mozna asymptotycznie wysyci¢. Podoba mi si¢ dowdd tego twierdzenia,
wykorzystujacy techniki fourierowskie potaczone z kontrolg ogonow funkcji. Rezultaty sg osiaggnigte w przypadku
Bayesowskim (czyli gdy btad jest usredniany po rozktadzie a priori parametru) oraz minimax (gdy bierze si¢
maximum btedu po catym przedziale).

Podobnie, autor analizuje przypadek, gdy zasobem nie jest liczba czastek, lecz $rednia energia. ROwniez
w tym przypadku podaje ograniczenie, ktore jest osiggane, W przeciwienstwie do istniejacych wczesniej
ograniczen.

Kolejne rezultaty dotycza estymacji wieloparametrowej. Autor rozwaza dwa podejécia: (1) petna
optymalizacja dla N bramek; (2) schemat, gdzie w jednym powtorzeniu doswiadczenia mozna uzy¢ tylko n bramek
za$ ilo$¢ powtorzen wynosi K (czyli podejsciu (1) mamy n=N, k=1, za$ w podejsciu drugim, n i k sa dane, takie ze
nk=N). W tym drugim podejsciu ograniczenie Cramera-Rao jest osiggalne, wigc wystarczy liczy¢ informacje
Fishera. W podejsciu (1) autor stosuje kryterium minmax.

Autor ogranicza sie do przypadku asymptotycznego, zeby nie byto konieczno$ci wykonywania obliczen
dla skonczonego przedziatu. Przypadek ten nazywa si¢ ,,lokalny asymptotyczny koszt minima”. Autor uogélnia
rezultat Hayashiego dla estymowania pojedynczego parametru, pokazujac, ze jest on prawdziwy takze dla wielu
parametrow, W podejsciu (1) — czyli petnej optymalizacji. Mianowicie, w tym rezimie, optymalny jest schemat
rownolegly, tj. nie-adaptatywny.

W podejsciach (1) i (2), mozna nastepnie porownywac sytuacje, gdzie parametry mierzy si¢ tacznie (JNT)
oraz gdy kazdy parametr mierzy si¢ 0sobno (SEP). To daje cztery scenariusze. Okazuje sie, ze w podejsciu (1), w
przypadku estymowania komutujacych parametrow - faz w ramionach interferometru, jest ok. czterokrotny zysk
pomiaru tacznego parametréw W stosunku do mierzenia kazdego parametru z osobna. Dowod jest oparty 0 do$¢
finezyjne obliczenia i oszacowania. Ograniczenie w jedng strone korzysta z wczesniejszych obliczen dotyczacych
scenariusza z ustalong $rednig energia. Aby znaleZ¢ ograniczenie w druga strong, autor najpierw redukuje problem
do problemu znalezienia stanu podstawowego czastki w egzotycznym potencjale jakim jest sympleks, nastepnie
podaje ansatz, dla ktorego mozna znalez¢ energie analitycznie. Autor takze omawia przypadek parametrow z

niekomutujacymi generatorami.

Wreszcie podaje ograniczenie, ktore na ogot nie jest ciasne, lecz pozwala odpowiedzie¢ przeczaco na pytanie, czy
rdzniCe miedzy tgczng a osobng estymacjg wynikajg wytgcznie z komutatywnosci generatorow. Otoz okazuje sie,

ze nawet gdy generatory komutujg, mozna uzyskac réznicg. Te roznica znika, gdy zmienimy parametryzacjg.



Powyzsze rezultaty sa wazne, poniewaz znacznie poszerzaja nasza wiedz¢ o metrologii w obszarze w ktérym
panuje wiele nieporozumien. Autor systematycznie bada operacyjne ograniczenia na btad estymacji — tj. takie,
ktore sa wysycane, w przeciwienistwie do ograniczen wynikajacych z informacji Fishera. Zwtaszcza podobaja mi
si¢ poprawki do asymptotycznej formuly, wynikajace z uwzgl¢dnienia skonczonego przedziatu. Dowody
twierdzen sa nietrywialne, wymagajg zastosowania réznych narzedzi matematycznych.

Jezeli chodzi o strone redakcyjna, mozna znalezé nieco literowek, czy niejasnych sformutowan.
Wymienig tu kilka, gtéwnie po to, zeby udowodnié, Ze rozprawe przeczytalem (Uuwaga: moze si¢ zdarzy¢, ze W

niniejszej recenzji jest wigcej literowek).

Drobne usterki:

Str 5. ,,justifying that, in the limit of N going to infinity, this difference is independent of the size of the [0, 2x[
interval.” - rozmiar odcinka jest staly, natomiast autorowi chodzi o odcinek mniejszy, w ktorym bedzie si¢
zawieral estymowany parametr.

Str 16: w zdaniu “as well as its first derivative are satisfied” raczej chodzito o to ze pochodna spetnia ponizsza
formule, a nie Ze pochodna jest spetniona.

Str. 30: w zdaniu ,, Therefore, for a single usage of the channel, from Eq. (3.37)” chodzito o rowanie (3.36).
Str. 58: w formule (5.15) brakuje nawiasow (minimalizacja po zbiorze)

Str. 68: we wzorze (6.2) powinno by¢ n w mianowniku (nie n2).

Str 69: W sformutowaniu ,, Consider the sequence of triples: initial states, N unitary controls and measurements”
powinno chyba by¢ measurement w liczbie pojedynczej — mamy jeden pomiar (ktory moze zaleze¢ od N).

Str. 74: we wzorze (6.20) pownno by¢ N*2 w mianowniku (nie N*3)

Str. 84: “engaged” powinno by¢ “entangled”

Str: 84: wprowadzony jest skrot ,,MM” ktéry nie jest wyjasniony. Sadze, ze chodzi o minimax.

Ponizej chciatbym przedstawi¢ nieco niejasnosci.
NiejasnoSci:
Str. 13: Autor pisze:

As for a single particle, angular momentum operator .J,, is simply Pauli matrix multiplied by factor
one-half 35, the variance of such measurement’s result is finite and equal A%J, = 11 which leads

to A%6 = 1 (in radians). If one repeats measurement on N independent atoms and then estimates
Jednak wariancja zalezy od stanu (co pdzniej jest uwzglednione, gdyz wybierany jest stan ze zmniejszong

wariancja w jednym Kierunku). Oczekiwatbym tutaj jakiejs wzmianki o stanie.

Str. 15: W zakonczeniu sekcji 2.1 Autor pisze tak:
The problem may be formulated more abstractly in the general form — for any unitary evolution
Ug = e??H governed by the hermitian generator of transformation H, where some peculiar state is
used for sensing this parameter, the variance of the estimator will be bounded by the inverse of the
variance of the H calculated on this state:

- 1
A2 >~ .
— AA2H

(2.5)

To zakonczenie wydaje mi si¢ do$¢ nagle. Oczekiwatbym np. takiego stwierdzenia: ,,Oczekujemy, ze wariancja
estymatora bedzie si¢ skalowac w ten sposob, i chcemy to potwierdzié¢, oraz oszacowac stale etc. etc.” Z obecnego

sformutowania nie wiadomo jak wlasciwie jest sformutowany problem, cho¢ poczatek zdania to obiecuje.



Str. 32: Po rownaniu (3.44) Autor pisze: ,,However, a qualitative discussion of these results demands tools beyond
QF1 so that it will be performed later in Ch. 4.”. Czy rzeczywiscie chodzi o jako$ciowa dyskusje? Wydaje mi sig,

ze chodzi 0 ilo$ciowa, np. jaka jest stala proporcjonalno$ci. Chyba, ze autor miat co innego na mysli.

Str. 39: Autor pisze: “This approach may be applied to the problem, when the parameter to be measured truly
fluctuate according to known distribution (as, for example, the temperature in a given room); however, it may
be also applied in measuring the parameter which is postulated to be constant (like, for example,

transition frequency of an atom).”

Powinna by¢ jaka$ roznica w estymowaniu parametr, ktory fluktuuje oraz ktory jest nieznany ale ustalony... Jest
w koficu spora réznica migdzy btedem systematycznym i statystycznym. Jakie to znajduje odzwierciedlenie w

metrologii?

Str. 4: Autor pisze:

this context is worth noting. In the many repetitions scenario, in the limit of large k, for the ML

estimator, the distribution of difference @y, — 6 converges to the gaussian one with the variance

k, so the probability of making gross error decreases exponentially with the number of resources.

Tutaj czego$ nie rozumiem. Zdaje si¢, ze autor nie podaje nigdzie ilo§ciowej postaci zbieznosci do gaussianu.
(Znane mi tempo przyktadowe tempo zbieznosci jest dane przez szacowanie typu Berry-Essen, gdzie roznica jest
nie zanika eksponencjalnie, lecz wielomianowo w ilo$ci prob.) Wydaje mi sie, ze to co zanika eksponencjalnie to
jest ogon rozktadu prawdopodobienstwa. Uzywajac przyktadu sumy zmiennych niezaleznych, ogon takiej sumy
zanika eksponencjalnie i wynika to z nierownosci typu Hoeffdinga, lecz tempo zbieznosci do gaussianu hie jest
eksponencjalne. Moze problem wynika z tego, ze nie wiem co 0znacza ,,gross error”, gdyz autor nie definiuje tego
pojecia, z wyjatkiem, tego, ze w pierwszej linijce omawianego paragrafu Autor uzywa pojecie ,,coarse error”.

Czym s3 te dwa bledy?

Lepiej rozumiem podobny fragment ze str. 70

Having in total N gates, at first, I perform VN independent single-gate experiments to find an
approximated value ges (for example, by using ML estimator). From the central limit theorem, the
probability that the true value does not belong to d—size neighborhood of the indication of estimator

g & gestGs (Where gt G5 is the set G shifted by the action of gest), decreases exponentially with a
i z niego wnioskuje, ze gross error to wlasnie zanik ,,0gona” — chodzi to, ze z prawdopodobienstwem wyktadniczo
matym parametr moze si¢ znalezé poza otoczeniem ¢_est. Jednak wcigz mam wrazenie, Ze to nie wynika z

twierdzenia granicznego, tylko z oszacowan typu Hoeffdinga. Moge jednak czego$ tu nie rozumie¢.

Str 59: Autor pisze: “This observation was made in [Yuan [2016]] with a formal proof of optimally only for a
specific case of estimation of the magnetic field sensed by spin-1/2 particle; the proof was based on the connection
of QFI with Bures metric. Below | present an alternative and fully general proof (which, best to my knowledge,
does not exist in literature).”

Przy tym w poprzednim paragrafie jest mowa o tym, ze estymacja adaptatywna moze by¢ lepsza od rownolegte;j.

Nie widze, w jaki sposob twierdzenie (niestety bez numeru) si¢ do tego odnosi.

Inne



Jedna rzecz jest irytujaca - mianowicie — brak numerowania referencji. Autor odnosi si¢ poprzez nazwisko i rok.
Po pierwsze jest do$¢ trudno wyszukiwaé rok w referencjach. Po drugie, sam Autor ma dwie prace w roku 2020,
w zwiazku z czym na przyklad nie wiedziatem do jakiej pracy si¢ odnosi gdy pisze ,,These results have already
been published in [Gorecki et al. [2020]]” na stronie 10. Autor takze nie numeruje twierdzen. Natomiast ciesze
si¢, ze wszystkie formuty, gdyz spotykam si¢ nieraz z nieco egocentryczng manierg numerowania tylko tych
rownan, do ktorych jest w tekécie odniesienie. Zawsze mnie wowczas ciekawi, ze autor nie pomy$lat, ze moze
kto$ bedzie czytal jego prace (np. recenzent) i bedzie chciat si¢ odnie$¢ do jakiegos$ innego rownania. Tutaj nie

mamy takiego problemu.

Podsumowujac stwierdzam, ze niniejsza praca doktorska stanowi bardzo istotny wktad do metrologii
kwantowej. Osiagnicte rezultaty sg nietrywialne, w sposdb systematyczny ujmujg Kwestie operacyjnosci
ograniczen na btad estymacji oraz ilosciowej analizy tegoz btedu w rezimie, w ktorym nie mozna stosowac
informacji Fishera. Rozprawa porzadkuje i pigknie syntetyzuje dzial metrologii, ktéry prowadzi do wielu
nieporozumien, wyjasnionych wczesniej raczej na przyktadach i tylko w waskim kregu specjalistow. Rozprawa
jest takze gotowa praca przegladowa i moze odegra¢ duza role w uswiadamianiu Szerokiej spotecznos$ci, ktora na
0got bezrefleksyjnie uzywa informacji Fishera jako wielkos$ci operacyjnej (mnie si¢ to niestety rowniez zdarzyto).
Omawiane powyzej drobne usterki w niczym nie wplywaja na mojg Wysoka oceng pracy, W ktorej pigkno
rezultatow i dowodow Konkuruje z elegancja narracji. Z przyjemnoscig Stwierdzam, ze rozprawa spehia z
naddatkiem zwyczajowe i ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o przyznanie Panu

Wojciechowi Goreckiemu stopnia doktora. Wnoszg takze o wyrdznienie rozprawy.
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