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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Jarostawa Klamuta pt.:

»Badanie stochastycznych sprzezen dynamicznych metodami fizyki statystycznej”

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska napisana zostata w postaci mini — monografii w
formie ustawowo dopuszczonej dla tego typu rozpraw. Jej tematem jest analiza wlasno$ci
statystycznych wysoce zréznicowanych czaséw miedzy-transakcyjnych (tj. czaséw miedzy kolejnymi
transakcjami kupna-sprzedazy roznego typu akcji) na przyktadzie notowan z parkietu Warszawskiej
Gieldy Papieréw Wartosciowych (GPW). Zasadniczym osiggni¢ciem rozprawy jest udana préba
zamodelowania dynamiki tej zmiennosci z uzyciem bladzenia losowego w czasie ciggltym (CTRW —
ang. Continuous Time Random Walk). W tym podej$ciu zmienng losowg procesu stochastycznego jest
réwniez sam czas, a $cislej jego uptyw migdzy poszczegdlnymi zdarzeniami stanowigcymi wartosci
pozostalych (standardowych) zmiennych losowych procesu.

Rozprawa doktorska sktada si¢ z siedmiu rozdziatéw, w tym wprowadzenia i podsumowania,
bardzo obszernego i1 wyczerpujacego spisu literatury obejmujacego 135 pozycji oraz dziesigciu
dodatkéw (A-J) niezbgdnych dla zrozumienia skomplikowanych przeliczen ilosciowych w glownej
czesSci pracy. Ich obecno§¢ w rozprawie nalezy bardzo doceni¢. Praca doktorska liczaca bez
appendixow nieco ponad sto stron, a wraz z nimi 150 stron napisana jest starannie, dobrym j¢zykiem,

w wiekszo$ci wyczerpujgco z adekwatng iloscig wykresow dla zilustrowania bgdz poparcia




prezentowanych wynikéw. W niektorych jednak wypadkach, zwlaszcza w koficowej czgsci rozprawy
pos$wiegconej wiasno$ciom multifraktalnym czaséw migdzy-transakcyjnych, dobre dopasowanie
proponowanych zaleznosci funkcyjnych do danych empirycznych (zaleznos¢ uogolnionego
wykladnika Hursta od parametru deformacji fluktuacji g) nie jest poparte odpowiednimi testami, co
nalezy uzna¢ za pewien mankament w pracy, nie wptywajacy jednak decydujgco na ostateczne glowne
wyniki uzyskane i prezentowane w pierwszej gtownej czgsci doktoratu. OsobiScie uwazam tez, ze sam -
tytut rozprawy mozna byto sformutowac troche¢ zgrabniej i mniej eklektycznie, za to z naciskiem na
uzyta metode badawcza, czyli CTRW - tak by czytelnik mégt lepiej zorientowa¢ si¢ juz po samym
tytule w czym lezy nowatorskie podejscie do badania dynamiki cen transakcyjnych na rynku papieréw
warto$ciowych. Prezentowane podejscie uwazam za bardzo nowatorskie i dajgce w swojej warstwie
analitycznych obliczefi mozliwos$¢ zastosowania do innych proceséw z niejednorodnym rozkladem
czasoOw miedzy zdarzeniami niekoniecznie zwigzanych z transakcjami na gieldzie papierow
warto$ciowych.

Rozprawa doktorska bazuje na trzech oryginalnych publikacjach, ktére ukazaty si¢ w bardzo
dobrych czasopismach o migdzynarodowym zasi¢ggu (Entropy, Phys. Rev. E, European Physical
Journal B) w latach 2019-2021 oraz jednym rozdziale w monografii wydanej przez wydawnictwo
Springer jako wynik konferencji migdzynarodowej. Doktorant we wszystkich powyzszych
publikacjach figuruje jako gléwny autor.

Zasadniczym celem rozprawy jest analiza teoretyczna i numeryczna rozkladow przerw
czasowych (czaséw wyczekiwania - ang. waiting times) w szeregach czasowych migdzy kolejnymi
transakcjami kupna-sprzedazy okre$lonych akcji. Badania tych zjawisk nasility si¢ 1 zyskaly znaczne
zainteresowanie po serii prac z lat 2008-2014 opublikowanych przez Mikhaila Bogacheva i Armina
Bunde (2008, 2009) oraz p6zniej w latach 2011 i 2014 przez Josefa Ludeschera, Constantino Tsallisa
i Armina Bunde. Niestety nie znalaztem o nich wzmianki w rozprawie.

Rozprawa sktada si¢ z dwoch w zasadzie rozdzielnych czesci. W znacznie obszerniejszej czg$ci
pierwszej (rozdzialy 2 - 5), ktora sama w sobie wystarczytaby na rozprawe doktorskg prezentowany
jest teoretyczny opis CTRW czyli proceséw stochastycznych, w ktérych zmiennymi losowymi sg
zar6wno zmiany warto$ci standardowych zmiennych losowych procesu w poszczegoélnych krokach,
jak tez odstepy czasu pomiedzy tymi zmianami. Nast¢pnie Autor proponuje wiasny wariant takiego
bladzenia losowego w czasie cigglym z odpowiednio dobranymi sprzgzeniami (autokorelacjami)
czas6w miedzy-zdarzeniowych i poréwnuje wyniki takiego modelu z empirycznymi danymi
finansowymi glownych akcji notowanych na GPW w Warszawie. Poréwnanie pozwala Autorowi na
wyznaczenia wykladnikow skalowania dla praw potggowego zaniku funkcji autokorelacji czasoéw

miedzy-transakcyjnych jak i wyktadnikow potggowego zaniku autokorelacji bezwzglednych zwrotow.



Znalezione w ten spos6b zwigzki empiryczne pomigdzy tymi wykladnikami porownywane sg z
sukcesem z ich odpowiednikami wyprowadzonymi teoretycznie z modelu. Stanowi to glowne
osiggniecie rozprawy.

W krotszej czesci drugiej stanowigcej material luzno zwigzany z czg$cig pierwsza Autor
analizuje multifraktalng strukture czaséw wyczekiwania z wykorzystaniem techniki MFDFA (ang.
Multifractal Detrended Fluctuation Analysis), ktora stata si¢ juz standardem w tego typu
opracowaniach najprzer6zniejszych danych z uktadow ztozonych od fizyki, astronomii, ekonomii po
fizjologie, meteorologie czy lingwistyke. Podejécie Autora roézni si¢ od stosowanych dotad w ten
sposob, ze analizie multifraktalnej poddawane nie s3 ,gote” czasy migdzy-transakcyjne, ale ich
specyficznie zdefiniowane wartosci urednione. Doktorant okresla to jako podejscie ,,gruboziarniste”
co doé¢ trafnie odzwierciedla przyjeta technike badawcza. Koncowe wyniki tej analizy nie sg jednak

dla mnie przekonujgce o czym w koficowej czgsci recenzji.

Szczegdlowa analiza rozprawy

Rozdziaty 2 - 4 majg gtéwnie charakter przegladowy i stanowia wprowadzenie do gtéwnego
dla rozprawy koncepcyjnie i rachunkowo rozdziatu 5.

W rozdziale 2 przedstawiona jest charakterystyka danych empirycznych wykorzystywanych w
rozprawie doktorskiej oraz sposob ich pozyskiwania. Autor wyjasnia, ze dane te sg kluczowe dla
osiagniccia celéw pracy i wskazuje, ze konkretne wlasnosci tych danych byly inspiracja do
opracowania formalizmu zwigzanego z pamigcig mi¢dzy-zdarzeniowa. W szczegdlno$ci opisany jest
mechanizm flﬁlkcjonowania gieldy, wskazana zostaje definicja czasu migdzy-transakcyjnego
stosowana przez Autora w rozprawie. Czas ten jest definiowany w rozprawie do$¢ specyficznie, bo
bez uwzgledniania aktywnych zlecen, czyli zaktada sig, e zarowno kupujacy jak i sprzedajgcy agent
uznajg wystawiong cen¢ za sprawiedliwg i w zwigzku z tym dokonujg transakcji natychmiast po
wystawieniu. Innymi stowy sama gielda nie ingeruje w ceng. Rodzi si¢ pytanie czy tak to wyglada na
wiekszosci gietd na §wiecie? Mysle, ze w trakcie obrony bedzie okazja do zglebienia tego problemu.
Przyznam bowiem, ze zawsze sadzilem, iz ostateczna cena waloru w danym momencie ksztattuje si¢
jako wynik maksymalizacji obrotu w zadanym oknie czasowym co prowadzi do chwilowego
notowania (fixing). Autor pokazuje tez potegowy charakter rozktadu czaséw miedzy-transakcyjnych
(doktadniej do danych dopasowywany jest wyktadniczy rozktad Weibulla przechodzgcy granicznie w
rozklad potegowy) oraz potegowy charakter zaniku autokorelacji migdzy czasami migdzy-
transakcyjnymi (rys. 2.7, 2.10). Nie znalaztem niestety w tekscie dla jakich (przyktadowych?) walorow

jest to zrobione.



Nastgpne dwa rozdzialy omawiaja rozmaite modele btgdzenia losowego w czasie cigglym,
rowniez w zastosowaniu do modelowania finansowych szeregow czasowych. Wigkszos¢ z tego
materialu jest jednak luZniej zwigzana z gtéwnymi wynikami rozdziatu 5. Mojg uwage przykut wykres
(rys. 4.2) przedstawiajagcy w skali podwdjnie logarytmicznej funkcje autokorelacji czasowej modutéw
wzglednych zmian cen w czterech wariantach — wyjSciowym oraz z przemieszanymi losowo
warto$ciami zmian cen bez zmiany odstgpéw czasowych miedzy transakcjami i na odwrét oraz z
przemieszanymi wszystkimi warto$ciami (ceny i odstepy czasu). Z wykresu wyraznie wida¢ wpltyw
pamigci dlugiej] w czasach miedzy- transakcyjnych na wielko$¢ i charakter (wykladnik prawa
potegowego) czasowej funkcji autokorelacyjnej bezwzglednych zwrotow. Wynik ten stal sig, jak
twierdzi Autor, inspiracja do konkretnego modelowania tego zjawiska w rozdziale 5 rozprawy.
Niestety, znowu nie znalaztem w podpisie jakiego typu danych empirycznych te wykresy dotyczg.

W kluczowym rozdziale 5 stanowigcym gltéwny i najwazniejszy filar rozprawy Autor
przechodzi do opracowania modelu procesu stochastycznego dla znalezionego wcze$niej faktu
empirycznego wplywu autokorelacji w czasach wyczekiwania na autokorelacj¢ bezwzglednych zmian
cen. Dokonuje tego z sukcesem w oparciu o wlasny model CTRW i to zaréwno jakosciowo
(wyprowadzenie potegowego charakteru zaniku autokorelacji) jak i ilo§ciowo (poréwnanie
wyktadnikéw zaniku obu typoéw autokorelacji ze sobg).

Doktorant najpierw pokazuje jak mozna zamodelowaé autokorelacje czaséw miedzy-
zdarzeniowych. Dokonuje tego poprzez kilkukrotne powtorzenie, jedna za druga w ciggu czasu,
przerw czasowych o identycznej dlugosci, przy czym liczba powtdrzen losowana jest osobno dla
kazdego czasu wyczekiwania z dyskretnego rozktadu potggowego zeta. Okazuje sig, ze takie zalozenie
prowadzi po kilku nietrywialnych przeksztatceniach analitycznych do asymptotyéznej postaci
krokowej funkcji autokorelacji czaséw miedzy-zdarzeniowych COV_At(n) dla duzej ilo$ci krokéw n,
ktéra ma réwniez posta¢ prawa potggowego dla n. Jest to wynik analityczny zgodny z danymi
empirycznymi. Wykladnik prawa potggowego zaniku autokorelacji czaséw wyczekiwania jest przy
tym o dwa mniejszy niz wykladnik rozkladu potggowego, z ktorego losowano ilo$¢ powtdrzen
jednakowych krokéw czasowych. Same powtorzenia w odpowiedniej ilo§ci prowadzg zatem do
pojawienia si¢ potggowego zaniku autokorelacji. Powtorzenia te sg tez istotne w dalszym ciggu
wyprowadzen przy przejéciu do formuty na autokorelacj¢ przyrostoéw procesu. Prezentowany model
moze wedlug mnie by¢ tez wykorzystany jako nowa metoda generowania sztucznych danych
(szeregdw czasowych, proces6w) z nieskonczong pamig¢cig modulowang pot¢gowym zanikiem.
Pojawia si¢ pytanie — co by si¢ stato gdyby$my zamodelowali autokorelacje czaséw wyczekiwania
Innym sposobem np. przez modulacj¢ amplitud w transformacie Fouriera krokoéw czasowych

(metoda FFM — ang. Fourier Filtering Method), co wydaje si¢ by¢ bardziej naturalne dla CTRW?



Czy odtworzylibySmy wtedy rowniez autokorelacje samych zmian procesu COV_Ax(r) 1 jej
asymptotycznie potggowy zanik?

W tym miejscu drobna uwaga redakcyjna. Muszg przyznaé, ze podrozdziat 5.1.3 nastgpujgcy
zaraz po uzyskaniu jednego z kluczowych wynikow rozprawy (réwnanie 5.10) nie jest zwigzany
bezposrednio z dalszym prowadzeniem obliczen zmierzajacych do wyliczenia funkcji
autokorelacyjnej zmian procesu COV Ax(t), gdyz dotyczy autokorelacji czasow pomiedzy
zdarzeniami ekstremalnymi. Pojawienie si¢ tego podrozdziatu w tym miejscu zakldca istotnie tok
mys$lenia przy czytaniu pracy. Chyba lepiej bytoby gdyby znalazl si¢ on w innym miejscu pracy -
najlepiej w postaci Appendixu.

Dalsza cze$¢ rozdziatu 5, ktora wzbudza mdj szacunek, to prawdziwy majstersztyk obliczen
analitycznych prowadzacy do znalezienia momentéw procesu CTRW z zatozong (wyliczong
wczesniej z modelu powtérzen czasow) autokorelacjg czasow wyczekiwania (rownania 5.58, 5.60). W
oparciu o te formuly Autor otrzymuje ostatecznie koncowy wzoér (5.63) bedacy zwienczeniem
skomplikowanych rachunkéw tego rozdzialu i calej rozprawy, wyrazajacy jawnie autokorelacje
przyrostéw modelowanego procesu. Rezultat nie tylko odtwarza potegowy zanik funkc;ji autokorelacji
przyrostow procesu z czasem, ale rowniez pokazuje ze wykladnik skalowania jest tu identyczny z
wyktadnikiem potggowego zaniku autokorelacji krokéw czasowych (dtugosci czaséw wyczekiwania).
Co wiecej, Autorowi udalo si¢ pokaza¢, ze koncowa posta¢ funkcji autokorelacyjnej przyrostow
procesu COV Ax(t), jest proporcjonalna do kwadratu $redniego przyrostu procesu <4x>. Oznacza to,
ze dla proceséw CTRW z zerowym dryftem nie zaobserwujemy autokorelacji zmian procesu, zas np.
autokorelacja moduléw zmian (bezwzglednych zwrotéw na rynku kapitalowym) posiadajgca
niezerowg §rednig zmian bedzie juz widoczna. Sg to wszystko fakty znane z empirii rynkow
gieldowych, co w rozprawie zostalo odpowiednio przytoczone (np. tabela 5.1, rysunki B.8, B.10) i
stanowi glowne oraz znaczace osiggnigcie rozprawy bedace oryginalnym rozwigzaniem
nietrywialnego problemu z pogranicza procesoOw stochastycznych, fizyki i ekonofizyki.

W przeciwienstwie do powyzszego rozdzial 6 nie zadowolil mnie. Uwazam, zZe jest to zaledwie
szkic pewnego niewgtpliwie ciekawego projektu naukowego wymagajacy jednak jeszcze
gruntownego dopracowania. Rozdzial traktuje o multifraktalnych wtasno$ciach w szeregu czasowym
czaséw wyczekiwania i jest to niewatpliwie zagadnienie ciekawe 1 warte glebszej analizy. Jednak po
pierwsze — dane te przed zastosowaniem metody MFDFA sg nieco przetransformowane (specyficzna
$rednia) co moze cho¢ nie musi zakloci¢ ich multifraktalny profil. Po wtére — wazniejszym elementem
wptywajacym na modyfikacje profilu multifraktalnego dyskutowanych danych jest wplyw
gruboogoniastego rozkladu prawdopodobiefnstwa, ktéremu one podlegaja, a ktorym Autor wczesniej

tez pisze. Wspomng¢ tez inne powody pojawiania si¢ tzw. ,,sztucznej multifraktalno$ci” opisywanych



w literaturze jak efekt skonczonej dtugosci danych czy autokorelacji liniowych. Niemniej wlasciwa
ocena co najmniej wptywu rozktadu danych 1 sposobu ich przeksztatcania przed zbadaniem wtasnosci
multifraktalnych jest konieczna dla wysnucia wniosku, co do ksztaltu profilu multifraktalnego, w tym
ocenienia czy efekt ,,wielogaleziowej multifraktalnos$ci” zwanej tez w literaturze efektem zygzaka
(ang. zig-zag) w spektrum multifraktalnym, a wywodzacym si¢ z podejrzewanej niemonotonicznosci
uogolnionego wykladnika Hursta 4(g) jest realnie istniejagcym. Wskazuje¢ tu na potrzebg glebszej
analizy pozyskanych danych pod tym katem.

Podsumowanie 1 wnioski koAcowe

Praca jest ciekawa, bardzo uwaznie zredagowana cho¢ merytorycznie trudna glownie ze
wzgledu na skomplikowang natur¢ matematycznego opisu bladzenia skokowego w czasie cigglym 1
zwigzane z tym przeliczenia analityczne. Bardzo dobrze wpisuje si¢ we wspolczesny nurt badan
ekonofizyki. Rozprawa prezentuje szereg nowych rezultatow, z ktorych najcickawszy to model
procesu stochastycznego ze skorelowanymi czasami wyczekiwania indukujacy autokorelacj¢ miedzy
samymi przyrostami procesu — jako§ciowo i ilo§ciowo w zgodzie z faktami stylizowanymi (notowania
i czasy wyczekiwania na polskim rynku GPW). Warto rozszerzy¢ te pordwnania rowniez dla innych
rynkéw finansowych, w tym zwlaszcza o wigkszej ptynnosci — ciekaw bytbym tych wynikow.

Przedstawiony doktorat moze stanowi¢ inspiracj¢ do dalszych badan, a w szczegodlnosci
rozszerzenia wynikOw na poréwnanie z innymi pozagieldowymi procesami stochastycznymi, w
ktorych nalezaloby zweryfikowa¢ uniwersalno$¢ podejScia bazujacego na wyprowadzonych
zalezno$ciach autokorelacyjnych w ramach CTRW. Z pewnoscig taki dalszy scenariusz badan
doprowadzilby do calej serii nastgpnych publikacji.

W podsumowaniu moja ocena przedstawionej rozprawy jest pozytywna mimo kilku stow
krytycznych o jej drugiej mniejszej czgsci poswigconej badaniu multifraktalnosci. Dodanie tej czgsci
mialo w zamysle Autora pewnie wzmocni¢ rozprawe ale efekt jest wedlug mnie raczej odwrotny.
Szczesliwie pierwsza obszerna cz¢$¢ rozprawy dominuje swoim tadunkiem naukowym.

Stwierdzam, ze Doktorant zaprezentowat ogolng wiedzg teoretyczng w interdyscyplinarnych
zastosowaniach fizyki statystycznej i proceséw stochastycznych do analizy duzych zbioréw danych
generowanych przez bardzo skomplikowany uktad zlozony, ktérym jest gielda papierow
wartosciowych. Udowodnil takze umiej¢tno$¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej o czym
poza samg rozprawg $wiadcza naukowe publikacje Autora 1 jego rola w ich powstaniu.

Prezentowane w rozprawie wyniki stanowig nowatorskie i oryginalne rozwigzanie problemu

naukowego. Uwazam w zwigzku z tym, Ze rozprawa w pelni spelnia wymagania ustawowe i



zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim i wnoszg o dopuszczenie mgr. Jarostawa Klamuta do

dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

CDarwsy, Greel_
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