Abstract

This thesis delves into the fundamental quantum resources, say quantum co-
herence, entanglement and purity, that are essential for the development and
optimization of quantum technologies. We study quantum speed limits, resource
generation, and the impact of these resources on quantum algorithms and noisy
quantum circuits.

As in many quantum technologies, one has to convert a collection of sta-
tes through some unitary dynamics (in the lab), we introduce a novel notion
of quantum speed limits which concerns transforming a collection of quantum
states simultaneously, such as converting a basis into maximally coherent ba-
ses and basis permutation. The speed limits are particularly important when
there is a limitation to implement arbitrarily many types of dynamic in the
lab. We derive tight bounds for these transformations in systems of lower di-
mensions and establish general bounds for multi-qubit and higher-dimensional
Hilbert spaces. Additionally, we present exact expressions for the speed limit of
basis permutations in Hilbert spaces of arbitrary dimension. Using the tools we
developed, we explore the minimal time needed to generate a specific amount
of coherence under unitary evolution and building on it, we define the concept
of the coherence-generating capacity of Hamiltonians, which measures the ma-
ximal rate at which coherence can be generated by a quantum system. Using
the relative entropy of coherence as a figure of merit, we derive closed-form
expressions for Hamiltonians and quantum states that achieve this maximum
under the constraint of a bounded Hilbert-Schmidt norm for the Hilbert spaces
of arbitrary dimension. These results provide valuable insights for optimizing
quantum coherence in various quantum tasks. For the qubit systems, we find
a complete characterization of the problem of coherence generation rate by a
given Hamiltonian.

We further examine the role of quantum coherence and entanglement in
quantum algorithms, focusing on the Bernstein-Vazirani algorithm and its pro-
babilistic variant. We find an analytic relation connecting the performance of
the algorithm with the coherence of the initial state. Our analysis further reve-
als that excessive entanglement can hinder optimal performance. In the context
of quantum computation with mixed states, we demonstrate that pseudo-pure
states can achieve optimal performance of this algorithm for a given level of
purity.

We further study the resources in restricted model of computations in which



a unitary is controlled by a single qubit and we show that the one clean qubit
model can provide computational advantages even with minimal entanglement,
coherence, and general quantum correlations. Motivated by the fact that the
one clean qubit model provides computational advantages while working with a
register of qubits in the fully mixed states, we then study if similar circuits could
lead to some computational advantages in the case each gate in the computer
happens to be noisy. For this, we consider a noise model inspired by supercon-
ducting cat qubits, which only introduces bit-flip after each gate of computation,
and we show that using the asymmetry (which technically is called biasedness)
of the noise (as only bit-flip errors are involved) and the coherence of the control
qubit, one can design a class of noisy circuits which are highly resilient to the
noise. However, we further show that this class of circuits is classically simulable.
Using the simulability of these circuits, we establish a novel way, to benchmark
the biasedness of the noise at the scale of the whole circuit. This benchmark
protocol is particularly important as having this noise model is crucial for the
scalability of the cat qubit circuits and it is not clear if they can maintain this
property in large circuits due to crosstalks and correlated errors. The protocol is
sensitive to these effects and is capable of validating the performance of circuits
with up to 10° gates under realistic noise models, extending beyond traditional
Pauli noise models.

Together, these results pave the way and show new directions for a more
rigorous and comprehensive understanding of how various quantum resources
can be quantified, optimized, and leveraged to enhance the performance and
reliability of quantum technologies.



Streszczenie

Praca ta zaglebia sie w tematyke podstawowych zasobéw kwantowych, takich
jak spdjnos¢ kwantowa, splatanie i czysto$é, ktore sg niezbedne do rozwoju i
optymalizacji technologii kwantowych. Badamy kwantowe ograniczenia predko-
Sci, generowanie zasobéw oraz wplyw tych zasobéw na algorytmy kwantowe i
szumy w obwodach kwantowych.

Poniewaz w wielu technologiach kwantowych nalezy przeksztatcaé zbior sta-
néw poprzez dynamike unitarna (w laboratorium), wprowadzamy nowa koncep-
cje kwantowych ograniczen predkoéci, ktéra dotyczy jednoczesnych transforma-
cji zbioru stanéw kwantowych, takich jak konwersja bazy na bazy maksymalnie
spdjne i permutacja baz. Ograniczenia predkosci sg szczegdlnie wazne, gdy ist-
nieje przeszkoda w implementacji dowolnie wielu typow dynamiki w laborato-
rium. Wyprowadzamy $ciste ograniczenia dla tych transformacji w systemach o
nizszych wymiarach i ustalamy ogélne ograniczenia dla systemoéw wielokubito-
wych i przestrzeni Hilberta o wyzszych wymiarach. Dodatkowo, przedstawiamy
analityczne wyrazenia na ograniczenia dla permutacji baz w przestrzeniach Hil-
berta o dowolnym wymiarze. Korzystajac z opracowanych narzedzi, badamy mi-
nimalny czas potrzebny do wygenerowania okreslonej iloSci spdjnosci poprzez
ewolucje unitarng i na tej podstawie definiujemy pojecie zdolno$ci generowania
spojnosci przez hamiltoniany, ktére mierzy maksymalna szybkosé, z jaka spéj-
nos$¢ moze by¢ generowana przez system kwantowy. Uzywajac wzglednej entro-
pii spdjnoéci jako kryterium, wyprowadzamy Sciste wyrazenia na hamiltoniany
i stany kwantowe, ktore osiaggaja to maksimum pod warunkiem ograniczonej
normy Hilberta-Schmidta, dla przestrzeni Hilberta o dowolnym wymiarze. Te
wyniki dostarczaja cennych informacji na temat optymalizacji spéjnosci kwan-
towej w réznych zadaniach kwantowych. W systemach qubitowych znajdujemy
pelne rozwiazanie problemu szybkosci generowania spojnosci przez dany Hamil-
tonian.

Dalsze badania dotycza roli spéjnoséci kwantowej i splatania w algorytmach
kwantowych, skupiajac si¢ na algorytmie Bernsteina-Vaziraniego i jego odmia-
nie probabilistycznej. Znajdujemy analityczna zaleznos¢ taczaca wydajnosé al-
gorytmu ze spojnoscia stanu poczatkowego. Nasza analiza ujawnia réwniez, ze
nadmierne splatanie moze obnizaé¢ optymalna wydajnoéé. W kontekscie obliczen
kwantowych z uzyciem stanéw mieszanych, wykazujemy, ze stany pseudoczyste
moga osiagnaé optymalng wydajnosé tego algorytmu dla pewnego poziomu czy-
stosci.



Kolejne rozwazania dotycza zasobéw w szczegdlnym modelu obliczen, w kto-
rym bramka unitarna jest kontrolowana przez jeden qubit, i wykazujemy, ze
model jednego czystego qubitu moze zapewni¢ przewage obliczeniowa nawet
przy minimalnym splataniu, spéjnosci i ogélnych korelacjach kwantowych. Mo-
tywowani faktem, ze model jednego czystego qubitu zapewnia przewagi oblicze-
niowe, gdy dostepna jest pewna ilo$¢ qubitéw znajdujacych sie w stanie w pelni
mieszanym, badamy, czy podobne obwody moga prowadzi¢ do przewag oblicze-
niowych w przypadku, gdy wszystkie bramki w komputerze sa zaszumione. W
tym celu rozwazamy model szumu inspirowany nadprzewodzacymi qubitami w
stanie kota Schrodingera, ktéry wprowadza jedynie blad typu bit-flip po kaz-
dej bramce obliczeniowej, i wykazujemy, ze dzieki asymetrii szumu (réwniez
zwanej stronniczoscia) oraz spéjnosci qubitu kontrolnego, mozna zaprojektowaé
klase zaszumionych obwodéw wysoce odpornych na szum. Pokazujemy jednak
rowniez, ze ta klasa obwoddéw jest symulowalna klasycznie. Korzystajac z sy-
mulowalno$ci tych obwodéw, wprowadzamy nowy sposob ustalania punktu od-
niesienia dla stronniczosci szumu w skali calego obwodu. Taki protokét oceny
jest szczegdlnie wazny, poniewaz model szumu jest kluczowy dla skalowalnoéci
obwodéw qubitéw w stanie kota Schrodingera i nie jest jasne, czy beda one w
stanie utrzymac te wlasciwosé w duzych obwodach z powodu przestuchu i skore-
lowanych btedéw. Protoké! jest zdolny do wykrywania tych efektéw i weryfikacji
wydajnoéci obwodéw zawierajacych do 106 bramek w realistycznych modelach
szumu, wykraczajacych poza tradycyjne modele szuméw Pauliego.

Wspdlnie, te wyniki wskazuja $ciezki i wyznaczaja nowe kierunki dla bardziej
Scistego 1 kompleksowego zrozumienia, jak rézne zasoby kwantowe moga byé
kwantyfikowane, optymalizowane i wykorzystywane do poprawy wydajnosci i
niezawodnoéci technologii kwantowych.



