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1. STRUKTURA I TEMATYKA ROZPRAWY

Rozprawa doktorska mgra [gora Chelstowskiego liczy 42 strony i sklada sie z rozdziatu wstep-
nego, trzech rozdzialow stanowiagcych zasadnicza tresé pracy, rozdziatu posumowujacego, dwoch
dodatkéw (appendix) oraz bibliografii. Dysertacja jest napisana w jezyku angielskim.

Rozprawa dotyczy grafow kwantowych, w szczegblnosci definicji oraz wlasnosci kwantowych
grafow Knesera. Opisywane zagadnienia osadzone sg w obszarze tzw. matematyki nieprzemien-
nej. Istoty tego podejscia jest zastapienie klasycznego badania przestrzeni postrzegane] jako
zbior punktéw przez analize algebr funkceji zdefiniowanych na danej (w tym wirtualnej) prze-
strzeni. Inspiracjg do tego byla kwantyzacja Heisenberga, a matematyczng formalizacjg — twier-
dzenie Gelfanda-Najmarka. Ustanawia ono wzajemng odpowiednio$é miedzy kategorig zwartych
przestrzeni topologicznych (w ktorej morfizmami sa funkcje ciagle) a kategoria przemiennych
C*-algebr z jedynks (gdzie role morfizmow pelnia *-homomorfizmy). Stosujac te analogie, nie-
przemienne C*-algebry z jedynka mozna interpretowaé jako algebry funkeji na wirtualnych,
sKwantowych” przestrzeniach zwartych. Przeniesienie klasycznych obiektow matematycznych
na ich kwantowe odpowiedniki zapoczatkowalo intensywny rozwdj takich dziedzin jak geo-
metria nieprzemienna, teoria grup kwantowych czy nieprzemienna probabilistyka. W ten sam
nurt wpisujg sie badania nad kwantowymi analogami klasycznych graféw. Choé samo pojecie
grafu kwantowego jest stosunkowo mtode — jego poczatki wyznaczaja prace Weavera (2012)
oraz Duana, Severiniego i Wintera (2013) — stanowi ono niezwykle interesujaca i dynamicznie
rozwijajaca sie dyscypline, ktéra czerpie inspiracje oraz znajduje bezposrednie zastosowanie w
kwantowej teorii informacji.

2. ZAWARTOSC PRACY

Pierwszy rozdzial dysertacji zawiera krotkie wprowadzenie do tematyki grafow kwantowych
oraz ustalenie stosowanych oznaczen. Doktorant definiuje pojecia, ktére sg niezbedne w dalsze;j
czesel pracy, miedzy innymi dwie rézne definicje grafu kwantowego wraz z uzasadnieniem ich
rownowaznosci. Przypomina takie klasyczng konstrukcje grafow Knesera: K(n,k) (k < n)
to graf, ktorego wierzchotkami sg k-elementowe podzbiory zbioru n-elementowego i, a dwa
wierzchotki sg polaczone, jesli odpowiadajace im podzbiory sg rozlgczne.

Rodzial drugi poswiecony jest definicji kwantowych grafow Knesera K (X, k), sprawdzeniu
Jjej poprawnoéci i zbadaniu kilku wlasnosci. Autor korzysta z definicji grafu kwantowego jako
trojki ztozonej ze skoiczenie-wymiarowej C*-algebry C(G), d-formy ¢ i "macierzy sasiedztwa"
A C(G) — C(G) (Definicja 1.6) i po kolei konstruuje poszczegdlne elementy. Dla ustalonej
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finiowana algebra c,(g) jest C *«pod@]gebm w C/( O)@F 4, jak pokazuje Doktorant (Lemma 2.1),
funkcjonal ¥®* jest na niej Sp-forma z & = f, Jakkolwiek sama definicja algebry C(G) i

funkcjonalu na niej wymagala juz pewnego pomvsiu kluczowa w tym rozdziale pozostaje de-
finicja macierzy sasiedztwa A. Macierz ta powstaje jako kombinacja tensorowych poteg 1T
z a@t‘oqowaﬂych do 'wybranvvh ”nég'alwbw C’(g) i okazuu sie (Lomma 2 a) C;peimac ”kwan—

na a.lg,ebrze. Zdt-(-,m (Propomtlon 2.6) tro‘ ka, (C (X)} 1/,:@’”, A) okazuk]e sie bjyc graiem kxmntowym
1 dostaje nazwe kwantowego grafu Knesera. Graf ten, oznaczany K (X, k), jest nieskierowany
1 niezwrotny (Proposition 2.9), a jesli algebra C(X) ma wszystkie wymiary d, réwne i ¢ jest
sladowy, to K (X, k) jest regularny stopnia > o (D) (7)) (~1)!d*=2 (Proposition 2.10). Roz-
dzial konczy wynik uzasadniajacy nadanie przedstawionej konstrukeji nazwy kwantowego grafu
Knesera (Proposition 2.12). Prezentowane w tym rozdziale wyniki sa oryginalne i nietrywialne.
Wymagaly one od Doktoranta zar6wno dobrego pomystu, jak i duzej sprawnosci w prowadzeniu
subtelnych i technicznych rozumowan. Brakuje tutaj natomiast prezentacji idei, ktora stala za
tymi pomystami — skomplikowane wzory nie zostaly przeciez "wyjete z kapelusza'.

W rozdziale trzecim rozprawy przedstawione zostalo gorne oszacowanie na liczby chroma-
tyczne graf()w Knmera przv ?8%02011111 20 W jm;; éladowv Pr;foz kwan''ovv'aé l'i(‘zbo chromat“ czng,

jakiego$ [_[ ) .stcmowwdcy th roakidd i Cdﬂ,(_)b(,l i bpe%maga@c} ch varunck F; (A @Cld) P- ~0dla kazdogo
i. Dowod gtéwnego wyniku tego rozdzialu (Proposition 3.1), czyli oszacowania
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polega na wskazaniu konkretnego ukladu projekeji, stanowigcego kwantowe kolorowanie. Pro-
jekcje te sa nietrywialnym uogélnieniem rodziny z pracy Brannana, Ganesan i Harrisa |7, The-
orem 6.5], ktora postuzyta do szac wania liczby chromatycznej kwantowego grafu pelnego. W
tej czesci brakuje mi dokladniejszej dyskusji, do jakiego stopnia zalozenie o §ladowosci funkcjo-
natu 9 jest zrobione tylko — jak pisze Autor — "for simplicity". Rozdzial konczy obserwacja, ze w
dwoch skrajnych przypadkach (k = 11k = n) zawsze mamy réwnosé x,(K (X, k)) = }:z_.k """ ! d2.
Tres¢ rozdzialu czwartego stanowi poszukiwanie oszacowan z dohs na liczby Lhromdtycznc
kwantowych graféow Knesera. W tym celu Doktorant odwoluje sie do kwantowej wersji nieréw-
nosci Hoffmana, wykazanej przez Ganesan [11, Theorem 4.2], wiazacej liczbe chromatyczng z
wlasnoSciami spektralnymi macierzy sq&edztwa. Dokladniej, zachodzi
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gdzie A; sg warto$ciami wlasnymi macierzy A. Glowny wynik tej czedci pracy to obserwacia,
ze algebra C(K (X, k)) rozklada sie na sume prosta pewnych niezmienniczych podprzestrzeni.
Otrzymany wynik jest wykorzystany do oszacowania kwantowej liczbv chromatycznej dla kwan-
towych graféw Knesera z parametrami (n, k) rownymi (3,2), (4 2)1(4,3), przy upraszczajacych
zalozeniach, ze wszystkie d, sa réwne d, a v jest §ladowy. l\-leatety w rozprawie zostaly podane
tylko finalne wyniki, bez dokladnych rachunkow (chociazby w jednym przypadku). Niestety
rowniez, otrzymane oszacowania nie wystarczajg, aby dokladnie wyznaczy¢ kwantows liczbe
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chromatyczng w jakimkolwiek przypadku. Doktorant nie pisze w rozprawie, czy probowal sto-
sowa¢ inne niz nieréwno$¢ Hoffmana oszacowania z dolu podane w pracy Ganesan, a bylby to
w mojej ocenie bardzo naturalny krok. Mimo wszystko otrzymane oszacowania sg interesujace,
a przede wszystkim nietrywialne, a na ich bazie Autor formuluje ciekawe hipoteze o asympto-
tycznym zachowaniu kwantowej liczby chromatycznej dla kwantowych grafow Knesera.

Na opisanych powyzej czterech rozdzialach kotczy sie oficjalna cze$é pracy (zamknieta roz-
dzialem podsumowujacym), ale na czytelnika czekajg jeszcze dwa rozdzialy dodatkowe. W
pierwszym z nich (Appendix A) znajdujemy opis alternatywnej metody zdefiniowania kwan-
towe] wersji grafow Knesera. Tym razem wychodzimy od obserwacji, ze w klasycznej sytuacji
graf Knesera K (n, k) jest dopelnieniem grafu mylenia ( confusability graph) dla pewnego kanatu
kwantowego i stosujemy réwnowazna definicje grafu kwantowego jako systemu operatorowego.
Wowezas kwantowy graf Knesera o ustalonych parametrach (n, k) jest zadany jako dopelnienie
ortogonalne (w k-krotnym antysymetrycznym iloczynie tensorowym n-wymiarowej przestrzeni
Hilberta) systemu operatorowego rozpietego przez operatory Krausa K o1,.a, ODISUjace kanal
kwantowy dzialajacy jako §lad na k-1 "nogach"przestrzeni. Ten system operatorowy jest ozna-
czony przez V,. Zaproponowana definicja jest interesujgca i bardzo brakuje jej poroéwaniania z
definicjg z Rozdziatu 2. Czy otrzymane obiekty sg (albo moga by¢) tym samym, albo chociaz
dawaé grafy (kwantowo) izomorfic.:ne? Sg to naturalne pytania i mam nadzieje, ze Doktorant
potraktuje je jako inspiracje do dalszych badan. Gléwny wynik Appendixu A stwierdza, ze sys-
tem operatorowy odpowiadajacy klasycznemu grafowi Knesera (dla dowolnie wybranej bazy)
zawliera si¢ w systemie dla jego kwantowego odpowiednika (Proposition A.3). W sformulowaniu
wyniku brakuje doprecyzowania, czy teza jest prawdziwa dla dowolnych parametréw i dowolnie
wybranej bazy przestrzeni Hilberta. Co wiecej, mam watpliwoéei co do poprawnosci dowodu
zamieszczonego w rozprawie: pierwsze zdanie dowodu stwierdza, ze V), nie zalezy od wyboru
bazy, co w mojej ocenie nie wynika z wczedniejszych rozumowan. Mam wraZenie, ze ta cze$é
rozprawy zawiera ciekawe wyniki, ale wymaga jeszcze dopracowania.

Appendix B skupia si¢ na badaniu wlasnosci kwantowego grafu Mycielskiego (tzw. Myciel-
skianu). Sama konstrukcja pochodzi z pracy Bochniaka i Kasprzaka [4], gdzie zostaly tez zba-
dane jej podstawowe (liczba chromatyczna, liczba klik). W rozprawie Doktorant skupia sie na
wlasnosciach zachowywania kwantowych symetrii. Najpierw Autor rozprawy pokazuje (Propsi-
tion B.6), ze kwantowe Mycielskiany zachowuja kwantowa izomorficznosé graféw. W dowodszie
autor konstuuje bezposrednio kwantowy izomomorfizm miedzy Mycielskianami na bazie kwan-
towego izomomorfizmu miedzy wyjsciowymi grafami. Kolejuy wynik (Proposition B.7) opisuje,
jak kwantowa grupa symetrii grafu kwantowego G dziala na kwantowym Mycielskianie 1(G).
Dowdd tego faktu ponownie polega na konstrukeji kwantowego dziatania na Mycielskianie. Wy-
nik ten jest nastepnie wykorzystany, aby pokaza¢, ze kwantowe grupy symetrii grafu i jego
Mycielskianu zachowujace rozklad iednosci sg rowne, je§li graf kwantowy nie ma bliZniaczych
‘wierzcholkow kwantowych (Theore .n B.10). Wreszcie, Theorem B.11 stwierdza, ze — przy tym
samym zalozeniu o braku wierzchotkow blizniaczych — quantum distinguishing number Myciel-
skianu zwigksza sie o co najwyzej 1 w stosunku do grafu oryginalnego. Pojecie kwantowej liczby
rozrézniajgeej intuicyjnie oznacza, jakie jest najmniejsze kolorowanie, ktére zaburza wszystkie
(kwantowe) symetrie grafu. Opisany wynik jest kwantowym odpowiednikiem rezultatu uzyska-
nego w klasycznym przypadku catkiem niedawno [Alikhani, Soltani 2020].

Rezultaty zawarte w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [4], wspolautorskiej z A.
Bochniakiem, P. Kasprzakiem i P. Soltanem. Wyniki te sg ciekawe i zasadniczo niezalezne od
wezesniejszych czesci rozprawy, ale bardzo naturalne. Dowody opieraja sie na dosé zaawan-
sowanych rozwazaniach dotyczacych dzialan na grupach kwantowych. Z pewnoScig wchodza
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na troche wyzszy stopiei zaawansowania poprzez polaczenie teorii graféw kwantowych z teo-
rig grup kwantowych oraz dzialan na nich, dlatego spodziewam sie, ze praktyka nabyta przez
Doktoranta przy tej pracy postuzy do dalszych badan nad kwantowymi grafami Knesera.

3. OCENA FORMY ROZPRAWY

Praca jest napisana do$é starannie i zawiera niewiele tzw. literowek. Jezyk pracy jest w
mojej ocenie poprawny, typowy dla publikacji matematycznych. Struktura zasadniczej czesci
rozprawy jest czytelna i naturalna (rozdzialy odpowiadaja poszczegélnym wynikom). Uwazam
natomiast, ze tredci umieszczone w rozdzialach dodatkowych sg nieadekwatne do tresci zasad-
niczej i powinny one byly albo zostaé wlaczone do wlasciwej czesci pracy, albo z niej usuniete.
Obecny stan odbieram jako efekt braku czasu (albo checi), aby dobrze przemysle¢ i opisaé
polaczenie wszystkich trzech tematow.

Inne drobniejsze zastrzezenia do edytorskiej strony rozprawy to:

(1) W kilku miejscach pracy obserwuje brak dbalosci o matematyczne detale, np.:

e W dowodzie Lematu 1.12 — co sie dzieje, gdy jedna ze wspolrzednych wektora x
jest 07

e W dowodzie Twierdzenia 1.13 — czy Ay moze byé 0 i co wtedy? )

o W definicji operatora Ay - od czego startuje rekurencja, czyli ile wynosi Ag? z
jakiego zakresu bierzemy indeks k7

(2) W pracy brakuje wyjasnienia niektorych symboli (np. sadzac po wrzorze (A.4), e, we
wzorze (A.2) oznaczajg elementy bazy ON w H; czym jest pg we wzorze (B.22) na str.
367), a niektore pojawiajg sie troch¢ za péZno (np. wyjasnienie oznaczenia T pojawia
sig str. 12, 1.-4 , ale jest wykorzystane wczeéniej w Definicji 1.6).

(3) Praktycznie wszystkie wzory sa numerowane, co zmniejsza czytelno§é pracy. Standar-
dem jest numeracja tylko tych wzoréw, do ktérych w dalszej czeéci pracy wystepuje
"numerowane"odniesienie.

(4) Jak juz wspomnialam wyr ki uzyskane w przykladach z Rozdzialu 4 sa podane bez
dowodow (zapewne do§¢ diugich i gtownie rachunkowych), podobnie z Example A.6. O
ile taki styl jest norma w publikacjach naukowych, o tyle — wedlug mnie — rozprawa

doktorska powinna przedstawiaé szczegdly w tego typu rozumowaniach.
(5) W mojej ocenie referencje do rezultatow z literatury sa zbyt zdawkowe — np. zamiast
odniesienia do calej pracy [7] na str. 24, 1.1 mozna by przekierowaé uwage czytelnika

bezposrednio na |7, Theorem 6.5].
Pomimo wspomnianych usterek utrudniajacych lekture dysertacji, strone formalng rozprawy
oceniam pozytywnie.

KONKLUZJA

Podsumowujac, mimo drobnych niedoskonaloéci przedstawiona rozprawe oceniam zdecydo-
wanie pozytywnie. Przedstawione wyniki uwazam za oryginalne i ciekawe. Dowody wymagaja
subtelnych i technicznych rozumowan, ale wskazuja takze na dobrg znajomoéé literatury, z
uwzglednieniem prac bardzo niedawnych. Zaproponowana definicja kwantowego grafu Knesera
wydaje sie naturalna i otwiera pole do dalszych badan.

Uwazam, ze przediozona rozprawa spetnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane roz-
prawom doktorskim z matematyki. Dlatego tez wnosze o dopuszezenie mgra Igora Chelstow-
skiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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