Recenzja rozprawy doktorskiej
pana magistra Igora Chelstowskiego
,Classical and quantum Kneser graphs”

Rozprawa doktorska pana magistra Igora Chelstowskiego poswiecona jest
konstrukcji pewnej klasy kwantowych graféw odpowiadajacych w klasycznym
przypadku grafom Knesera.

Rozdzial pierwszy poswigcony jest krétkiemu wprowadzeniu w tematyke pracy
- poczawszy od idei geometrii nieprzemiennej i grup kwantowych po definicje 1
wlasnosci graféow i grafow kwantowych. Oczywiscie nie jest to wyczerpujace
wprowadzenie, ale pozwala na dobre zrozumienie genezy gltéwnego obiektu
rozprawy, czyli graféw kwantowych. Pod wzgledem matematycznym,
wszystkie przedstawione zagadnienia jak twierdzenie Gelfanda-Naimarka,
konstrukcja GNS, definicje grafow kwantowych, jak i zwigzek pomiedzy nimi,
sa zwiezle 1 wystarczajaco precyzyjnie opisane. Analogicznie, definicje liczby
chromatycznej i kolorowania graféw kwantowych jak rowniez graféw Knesera
sa zaprezentowane wlasciwie. Rozdzial wprowadzajacy konczy przedstawienie
podstawowych wiasnosci grafow Knesera (tacznie z definicjami tych wtasnosci)
oraz dowodu wartosci liczby chromatycznej dla tych graféw. Ostatnie uwagi,
dotyczace uogolnien grafow Knesera sg jedynie dos¢ krétkimi wzmiankami 1
szkoda, ze nie zawieraja nieco wigcej informacji np. jesli chodzi o grafy
Johnsona (ktére sa jedynie wymienione z nazwy).

Rozdzial drugi wprowadza definicj¢ obiektu, ktory jest grafem kwantowym,
nazwanym kwantowym grafem Knesera, W pierwszej kolejnosci autor
wprowadza algebre zbudowana z £k prostych skladnikow skonczenie
wymiarowej algebry C(X) o n prostych skladnikach jako podalgebre C (X)®*,
Definicja i zalozenia co do stanu na algebrze wykorzystane s3 w dowodzie, ze
jest to delta-forma. Kluczowymi wynikami tego rozdziatu sa: pokazanie, iz jest
to to graf kwantowy, precyzyjne i jawne przedstawienie jego macierzy
sasiedztwa oraz, najistotniejszy rezultat, propozycja 2.12, ktéra pokazuje, ze dla
klasycznego grafu (przemiennej algebry) definicja odtwarza klasyczny graf
Knesera. Rozdziatl 3 przedstawia wyniki dotyczace kolorowania kwantowych
graféw Knesera, dowodzac gérnego ograniczenia na liczbg chromatyczna tego
grafu a rozdziat 4 bada widmo macierzy sasiedztwa, co pozwala na oszacowanie
dolnego ograniczenia liczby chromatycznej (ktéra nastgpnie jest dokladnie
obliczona w kilku konkretnych przyktadach).

Praca zawiera dwa dodatkowe rozdziaty (zatacznik A i1 B), jeden poswigecony
definicji kwantowych graféw Knesera z uzyciem jezyka kanatow kwantowych
oraz rozdzial opisujacy wyniki dotyczace tzw. kwantowej konstrukcji
Mycielskiego.

Wyniki zawarte w rozprawie doktorskiej sag nowe, oryginalne i nietrywialne, i s3
niewatpliwie znacznym wkladem w badania nad grafami kwantowymi. Praca
jest bardzo zaawanasowana technicznie: nie tylko pokazuje istnienie pewnych
obiektéow, ale réwniez precyzyjnie je konstruuje, co jest niebanalnym
osiggnigciem.
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Praca jest przygotowana rzetelnie i zawiera znaczace rezultaty naukowe z
dziedziny matematyki, jednakze autor nie ustrzegt si¢ kilku drobnych
niedoskonatosci, ktore warto nadmienic:

Wstep zawiera pewna dozg niescislosci w przedstawieniu genezy geometrii
nieprzemiennej. Oczywiscie, zwarte kwantowe grupy zostaly zaproponowane i
opisane przez Woronowicza, jednak trudno nie zauwazy¢ pominigcia
pierwszych prac Alaina Connesa dotyczacych geometrii nieprzemiennej (np.
,,Non-commutative differential geometry”, Publications Mathématiques de
I'IHES (62), 1985 ).
W lemacie 2.1 troche trzeba domysle¢ si¢ znaczenia niektoérych fragmentéw
notacji (np. zbioru, do ktérego nalezy a, troche mylace jest tez uzycie tych
samych indeksow we roznych czesciach wzoru 2.7)
Definicja rekurencyjna 2.15 powinna precyzowac A, lub 4,, gdyz w momencie
definicji nie jest to jasne, dopiero pod koniec dowodu twierdzenia 2.2 mozemy
troche to rozwiktac.
Nie do konca rozumiem, dlaczego przy konstrukcji kwantowego grafu Knesera
wybrane zostalo przedstawienie algebry poprzez symetryzacje iloczynu
tensorowego (nie wydaje mi si¢ by bylo to niezbedne).
W przedstawieniu konstrukcji grafu Knesera brakuje troche dwdch elementéw:
po pierwsze zanurzenia skonstruowanej podalgebry w algebrze C(X)®¥ oraz
prostego przyktadu, ktdry ilustrowaltby, jak wyglada algebra, cho¢by dla k=1 1
=2.
Dowdd propozycji 2.12 pokazuje szczegdlny przypadek uogoélnionego grafu
Knesera, jednak omija przedstawienie argumentu, ze jest to wystarczajace dla
dowolnego zbioru S (nawet jesli jest oczywiste warto to wzmiankowac).
Nie jest jasne czy alternatywna definicja kwantowych graféw Knesera pokrywa
sie¢ z wezesniejsza (chocby w niektérych przypadkach) oraz co tak naprawde
oznacza hipoteza A4 (jakie sa argumenty na jej stusznos¢ i gdzie lezy trudnos¢
w jej udowodnieniu).
Dodatek B wydaje si¢ by¢ niespecjalnie zwigzany z reszta rozprawy, szkoda, ze
nie zostal on bardziej powigzany z grafami Knesera (nie jest jasne co on daje w
tym przypadku).

Przedstawione powyzej uwagi krytyczne nie umniejszaja w zaden istotny
osiggnietych przez p mgra Chelstowskiego wynikéw. Podsumowujac, praca
pokazuje bardzo duze rozeznanie autora w tematyce grafow kwantowych oraz
opanowanie w wystarczajacym stopniu naprawde trudnego i nowego dzialu
matematyki. Praca jest wystarczajaco przejrzysta i systematyczna, jedynie
mozna zauwazyC, iz nieco wieksza ilo§¢ wyjasnien czy przyktadow
zdecydowanie dodataby jej wartosci.

Konkluzja niniejszej recenzji jest, iz przedstawiona rozprawa doktorska spetnia
stawiane wymagania ustawowe oraz wymagania Uniwersytetu Warszawskiego
okreslone w uchwale 157 Senatu UW. W szczegdlnosci prezentuje ona w sposob
zadowalajacy ogdlng wiedze kandydata w zakresie matematyki oraz przedstawia
oryginalne rozwigzanie problemu naukowego, ktdrego mgr. Igor Chelstowski
jest wspotautorem
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