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Recenzja doktoratu Pedrama Karimi

Praca doktorska Pedrama Karimiego podpada pod fizyk¢ matematyczng, a konkretnie
przedstawia zbiér wynikéw z teorii funkcji specjalnych. Owa poddziedzina fizyki ma-
tematycznej zajmuje si¢ opisem funkcji, ktérych konstrukcja oparta jest na strukturach
algebraicznych takich jak, na przykiad, grupy Liego lub grupy kwantowe. Rozprawa jest
podzielona na wstgp, dwa rozdzialy i dwa zataczniki zawierajace techniczne wyniki.

Wstep w sposéb zwigzly i jasny przedstawia wyniki zawarte w pracy doktorskiej.

Rozdziat pierwszy jest po§wigcony opisowi wynikéw, jakie Pedram Karimi otrzy-
mal w dziedzinie funkcji hipergeometrycznej Gaussa. Rozdziat ten jest oparty na arty-
kule: J. Derezifski, P. Karimi Exactly Solvable Schrodinger Operators Related to the
Hypergeometric Equation, Milan J. Math. (2026). (https://doi.org/10.1007/s00032-026-
00431-9). Rozdzial rozpoczyna si¢ od pedagogicznego wstgpu przedstawiajacego pod-
stawowe wiasciwosci funkcji hipergeometrycznej Gaussa. Autor nastgpnie opisuje rézne
typy operatoréw Schrodingera, jakie moga by¢ otrzymane poprzez rézne transforma-
cje kanonicznego réwnania hipergeometrycznego. Dyskutuje on réwniez interpretacj¢
geometryczng tych operatoréw jako wynikajacych z separacji zmiennych w laplasjanach
na réznych przestrzeniach z krzywizng. W ten sposéb autor przedstawia 9 typéw opera-
toréw Schrodingera. Ow dtuzszy wstgp pozwala wreszcie wprowadzié techniczne zagad-
nienia, jakie autor przeanalizowal. Wynikiem kluczowym pracy jest dowéd domknigtosci
tych operatoréw, jak i podanie zamknigtych wyrazef na jadra catkowe ich rezolwent i



opis ich spektrum. Co wigcej, autor otrzymuje tzw. formuly transmutacji pozwalajace
przej$¢ pomigdzy rezolwentami powiazanych ze soba operatoréw. Wreszcie, autor otrzy-
muje réwnania (0.1.19) i (0.1.20) taczace ze soba hipergeometryczne hamiltoniany dru-
giego rzedu. Reszta rozdzialu poswigcona jest aspektom technicznym dotyczacym wy-
wodzenia wyzej wymienionych wynikéw: opisowi warunkéw brzegowych, funkcji Gre-
ena, zmian wspo6trzgdnych na funkcjach Greena i domknigtosci hamiltonianéw hiperge-
ometrycznych. Rozdziat konczy si¢ opisem obserwacji autora, iz kwantyzacja nodalna
pozwala otrzyma¢ spektrum hamiltonianéw hipergeometrycznych sferycznych, hiperbo-
licznych i de Sitterowskich pierwszego rzedu. Autor powiazuje te obserwacje z metoda
kwantowania BKW i wysuwa przypuszczenie, iz w przypadku hamiltonianéw hiperge-
ometrycznych bedzie ona doktadna.

Rozdziat drugi opisuje wyniki otrzymane przez autora zwigzane z catkami S-zbioréw.
Zostaly one otrzymane w artykule: A. Bawane, P. Karimi, P. Sulkowski, Proving super-
integrability in B-deformed eigenvalue models, SciPost Phys. 13, 069 (2022). Ow roz-
dziat zaczyna si¢ od przypomnienia o partycjach liczb rzeczywistych i zwiazanych z nimi
funkcjach, migdzy innymi, wielomianach Jacka. Autor wprowadza pézniej perturbowana
miare B-zbior6w i przepisuje ja w sposéb algebraiczny w (2.3.10). Reszta rozdziatu jest
poswiecona czgéci oryginalnej pracy autora: dowodowi przypuszczenia dotyczacego zamknigtego
wyrazenia na funkcje wielopunktowe B-zbioréw z potencjatami czysto kwadratycznymi,
wielomianowymi drugiego rzedu, jak i liniowo logarytmicznymi. Praca [CLZ] zapropo-
nowatla przypuszczenie zamknigtego wyrazenia, zapisanego jako pewien stosunek wielo-
mianéw Jacka, dla warto$ci oczekiwanych funkcji wielopunktowych zadanych przez wie-
lomiany Jacka. Byto ono sprawdzone numerycznie dla partycji o dlugosciach < 9. P. Ka-
rimi przeprowadzit dowdd owych relacji w kazdym z wyzej wymienionych przypadkéw.
Praca doktorska udowadnia réwniez nieopublikowany wynik generalizujacy poprzednie:
zamkniete wyrazenie na warto§¢ oczekiwana iloczynu dwéch wielomianéw Jacka w zde-
formowanych B-zbiorach. Poprzednie wyniki wystepuja jako specjalizacje owego wyniku.

Pierwsze wprowadzenie konceptu ciagu hipergeometrycznego ma juz prawie 400 lat,
a badania nad tzw. funkcja hipergeometryczna Gaussa zaczely si¢ jakies 300 lat temu. Jest
wigc jasne, iz jest to dziedzina, w ktdrej cigzko odkry¢ co§ nowego. A jednak P. Karimi byt
w stanie dorzuci¢ swéj wktad do teorii! Z tej perspektywy nowe identycznosci (0.1.19)
i (0.1.20) sa godne podziwu. Cho¢ catki S-zbioréw sa mtodsze, pojawiajac si¢ dopiero
w XX wieku, z powodu szerokiego ich zastosowania do wielu probleméw sa réwniez
bardzo przebadane. Tu réwniez, pomimo tego faktu, P. Karimiemu udalo si¢ otrzymac
nowy, strukturalnie tadny wynik. Chciatbym w ten sposéb podkresli¢ wysitek, jaki jest
potrzebny, by wnies$é co§ nowego do juz dobrze ustatkowanej dziedziny. W obydwu przy-
padkach otrzymane wyniki sa techniczne i wymagaja porzadnego wktadu intelektualnego,
by najpierw przyswoié sobie teori¢ na odpowiednim poziomie, a potem wnie$¢ do niej co$
nowego.

Uwazam, ze wyniki otrzymane w rozprawie doktorskiej sa eleganckie i stanowia krok

do przodu w zrozumieniu danych funkcji specjalnych. Praca doktorska jest napisana w
sposGb przejrzysty, a czyta si¢ ja przyjemnie. Wreszcie autor wykazat si¢ ekstensywna



znajomoscia literatury przedmiotu jego badan.

Zaznacze, iz z mojego punktu widzenia rozprawa jak najbardziej spetnia ustawowe
i zwyczajowe wymogi stawiane pracom doktorskim. Wnosz¢ wigc o dopuszczenie mgr.
Pedrama Karima do dalszych etapéw przewodu do







