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Recenzja pracy doktorskiej “Analytical and Algebraic Structures of Special Func-
tions in Exactly Solvable Systems” autorstwa mgr Pedrama Karimiego

Szanowny Panie Profesorze,

tematem przewodnim pracy doktorskiej mgr Pedrama Karimiego sa funkcje specjalne.
Rozprawa skiada sie ze wstgpu i dwdch rozdziatéw opartych na dwéch raczej odlegtych
od siebie tematycznie artykutach naukowych.

Pierwszy rozdziat rozprawy oparty jest na wspéinej pracy kandydata z Janem Dere-
zinskim opublikowanej w Milan Journal of Mathematics. Dotyczy on jednowymiarowych
operatoréw Schrédingera L = —02 4 V(z) z zespolonymi potencjatami V, interpreto-
wanych jako operatory domkniete na 7?(]a, b). Przedmiotem zainteresowania autora
sg operatory kidrych réwnania wtasne mozna zredukowaé do hipergeometrycznego
rowniania Gaussa:

[2(1— 2)0? + (¢ — (e + b+ 1)2)0, — ablf(z) = 0, (1)

i ktorych funkcje Greena (L — z)~' mozna wyrazié przez hipergeometeryczne funkcje
Gaussa. Réwniez rozwazane sg operatory, kiérych réwnania wiasne mozna zreduko-
wac do réwnania Gegenbauera:

(1~ w32 —2(1 + a)wdy + A2 — (o + 1/2)%g(w) = 0. (2)
Rozwazane sg trzy klasy operatoréw:

(1) Redukowalne do réwnania Gegenbauera;
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(2) Hedukowalne do réwnania hipergeometrycznego przez zamiane zmiennych typu
z = sin’*(r/2) (hipergeometryczne pierwszego rodzaju);

(3) Rmukewaﬁne do réwnania hipergeometrycznego przez zamiane zmiennych typu

2 == iTZT (hipergeometryczne drugiego rodzaju);

gdzie (1) jest podklasg zaréwno (2) jak i (3).

Kazda z tych rodzin dzieli sie ponownie na Wzy rodziny, mianowicie (a) sferyczng
z la,b[=]0, 7|, (b) hiperboliczng z ]a, b[=]0, co[ i (c) de Sitierowska z ]a, b[=] — o0, co|.
W przypadku (1) rozklad na przypadki (a),(b), (m mozna otrzymac poprzez rozdzie
lenie zmi eﬂﬂy@h w (pseudo-)laplasjanach na (a) sferze jednostkowej, (b) przestrzeni
hiperbolicznej i (c) przestrzeni de Sittera. Podobna interpretacja geometryczna zostata
znaleziona w przypadku (2) ale niestety nie w przypadku (3).

Gtownym wynikiem tego rozdziatu sa tozsamosci fransmutacyjne dla réinych funkciji
Greena tych oper @Em@w Sg to pewne zmiany zmiennych, kidre wyrazajg (L 4 —a?)7t
przez (U’?) — X)), gdzie A, B oznaczajg pewne typy Gg:;}e%rator@w z listy 9 przypadkdw
wspomnianych mwym Tozsamosci transmutacyjne zamieniajg wiec stalg sprzezenia
z parametrern spekiralnym. Jest to interesujgce i nowe zgaw isko r *mtematyczn@, na-
wet Jesli nie wydaje sie mie¢ bezposrednich zastosowan. Ponadio wyliczone sa jadra
catkowe i spekira rozwazanych operatoréw. Spekira poszczegéinych operatoréw byly
znane w szczegdlnych przypadkach ale systematyczna analiza wszystkich 9 rodzin nie
pojawita sig wczesniej w literaturze.

Drugi rozdziat rozprawy dotyczy modeli macierzowych. Opiera sie on na artykule
[BKS] napisanym przez kandydata we wspdipracy z Piotrem Sutkowskim i Aditya Ba-
wane, kiéry ukazat sie w czasopismie Sci Post Physics. Po ok. 10-stronicowym wpro-
wadzeniu do teorii wielomianow wymmry@mwh szczegolnie wielomiandw Jack’a, autor
przechodzi do przestawlenia wynikéw z pracy [BKS], kidra przytoczona jest niemalze
verbatim. Ostatni podrozdziat rozdziatu drugiego wykracza poza [BKS] I dotyczy teo-
ri Dunkl'a. Omowmy bardziej szczegdtowo [BKS]: Praca ta dotyczy funkeji rozktadu
postaci:

i - N
(V' o1) lif (ﬁ (22@\} P exp [ § V(z, 6y % Ezf} (3)

2“—1 4 k==1 i=1

gdzie A(z) = ﬂmq« ~n (7 — 2z;) 1o wyznacznik me@mmnd@ a, p to stale sprzezenia,
B 1o parametr a V' p@imqm Autor rozwaza tzw. przypadek gaussowski z czionem
liniowym V(2) = "?“ -2% + ay 2 jak réwniez przypadek liniowo-logarytmiczny V = —aq2 +
viog(z). W »@rzypadku gaussowskim jest pokazane, ze

PA{N}PA{B (a2642 — a1051)}
Py{asf~ 4,1} ’

(P(z1,...,2n)) = 4)



gdzie wartos¢ oczekiwana po lewej stronie liczona jest w modelu (3) a Py to wielomiany
Jack'a. Podobny wzdr jest wyprowadzony w przypadku liniowo-logarytmicznym. Sg to
interesujgce rezultaty, poniewaz redukujg one problem wyliczenia skomplikowanej catki
po lewej stronie (4) do ustalenia wartosci wielomianéw w pewnych zadanych punktach.
Interesujace jest réwniez, ze wartosci érednie wielomiandw Jack’a wyrazaja sie ponow-
nie przez wielomiany Jack’a. Dowdd oparty jest na fakcie, ze LnZg = 0, gdzie L, 1o
operatory Virasoro w zmiennych p,. Sumowanie po n daje relacje (D — a3 'W_9)Zg =
dia odpowiednich operatordw D i W_, co z kolei prowadzi do relacji

Zg = -2/Cay, 5)

Dlatego kluczem do udowodnienia (4) jest dziatanie W_, na 1iinne wielomiany Jack‘a.
Okazuje sie, ze zachodzi relacja (2.3.19) o schematycznej postaci

WosP, = 57(..)OuPs, (6)

gdzie wspdiczynniki C,,, (a dokladniej suma ich lloczynéw, kidra pojawi sie w (5)) zosta-
ja wyznaczone z wzoru Cauchy’ego dla wielomianéw Jack'a (2.3.34). Bardziej skom-
plikowane jest wyznaczenie wspofczynnikéw Ay, Ukrytych w (...) we wzorze (6). Tu
potrzebna jest reguta Pier'ego | szczegélowa analiza diagramoéw Yanga. Mysle, Ze te
uwagi wystarczajg, zeby podkreslic, ze ten rezultat jest elegancki i wysoce nietrywialny.

Mam jednak pewne zastrzeZenia co do prezentaci, dotyczace rozdzialu drugie-
go. Artykut [BKS] ma charakter zwieztego doniesienia naukowego przeznaczonego dla
ekspertow w dziedzinie modeli macierzowych. Mysle, ze w rozprawie nalezaloby przed-
stawic 1o rozumowanie w sposSb bardziej wyczerpujacy, przystepny dla szerszego gro-
na czytelnikow. Na przykltad wzér (5) mégtby zostaé uzasadniony, a relacje Pier’ego
i nietypowa notacja typu > o=ptpn W Systematyczny sposéb wprowadzone we wste-
pie do tego rozdziatu. Wstep w obecnej formie jest oczywiscie pomocny, ale miejscami
zbyt skondensowany. Na przyktad w przytoczonym na str. 91 dowodzie znanego fak-
tu, ze wielomiany Jack'a sg wektorami wlasnymi Hamiltonianu Calogero-Sutherlanda,
logika wywodu kryjgcego sie za przedstawionymi obliczeniami nie jest zbyt dobrze wy-
jasniona. Réwniez w rozwazaniach dot. Hamiltonianu Calogero-Sutherlanda w podroz-
dziale 2.6.7 jest zbyt wiele skr6téw myslowych. Na przyktad we wzorze (2.6.38) M jest
skoriczone po jednej sironie réwnania a nieskoriczone po drugiej. Co wiecej, brakuje kil-
ku stéw fizycznej lub matematycznej motywacji dia rozwazanych modeli macierzowych
i nakreslenia szerszego kontekstu badawczego, w kidry one sie wpisuig.

Podsumowujgc, kandydat opanowat szeroki aparat pojec i metod, szczegdbinie w
zakresie teorii funkciji specjalnych. Artykuty, na kiérych opiera sig rozprawa, zawierajg

bardzo interesujgce rezultaty z zakresu teorii operatoréw Schrodingera i teorii modeli
macierzowych, kidre bez watpienia stanowig znaczgce postepy w tych dyscyplinach.
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Doceniajgc znaczenie wspdtpracy naukowej, nalezy jednak zaznaczyé, ze te artykuty
kandydat napisat z bardzo do$wiadczonymi wspdtautorami. Zeby ocenié samodziel-
nos¢ kandydata, przyjrzyjmy sie podrozdziatowi 2.6, ktdry wykracza poza te prace.
Tutaj wyprowadzony jest wzér na warto$¢ oczekiwang iloczynu dwéch wielomiandw
Jack'a w rozwazanym modelu. Argument jest zupetnie inny niz w [BKS], opiera sie na
podejsciu Dunkl’a do funkciji hipergeometrycznych i stanowi uzupetnienie dyskusji z pra-
cy Okunkova [O1]. Moge zatem powiedziec, ze kandydat potrafi réwniez samodzielnie
przeprowadzi¢ studia nad literaturg, i rozwigza¢ problem badawczy. Biorgc pod uwage
ten fakt, jak réwniez wysokg jako$¢ artykutéw na ki6rych opiera sie rozprawa oraz to,
ze moje zastrzezenia dotycza gtéwnie preliminariéw, moja konkluzja jest pozytywna.
Jestem przekonany, ze kandydat spetnia ustawowe kryteria dot. stopnia doktora.

Z wyrazami szacunku,
lJ ojuect’l Daéa(ﬂ@ ‘

Woijciech Dybalski



