
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Wst¦p do analizy danych

Wykªad 1

1 Uwagi wst¦pne

Prowadzony przeze mnie przedmiot ma na celu przygotowanie Pa«stwa do analizowania wyników
pomiarów. Podczas wykªadu posªuguj¦ si¦ prezentacj¡, która jest dost¦pna na stronie
przedmiotu

http://pracownie1.fuw.edu.pl/anipw/

jako Slajdy/transparencje do wykªadu. Na tej samej stronie znajduj¡ si¦ te» dodatkowe
matriaªy zwi¡zane z przedmiotem:

� Instrukcja jak pisa¢ raport ko«cowy

� Konstrukcja histogramu

� Przykªadowy raport

Materiaªy te mog¡ by¢ pomocne przy opracowaniu danych zebranych podczas pomiarów
i przygotowaniu raportu ko«cowego. Teksty kolejnychWykªadów s¡ skrótami moich wykªadów
� mo»na je traktowa¢ jako komentarze rozbudowuj¡ce i wyja±niaj¡ce tre±¢ Slajdów/transparencji
do wykªadów. Znajd¡ w nich Pa«stwo tak»e nieco dodatkowych uwag, na które podczas
wykªadu zwykle nie starcza czasu. Wykªady 4 � 7 ko«cz¡ przykªadowe zadania do omawianej
w nich cz¦±ci materiaªu. Szczegóªowe ozwi¡zania tych zada« znajd¡ Pa«stwo jako
Wykªad .. � Odpowiedzi do zada«.

Gªówna cz¦±¢ materiaªu dotyczy zagadnie« zwi¡zanych z analiz¡ danych: wyznaczaniem
najlepszej oceny warto±ci mierzonej wielko±ci �zycznej oraz ocen¡ dokªadno±ci uzyskanego
wyniku, tj. wyznaczaniem niepewno±ci wyniku pomiaru. Wyznaczanie najlepszej oceny warto±ci
mierzonej wielko±ci i jej niepewno±ci wymaga dokonania szczegóªowej analizy metody pomiaru
oraz przebiegu jej realizacji, to znaczy, przebiegu pomiaru. Do gª¦bszego zrozumienia procesu
pomiaru i sformuªowania metod analizy jego wyników posªu»¡ nam modele matematyczne
korzystaj¡ce z poj¦¢ rachunku pradopodobie«stwa i metod statystyki matematycznej.
Zaczniemy od najprostszych metod opisu i prezentacji du»ych zbiorów danych liczbowych, czyli
od statystyki opisowej.
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2 Charakterystyki zbiorów danych liczbowych

Przyjrzyjmy si¦ danym dotycz¡cym mas studentów I roku (anonimowa ankieta zostaªa
przeprowadzona na Wydziale Fizyki na pocz¡tku roku akademickiego 2000/2001) przedstaw-
ionym w postaci histogramu � Figure 1, poni»ej. Podczas wykªadu prezentowaªem tabel¦
zebranych danych, w której studentki i studenci, kolejno, wpisywali swoj¡ mas¦ i wzrost.
Taka tabela zawiera peªn¡ informacj¦, ale ta informacja do wielu celów jest zbyt bogata � na
przykªad do porównywania ró»nych grup studenów bardziej przydatny jest mniej szczegóªowy
opis syntetycznie przedstawiaj¡cy caªy zbiór danych. Cz¦sto u»ywan¡ charakterystyk¡ jest
warto±¢ ±rednia.

�rednia µ: dla zbioru danych i→ xi, i = 1, ..., N de�niujemy warto±¢ ±redni¡ µ:

µ :=
1

N

i=N∑
i=1

xi =
1

N
(x1 + x2 + . . .+ xN).

Mo»e nas tak»e interesowa¢ szeroko±¢ rozkªadu zbioru warto±ci xi wokóª ich ±redniej.
Powszechnie stosowan¡ miar¡ rozrzutu danych jest ±rednie odchylenie kwadratowe.

�rednie odchylenie kwadratowe σ2:

σ2 :=
1

N

i=N∑
i=1

(xi − µ)2

oraz pierwiastek z tej wielko±ci σ =
√
σ2. Wielko±¢ σ nazywana jest te» dyspersj¡ rozkªadu.

Jak ªatwo sprawdzi¢ suma kwadratów odchyle« zbioru danych od zadanej liczby jest
najmniejsza, gdy t¡ liczb¡ jest warto±¢ ±rednia zbioru danych � odchylenia liczone s¡ od warto±ci
±redniej.

Uwaga: W powy»szych de�nicjach dla oznaczenia ±redniej i dyspersji u»yte zostaªy greckie
litery µ i σ dla podkre±lenia, »e obliczenia dotycz¡ caªej populacji. W przyszªo±ci wielokrotnie
b¦dziemy konstruowali wyra»enia daj¡ce dobre przybli»enie warto±ci µ i σ obliczane na
podstawie próbki danych tj. danych z losowo wybranego podzbioru peªnej populacji. Dla
wielko±ci µ odpowiednim przybli»eniem jest wielko±¢ równa ±edniej danych próbki, któr¡ cz¦sto
oznacza si¦ jako x̄ (kreska nad x wskazuje, »e próbka zostaªa pobrana ze zbioru wielko±ci x).

Mediana i ±rednie odchylenie bezwzgl¦dne

Zde�niowane wy»ej charakterystyki s¡ stosowane powszechnie, maj¡ jednak istotn¡ wad¦, gdy
liczba przypadków (liczebno±¢ populacji) jest niewielka. Obie charakterystyki � ±rednia i ±rednie
odchylenie kwadratowe s¡ czuªe na pojedyncze warto±ci znacznie odbiegaj¡ce od pozostaªych
warto±ci xi w populacji (w próbce). Taka pojedyncza nawet warto±¢ � powiedzmy xk � znacznie
wi¦ksza od pozostaªych, gdy liczebo±¢ populacji N jest niewielka, znacz¡co wpªywa na warto±¢
tych charakterystyk obliczanych dla caªej populacji. Z tego powodu u»ywana jest
cz¦sto charakterystyka wolna od tej wady: mediana i zwi¡zane z ni¡ ±rednie odchylenie
bezwzgl¦dne:

median¦ m dla zbioru liczb xi, i = 1, . . . , N uporz¡dkowanych rosn¡co (lub malej¡co)
de�niujemy, jako m = xn+1, gdy liczebno±¢ N zbioru jest liczb¡ nieparzyst¡, N = 2n+ 1,
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a gdyN jest liczb¡ parzyst¡, N = 2n, to dla jednoznaczno±ci przyjmujemym = (xn−1+xn+1)/2.
Tak zde�niowana mediana dzieli zbiór warto±ci xi na dwa równoliczne podzbiory.

Mediana jest caªkowicie �nieczuªa� na pojedyncze warto±ci xi znacznie mniejsze lub znacznie
wi¦ksze od pozostaªych warto±ci zbioru.

Z median¡ zwi¡zanae jest te» ±rednie odchylenie bezwzg¦dne d:

±rednie odchylenie bezwzgl¦dne d: jest miar¡ rozrzutu zbioru danych xi, i = 1, . . . , N
wokóª mediany m tego zbioru:

d :=
1

N

i=N∑
i=1

|xi −m|

Jak ªatwo sprawdzi¢ suma watro±ci bezwzgl¦dnych odchyle« jest najmniejsza, gdy odchylenia
liczone s¡ od mediany.
Dla mas studentów i studentek I roku (rocznik 2000/2001; dane prezentowane podczas wykªadu)
odpowienie charakterystyki wynosz¡:

±rednia mas studentów µM = 73, 06 kg
mediana mas studentów mM = 72 kg

±rednia mas studentek µK = 56, 70 kg
mediana mas studentek mK = 55, 5 kg

Dla wszystkich, tj. studentów i studentek razem:

±rednia mas µ = 69, 17 kg
mediana mas m =70 kg
.
Gra�czna prezentacja danych � histogram

Wygodnym sposobem prezentacji danych jest histogram. Peªne dane dotycz¡ce (deklarowanych)
mas studentów przedstawia histogram (Figure 1) poni»ej. Studenci podawali jako swoje masy
caªkowite liczby kilogramów, a wi¦c histogram z krokiem 1 kg zawiera peªn¡ informacj¦ �
równowa»n¡ peªnej tabeli � o grupie studentów.
Brzegi przedziaªów na osi poziomej zostaªy umieszczone w warto±ciach poªówkowych, a ka»dy
przedziaª ma szeroko±¢ 1 kg � ka»d¡ warto±¢ podan¡ w tabeli mo»na wi¦c jednoznacznie
przyporz¡dkowa¢ do konkretnego przedziaªu na osi poziomej. Zwykle przyjmuje si¦,
»e przedziaªy histogramowania s¡ prawostronnie domkni¦te � tzn. je±li w±ród danych po-
jawia si¦ warto±¢ równa warto±ci przyj¦tej jako granica przedziaªów to doliczana jest jako
nale»¡ca do przedziaªu po lewej stronie tej granicy.
Opis osi poziomej zawiera poza cyframi tak»e nazw¦ wielko±ci i jej jednostk¦ (kg) � gdyby
w tek±cie odwoªuj¡cym si¦ do tego histogramu byª u»ywany symbol na oznaczenie masy
studenta, np. M , to i ten symbol powinien znale¹¢ si¦ w opisie osi.
Opis osi pionowej zawiera nazw¦ wielko±ci i cyfry reprezentuj¡ce liczby studentów o masach
mieszcz¡cych si¦ w kolejnych przedziaªach (wielko±ci niemianowane) � wysoko¢ �sªupka� odpowiada
liczbie osób o masach zawartych wewn¡trz przedziaªu stanowi¡cego podstaw¦ sªupka. Warto
zwróci¢ uwag¦, »e mi¦dzy sªupkami nie ma przerw � masa jest wielko±ci¡ ci¡gª¡, a wi¦c podane
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przez studentów liczby caªkowiete nale»y rozumie¢ jako reprezentuj¡ce warto±ci le»¡ce wewn¡trz
caªego przedziaªu.

Jak wida¢ histogram mas studentów z krokiem ∆ = 1 kg ma dosy¢ bogat¡ struktur¦
(prawdopodobnie wynikaj¡c¡ z tendencji do podawania �okr¡gªych� warto±ci). Je±li chcemy
mie¢ bardziej syntetyczny obraz danych, to mo»emy wykona¢ histogram z wi¦kszym krokiem.
Dwa nast¦pne histogramy wykonano z krokiem ∆ = 3 kg.
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Rozkład mas studentów, ∆∆∆∆ = 1 kg
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Figure 1: Masy studentów. Przedziaª histogramowania 1 kg.

Warto porówna¢ oba histogramy dla przedziaªu histogramowania ∆ = 3 kg � ich ksztaªty
znacznie si¦ ró»ni¡. Ten fakt nale»y potraktowa¢ jako wskazówk¦, »e przed wyci¡ganiem
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wniosków i formuªowaniem hipotez dobrze jest sprawdzi¢, czy nie s¡ one wynikiem
przyj¦tych szeroko±ci przedziaªów i poªo»e« granic przedziaªów histogramowania.

Rozkład masy studentów, ∆∆∆∆ = 3 kg
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Figure 2: Masy studentów. Przedziaª histogramowania 3 kg.
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Rozkład mas studentów, ∆∆∆∆ = 3 kg
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Figure 3: Masy studentów. Przedziaª histogramowania 3 kg � lewy brzeg przesuni¦ty
w stosunku do poprzedniego przykªadu.
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Rozkład mas studentów, ∆∆∆∆ = 6 kg
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Figure 4: Masy studentów. Przedziaª histogramowania 6 kg.
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Rozkład mas, ∆∆∆∆ = 3 kg
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Figure 5: Masy studentów (ciemny kolor) i studentek (jasny kolor). Przedziaª histogramowania
3 kg � �sªupki� studentów naniesione od górnych kraw¦dzi histogramu dla studentek.
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Na koniec jeszcze histogram ostatnich cyfr liczb pojawiaj¡cych si¦ w tabliczce mno»enia liczb
od 1 do 10 � wielko±ci dyskretnych.

Rozkład ostatniej cyfry w iloczynie 

dwóch liczb całkowitych od 1 do 10
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Figure 6: Rozkªad ostatnej cyfry w iloczynach liczb caªkowitych od 1 do 10

10



3 Bezpo±redni pomiar pojedynczej wielko±ci �zycznej

Istot¡ pomiaru jest porównanie interesuj¡cej nas wielko±ci z przyj¦tym wzorcem −→ jednostk¡
mierzonej wielko±ci. Zgodnie z polskim prawem w pomiarach »ywamy jednostek Ukªadu SI.
Jego konstrukcja jest wielkim osi¡gni¦ciem cywilizacji: jednakowy, precyzyjnie zde�niowany
ukªad jednostek zostaª przyj¦ty na caªym ±wiecie � poza Stanami Zjednoczonymi, Liberi¡
i Mjanm¡ (Birm¡). W naukach przyrodniczych tak»e w Stanach Zjednoczonych stosowany jest
Ukªad SI. Od chwili przyj¦cia we Francji de�nicji metra i sekundy, w roku 1791, oraz kilograma,
w roku 1795, de�nicje jednostek ukªadu byªy wielokrotnie zmieniane w celu zwi¦kszenia
precyzji wzorców, a z tym tak»e dokªadno±ci wykonywanych pomiarów. Wraz z odkrywaniem
nowych zjawisk wprowadzano tak»e dalsze jednostki.

Od 2018 roku jednostki Ukªadu SI: amper, kelwin, sekunda, metr, kilogram, kandela i mol
oraz ich pochodne de�niowane s¡ poprzez przyj¦cie jako dokªadnych warto±ci podstawowych
staªych �zycznych:

� pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni, c = 299 792 458 m/s

� staªej Plancka, h = 6, 626 070 15 · 10−34 J· s

� ªadunku elementarnego, e = 1, 602 176 634 · 10−19 C

� staªej Boltzmanna, k = 1, 380 649 · 10−23 J/K

� staªej Avogadra, NA = 6, 022 140 76 · 1023 1/mol

� cz¦stotliwo±ci nadsubtelnego przej±cia w atomie cezu 133, ∆νCs = 9 192 631 770 Hz

� skuteczno±ci ±wietlnej monochromatycznego promieniowania o cz¦stotliwo±ci
540 · 1012 Hz, Kcd = 683 lm/W

De�nicje jednostek Ukªadu SI mo»na znale¹¢ na stronie Gªównego Urz¦du Miar:

https://www.gum.gov.pl/

lub na stronie Mi¦dzynarodowego Biura Miar i Wag (BIPM) � o�cjalny tekst po angielsku:

https://www.bipm.org/en/measurement-units/

Wykonywanie pomiarów

Wykonuj¡c pomiary nie korzystamy bezpo±rednio z wzorców odpowiednich jednostek, ale
u»ywamy odpowienio wykalibrowanych przyrz¡dów. Podczas pomiaru staramy si¦, tak dalece
jak jest to mo»liwe, wyeliminowa¢ wszelkie czynniki, które mogªyby zakªóci¢ jego przebieg.
Dokªadno±¢ uzyskanego wyniku zale»y od:

� przyj¦tej metody pomiaru;

� sposobu i dokªadno±ci eliminowania czynników zakªócaj¡cych jego przebieg;

� jako±ci przyrz¡dów pomiarowych −→ dokªadno±ci i powtarzalno±ci odtwarzania przez nie
wzorca mierzonej jednostki.
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Podczas nast¦pnych wykªadów zajmiemy si¦ analiz¡ wpªywu wymienionych wy»ej czynników
na dokªadno±¢ pomiaru i budowaniem modeli matematycznych procesu pomiaru. B¦dziemy
zakªadali, »e dokªadna warto±¢ mierzonej wielko±ci istnieje i jest dobrze zde�niowan¡,
mianowan¡ liczb¡ rzeczywist¡, a pomiar sªu»y jak najdokªadniejszemu poznaniu tej warto±ci.

Uwaga: Nale»y jednak pami¦ta¢, »e w wielu sytuacjach mamy do czynienia z wielko±ciami,
dla których poj¦cie dokªadnej warto±ci ma ograniczony sens. Tak jest np. w przypadku masy
czªowieka � z ka»dym oddechem nasza masa nieznacznie si¦ zmienia (wydychamy dwutlenek
w¦gla i par¦ wodn¡ powstaj¡ce w procesach przemiany materii). Nie b¦dziemy dalej wracali
do tego zagadnienia.

Zaªo»ymy, »e:

� wielko±¢ mierzona ma jednoznacznie okre±lon¡, ale nie znan¡ nam warto±¢ µ;

� jako wynik pomiaru otrzymujemy warto±¢ x;

� ró»nic¦ ε = x− µ nazywamy bª¦dem pomiaru;
poniewa» nie znamy dokªadnie wynosi µ, to nie jest nam tak»e znana dokªadna
warot±¢ bª¦du ε.

Na podstawie serii pomiarów b¦dziemy starali si¦ zdoby¢ wiedz¦ o rozkªadzie prawdopodobie«stwa
warto±ci ε w naszych pomiarach.
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