Analiza niepewnosci pomiarowych

Wstep do analizy danych
Wyktad 1

1 Uwagi wstepne

Prowadzony przeze mnie przedmiot ma na celu przygotowanie Panstwa do analizowania wynikow
pomiaréw. Podczas wyktadu postuguje sie prezentacja, ktéra jest dostepna na stronie
przedmiotu

http://pracowniel.fuw.edu.pl/anipw/

jako Slajdy/transparencje do wykladu. Na tej samej stronie znajduja sie tez dodatkowe
matriaty zwigzane z przedmiotem:

e Instrukcja jak pisa¢ raport konicowy
e Konstrukcja histogramu

e Przykladowy raport

Materialy te moga by¢ pomocne przy opracowaniu danych zebranych podczas pomiaréw

i przygotowaniu raportu koncowego. Teksty kolejnych Wykladéw sa skrotami moich wyktadow
—mozna je traktowac¢ jako komentarze rozbudowujace i wyjasniajace tres¢ Slajdéw /transparencji
do wykladéw. Znajda w nich Panstwo takze nieco dodatkowych uwag, na ktoére podczas
wykltadu zwykle nie starcza czasu. Wyklady 4 — 7 koncza przykltadowe zadania do omawianej

w nich czeSci materiatu. Szczegolowe ozwigzania tych zadan znajdg Panstwo jako

Wyklad .. — Odpowiedzi do zadan.

Glowna cze$é materiatu dotyczy zagadnien zwigzanych z analizg danych: wyznaczaniem
najlepszej oceny warto$ci mierzonej wielkosci fizycznej oraz ocena doktadnosci uzyskanego
wyniku, tj. wyznaczaniem niepewno$ci wyniku pomiaru. Wyznaczanie najlepszej oceny wartosci
mierzonej wielkosci i jej niepewno$ci wymaga dokonania szczegétowej analizy metody pomiaru
oraz przebiegu jej realizacji, to znaczy, przebiegu pomiaru. Do glebszego zrozumienia procesu
pomiaru i sformutowania metod analizy jego wynikow postuza nam modele matematyczne
korzystajace z poje¢ rachunku pradopodobienstwa i metod statystyki matematycznej.
Zaczniemy od najprostszych metod opisu i prezentacji duzych zbioré6w danych liczbowych, czyli
od statystyki opisowej.



2 Charakterystyki zbioréw danych liczbowych

Przyjrzyjmy sie danym dotyczacym mas studentow I roku (anonimowa ankieta zostata
przeprowadzona na Wydziale Fizyki na poczatku roku akademickiego 2000/2001) przedstaw-
ionym w postaci histogramu — Figure 1, ponizej. Podczas wykladu prezentowalem tabele
zebranych danych, w ktorej studentki i studenci, kolejno, wpisywali swojg mase i wzrost.
Taka tabela zawiera pelna informacje, ale ta informacja do wielu celow jest zbyt bogata — na
przyktad do poréwnywania réznych grup studenéw bardziej przydatny jest mniej szczegétowy
opis syntetycznie przedstawiajacy calty zbior danych. Czesto uzywana charakterystyka jest
warto$é¢ $rednia.

Srednia y: dla zbioru danych i — 2;,i = 1, ..., N definiujemy wartos¢ $rednia p:

= 1
u::N;xi:N(mlerg—l—...—i—xN).

Moze nas takze interesowac szerokos¢ rozktadu zbioru wartosci x; wokot ich $redniej.
Powszechnie stosowang miarg rozrzutu danych jest $srednie odchylenie kwadratowe.

Srednie odchylenie kwadratowe o2:

2 1 & 2
0% = ;(%—u)

oraz pierwiastek z tej wielkosci o = v o2, Wielko$¢ o nazywana jest tez dyspersja rozkladu.

Jak tatwo sprawdzi¢ suma kwadratéw odchylen zbioru danych od zadanej liczby jest
najmniejsza, gdy ta liczba jest wartosé¢ $rednia zbioru danych — odchylenia liczone sg od wartosci
Srednie;j.

Uwaga: W powyzszych definicjach dla oznaczenia $redniej i dyspersji uzyte zostaly greckie
litery i o dla podkreslenia, ze obliczenia dotycza catej populacji. W przysztosci wielokrotnie
bedziemy konstruowali wyrazenia dajace dobre przyblizenie wartosci p i o obliczane na
podstawie probki danych tj. danych z losowo wybranego podzbioru pelnej populacji. Dla
wielkosci p odpowiednim przyblizeniem jest wielkos¢ réwna Sedniej danych probki, ktora czesto
oznacza sie jako T (kreska nad x wskazuje, ze probka zostala pobrana ze zbioru wielkosci ).

Mediana i §rednie odchylenie bezwzgledne

Zdefiniowane wyzej charakterystyki sa stosowane powszechnie, maja jednak istotng wade, gdy
liczba przypadkow (liczebnosé populacji) jest niewielka. Obie charakterystyki — $rednia i $rednie
odchylenie kwadratowe sg czute na pojedyncze wartosci znacznie odbiegajace od pozostatych
wartosci ; w populacji (w probee). Taka pojedyncza nawet warto$é — powiedzmy xy, — znacznie
wieksza od pozostalych, gdy liczebo$é¢ populacji N jest niewielka, znaczaco wpltywa na wartos$cé
tych charakterystyk obliczanych dla catej populacji. Z tego powodu uzywana jest

czesto charakterystyka wolna od tej wady: mediana i zwigzane z nig Srednie odchylenie
bezwzgledne:

mediane m dla zbioru liczb x;, i = 1,..., N uporzadkowanych rosnaco (lub malejaco)
definiujemy, jako m = x,1, gdy liczebnos¢ N zbioru jest liczba nieparzysta, N = 2n + 1,



a gdy N jest liczba parzysta, N = 2n, to dla jednoznacznosci przyjmujemy m = (x,_14+2,41)/2.
Tak zdefiniowana mediana dzieli zbiér wartosci x; na dwa réwnoliczne podzbiory.

Mediana jest catkowicie ,nieczuta” na pojedyncze wartosci x; znacznie mniejsze lub znacznie
wieksze od pozostatych wartosci zbioru.

Z mediang zwigzanae jest tez Srednie odchylenie bezwzgedne d:

§rednie odchylenie bezwzgledne d: jest miarg rozrzutu zbioru danych z;, ¢ = 1,..., N
woko6t mediany m tego zbioru:

1’i=N
d::N;|xi—m|

Jak tatwo sprawdzi¢ suma watrosci bezwzglednych odchylen jest najmniejsza, gdy odchylenia
liczone sa od mediany.

Dla mas studentow i studentek I roku (rocznik 2000/2001; dane prezentowane podczas wyktadu)
odpowienie charakterystyki wynosza:

Srednia mas studentow py, = 73,06 kg
mediana mas studentow my; = 72 kg

Srednia mas studentek px = 56,70 kg
mediana mas studentek myg = 55,5 kg

Dla wszystkich, tj. studentéow i studentek razem:

Srednia mas p = 69,17 kg
mediana mas m =70 kg

Graficzna prezentacja danych — histogram

Wygodnym sposobem prezentacji danych jest histogram. Pelne dane dotyczace (deklarowanych)
mas studentow przedstawia histogram (Figure 1) ponizej. Studenci podawali jako swoje masy
catkowite liczby kilograméw, a wiec histogram z krokiem 1 kg zawiera pelna informacje —
rownowazng pelnej tabeli — o grupie studentéw.

Brzegi przedzialéow na osi poziomej zostaly umieszczone w wartosciach potoéwkowych, a kazdy
przedziatl ma szerokosé¢ 1 kg — kazda warto$¢ podana w tabeli mozna wiec jednoznacznie
przyporzadkowaé¢ do konkretnego przedziatu na osi poziomej. Zwykle przyjmuje sie,

ze przedzialy histogramowania sg prawostronnie domkniete — tzn. jesli wsrod danych po-
jawia sie wartos¢ réwna warto$ci przyjetej jako granica przedzialéow to doliczana jest jako
nalezaca do przedziatu po lewej stronie tej granicy.

Opis osi poziomej zawiera poza cyframi takze nazwe wielkosci i jej jednostke (kg) — gdyby

w tekscie odwotujacym sie do tego histogramu byl uzywany symbol na oznaczenie masy
studenta, np. M, to i ten symbol powinien znalez¢ sie w opisie osi.

Opis osi pionowej zawiera nazwe wielkosci i cyfry reprezentujace liczby studentéw o masach
mieszczacych sie w kolejnych przedzialach (wielkosci niemianowane) — wysoko¢ ,stupka” odpowiada
liczbie 0os6b o masach zawartych wewnatrz przedziatlu stanowiacego podstawe stupka. Warto
zwrocié uwage, ze miedzy stupkami nie ma przerw — masa jest wielkoscia ciagla, a wiec podane



przez studentow liczby catkowiete nalezy rozumiec jako reprezentujgce wartosci lezace wewnatrz
catego przedziatu.

Jak wida¢ histogram mas studentéw z krokiem A = 1 kg ma dosy¢ bogata strukture
(prawdopodobnie wynikajaca z tendencji do podawania ,okraglych” wartosci). Jesli chcemy
mie¢ bardziej syntetyczny obraz danych, to mozemy wykonaé¢ histogram z wiekszym krokiem.
Dwa nastepne histogramy wykonano z krokiem A = 3 kg.



Rozklad mas studentéw, A = 1 kg
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Figure 1: Masy studentéw. Przedzial histogramowania 1 kg.

Warto poréwnaé oba histogramy dla przedzialu histogramowania A = 3 kg — ich ksztalty
znacznie sie roznig. Ten fakt nalezy potraktowaé¢ jako wskazowke, ze przed wycigganiem



wnioskéw i formutowaniem hipotez dobrze jest sprawdzi¢, czy nie sa one wynikiem
przyjetych szerokosci przedzialow i potozen granic przedziatow histogramowania.

Rozklad masy studentéw, A = 3 kg
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Figure 2: Masy studentéw. Przedzial histogramowania 3 kg.



Rozklad mas studentéow, A = 3 kg
30 -

25

liczba studentow
—_ [}
[9)] (]

—
(=]

40,5 46,5 52,5 585 645 70,5 76,5 82,5 835 945 1005
masa studenta (kg)

Figure 3: Masy studentow. Przedzial histogramowania 3 kg — lewy brzeg przesuniety
w stosunku do poprzedniego przyktadu.
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Rozklad mas studentéow, A = 6 kg

41,5 475 53,5 59,5 655 71,5 77,5 835 89,5 955 101,5 107,5
masa studenta (kg)

Figure 4: Masy studentow. Przedzial histogramowania 6 kg.



Rozklad mas, A = 3 kg
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Figure 5: Masy studentéw (ciemny kolor) i studentek (jasny kolor). Przedzial histogramowania
3 kg — ,stupki” studentéw naniesione od gornych krawedzi histogramu dla studentek.



Na koniec jeszcze histogram ostatnich cyfr liczb pojawiajacych sie w tabliczce mnozenia liczb
od 1 do 10 — wielkosci dyskretnych.

30 1 Rozklad ostatniej cyfry w iloczynie
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Figure 6: Rozktad ostatnej cyfry w iloczynach liczb catkowitych od 1 do 10
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3 Bezposredni pomiar pojedynczej wielko$ci fizycznej

Istota pomiaru jest poréwnanie interesujacej nas wielkosci z przyjetym wzorcem — jednostka
mierzonej wielkosci. Zgodnie z polskim prawem w pomiarach zywamy jednostek Uktadu SI.
Jego konstrukcja jest wielkim osiggnieciem cywilizacji: jednakowy, precyzyjnie zdefiniowany
uktad jednostek zostal przyjety na calym $wiecie — poza Stanami Zjednoczonymi, Liberig

i Mjanma (Birma). W naukach przyrodniczych takze w Stanach Zjednoczonych stosowany jest
Uktad SI. Od chwili przyjecia we Francji definicji metra i sekundy, w roku 1791, oraz kilograma,
w roku 1795, definicje jednostek ukladu byty wielokrotnie zmieniane w celu zwiekszenia
precyzji wzorcow, a z tym takze doktadnosci wykonywanych pomiaréw. Wraz z odkrywaniem
nowych zjawisk wprowadzano takze dalsze jednostki.

Od 2018 roku jednostki Ukladu SI: amper, kelwin, sekunda, metr, kilogram, kandela i mol
oraz ich pochodne definiowane sg poprzez przyjecie jako doktadnych wartosci podstawowych
statych fizycznych:

e predkosci swiatla w prozni, ¢ = 299 792 458 m/s

e statej Plancka, h = 6,626 070 15-1073* J- s

e ladunku elementarnego, e = 1,602 176 634 - 10712 C

e stalej Boltzmanna, k = 1,380 649 - 107 J/K

e stalej Avogadra, N4 = 6,022 140 76 - 10** 1/mol

e czestotliwosci nadsubtelnego przejscia w atomie cezu 133, Aves =9 192 631 770 Hz

e skutecznosci swietlnej monochromatycznego promieniowania o czestotliwosci
540 - 10'? Hz, K 4 = 683 Im/W

Definicje jednostek Ukladu SI mozna znalez¢ na stronie Gtownego Urzedu Miar:
https://www.gum.gov.pl/
lub na stronie Miedzynarodowego Biura Miar i Wag (BIPM) — oficjalny tekst po angielsku:
https://www.bipm.org/en /measurement-units/
Wykonywanie pomiaréow

Wykonujac pomiary nie korzystamy bezposrednio z wzorcow odpowiednich jednostek, ale
uzywamy odpowienio wykalibrowanych przyrzadoéw. Podczas pomiaru staramy sie, tak dalece
jak jest to mozliwe, wyeliminowa¢ wszelkie czynniki, ktore mogtyby zakloci¢ jego przebieg.
Doktadno$é¢ uzyskanego wyniku zalezy od:

e przyjetej metody pomiaru;
e sposobu i dokladnosci eliminowania czynnikow zaklocajacych jego przebieg;
e jakosci przyrzadow pomiarowych — doktadnosci i powtarzalnosci odtwarzania przez nie

wzorca mierzonej jednostki.
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Podczas nastepnych wykladow zajmiemy sie analiza wplywu wymienionych wyzej czynnikow
na doktadnos¢ pomiaru i budowaniem modeli matematycznych procesu pomiaru. Bedziemy
zaktadali, ze dokladna warto$é mierzonej wielkosci istnieje i jest dobrze zdefiniowana,
mianowana liczba rzeczywista, a pomiar stuzy jak najdoktadniejszemu poznaniu tej wartoSci.

Uwaga: Nalezy jednak pamietaé¢, ze w wielu sytuacjach mamy do czynienia z wielkosciami,
dla ktorych pojecie doktadnej wartosci ma ograniczony sens. Tak jest np. w przypadku masy
cztowieka — z kazdym oddechem nasza masa nieznacznie sie zmienia (wydychamy dwutlenek
wegla i pare wodna powstajace w procesach przemiany materii). Nie bedziemy dalej wracali
do tego zagadnienia.

Zalozymy, ze:
e wielkos¢ mierzona ma jednoznacznie okreslong, ale nie znang nam wartos$¢ u;
e jako wynik pomiaru otrzymujemy wartosé¢ x;
e r67nice € = x — pu nazywamy bledem pomiaru;
poniewaz nie znamy dokladnie wynosi pu, to nie jest nam takze znana doktadna

warots¢ bledu e.

Na podstawie serii pomiaréw bedziemy starali sie zdoby¢ wiedze o rozktadzie prawdopodobieristwa
wartosci € w naszych pomiarach.
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