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Rozdziatl 1

Ré6zne rodzaje btagdzen
przypadkowych

W niniejszej pracy analizujemy zar6wno procesy stochastyczne jak tez ich szu-
my. Wprowadzamy miary ryzyka dotyczace przede wszystkim stochastycznych
proceséw singularnych i osobliwych! wiedzac, Ze dla tych drugich prawdziwa wartoéé
wariancji jest nieskonczona.

W naszych rozwazaniach precyzyjnie rozrézniamy:

e stacjonarne i niestacjonarne procesy stochastyczne,
e procesy zachodzace w czasie dyskretnym i w czasie ciaglym,

e jednoczesnie odrézniamy sam proces stochastyczny od szumu jaki mu towarzyszy
oraz

singularno$¢ wariancji wynikajaca z istnienia dlugookresowych korelacji od analo-
gicznej wywotanej przez poszerzony rozktad.

Pozwala to nam na klasyfikacje oraz prowadzenie poglebionej analizy proceséw stocha-
stycznych zarowno na drodze analitycznej jak i numerycznej.

Pokazujemy, m.in. za pomoca symulacji komputerowych, jak przejawia sie rozbieznos¢ wa-
riancji, omawiamy warunki w jakich to ma miejsce i odpowiadamy na zasadnicze pytanie:
co w takich sytuacjach robi¢. Podejscie to moze odgra¢ wazng role w analizie kryzysow i
krachéw zaréwno gietdowych jak i (szerzej biorac) gospodarczych wywotanych zdarzenia-
mi ekstremalnymi.

'Nazwy proces singularny i proces osobliwy nie sa rozpowszechnione; tutaj uzywamy je dlatego aby
zaetykietowaé procesy ktérych wariancja jest, odpowiednio, potegowa funkcja czasu, gdzie wykladnik
potegi jest rézny od 1, badz tez nie istnieje.
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1.1 Wariancje i skalowanie

Szczegélnie interesujace i uzyteczne sg ponizsze zaleznodci wariancji? procesu stochastycz-
nego X (t), czyli tradycyjnej (w sensie Markowitza) miary ryzyka, od czasu ¢ dla asymp-
totycznie dtugich czasow?:

|t ], proces Wienera
(X(#)*) ~{ | t|7, dyfuzja anomalna: subdyfuzja n < 1, superdyfuzjan > 1  (1.1)
00, np. procesy Lévy’ego.

Widaé, ze wariancja dana wyrazeniami (1.1) skaluje sie asymptotycznie w nastepujacy
sposob

(X(ct)?) = (X (t)*), ¢,n > 0. (1.2)

Zatem, zmienne losowe X (t) oraz X (ct)/c!, gdzie H “< /2, posiadaja asymptotycznie
jednakowe wariancje a wiec na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego posiadaja
jednakowe prawdopodobiefistwo wystepowania* zbudowane na rozkladzie Gaussa. Inny-
mi stowy, proces X (t) posiada nastepujaca, niezwykle wazna asymptotyczng wlasnosé
skalowania (w sensie stochastycznym)

X(ct) ™= M X (1), (1.3)

ktorg wykorzystujemy w rozdz. 2.6. Zaznaczmy, ze dla wyrazenia stojacego w pierwszym
wierszu (1.1) wykladnik H = 1/2.

Wyktadnik H nosi nazwe wykladnika Hursta lub stopnia samopodobienstwa (o ile jest
on niezalezny od czasu) a odpowiadajacy mu proces stochastyczny nosi nazwe fraktalne-
go ruchu Browna. W procesie tym zmienna losowa podlega (dla asymptotycznie
dlugich czaséw) rozkladowi Gaussa o wariacji danej, odpowiednio, wzorem
drugim lub pierwszym w wyrazeniu (1.1). Widaé, ze proces posiadajacy wariancje
dang wyrazeniem pierwszym jest marginalny w stosunku do danego wyrazeniem drugim.
Rozwazamy go tutaj ze wzgledu na jego, wprost trudna do przecenienia, kanoniczna role
w teorii proceséw stochastycznych.

Warto zdac¢ sobie sprawe, ze dla czasu dyskretnego subdyfuzyjne zachowanie wa-
riancji nie jest mozliwe.

Dodajmy jeszcze, ze zmienna losowa X (t) moze by¢ zmienna ztozona np. X (t) = InY (¢) -
taka zalezno$é definiuje np. geometryczny ruch Browna Y(t) o ile X (¢) podlega aryt-
metycznemu (standardowemu) ruchowi Browna. Woéwczas, zmienna Y'(t) posiada log-
normalnemy rozktad prawdopodobienstwa (a nie rozktad Gaussa). Zauwazmy, ze szum

2Inne zaleznoéci, np. typu tInt lub od potegi logarytmu czasu, In" ¢, sa charakterystyczne dla proceséw
marginalnych lub waskodedykowanych, ktérymi sie tutaj w zasadzie nie zajmujemy.

3We wszystkich rozwazaniach zaktadamy, ze wartoéé oczekiwana procesu, a stad warto§é oczekiwana

jego szumu AX (t) def. X(t+ At) — X (t), znikaja. W definicji szumu przyrost liczymy wprzéd w czasie,

zdajac sobie sprawe, ze w praktycznych zastosowaniach najczesciej jest liczony wstecz w czasie tzn.
AX(t) o x (t) — X (t — At). Przy okazji zauwazmy, ze réwniez odwrotnie proces X (t) mozna zdefiniowaé
za pomoca jego szumu (o ile jest zadany): X (t) = fg dX (s).

4Mowa tutaj jedynie o dwéch pierwszych wyrazeniach w (1.1).
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procesu X (t) okresla jednoczesnie chwilowqg logarytmiczng stope zwrotu (wzrostu) zmien-
nej Y(t), gdyz

XU+A®—X@:h«Z&i§»

o (1.4)

Jezeli wspomniany powyzej wyktadnik jest funkcjg zalezng od t, czyli jest wielko-
Scia lokalng w czasie, to H zastepujemy przez H(t) i nazywamy wyktadnikiem (funkcja)
Holdera lub lokalnym stopniem samopodobienstwa a sam proces nazywa sie wtedy
procesem multifraktalnym (wielofraktalnym). Procesami wielofraktalnymi, a zwtasz-
cza ich symulacjami komputerowymi, zajmujemy sie w dalszej czesci.

1.2 Funkcja autokorelacji i widmo mocy

Zauwazmy, ze relacje wystepujace w dwoch pierwszych wierszach w (1.1) pozwalaja zna-
lez¢ odpowiedz na pytanie o autokorelacje, zaréwno:

1) samej zmiennej losowej X () jak tez

2) jej zmiany AX(t), czyli jej szumu w dwoch réznych chwilach ¢, oraz to.

W pierwszym przypadku funkcja autokorelacji procesu® wynosi:

(X (1) X (E2) ~ [t P+ [t P = |ty =t [P (1.7)

co oznacza, ze proces X (t) jest niestacjonarny (pomimo, ze jego wariancja (1.5) jest
stacjonarna).

W drugim przypadku funkcja autokorelacji szumu wynosi:

(AX () AX (t + 1)) ~| t+ At PP 4|t — At P -2t |22, (1.8)
skad dla przedziatu czasu At < t otrzymujemy, ze

(AX(0) AX (1 +0) ~ HRI =) g = 30— 1) 77

(1.9)

Wyrazenie (1.7) mozna latwo wyprowadzié, korzystajac z pierwszych dwéch wzoréw w wyrazeniu
(1.1) rozumianych bardziej ogélnie

([X(t2) = X)) ~ | t2 —t1 |7, (1.5)

z drugiej za$

(X ()7 + (X (82)]") — 2 (X (t2) X (¢2))
[t |7+ [ [7 =2(X(t1) X (t2))- (1.6)

(X (t2) = X (01)]")

2

Poréwnujac obie strony réwnosci (1.5) i (1.6) otrzymujemy poszukiwane wyrazenie (1.7). Przy okazji
zauwazmy, ze proces stochastyczny X (¢) posiada, dla asymptotycznie dtugich czaséw, najwaz-
niejsze cechy ((1.3), (1.5) i (1.7)) charakteryzujace utamkowy ruch Browna (ang. fractional
Brownian motion), ktéry jest procesem niestacjonarnym.
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co oznacza®, ze jest ona asymptotycznie stacjonarna, czyli mamy tutaj do czynienia z
szumem asymptotycznie stacjonarnym (w szerszym sensie) [6].

Korzystajac z twierdzenia Wienera-Chinczyna, mozna z (1.9) otrzymac dla proceséw sta-
cjonarnych (w naszym przypadku dla szumu) widmo mocy (zwane takze gestoscia spek-
tralna) S(f) dla matych wartosci f, jako (petna) transformate Fouriera funkcji autokore-
lacji [2]

1
Y =1
A

S(f) = (AXZ () AXF (=) = (|AXT()[) ~ -1, (1.11)

gdzie AX7(f) oznacza transformate Fouriera szumu AX(t) a éredniowanie wykonuje
sie dla ustalonej czestotliwosci f. Powyzsze wyrazenie na widmo mocy pokazuje, ze dla
H = 1/2 mamy do czynienia z bialym szumem (stale widmo mocy) a dla H # 1/2 z szu-
mem kolorowym (zalezne od czestotliwosci widmo mocy). Czesto szum posiadajacy widmo
mocy dane wzorem (1.11) nosi nazwe szumu 1/f7 a dla szczegblnego przypadku v = 1,
szumu 1/ f. Tego typu szumy spotyka sie np. w zagadnieniach fizycznych, biologicznych
i ekonomicznych. Efektywne wyznaczanie widma mocy dla proceséw niestacjomnarnych
jest trudniejsze a oblicza sie je najczesciej wprost z definicji. Zdarza si¢, ze jednym z
elementéw formuty jest nadal widmo mocy dla szumu tego procesu [2].

Przyktad 1.1 (Proces stochastyczny polozenia i predkosci w ruchu Browna)

Przypomnijmy, ze dla arytmetycznego (standardowego) ruchu Browna’ z jakim mamy
do czynienia nie tylko w fizyce, funkcja autokorelacji przyrostow zmiennej losowej zanika
wyktadniczo, tzn.

(AX (1) AX(t1 + 1)) ~exp(—[t]/7) (1.12)
a stad wariancja
([AX(t)]) = ([AX(0)]%) (1.13)

czyli jest niezalezna od czasu, natomiast widmo mocy przyjmuje postac:

1

W e

(1.14)

Jak widaé, dla niskich czestosci (f < 1/(277,)), czyli dla czaséw znacznie dtuzszych niz 7.
widmo mocy jest (z dobrym przyblizeniem) state. Zatem, proces stochastyczny przyrostow
AX (t) zmiennej losowej X (t) jest wtedy biatym szumem, ktéry mozna tatwo symulowaé

SWzér w (1.8) wyprowadzono bezposrednio z (1.7) podstawiajac w miejsce czasu to czas t; + t oraz
korzystajac z definicji szumu. Przy okazji, zauwazmy, ze ze wzoru (1.5) wynika bezposrednio

(AX (t)%) ~ At (1.10)

Co wiecej, szum AX (t) jest gaussowski wlasnie o wariancji (1.10).

"Nalezy zdawaé sobie sprawe, ze ruch Browna jest procesem stacjonarnym jezeli chodzi o przyro-
sty AX(t) zmiennej losowej (predkosci czastki Browna) natomiast niestacjoranym jezeli chodzi o sama
zmienng losowa X (t) (polozenie czastki Browna).
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na komputerze. Stad, widmo mocy dla samej zmiennej losowej, czyli dla procesu Wienera
dane jest nastepujacym wyrazeniem [2]:

1
22+ (1) 2m7)?)
Widaé, ze dla interesujacych nas dilugich przedziatéw czasu (znacznie dtuzszych niz 7.)

mamy do czynienia z szumem 1/f2 czyli z zupelnie inng postacia widma mocy. Stad
powstaje pytanie o posta¢ funkeji autokorelacji procesu stochastycznego Wienera X (t).

S(f) ~

(1.15)

Powyzsze pytanie jest tym bardziej uzasadnione, ze proces Wienera jest niestacjo-
narny i nie mozna do niego uzy¢ twierdzenia Wienera-Chinczyna, pozwalajacego na za-
stosowanie odwrotnej transformaty Fouriera do widma mocy danego wyrazeniem (1.15).
Poszukiwang funkcje korelacji mozna wyznaczy¢ wprost, pamietajac o statystycznej nie-
zaleznosci przyrostéw zmiennej losowej X (¢) a mianowicie:

<X(t1)X(t2)> ~t~ty+ 1 — (tg — tl), 0<t; < to, (116)

gdzie druga réownosé juz tatwo poddaje sie uogdlnieniu (patrz wezeéniejsze rozwazania
dotyczace fraktalnych ruchéw Browna). Zauwazmy jeszcze, ze 7 pierwszego wyrazenia w
formule (1.1) oraz ze wzoru (1.16) wynika bezposrednio, ze wielko$¢

([X(t2) = X(0)]") ~t2 —t1, 11 <t (1.17)

jest ona takze uogoélniana w kontekscie utamkowych ruchéw Browna. Oczywiscie, obie
wielkosci (1.16) 1 (1.17) sa szczegdlnymi przypadkami uzyskanych wezesniej, odpowiednio,
(1.7) i (1.5).

Podkreslmy, ze szczegdlnym przypadkiem wielkosei (1.17) jest kwadrat zasiegu (zakre-
su, rozpietosci) btadzenia przypadkowego - sam zakres stanowi kluczowa wielko$¢é bar-
dzo uzytecznej dla naszych celéow Metody Przeskalowanego Zasiegu R/S, oméwionej w
podrozdz.2.2.

Podsumowujac to co powiedziano w powyzszym przyktadzie, wyrazenia (1.12) - (1.17)
dotycza zaroéwno procesu stochastycznego przyrostéow zmiennej losowej skorelowanego w
sposob krotkookresowy jak tez procesu stochastycznego samej zmiennej losowej, stano-
wigc punkt odniesienia dla analogicznych analiz singularnych i osobliwych proceséw sto-
chastycznych prowadzonych w niniejszej pracy.

1.3 Pierwsze podejscie do miary ryzyka

Zauwazmy, ze tylko dla H < 1 funkcja autokorelacji szumu maleje w czasie - w przeciwnym
razie (H > 1) mamy do czynienia z sytuacja patalogiczna, czyli stata albo rosnaca w
czasie funkcja autokorelacji. To jest wlasnie powdd, dla ktérego (w naszych rozwazaniach)
wyktadnik Hursta nie przyjmuje wartosci rownych albo wiekszych od jednosci.

7. grubsza rzecz biorac, traktujemy tutaj wykladnik Hursta jako prawdopodobienstwo
warunkowe tego, ze kolejna zmiana procesu X (t) jest zorientowana zgodnie z poprzednia
(stanowiaca ten warunek, np. gdy poprzednia zmiana ceny byta dodania to aktualna tez
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jest dodatnia); oczywiscie 1 — H oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe tego, ze dwie
kolejne zmiany beda przeciwnie zorientowane. Zatem przyjmuje si¢, ze wtasnie prawdo-
podobienstwo 1—H jest dobra miarg globalnego ryzyka zwigzanego z procesami
fraktalnymi®, gdyz zdaje sprawe ze zmiennosci procesu - im wieksza zmienno$é tym
wieksze ryzyko.

Komplementarna, wzgledna miara ryzyka, uwzgledniajaca posrednio stope zwrotu (wzro-
stu) a wiec bioraca czeSciowo pod uwage lokalny w czasie charakter ryzyka, moze byé
stosunek fluktuacji szumu do fluktuacji sygnatu:

(AX()2) (AT
X(1)?) N<T> | 1

Miara ta wskazuje, ze im mniejszy jest exponent Hursta tym wieksze jest ryzyko, gdyz
utamek At/t jest zawsze mniejszy od 1. Miara ta, zachowujac sie podobnie do prawdopo-
dobienstwo 1 — H, tzn. rosngc gdy H maleje, jednocze$nie relaksuje potegowo z czasem
(np. dla H = 1/2 relaksacja ta ma charakter pierwiastkowy). Zatem, miara ta zawiera w
sobie zarowno aspekt lokalny jak i globalny.

1.3.1 Wyktadnik Hursta jako globalna charakterystyka zmien-
nosci procesu fraktalnego

Mozna juz teraz dokonaé, na podstawie wzoréw (1.9) i (1.11), waznej klasyfikacji zmienno-
sci fraktalnego procesu stochastycznego za pomoca wykltadnika Hursta. Symulacje trzech
réznych trajektorii fraktalnego ruchu Browna zamieszczone na rys.1.1 (uzyskane Metoda
Losowego Przemieszczania Srodka Odcinka opisang w rozdz.2.5) w pelni ja ilustruja.

Klasyfikacja ta jest wktadem do dyskusji nad rola powyzej zdefiniowanych dwoch miar
ryzyka opartych na tym wyktadniku. Wida¢, ze

1) gdy H = 1/2, tzn. dla (arytmetycznego) ruchu Browna, brak jest jakichkolwiek au-
tokorelacji a widmo mocy nie zalezy od czestotliwosci - mamy tutaj do czynienia
z bialym szumem a sam proces jest catkowicie nieprzewidywalny, jest w peini
losowy, gdyz wystepujace kolejno po sobie zmiany sg ze sobg catkowicie nieskore-
lowane. Oznacza to, ze np. aktualna zmiana ceny danego papieru wartosciowego nie
zalezy ani od przesztych ani przysztych zmian jego wartosci. Zatem, ryzyko jakie
mu towarzyszy jest duze. Patrzac od strony zawartosci informacyjnej szeregu moz-
na powiedzie¢, ze wyktadnik Hursta mierzy wpltyw informacji na rynek - wyktadnik
H = 1/2 oznacza, ze cala dostepna rynkowi informacja zostala juz przez niego zdys-
kontowana i nic co wydarzyto si¢ w przesztosci a wydarzy w przysztosci nie ma na
niego zadnego wpltywu. O takim rynku méwimy, ze jest (w pelni) efektywny. Jest to
rynek wyidealizowany - w rzeczywistosci wartos¢ wyktadnika Hursta odbiega (prak-
tycznie rzecz biorgc dla wszystkich akcji, indekséw oraz pochodnych instrumentow
finansowych) od 1/2.

8W rozdz.2.2 wprowadzamy analogiczng miare zdefiniowana za pomoca pudetkowego wymiaru frak-
talnego.



1.3.

PIERWSZE PODEJSCIE DO MIARY RYZYKA 13

Ve
| VA

= E
“Zr H=0.8 7
I L 1 1 1
3 T T T T
2 [ :
=
* 9|
M
w O N ) V%M M
[-*]
&
g1} :
D-. L
-2+ H=0.5 1

-4 L H=0.2 1
,_.6 | § 1 N 1 1 1 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Czas t

Rysunek 1.1: Trzy rézne trajektorie utamkowego ruchu Browna wysymulowane Metoda
Losowego Przemieszczania Srodka Odcinka dla trzech istotnie réznych wartosci wyklad-
nika Hursta. Wykresy zaczerpnieto z pracy [4].

2) dla H < 1/2 mamy do czynienia z antypersystentnym szeregiem czasowym czyli

ujemnymi korelacjami pomiedzy kolejnymi wyrazami szeregu. Tego typu szeregi
niosa ze sobg najwieksze prawdopodobienstwo zmian, gdyz z duzym prawdopodo-
bienstwem kolejne zmiany maja charakter naprzemienny. W tym przypadku mozna
juz mowic¢ o dtugookresowych antyautokorelacjach wywotanych negatywnym sprze-
zeniem zwrotnym (formalnie analogicznych do tych, jakie obserwuje sie np. w kar-
diologii w dynamice pracy serca [7]). Widmo mocy jest w tym przypadku rosnaca
funkcja czestotliwoséci a ryzyko jakie niesie ze sobg taki proces (szereg) jest
najwieksze, gdyz jego zmiennosé jest najwieksza. Zmiennosé ta chroni (do
pewnego stopnia) rynek przed zbyt gwaltownym wzrostem lub spadkiem, wynikajac
z awersji do ryzyka uczestnikéw gry rynkowe;j.

dla H > 1/2 mamy do czynienia z szeregiem persystentnym, czyli pozytywna ko-
relacja pomiedzy kolejnymi zmianami szeregu, wskazujacymi na istnienie trendu
(a nie dryfu) pozwalajacego przynajmniej na krétkoterminowe prognozowanie. O



14 ROZDZIAL 1. ROZNE RODZAJE BLADZEN PRZYPADKOWYCH

procesie spetniajacym tego typu wtasno$¢ mowimy, ze posiada dlugookresowg
pamieé (ang. long-term memory lub po prostu long memory) inaczej zwana dtugo-
zasiegowyq zaleznoscia (ang. long-range dependence. Szeregowi temu towarzyszy
stosunkowo najmniejsze ryzyko. Wida¢, ze wykladnik Hursta H moze by¢ miarg
intensywnosci tej dtugookresowej zaleznosci (a doktadniej samozaleznosci) - im H
wieksze tym intensywnos¢ wieksza, czyli zanikanie w czasie funkcji autokorelacji
szumu wolniejsze.

Jak wida¢, funkcja autokorelacji ma posta¢ formalnie identyczng jak dla utamkowego ru-
chu Browna (o ile wykladnik Hursta H zdefiniujemy tak jak w wyrazeniu (1.3)). Opierajac
sie na powyzszych rozwazaniach mozemy twierdzi¢, ze wszystkie procesy singularne daza
asymptotycznie do utamkowego ruchu Browna. Do zagadnienia tego powracamy w dalszej
czesci.

Tytutem wstepnej klasyfikacji mozna podsumowac, ze

e sygnatura stochastycznego procesu normalnego dana jest zaleznoscig liniowa przed-
stawiona w wierszu pierwszym wyrazenia (1.1),

e singularnego zaleznoscia przedstawiong w drugim a

e procesu osobliwego w wierszu trzecim.

W niniejszej pracy zajmujemy si¢ przede wszystkim procesami singularnymi
i osobliwymi - pochodzg one zaré6wno z charakteru samych rozkladéw jak tez
z korelacji, jakie moga pojawi¢ sie w tego typu procesach stochastycznych.

1.3.2 Rozszerzajaca klasyfikacja proces6w stochastycznych

Na rys.1.2 przedstawiono ogoélna klasyfikacje procesow stochastycznych uwzgledniajaca

takze trzy omawiane badz tez sygnalizowane powyzej [1]°.

1.3.3 Uwagi podsumowujace i zapowiedz

Dla proceséw singularnych i osobliwych!® miary ryzyka wigzemy z wybranymi wy-
ktadnikami i wymiarami - pokazujemy jak je wyznaczaé¢ na drodze symulacji
komputerowych. Nasze rozwazania moga by¢ przydatne w badaniach ztozonych pro-
cesOw ekonomicznych, takich jak np. dynamika dochodu narodowego, poziomu inflacji i
odpowiadajacego jej poziomu stop procentowych a takze ewolucji kursow walutowych oraz
cen waloréw na rynkach finansowych, ktore rzadzone sg rzadkimi zdarzeniami. Ponadto,
omawiane tutaj podejscia moga stuzyé¢ prognozowaniu. Wspomniane procesy reprezen-
towane sg za pomoca szeregéow czasowych, przy czym szczegdlnie wazna dla badan typu

9Objaénienie terminéw zamieszczonych na rys.1.2 mozna znalezé w cytowanej ksigzce.
0Poniewaz procesy osobliwe omawiamy w dalszej czesci wiec uwagi, jakie sa wypowiadane pod ich
adresem nalezy traktowaé jako zapowiedz.
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Inne procesy stochastyczne

Wszystkie momenty skonczone

Procesy
nieskoiiczenie podzielne

Procesy
Procesy stabilne

gaussowskie

Sa momenty nieskonficzone

Rysunek 1.2: Wizja artystyczna przestrzeni wszystkich proceséw stochastycznrch podzie-
lona na rézne kategorie omawiane (w wiekszym lub mniejszym stopniu) w niniejszej pracy.
Objasnienie termindéw zamieszczonych na rysunku mozna znalezé w ksiazce [1].

statystycznego jest wielko$¢ tych szeregow - wskazemy jak mozna w sposob konsystentny
zwiekszy¢ liczebnos¢ takich szeregdw.

Niestety, w pracy tej nie zajmujemy sie juz wielce interesujaca analizg portfelowa, czyli
nie odpowiadamy na jedno z jej kluczowych i waznych samo w sobie pytan a mianowicie,
jak dobra¢ chwilowg optymalng strukture portfela do chwilowej wartosci ryzyka?

Oczywiscie, analiza rzeczywistosci oparta tylko na wariancji procesu stochastycznego jest
niewystarczajaca. Nalezy takze uwzgledniaé¢ autokorelacje, czy ogélniej autokowariancje'!
(przynajmniej dwupunktowe) zaréwno samej zmiennej losowej w réznych chwilach jak tez
jej przyrostu'?. Co wiecej, wygodna, komplementarna wielkoécig wspomagajaca funkcje

HW tym slowie wstepnym zakladamy, co nie zmniejsza ogdélnosci naszych rozwazan, ze wartoéé ocze-
kiwana zmiennej losowej znika, czyli autokorelacja jest tozsamosciowo rowna autokowariancji.

12W fizyce méwi sie najczeéciej o pochodnej po czasie zmiennej losowej (np. polozenia czastki), czyli
predkosci czastki.



16 ROZDZIAL 1. ROZNE RODZAJE BLADZEN PRZYPADKOWYCH

autokorelacji jest widmo mocy'® (ang. power spectra) [2]. Dzicki twierdzeniu Wienera-
Chinczina wiemy, ze jest ono dla procesoéw stacjonarnych po prostu transformatg Fouriera
funkcji autokorelacji. Zatem znajomo$¢ funkcji autokorelacji pozwala wyznaczy¢ widmo
mocy i odwrotnie.

W dalszym ciaggu starannie rozrézniamy procesy stacjonarne od niestacjonar-
nych. Moéwigc o procesach niestacjonarnych mamy na mysli niestacjonarno$é w szerszym
sensie [3]. Rozrézniamy takze procesy, dla ktérych czas jest traktowany na sposob dys-
kretny od tych dla ktorych czas jest ciagty.

W niniejszej pracy wlasnosci proceséw singularnych i osobliwych omawiamy ma przykta-
dzie dwoch niezwykle charakterystycznych procesow stochastycznech a mianowicie utam-
kowego ruchu Browna oraz Weierstrassa wskazujac réwniez na ich mozliwosci zastosowan
w szeroko rozumianych finansach.

1.4 Symulacja komputerowa proceséw skorelowanych

Niezwykle istotne zagadnienie jakie mozna teraz sformutowac dotyczy sposobu gene-
rowania skorelowanych bladzen przypadkowych. Proponowany algorytm zaktada,
ze znane jest widmo mocy S(f) btadzenia przypadkowego, ktére zamierzamy symulowac.
Innymi stowy, musimy oczywiscie wiedzie¢ jakie btadzenie z punktu widzenia autokorelacji
chcemy symulowaé. Poniewaz zainteresowani jestesmy przede wszystkim btagdzeniem sko-
relowanym na sposob dtugookresowy, wiec w istocie wystarczy jedynie zatozy¢ znajomosé
wyktadnika potegi v widma mocy (patrz wyrazenie (1.11)). Widaé, ze takie podejscie nie
definiuje jednoznacznie procesu stochastycznego a jedynie klase proceséw o jednakowej
zaleznosci czasowej funkcji autokorelacji. W dalszym ciggu zakladamy, ze na tej drodze
bedziemy symulowaé stacjonarne (w szerszym sensie) zmiany (przyrosty) AX(¢) zmien-
nej losowej X (¢), tzn. bedziemy symulowaé stacjonarny, utamkowy szum gaussowski (ang.
stationary, fractional Gaussian noise) a stad utamkowy ruch Browna.

Sam algorytm, zwany Metoda Fourierowskiego Filtrowania (ang. Fourier Filtering Me-
thod) [8], sktada si¢ z trzech prostych krokéw.

1) W pierwszym kroku nalezy zbudowaé jednowymiarowy ciag nieskorelowanych war-
tosci gaussowskiej'?, stacjonarnej, zmiennej losowej AY (¢;), j = 1,2,... n, a na-
stepnie dokona¢ ich dyskretnej transformacji Fouriera

n . k
AYF(f) = S AY () exp(—1j f), [ 2m— k=0,12....n~1, (119
j=1

przy czym nie ma tutaj zadnych ograniczen na liczbe losowan n. Nalezy jednak
podkredli¢, ze na takiej drodze uzyskujemy bladzenie w czasie dyskretnym. Ma to
istotne znaczenie dla samego procesu, gdyz niestety uniemozliwia skonstruowanie
antyautoskorelowanej zmiennej losowej, czyli procesu dla ktérego n < 1 (patrz druga
réwno$é w wyrazeniu (1.1)). Ztozono$¢ tej sytuacji polega na tym, ze szum takiego
procesu moze byc antyautoskorelowany.

137a pomoca widma mocy dokonuje sie np. wygodnego rozréznienia proceséw stochastycznych.
MMozna takze losowaé te wartosci po prostu z rozkladu jednorodnego.
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2) Teraz nalezy zdefiniowa¢ nastepujaco transformate Fouriera symulowanego szumu
AXT(f) =[SV AYZ(f). (1.20)
Jak widaé, spelnia ona jak trzeba wymagana relacje (1.11)

S(f) = (AXT () AXT(=[)) = S(FAYT () AYT (= [)), (1.21)

gdzie (AYZ(f) AYZ(—f)) jest widmem mocy biatego szumu, czyli wielkoscia stata
(tutaj réwna 1) a $redniowanie (...) zostalo przeprowadzone dla ustalonej czesto-
tliwosci f. Nalezy teraz dokona¢ odwrotnej transformacji Fouriera (od zmiennej f
do zmiennej t), uzyskujac w ten sposéb poszukiwany szum AX(¢;), 7 =1,2,...,n
procesu dyskretnego X (¢;).

3) W ostatnim kroku poszukiwany proces X (¢;) otrzymuje si¢ z dzieki oczywistej za-
leznosci pomiedzy procesem a jego szumem

- zn:AX(tj). (1.22)

Dodajmy, ze powyzszy algorytm jest alternatywny jezeli chodzi o szum, w stosunku do
przedstawionego w podrozdz.2.5 a opierajacego sie na metodzie Losowego Przemieszczania
Srodka Odcinka (ang. Random Midpoint Displacement Method).

1.5 Separowalne przeloty Weierstrassa

Jednym z filaréw tradycyjnego rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycz-
nej jest paradygmat moéwiacy (popularnie rzecz ujmujac), ze estymaty momentéw (np.
wartos$¢ oczekiwana danej zmiennej losowej oraz jej wariancja) stabilizuja sie zbiegajac do
swoich wartosci oczekiwanych (prawdziwych) wraz ze wzrostem liczby danych (wartosci
zmiennej losowej), z ktorych buduje sie te momenty. Wprawdzie dazenie to jest wolne
ale sam fakt jego istnienia pozwala na stosowanie tradycyjnego formalizmu rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. W niniejszym rozdziale wskazujemy, na
przyktadzie najprostszego, separowalnego btadzenia przypadkowego typu przelotéw We-
ierstrassa, dlaczego tradycyjna miara ryzyka Markowitza (zdefiniowana jako odchylenie
standardowe) jest niewystarczajaca.

Rozwazmy na razie abstrakcyjny model jednowymiarowego, skokowego btadzenia przy-
padkowego z wyczekiwaniem (patrz rys.1.3), tzn. losowej replice podlega na przemian
wyczekiwanie i skok btadzacego obiektu (nazwijmy go nieco zartobliwie pchig finansowa).

Zatozmy, ze zmienna losowa AX moze przyjmowacé dyskretne, pogrupowane pokoleniowo
wartodci, podlegajac nastepujacemu rozktadowi prawdopodobienstwa

W(AX, At) = 5(AL — 1) fjw [ (AX = by b') + 6(AX + by b)] (1.23)
7j=1
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Rysunek 1.3: Schematyczna ilustracja statokrokowego w czasie procesu skokowego prze-
lotéw Weierstrassa.

przy czym czas jest takze zdyskretyzowany o statym kroku dyskretyzacji réwnym 7y;
symbol § oznacza delte Diraca, stala by jest najkrotsza dhugoscig skoku, wielkosé b > 1
okresla stosunek wzrostu dtugosci skokéw w kolejnych pokoleniach, natomiast w(j) jest
waga pokolenia o numerze j. Do dyskusji tej geometrycznej hierarchizcji powracamy w
rozdz.2.4, gdzie omawiamy nieseparowalne przeloty Weierstrassa.

Nastepnie, przyjmujemy dla prostoty (i w zgodzie z potegowym charakterem dlugosci
skokow), ze kolejne wagi maleja o staty czynnik 1/N:

I+ 1 1
wiH) 1oy (1.24)
w(g N
skad otrzymujemy (po wykorzystaniu warunku unormowania wag), ze
1y 1
)=11-=)—. 1.25
wi) = (1= ) (1.25)

Taka posta¢ wagi oznacza, ze ($rednio rzecz biorac) skok z pokolenia nastepnego wystepuje
N razy rzadziej niz ten z pokolenia aktualnego i jest on b razy dtuzszy. Zauwazmy, ze
skoki te sg od siebie statystycznie niezalezne, tzn. btadzenie to nie jest skorelowane. Taka
posta¢ wag i dtugosci skokéw umozliwita zbudowanie prostego algorytmu symulujacego
zdefiniowane powyzej separowalne btadzenie Weierstrassa (patrz podrozdz.1.5.1).

Mozemy teraz tatwo wyznaczy¢ jednokrokowa wariancje (AX?), mianowicie

1

00 2\ J % ]l B2 :
ax? = (1- 1 Z b _ —l_g jezeli b /N < 1, czyli @ > 2 (1.26)
N) &= \N el 12 -
=0 oo jezeli b*/N > 1, czyli a < 2,
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gdzie « N /Inb. Stad otrzymujemy bezposrednio sumaryczna (wielokrokowa) wa-

riancje separowalnego btadzenia Weierstrassa dla diugich czaséw (tzn. t > 79) dla obu
zakresow a:

t
To ’

(X(1)°) = (AX?) (1.27)
Jak wida¢, sumaryczna wariancja jest sterowana wariancja jednokrokowa, ktéra parame-
tryczne dzieli wszystkie separowalne btadzenia Weierstrassa na dwa $wiaty:

e Swiat procesow gaussowskich o sumarycznej wariancji liniowo zaleznej od czasu, w
ktorym obowiazuje Centralne Twierdzenie Graniczne oraz

e Swiat proceséw (przelotéw) Lévy’ego o wariancji nieskoriczonej (zaréwno jednokro-
kowej jak i sumarycznej) i wyktadniku Lévy’ego réwnym «; w $wiecie tym dziata
Uogolnione Centralne Twierdzenie Graniczne Lévy’ego-Chinczyna (patrz rys.1.4).

PS) o1e 2/,
rozklad ~ / 0ol FdS .,
wykladnicz L by U gy
Y Y: : :, ." . f' ’t’; La(SI)
! % ".r' . o S
! IQ' .. ...... ","a L La( 2)
I i ¢ ®
PSa)e” TN :P(Sn)‘_ 4 k Lo < LSy
/ 7. @ L .
/ ‘v ®. N W
P(S,)4¢ ¥y e AR B .
(S1) P(S"):I :‘ *“\.\. ’ 4 ’: )
F . &
rozkiad ' :_&‘. Vo le . LA(S»
jednorodny HACRER :
6 -
o 5 @ e
rozklad Gaussa ‘4%, °, rozkiady Lévy'ego
A

Rysunek 1.4: Wizja artystyczna przestrzeni rozktadéw prawdopodobienstwa asymptotycz-
nie dazacych do rozktadu Gaussa badz Lévy’ego. Zmienna losowa S;, j = 1,2,...n,
oznacza sumaryczng zmienna losowa, natomiast indeks (wykladnik) Lévy’ego 0 < o < 2.

Dodajmy, ze dla proceséw gaussowskich najistotniejsze wtasnosci opisuje korpus rozktadu
podczas gdy dla proceséw Lévy’ego jego "ogon”, przy czym oba rodzaje rozkladéw sa
stabilne.

Jak wida¢, swiat przelotéw Lévy’ego to $wiat niczym nieograniczonych fluktuacji - Swiat
"szaleficzego” ryzyka, nieporéwnywalny ze swiatem gaussowskim, gdzie ryzyko (w sensie
Markowitza) jest ograniczone. Rodzi sie teraz pytanie, jak w rzeczywistosci przejawia
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sie fakt istnienia, teoretycznie rzecz biorac, nieskonczonej wariancji? Odpowiedz
na to wazne pytanie przedstawiamy na drodze symulacji komputerowe;.

1.5.1 Algorytm separowalnego blgdzenia Weirestrassa

Algorytm separowalnego btadzenia Weierstrassa sktada sie z dwoch zasadniczych krokéw.

1) Celem wykonania pierwszego kroku wystarczy zauwazy¢, ze wage w(j) mozna inter-
pretowaé w grze w ”ota i reszke” jako prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki, gdy
wczesniej j-razy z rzedu wypadatl orzel, przy czym prawdopodobienstwo wyrzuce-
nia orta w pojedynczym rzucie wynosi 1/N. Oczywiscie, przeprowadzenie takiego
losowania nie nastrecza juz zadnych trudnosci.

2) Nastepnie, dysponujac tak wylosowana wartoscia j, mozna natychmiast wyznaczy¢
bo b, czyli przemieszczenie pchly finansowej o AX = by b.

Dysponujac tym prostym ale niezwykle waznym algorytmem mozna wytworzaé i analizo-
wal szeregi czasowe o dowolnej (chociaz zawsze skonczonej) dlugosci. Wtasnie program
”Levy3-Java” symuluje tym algorytmem (dla lepszej wizualizacji) dwuwymiarowe sepa-
rowalne btadzenie Weierstrassa, umozliwiajac prowadzenie réznych eksperymentéw nu-
merycznych a w tym zwtaszcza obserwacje bezposredniego wptywu rzadkich zdarzen na
pomiar ryzyka.

1.6 Skalowanie przemieszczenia oraz wptlyw ekstre-
malnych zdarzen na ryzyko

W tym rozdziale odpowiadamy na wazne praktyczne pytanie a mianowicie: jak esty-
mata jednokrokowej wariancji (oznaczmy ja przez (AX?);) dazy do swojej
nieskonczonej wartosci oczekiwanej (dla o < 2), gdy liczba L pojedynczych
przemieszczen pchly finansowej wzrasta nieograniczenie?

Rozwazmy w tym celu separowalne jednowymiarowe btadzenie Weierstrassa przyjmujac,
dla przyktadu, ze N = 3 a b = 2. Na rys.1.5 uporzadkowano pojedyncze przemieszczenia
mréwki finansowej zgodnie z reguta (1.25) (zaniedbujac fluktuacje liczby przemieszczen
w ramach poszczegélnych pokolen), gdzie na N = 3 skoki z danego pokolenia przypada
jeden z pokolenia wyzszego, przy czym J,.. okresla liczbe pokolen, jakie pojawity sie w
trakcie tych L przemieszczen.

Stad, dla jmnee > 1, mozna tatwo wyznaczy¢ nastepujace wielkosci charakteryzujace to
btadzenie:

e maksymalng warto$¢ pojedynczego przemieszczenia | AX,,q, |= bg b/mae,

. 7z j i J +1 ;
e liczebnoé¢ L = 375" N7 = N;v”ia’l ~ 1_}/1\7 NImaz
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Rysunek 1.5: Wizja artystyczna separowalnego bladzenia Weierstrassa po (wspomnianym
w tekscie) uporzadkowaniu; jest ono tutaj dwuwymiarowe celem lepszej wizualizacji. Jak
widaé, na trzy skoki z pokolenia j = 0 (czarne strzatki) przypada jeden skok z kolejnego
(7 = 1, niebieskie strzalki) i analogicznie na trzy skoki z tego pokolenia przypada jeden z
nastepnego (j = 2, czerwona strzatka). Dla prostoty przyjeto, ze by = b.

e estymate jednokrokowej wariancji

(b?)° Nimar 4 (b2)F Nmaa=1 o (B2)7™e" NO

<AX2>L - bg ' -
b2 ijaz (b?/N)]maz+1 -1
L »2/N — 1
11 o ww _ 1-1/N - _
~ b2 Zlbe/NN] —W, Jezell b2<N:OZ>2
’ %17117/172 (bZ)]maz = %Lwaﬂ, jezelib> > N =a < 2

gdzie przy wyprowadzeniu réwnosci w pierwszym wyrazeniu powyzej (w nawiasie klam-
rowym) skorzystaliémy ze wzoru na liczebno$é¢ L, odtwarzajac dzieki temu (jak trzeba)
pierwsze wyrazenie w (1.26). Natomiast druga rownosé, rzadzona przez ekstremalne zda-
rzenie jakim jest pojawienie sie samotnej maksymalnej wartosci

| AX oy |= bo b/ = (1 — 1/N)Ve LY (1.28)

pojedynczego przemieszczenia, daje odpowiedz na postawione na wstepie tego podrozdzia-
hu pytanie. Pozwala ona takze odpowiedzie¢ na analogiczne pytanie dotyczace estymaty
sumarycznej wariancji (X (¢)?)y, dla o < 2 oraz L > 1 a mianowicie:

1 - 1/N)2/”[ LZ/(}{ o 1

(X0 = L (AX(0P) ~ i 1 = i (AN, (129)
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tzn. wielko$é ta

1) skaluje sie z L z wykladnikiem potegi 2/c, czyli ma charakter singularny oraz

2) rzadzona jest przez ekstremalne zdarzenie. Dodajmy, Ze te ekstremalne zdarzenia
rzadza nie tylko dynamika osobliwg ale i singularng, o ktérej jest mowa w nastepnej
czesci.

Warto w tym miejscu dodaé, ze pojawienie sie w jakiej$ pojedynczej realizacji proce-
su zdarzenia o znikomym prawdopodobienstwie, a zatem znacznie odbiegajacego swoja
wielkoscig od wszystkich pozostatych, mozna traktowaé jak wystgpienie zdarzenia su-
perekstremalnego (nazywanego w literaturze anglosaskiej dragon-king czyli krolewskim
smokiem w odroznieniu do zdarzen esktremalnych zwanych czarnymi tabedziami, ang.
black swans).

Przy okazji zauwazmy, ze im wykladnik o jest mniejszy tym zmienno$¢ bladzenia jest
wieksza, gdyz wtedy | AXae | jest wieksze. Dlatego, jako miare globalnego ryzy-
ka inwestycyjnego w papier wartoséiowy opisany separowalnym bladzeniem
Weierstrassa mozna przyjaé odwrotno$é «, czyli 1/a.



Czesé 11

Metody wyznaczania wykladnika
Hursta
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Rozdzial 2

Ogodlna klasyfikacja ryzyka
rynkowego

Termin ryzyko pochodzi od starowtoskiego stowa risicare co oznacza odwazenie sie. Z
ryzykiem rynkowym mamy do czynienia wtedy, gdy ceny papieréw warto$ciowych za-
leza bezposrednio od sytuacji na rynku. Oczywiscie, zalezno$é¢ ta jest w wiekszym lub
mniejszym stopniu stale obecna. Zatem, ryzyko rynkowe jest nieusuwalnym elementem
aktywnosci rynkowej.

Miary ryzyka rynkowego dzieli si¢ zwyczajowo na trzy grupy:

1) miary zmiennosci (ang. volatility), np. zmiennosci ceny, stopy zwrotu (lub wzrostu),
rozktadu prawdopodobienstwa,

2) miary wrazliwosci (w fizyce podatnosci) np. wrazliwodci ceny lub stopy zwrotu
(wzrostu); oznacza sie je tradycyjnie literami alfabetu greckiego i nazywa skrétowo
wskaznikami greckimi (ang. greeks),

3) miary zagrozenia wyrazajacej sie mozliwoscia spadku ceny lub stopy zwrotu (wzro-
stu), czyli mozliwoscia wystapienia nadmiernych strat (analizowanych np. metoda
VaR, ang. Value at Risk).

W niniejszych rozwazaniach zajmujemy sie tylko grupa pierwsza, wykorzystujac podej-
$cie fraktalne i multifraktalne.

2.1 Szereg czasowy a ryzyko

Zasadnicze pytanie na jakie postaramy sie odpowiedzie¢ brzmi: czy dysponujac szere-
giem czasowym (np. ceng papieru wartosciowego albo stopa zwrotu na nim)
jesteSmy w stanie okresli¢ ryzyko rynkowe inwestowania w te papiery? Odpo-
wiedzi na to pytanie poszukujemy, traktujac wspomniany szereg jako realizacje jakiego$
fraktalnego albo multifraktalnego btadzenia przypadkowego. Na wykonanie pierwszego
kroku w tym kierunku pozwala Metoda Przeskalowanego Zasiegu (Zakresu) (ang. Resca-
led Range Analysis).

25
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2.2 Algorytm metody przeskalowanego zasiegu R/S

Istota Metody Przeskalowanego Zasiegu (Zakresu) R/S zasadza sie na fakcie,
ze rozpietosé¢ (ang. span) bladzenia przypadkowego skaluje sie tak jak dys-
persja sumarycznego przemieszczenia czy tez ogolniej, ze sumaryczne rozmiary
liniowe bladzenia przypadkowego skaluja sie jednakowo. Metoda R/S jest klu-
czowg a zarazem najprostsza metoda wyznaczenia wyktadnika Hursta H sterujacego
zmiennoscia szeregu czasowego. Tym samym, wyktadnik ten mozna powiazaé¢ z ry-
zykiem inwestycyjnym - im wigksza zmiennos¢ tym wieksze ryzyko.

Przypusémy zatem, ze dysponujemy dyskretnym szeregiem czasowym {y;}r, L > 1,
stanowiacym np. przyrost ceny papieru wartosciowego lub stope zwrotu (zwykla lub lo-
garytmiczna) na nim w kolejnych, dyskretnych chwilach [ =1, 2, ..., L.

1) W pierwszym kroku budujemy zespdt statystyczny réwnolicznych, roztacznych pod-
ciggow wyjsciowego szeregu czasowego:

{yidice, v - {yl}gz(j—l)n—i-l’ SO (S (2.1)
przyjmujac, ze tych podciggéw jest J, tzn. j =1,2,...,J, L=nJ%

2) Nastepnie, wyznaczamy warto$¢ srednia

>, (2.2)

o[t -m]" s

dla kazdego podciagu j(= 1,2,...,J) z osobna, gdzie wprowadziliémy teraz dla
wygody podwdjne oznaczenia elementdéw wyjsciowego szeregu czasowego; nastepnie
wprowadzamy skumulowane odchylenie zdefiniowane nastepujaco:

k
Y LY —), 1<k <n. (2.4)
=1
3) W kolejnym kroku wprowadzamy rozpietosé¢ (zakres) dla kazdego podciagu

Rj d;f. ma$1<k<n{Y]g} — minlgkgn{ij}, ] = 1, 2, ey J, (25)

a stad srednia (po zespole statystycznym) warto$é przeskalowanego zakresu, ktéra
stanowi estymate jego wartosci oczekiwanej E(R/S)(n), wyrazamy nastepujaco:

(R/S)(n) = Zl R /S (2.6)

i

Hnnymi stowy, musimy tak dobraé¢ dtugoéci szeregéw L i n aby n bylo dzielnikiem L.
y Y, y g g y y
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4) Wreszcie, obliczamy $rednia warto$é przeskalowanego zakresu dla kolejnych, dys-
kretnych chwil n (czyli dtugos$ci wspomnianych wezesniej podciagéw) pamietajac,
ze wartos¢ oczekiwana przeskalowanego zakresu skaluje sie z czasem potegowo, dla
asymptotycznie dtugich czaséw:

E(R/S)(n) = const n?H), (2.7)

gdzie wyktadnik potegi F(H) > 0 jest wtadnie poszukiwanym przez nas wartoscia
oczekiwana (prawdziwa) wykladnika Hursta?. Tak otrzymane dane przedstawiamy
w skali log — log dopasowujac do nich linie prosta (regresja liniowa):

log(R/S)(n) = Hlogn + log const. (2.8)

gdzie H jest empiryczng wartoscig wyktadnika Hursta. Oczywidcie, z tego dopaso-
wania otrzymujemy wspotczynnik kierunkowy prostej, czyli wyktadnik H z jakims
btedem dopasowania AH.

Stosowalnosé metody R/S jest ograniczona

e tylko do dtugich szeregéw, tak aby mozliwy byt ich podzial na wystarczajaco duzg
liczbe zadowalajaco dhugich podciggdw,

e do szeregow wczesniej zdetrendowanych i pozbawionych sezonowosci.

Jak juz méwlidmy o tym w rozdz.1, wykltadnik Hursta rzadzi btadzeniem przypadko-
wym a wiec jego zmiennoscia stanowigc tym samym narzedzie klasyfikacji szeregow. Co
wiecej, jako wielko$é sterujaca zmiennoscia moze by¢ (zgodnie z koncepcja ryzyka
wprowadzong przez Markowitza) miarg ryzyka?

Bogatsza, globalng miarg ryzyka jest pudetkowy wymiar fraktalny Dy = 2 — H szeregu
czasowego, czyli wykresu funkcji ij w zaleznosci od dyskretnego czasu k, gdzie 1 < k <
n, dla dowolnie wybranego podciggu j*. Algorytm pozwalajacy wyznaczyé ta wielkodé
omawiamy w podrozdz.2.6.

Istnieje kilka lepszych metod wyznaczania wyktadnika Hursta, z ktorych Analiza Zdetren-
dowanych Fluktuacji (ang. Detrended Fluctuation Analysis) stworzona przez fizykéw [9]
cieszy sie szczegoOlnie duzg popularnoscia. Omawiamy ja w kolejnym rozdziale.

2.3 Analiza Zdetrendowanych Fluktuacji

Analize Zdetrendowanych Fluktuacji (AZF) przedstawiamy w wersji najprostszej, doty-

czacej dyskretnych szeregéw czasowych, {AX j}é\f:l, dla ktoérych kolejne chwile czasu j

27Zwyczajowo nie wprowadza sie osobnej notacji dla prawdziwej wartoéci wykladnika Hursta pozosta-
wiajac Czytelnikowi rozréznienie pomiedzy nia a jego empiryczng wartoécia lub estymata. W dalszym
ciagu my takze rezygnujemy z takiego rozréznienia.

3Dokladniej rzecz biorac, lepsza globalna miara ryzyka moze byé wielkoéé¢ 1 — H, na co wskazywaliémy
w rozdz.1.3.

“Moznaby takze rozwazaé kilka podciagéw lub nawet caly szereg ale wtedy nalezaloby odpowiednio
przedefiniowaé znaczenie zmiennej k i indeksu j.
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sa réwnoodlegte. Przyjmijmy, ze szum ten jest centrowany (tzn. {(AX;)}, = 0, patrz
rozdz. 2.2). Zatézmy dalej, ze szum ten jest skorelowany w sposéb dtugookresowy (tzn. w
wyrazeniu (1.9) wykltadnik n > 1).

Algorytm AZF sktada sie z czterech nastepujacych krokow.

1) W pierwszym kroku budowany jest proces stochastyczny zwany dalej profilem
J
X(j) = Y AX,. (2.9)
k=1

Profil ten zostal, m.in., przedstawiony na rys.2.1 w postaci liniii przerywanej.

[ (b)

-

0 200 400 600 0 200
chwila j chwila j

Rysunek 2.1: Przyktadowa, schematyczna wizualizacja zasadniczych elementéw Analizy
Zdetrerndowanych Fluktuacji dla dwéch réznych segmentowan (same szeregi uzyskano za
pomoca Metody Fourierowskiego Filtrowania przedstawionej w rozdz.1.4). Linia przery-
wana przedstawia wyjsciowy profil X () zdefiniowany wzorem (2.9), natomiast kropkowa-
na profil zdetrendowany X,(j) dany formulg (2.11) dla zadanej wielkosci s pojedynczego
segmentu. Wykres zamieszczony na rysunku zaczerpnieto z pracy [9].

2) W drugim kroku przedzial czasu dzielony jest na rozlaczne segmenty o dtugosci s
kazdy; stad liczba tych segmentéw wynosi

N =sNy+ N, (2.10)

gdzie 0 < N. < N jest reszta z dzielenia. Aby nie straci¢ tej reszty, analogicz-
ny podzial robimy segmentujac przedzial czasu z prawa na lewo - w ten sposéb
dysponujemy podwojong liczbg 2N segmentow.
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3)

W kolejnym kroku w kazdym z tych segmentéw dopasowujemy metoda najmniej-
szych kwadratéw wielomian w(™ jednakowego stopnia n do wczeéniej utworznego
profilu a nastepnie dokonujemy lokalnego detrendowania, otrzymujac sygnal (zde-
trendowany profil, patrz rys. 2.1)

Xo(j) = X (j) = wi”(j), (2.11)
gdzie v = 1,2, ..., 2N,, indeksuje segment.

Wreszcie, w ostatnim kroku wyznaczamy wariancje zdetrendowanego szeregu dla
kazdego segmentu [(v — 1)s, vs] z osobna

F2(0) = = 3 X3(w = 1)s + ) 212

a nastepnie konstruujemy funkcje fluktuacyjng jako pierwiastek ze sredniej po wszyst-
kich segmentach

FW(S):[ ! %Ff(u)rﬂ. (2.13)

Jezeli zachodzi taka potrzeba mozna nastepujaco ulepszy¢ funkcje korelacyjna za
pomoca czynnika multiplikatywnego

F™)
FO () — F(s). (2.14)
mod K(n)
1/2
gdzie
F®  (s)/s/?
(n) def. shuff( )/ s> 1, (2.15)

1/2 - n ?
Farugs (/s
(w praktyce wystarczy wybra¢ s’ &~ N/20), umozliwjajacego poprawe wynikéow dla
krétkich segmentéw (patrz poréwnanie przebiegu obu wspomnianych powyzej funk-
cji fluktuacyjnych zamieszczone na rys.2.2), przy czym indeks shu f f oznacza funkcje
fluktuacyjng zbudowang dla potasowanego wyj$ciowego szeregu.

Algorytm pozwala osiagna¢ nasz zasadniczy cel a mianowicie, wyznaczy¢ zaleznosé
funkcji fluktucyjnej od wielkosci segmentu s. Jezeli szereg {AX; }é\le jest szumem
skorelowanym na sposob dtugookresowy (patrz relacja (1.9) w rozdz.1.2) to funkcja fluktu-
acyjna skaluje sie dla dtugich segmentéw (patrz drugie wyrazenie dotyczace superdyfuzji
we wzorze (1.1)),

F™(s) ~ s, (2.16)

co juz pozwala wyznaczy¢ wykladnik Hursta H w oparciu o regresje liniowa (nachylenie
prostej) w skali log-log (patrz wykresy na rysunku 2.2, gdzie przyjeto eksponens a = H).
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Rysunek 2.2: Przykladowa wizualizacja zredukowanej funkcji fluktuacyjnej F™(s)/s'/2,
gdzie licznik dany jest wyrazeniem (2.13) oraz analogicznej ulepszonej (zmodyfikowanej)
F,n(;f))d(s) /s'/2 tutaj licznik dany jest wzorem (2.14), dla pieciu kolejnych stopni wielomianu
w™, n=1,2,...,5 Wykresy zamieszczone na rysunku zaczerpnieto z pracy [9].

2.4 Wpyktadnik Hursta a nieseparowalne przeloty We-
ierstrassa

Rozwazmy teraz nieco bardziej realistyczny proces btadzenia skokowego zwany niesepa-
rowalnymi przelotami Weierstarssa. Model ten, nalezacy (formalnie rzecz biorac) do ka-
tegorii bladzen z czasem ciaglym (notowania ciagte, ciaglty monitoring, etc.), jest jednym
z najprostszych pokazujacy w jaki sposob mozna zrealizowaé¢ subdyfuzje (jak juz méwili-
$my, nieosiagalng dla bladzen z czasem dyskretnym). Jest on bezposrednim uogélnieniem
modelu separowalnych przelotéow Weierstrassa omoéwionego w rozdz.1.5.

Zatézmy teraz, ze nie tylko zmienna losowa AX moze przyjmowaé dyskretne (pogrupo-
wane pokoleniowo) wartosci, ale takze zmienna czasowa At, podlegajac nastepujacemu
rozktadowi prawdopodobiefistwa [10]

B(AX, At) =

N | —

f: w(j) (At — 1o77) [5(AX —bob’) + 5(AX + by bj)] , (2.17)

przy czym zarowno szum ' przestrzenny” AX jak i czasowy At podlega najprostszym
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rozkladom wyrazonym za pomocy delt Diraca®. Wycinek przyktadowej trajektorii za-
mieszczono na rys.2.3, gdzie teraz przedzialy czasu At pomiedzy kolejnymi skokami sg
réznej dtugosci, w przeciwienstwie do separowalnych przelotéw Weierstrassa (patrz rys.1.3
w rozdz.1.5).

X\

¥
st=v,t

AX= Entn‘j'

Rysunek 2.3: Schematyczna wizualizacja wycinka trajektorii nieseparowalnych przelotow
Weierstrassa. Teraz przedzialy czasu At sg réznej dtugosci, w przeciwienstwie do sepa-
rowalnych przelotéw Weierstrassa dyskutowanych w rozdz.1.5. Czarne kétka symbolizuja
tikowe dane empiryczne.

Jak wynika z definicji (2.17), obie zmienne sa tutaj sprzezone®, przy czym kolejne losowa-
nia obu par zmienych (AX, At) sa od siebie niezalezne. Dodajmy, ze waga w(j) jest taka
sama jak dla separowalnych przelotéw Weierstrassa (zdefiniowana réwnoscia (1.25)).

Definicja (2.17) umozliwia, w zaleznosci od wartosci wejsciowych parametréow sterujacych
b, 7, N > 1, konstrukcje wszystkich rodzajéow btadzen okreslonych wzorem (1.1). Bar-
dziej szczegdltowo, w postaci graficznej, btadzenia te zostaly sklasyfikowane na diagramie

L 14 IAX] At
boTo ij bobj ) ToTj

dyskretne skalowanie oparte na bazach b, 7 i N okreslajacych wyktadniki skalujace a i 3 zdefiniowane w
tekscie.

6Zmienna przestrzenna i czasowa sa sprzezone ale nie sg skorelowane, gdyz korelacje te s niszczone
przez szum zmiennej przestrzenne;.

®Najogélniejszym jest tutaj rozktad dwéch zmiennych w postaci ) umozliwiajacej



32 ROZDZIAE 2. OGOLNA KLASYFIKACJA RYZYKA RYNKOWEGO

fazowym zamieszczonym na rys.2.4. Widac, ze

ND: normal diffusion
S0 subdiffusion
1 A ED: enhanced diffusion
B BD: ballistic diffusion

312 <X(tf> =

ND

172

SD: n=u<1

QE—“V

Rysunek 2.4: Diagram fazowy réznych rodzajoéw bladzen oméwionych w tekscie. Jak wi-
da¢, klasyfikacji dokonano ze wzgledu na wartos¢ wyktadnika n = 2H. Rysunek zaczerp-
nieto z pracy [10].

e superdyfuzja zostata tutaj dodatkowo podzielona na wzmocniong dyfuzje (ang. en-
hanced diffusion) oraz dyfuzje balistyczng (ang. ballistic diffusion).

e przeloty Lévy’go maja miejsce dla wyktadnikéw o Y /InT i [ Y /Inb
spetniajacych kluczows nieréwnosé

1 1 11
< =-+=-= 2.18

patrz na rys.2.4 obszar powyzej najgrubszej ukosnej linii prostej, gdzie wariancja
(X (t)?) = oo, dla asymptotycznie dtugich czasow.

Reasumjac nalezy podkresli¢, iz
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e obecno$c¢ skalowania w danych empirycznych oznacza, tak jak w zjawiskach krytycz-
nych w fizyce, ze szczegoély dotyczace analizowanego ukladu nie sg istotne.
Wtasnie dlatego w definicji przelotéw Weierstrassa (zaréwno separowalnych jak i
nieseparowalnych) uwzgledniono wartosci szuméw (tak przestrzennego jak i czaso-
wego) jedynie z doktadnoscia do rzedu wielkosci.

e W pracy [10] wykazano, ze zaden dodatkowy szum przestrzenny lub czasowy
o skonczonej wariancji nie jest w stanie zamaskowaé (zastoni¢) lub usunaé
skalowania widocznego (dla odpowiednio dobranych wartosci wyktadnikow o i
() dla asymptotycznie dlugich czaséw.

To co powiedziano powyzej usprawiedliwia szczegdlnie prostg postaé gestosci prawdopo-
dobienstwa zadanej wyrazeniem (2.17), utatwiajac prowadzenie analizy dtugookresowe;j.

2.5 Algorytm ulamkowego ruchu Browna

Szczegblnie popularnym algorytmem umozliwiajacym symulacje komputerowa utamkowe-
go ruchu Browna nosi nazwe ”Losowe Przemieszczanie Srodka Odcinka” (ang. Random
Midpoint Displacement Method). Metoda ta opiera sie de facto na generowaniu zmien-
nej losowej spetniajacej warunek (1.5). Jest to kluczowy warunek definiujacy utamkowy
ruch Browna, z ktérego mozna juz wyprowadzi¢ pozostate (np. (1.3) i (1.7)). Algorytm
umozliwia generowanie utamkowego ruchu Browna w przedziale czasu [0, ¢]”.

Wyjsciowo przyjmujemy, ze jednowymiarowe bladzenie startuje w chwili zero z poczatku
ukladu wspoétrzednych. Natomiast potozenie czastki Browna w chwili ¢, czyli X (), losuje-
my z rozkladu Gaussa o $redniej zero i wariancji (X (¢)?) = 2 02, gdzie H jest zadanym
wyktadnikem Hursta, ustalonym raz na zawsze dla calej procedury.

W nastepnym, 1 kroku dzielimy wyjsciowy przedzial czasu na potowe. Naszym zadaniem
jest znalezienie potozenia czastki Browna X (¢/2) - przyjmujemy, ze jest ono suma dwbch
sktadnikow

X(t/2) = %X(t)Jr% Gy, (2.19)

gdzie zmienna gaussowska (G; jest losowana z tego samego rozktadu Gaussa co wyjsciowa
zmienna X (t), natomiast czynnik skalujacy ; musi by¢ wyznaczony w taki sposéb aby
wariancja (X (t/2)?) skalowala si¢ tak jak dla utamkowego ruchu Browna o wprowadzonym
powyzej wyktadniku Hursta H. Zatem, musi by¢ spelniona réwnosc:

1
(X(t/2%) = (X)) +2(Gh)
L oowm o 2,0m o £\,
= ?t o+t =l3) (2.20)
stad otrzymujemy natychmiast, ze
1
v =t——=y/1 — 22072 (2.21)

921H

"W literaturze podaje si¢ zwykle algorytm definiujacy utamkowy ruch Browna w przedziale jednost-
kowym - podany tutaj algorytm jest wygodniejszy w praktycznych zastosowaniach.
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czyli moze by¢ przyjmowaé zaréwno warto$é dodatnia jak i ujemna (np. mozna dopuscié
losowa zamiane znaku czyli natozyc szum dychotomiczny) - oczywiscie, moze sie to odbié¢
na znaku zmiennej losowej.

W kolejnym, 2 kroku dzielimy obie potowy odcinka [0, ¢] ponownie na dwie réwne czesci
- zajmiemy sie przyktadowo pierwsza potowa odcinka kostruujac zmienna losowa X (t/4)
w chwili ¢/4 (dla chwili 3¢/4 konstrukcja przebiega analogicznie). Niech,

X(t/4) = %X(t/2) 9 G, (2.92)

gdzie G5 jest zmienng gaussowsks posiadajacg identyczny rozkiad jak G1. Analogicznie
jak krok wczesniej, ta nowa zmienna powinna mie¢ wariancje, ktora skaluje sie zgodnie z
definicjg utamkowego ruchu Browna o ustalonym na wstepie wyktadniku Hursta:

(X(t/47) = S5 (X(1/27) + 4 (G3)

LN 5 5 om o AN
-z (3) Aedere=(3) o (223
gdzie przy wyprowadzeniu drugiej réwnosci skorzystaliSémy z wyrazenia (2.20). Rozwiazu-

jac réwnanie w (2.23) na niewiadoma 7, otrzymujemy:

1
T = Egpyy/1- 222 (2.24)

Postepujac analogicznie jak powyzej uzyskujemy w j-ym kroku procedury (5 = 1,2,3,... )
zmienng losowg postaci
; 1 ;
X(1/2) = S X(6/277) + % Gy (2.25)

jej wariancja dana jest wzorem

1

(X(t/2)) = FXU2Z7)) + (G
= %(%) 02+72t2H02:(%> o (2.26)

Stad, otrzymujemy ogoélne wyrazenie na poszukiwany wspotczynnik skalujacy:

1
7 = Egrry/1 - 222, (2.27)

W dalszym ciggu, opisany algorytm tatwo daje sie uogélnia¢ np. na procesy, w kto-
rych zmienna losowa G posiada rozklad niegaussowski, przy czym rozklad ten (tak jak
gaussowski) ma skonczong wariancje. Innym kierunkiem uogdlnien jest uzmiennienie wy-
ktadnika H, czyli uzaleznienie jego wartos$ci od kroku procedury j, tzn. przejécie od H
do H(j) - temu ostatniemu kierunkowi umozliwiajacemu symulacje kluczowego dla
niniejszych rozwazan multifraktalnego ruchu Browna, po$wiecamy podrozdziat
2.8.1.



2.6. ALGORYTM BEZPOSREDNIEGO ODCZYTU WYMIARU FRAKTALNEGO 35

2.6 Algorytm bezposredniego odczytu wymiaru frak-
talnego

Bezposredni odczyt pudetkowego wymiaru fraktalnego opiera si¢ na:

a) metodzie pudetkowej jego obliczenia (stad pelna nazwa tego wymiaru to pudetkowy
wymiar fraktalny) oraz

b) poleceniach odczytujach stan ekranu (np. kolor pixela).

Przypomnienie algorytmu metody pudetkowej

Przypomnijmy, ze wyktadnik Hursta okresla w nastepujacy sposoéb odpowiedZ procesu
Y (t) na przeskalowanie jego argumentu
Y(bt)

Y(bt)=b"Y([t)=Y(t) = T (2.28)

Zatem, proces Y (t) pozostaje niezmieniony jezeli w parze z przeskalowaniem jego argu-
mentu idzie odpowiednie przeskalowanie samego procesu. Innymi stowy, przeskalowanie
osi poziomej wykresu o czynnik b a pionowej o czynnik b pozostawia wykres niezmienio-
nym.

Mozna teraz zrealizowaé nastepujaca procedure:

1) Pokrywamy wyjsciowo wykres funkcji Y (¢) kwadratami (dwuwymiarowymi pudet-
kami) o dlugosci boku £(0) = r w liczbie L(0) = N. Nastepnie wprowadzamy
zstepujace pokrycie mniejszymi pudetkami o boku o potowe krétszym. Obliczamy,
korzystajac z réwnania (2.28), liczbe mniejszych pudetek pokrywajacych wykres;
tatwo mozna sprawdzi¢, ze wynosi ona L(1) = 22°# N. Analogicznie rzecz sie ma
przy pokryciu pudetkami o boku £(2) = r/22 - liczba tych pudetek wynosi 22=#) N
Uogélniajac na pokrycie pudetkami w k-tym pokoleniu, czyli o boku e(k) = r/2*,
otrzymujemy:

e liczbe pudelek liczong w poziomie Ly (k) = V'N 2% oraz
e liczebnosé pokrycia wynoszaca L(k) = 2FC=H) N

2) Obie powyzsze wielko$ci mozna polaczy¢ za pomoca wymiaru pudetkowego Dy (be-
dacego szczegdlnym przypadkiem wymiaru fraktalnego) wiedzac, ze liczba pudetek
liczona w poziomie podniesiona do potegi D, daje liczebno$¢ catkowitego pokrycia.
Stad,

L(k)

Ds= lim —2 —2_H>0. 2.99
! ’@L%Ln(k) (2.29)

Algorytm ten pozwala na w pelni zautomatyzowane odczytywanie przez kompu-
ter wymiaru fraktalnego danego szeregu a tym samym w pelni zautomatyzowane wy-
znaczanie ryzyka inwestycyjnego (np. w papier wartosciowy, ktérego dynamike ceny
reprezentuje dany szereg czasowy).
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2.7 Kroétkie szeregi czasowe a metoda R/S

Jak juz mowilidmy, wlasciwg estymate wykladnika Hursta uzyskuje sie tylko dla asymp-
totycznie dtugich szeregéw danych. Jednakze, w praktyce mamy do czynienia zawsze z
szeregami o skonczonej liczbie wyrazéw a czesto po prostu z szeregami krotkimi. W takiej
sytuacji pojawia sie problem poprawnosci analizy R/S, tzn. poprawnosci wyznaczenia na
takiej drodze wyktadnika Hursta.

2.7.1 Algorytm zwiekszania liczebnos$ci szeregu czasowego

2.8 Multifraktale

Rozszerzenie fraktalnego ruchu Browna na multifraktalny nastapito w polowie
ostatniej dekady zeszlego stulecia i zwigzane jest po prostu z uzaleznieniem wy-
ktadnika Hursta od czasu, czyli przejsciu od wyktadnika globalnego H do wyktadnika
lokalnego H (t), ktéry nosi nazwe funkeji Holdera [11]. Jezeli funkcja Holdera jest nieciagta
(np. przedziatami ciaglta) to taki proces stochastyczny nazywamy uogélninym multifrak-
talnym ruchem Browna (ang. Generalized Multifractal Brownian Motion). Zauwazmy, ze
funkcja Holdera, zmieniajac w czasie swoja wartos¢ moze prowadzi¢ do zmiany rodzaju
btadzenie, np. od antypersystentnego do persystentego. Wszystko co poprzednio méwili-
sSmy na temat wyktadnika Hursta i jego roli w procesach stochastycznych a stad w definicji
miar ryzyka, przenosi sie bezposrednio na funkcje Holdera. Aby méc symulowaé¢ multi-
fraktalny lub uogélniony multifraktalny ruch Browna, funkcja Holdera musi by¢ zadana.

2.8.1 Algorytm symulacji multifraktalnego ruchu Browna

Algorytm multifraktalnego ruchu Browna uzyskuje sie poprzez bezposrednie uogdlnienie
réwnosci (2.26) z podrozdz.2.5 dotyczacej wariancji zmiennej losowej

X(t/27) = %X(t/Qj_l) + v, Gy, (2.30)

posiadajacej formalnie taka samg postac jak dla fraktalnego ruchu Browna. W przypadku
multifraktalnego ruchu Browna wariancja tej zmiennej przybiera postac:

) 1 .
(X(t/2)?) = 5 (X (/2 ?) 47 (G
1 £O\2H(E/27) ) o SH ) 2 £\ 2H(t/27) )

gdzie wyktadnik H zostal tutaj uzalezniony od czasu (czyli od kroku procedury). Roz-
wigzujac powyzsze réwnanie na niewiadoma 7]2- otrzymujemy, ze

1 ) o 1 _— in11/2
2 - - _ 92[H(t/29)—H(t/2771)] j+2H (t/27~1)—2 J2[H(t/27~1)—H(t/27)]
%) = SHey {1 2 ! t }

2HEP)-HE)]

(2.32)
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Jak wida¢, wspotezynnik skali nie ma teraz charakteru lokalnego zalezac od réznic wy-
ktadnikow Holdera zaré6wno w kolejnych chwilach jak tez chwili aktualnej i poczatkowej.
Powyzszy wzor stanowi uogdlnienie, odpowiadajacego mu, dla fraktalnego ruchu Browna,
gdyz dla niezaleznego od czasu wyktadnika H przechodzi jak trzeba w (2.21). Oczywiscie,
dla czasu t=1 (co zwykle przyjmuje sie w literaturze przedstawiajacej ten algorytm) ma
miejsce uproszczenie wyrazenia (2.32) do postaci, w ktérej formalnie rzecz biorac nie jest
juz widoczna zaleznosé od t.

2.8.2 Estymacja cigglej funkcji Holdera

Kolejne zadanie jakie staje przed nami to znalezienie metody pozwalajacej wyesty-
mowa¢ funkcje Holdera, dysponujac multifraktalnym szeregiem czasowym. Od
razu dodajmy, ze funkcja ta bedzie liczona w ramach przyblizenia traktujacego ja jak
funkcje przedziatami stata. Wtedy, w kazdym z tych przedzialéw mamy, de facto, do
czynienia z wyktadnikiem Hursta (na og6t innym w kazdym z przedzialéw). Wprawdzie
wyktadnik Hursta wyznaczaliSmy juz wezesniej (patrz rozdz.2.2) za pomoca metody R/S
- tutaj (dla odmiany) skorzystamy z relacji pomiedzy wariancja procesy gaussowskiego a
jego srednig wartoscig absolutna, stusznej dla asymptotycznie dhugiego czasu ¢

(BX (1)) = 5 (| 6X (1) )* (2.33)

Relacja ta, stanowiaca prosta odmiane twierdzenia fluktuacyjno-dyssypacyjnego, jest tak-
ze prawdziwa dla fraktalnego szumu gaussowskiego (wtedy, zgodnie z naszymi wezesniej-
szymi oznaczeniami § = A).

Przypusmy zatem, ze poszukujemy wartosci wyktadnika Holdera w jakiej$ chwili czasu
0 < ¢ < t. W pierwszym etapie nalezy zdyskretyzowaé¢ otoczenie chwili ¢’ (ktora jest
asymptotycznie odlegla) - niech krokiem dyskretyzacji bedzie At < 0t < t przyjmujac,
ze wladnie w tym otoczeniu wyktadnik Holdera jest (z dobrym przyblizeniem staty). Oto-
czenie to jest nastepujacym przedziatem czasu: [t' — ndt/2, t' + ndt/2|, gdzie T = ndt
okresla jego wielko$¢. Nalezy go tak wybierac, aby zmiennosé¢ funkcji Holdera byta w nim
niewielka, czyli aby funkcja Holdera byta co najwyzej wolnozmienna tzn. Span(H)/H < 1
(gdzie Span(H ) okresla rozpietosé wykladnika Hursta w przedziale [t' —ndt/2, t' +ndt/2])
oraz aby n > 1.

W drugim etapie wyznaczamy estymate sredniej wartosci absolutnej szumu we wspomnia-
nym otoczeniu chwili ¢/

n/2—1
|5X(t’)\:% S 6X(F — j6t/2) |. (2.34)

j=-n/2
Nastepnie, korzystajac z (2.33) i pamietajac, ze
(6X (t)%) = const (6t)* (2.35)

(patrz wyrazenie (1.10) w rozdz.1.2) otrzymujemy, ze

2H (') In(dt) + Inconst = 2In| 6 X (¥') | + In(7/2). (2.36)
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W trzecim etapie usuniemy nieznang stata In const, czyli wyprowadzimy koncowy wzor,
z ktérego wyznaczamy lokalny wykladnik H(t'). W tym celu nalezy powtérzyé oba etapy
dla takiej samej wielkosci otoczenia T' ale innej wartosci n, np. moze ona wynosi¢ m i by¢
o czynnik mniejsza od poprzedniego n. Z (2.36) otrzymujemy ostatecznie, ze

In (|0, X(t Om X (t
ey = 1(t(>ﬂ£//|n) 1)

(2.37)

gdzie §,, oznacza dyskretyzacje otoczenia t’ z krokiem T'/n (analogicznie d,,). Jak widad,
wyktadnik Holdera H(t') ma, jak nalezalo oczekiwaé, strukture fraktalna.

Dodajmy, ze wyktadnik Hursta mozna takze obliczy¢ analogicznie, korzystajac bezposred-
nio z (nieobciazonej) estymaty dyspersji

n—1 Pl

—__\1/2 n/2-1 V2
(Ex@P)” =( — Y [6X<t'—j6t/2>]2> , (2.38)

ktéra nalezy podstawi¢ do wzoru (2.37) zamiast znajdujacych sie tam obu estymat war-
tosci absolutnych.

Rozszerzenie tego algorytmu na sytuacje nieciaglej funkcji Holdera, czyli na uogdélniony
multifraktalny ruch Browna, jest natychmiastowe - wystaczy rozwazac otoczenia pomiedzy
punktami nieciagtosci i do nich stosowa¢ powyzszy algorytm.
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Rozdziat 3

Ekonometryczny model ARFIMA

3.1 Fraktalny ruch Browna a ekonometryczny model
ARFIMA

Ekonometryczny model ARFIMA (p,d,q) (ang. Autoregressive Fractionally Integrated Mo-
ving Average (p,d,q)) jest $cisle zwiazany z utamkowym ruchem Browna, stanowiac uogdl-
nienie popularnych modeli typu ARIMA (p,d,q) (ang. Autoregressive Integrated Moving
Average (p,d,q)) na utamkowe wartoéci parametru d [6, 11]. Modele ARFIMA (p,d,q)
stanowig narzedzie dobrze opisujace procesy ekonomiczne, w ktorych wystepuje dlugo-
okresowa pamieé (zaleznos¢). W dalszym ciagu (celem lepszego zrozumienia istoty rzeczy)
rozwazamy najprostsza wersje modelu, czyli taki, dla ktérego p = q = 0.

3.1.1 Model ARFIMA (0,d,0)

Model ARFIMA (0,d,0) jest procesem stochastycznym Y (¢) zdefiniowanym za pomoca,
nastepujacego fraktalnego, stochastycznego rownania réznicowego

ALY (t) = &, (3.1)

gdzie operator fraktalnego réznicowania A% rzedu (rzeczywistego a nie tylko naturalnego)
d i kroku dyskretyzacji 7 dzialajacy na dowolny proces Y (¢) jest dany w postaci

Aty S5y (4 ) v, (32)

j=0
przy czym

i dY . i I'(d+1) 1 TIy—-d (j—-d-1
=) <j )d_ (=1) FG+D0(d+1—j) D(=d)T@G+1) ( j ) (3.3)

natomiast ; jest szumem gaussowskim tzn. szumem o znikajacej wartosci oczekiwanej,
jednostkowej wariancji i zerowej kowariancji (czyli szumem d-skorelowanym); w dalszym
ciagu przyjmujemy 7 = 1 i pomijamy wszedzie tam, gdzie petni role indeksu (co upraszcza
ale nie zmniejsza ogdlnosci uzyskanych wynikow).

41
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Mozna wykazaé, ze dla d bedacego liczba naturalna sumowanie w (3.2) rozciaga sie tylko
do d. W takiej sytuacji operator A? jest zwyklym operatorem wstecznego réznicowania
rzedu d; w szczegblnym przypadku d = 1 ten operator fraktalnego réznicowania przechodzi
w zwykly operator wstecznego réznicowania (rzedu pierwszego)

AY)=Y(t)-Y(t—7)=(1—-L)Y(t) (3.4)
gdzie L jest operatorem op6Znienia o 7 = 1; w takiej sytuacji rownanie (3.1) przechodzi
w stochastyczne réwnanie réznicowe dyskretnego (w czasie) ruchu Browna bez dryfu.

Roéwnanie (3.1) mozna rozwiazaé¢ dzieki temu, ze operator fraktalnego réznicowania daje
sie odwroci¢, zatem

tzn.

cjd%f'<j+?_1>:(—1)f<_jd>. (3.7)

Jak wida¢, poszukiwane rozwigzanie jest $rednig ruchoma (kroczaca) zawiera-
jaca cala historie procesu, sterowanego tylko zwyklym szumem gaussowskim.

Korzystajac z asymptotycznej postaci stosunku dwoch funkeji gamma Eulera

['(z+a)

B ~z% larg(z+a) <7, |z |— oo, (3.8)

(przy czym rozbieznosé | z | mozna rozumie¢ w sensie | z [>> 1), wyrazenie (3.5) mozna
przedstawi¢ (z doktadnoscia do pierwszych wyrazéw) w postaci:

> 1

z:: F gt JT (39)
gdzie wspotczynniki ¢; zanikaja potegowo z j, co usprawiedliwia koniecznos¢é sumowania
az do nieskonczonosci. I odwrotnie, jezeli z analizy szeregu czasowego wynika, ze wspot-

czynniki autoregresji maleja w czasie potegowo to jako tzw. zerowa hipotze (ang.null
hypothesis) mozna przyja¢ model ARFIMA (p,d,q) tym bardziej, Ze jest on stacjonarny.

Jak, praktycznie rzecz biorac, zrealizowaé¢ sumowanie szeregu wolnozbieznego
do nieskonczonosci? Od pozytywnej odpowiedzi na to pytanie zalezy znaczenie modelu
ARFIMA(p,d,q). Powracamy do tego pytania w rozdz.3.1.4, gdzie rozwiazania dostarcza,
algorytm Durbina-Levinsona.
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3.1.2 Model ARFIMA (p,d,q)
Dodajmy dla kompletnosci rozwazan, ze w ogélnosci model ARFIMA (p,d,q) mozna
zdefiniowaé nastepujaco [16]:

(L)Y (t) =0,(L) A~ e, (3.10)

. PR . . o def. . . .
gdzie operator opdznienia o czas 7 = 1 jest postaci L = 1 — A, natomiast wielomiany
operatorowe

O, (L) 11— L—... —¢,L” (3.11)
oraz
O,(L) 1 —0,1...—0, L, (3.12)
przy czym ¢;, j = 1,...,paf;, 7 =1,...,q, sa rzeczywistymi wspotczynnikami, odpo-
wiednio, pierwszego i drugiego wielomianu.

W dalszym ciagu zajmujemy si¢ juz tylko procesem ARFIMA (0,d,0).

3.1.3 Zwigzek pomiedzy procesem ARFIMA a utamkowym szu-
mem gaussowskim

Wykazemy teraz, ze proces ARFIMA (0,d,0) ma funkcje autokorelacji takg sama
jak utamkowy szum gaussowski o wykladniku Hursta H =d+1/2, —1/2 < d <
1/2; ten warunek ograniczajacy dla rzedu d wynika z ograniczenia wykladnika Hursta
(0< H<K).

Rozwazmy w tym celu funkcje autokorelacji
V@Y +R) =D ¢ e (3.13)
j=0

taka posta¢ tej funkcji wynika bezposrednio z braku kowariancji gaussowskiego szumu
;. Jak widaé, proces Y(t) jest stacjonarny (w szerszym sensie) tzn. jego kowariancja
jest niezalezna od czasu 7. Pozwala to stosowa¢ twierdzenie Wienera-Chinczina, czyli np.
wyznaczy¢ funkcje autokorelacji jako odwrotng transformate Fouriera widma mocy dla
tego procesu. Takie podejscie jest tatwiejsze od obliczenia funkeji korelacji wprost z (3.13).
Zarysujemy tutaj ta dwuetapowa droge postepujac za [6, 15].

I etap: wyznaczenie widma mocy

Zauwazmy, ze proces ARFIMA (0,d,0) dany réwnaniem (3.5) jest konwolucja (dyskretna
w czasie) zatem, po przetransfourierowaniu do przestrzeni czestosci f przechodzi w zwykly
iloczyn

Y(f) = e elf), (3.14)
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gdzie Z = Z% oznacza transformate Fouriera funkeji Z. Stad (po wykorzystaniu wtasnosci
d-skorelowanego szumu gaussowskiego ¢), widmo mocy

2
S() = (VP = ( I e <[ - e
_ 1 (3.15)
o [2sin(f/2))" '
stad dla f — 0 gestos¢ spektralna
S(f) =~ fﬂlﬂ (3.16)

rozbiega sie potegowo, tak jak fraktalny szum gaussowski (poréwnaj z wyrazeniem (1.11)).
Warto podkreslié, ze wszystkie formuty w (3.15) sa Sciste.

II etap: wyznaczenie funkcji autokorelacji

Wykorzystujac wspomniane twierdzenie Wienera-Chinczina oraz stosujac odwrotna trans-
formate Fouriera do widma mocy danego ostatnia réwnoscia we wzorze (3.15) otrzymu-
jemy [17], ze dla h > 1:

A = @Y+ m) = o [ S costh £y df = sy [ sin(6) cos(2ho) do
I (1 - 2d)
T —dt h)T0—d—h)
~ Oy h2 = hf‘;H, (3.17)

gdzie wspotezynnik Cy = M ['(1 — 2d). Jak wida¢, funkcja autokowariancji ma takie
samo zachowanie asymptotyczne jak ta dla fraktalnego szumu gaussowskiego (patrz (1.9),
przyjmujac t = h oraz d = H — 1/2). Przy okazji, z trzeciej réwnosci otrzymujemy ktadac
h =0, ze

I'(1—2d)

(Y(t)?) = T a2 (3.18)

czyli ograniczong wariancje procesu Y (t) niezalezna od czasu t (tzn. proces stacjonarny o
czym méwilismy dyskutujac wyrazenie (3.13)).

Rozwazania przeprowadzone w tym rozdziale pokazuja, ze proces ARFIMA (0,d,q) dla
asymptotyczne dlugiego czasu nie jest niczym innym jak szumem utamkowego ruchu
Browna, czyli utamkowym szumem gaussowskim, omawianym juz przez nas w rozdz.1.2.

3.1.4 Algorytm Durbina-Levinsona symulacji procesu
ARFIMA(0.d,q)
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Symulacje procesu Y (t) o zerowej warto$ci oczekiwanej i autokowariancji da-
nej ostatnia réwnoscia w (3.17), mozna przeprowadzié¢ za pomoca algorytmu
Durbina-Levinsona [18]. Jest to kilkukrokowy algorytm pracujacy na zasadzie reku-
rencji oraz indukcji zupelnej a zadanie dtugookresowej zaleznosci funkcji autokorelacji od
czasu pozwala mu oming¢ problem sumowania do nieskonczonosci wolnozbieznego szeregu
okreslajacego proces Y (t) (patrz przyblizona rownosé (3.9)).

I krok: uzyskanie wartosci poczatkowej procesu Y (1)
W tym wyjsciowym kroku

1) generowane sg d-skorelowane szumy gaussowskie €;, j > 1, stanowiace ciag nieza-
leznych zmiennych losowych o identycznym rozktadzie N(0,1).

2) Wprowadzana jest poczatkowa wariancja vy def. 7(0) a nastepnie definiowana jest
wyjsciowa wartos¢ procesu

Y(1) = i (3.19)

Teraz mozna przystapi¢ do znalezienia Y (2).

IT krok: symulacja Y (2)

Najpierw definiowane sg:

3) wspotezynnik wy 4 © (1) /v

4) a nastepnie kolejna wariancja v, = vg (1 — wy 1)?

Dysponujac tymi wielko$ciami mozna zbudowac

Y(2) =wi1 V(1) + e (3.20)

Kolejny krok pozwala wysymulowaé Y (n) dla dowolnej chwili n > 2.

ITI krok: symulacja komputerowa procesu Y (n) dla dowolnej chwili n > 3

WprowadZzmy najpierw nastepujace reguty rekurencyjne dla n > 2:

5) okreslajace wspétczynnik w,, = h(n) — 0wy jy(n — j)} /Un_1 oraz wspo6l-

czynniki wy, j = Wp_1; — WpnWp—1,n—j, dla j < n,

6) wyznaczajace wariancje' v, = v,_1 (1 —wy} ).

Prosze zauwazyé, ze w pracy [6] wystapil btad w wyrazeniu na v,,.
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Proces Y'(t) symuluje sie (krok po kroku) dzieki nastepujacej rekurencji:

Y(n+1)=w,1Y(n)+ ...+ wpynY (1) + \/UnEnsi1, (3.21)
skad np.:
Y (3) = w2,1Y(2) + wa2Y (1) + /va €3, (3.22)

przy czym Y (1) i Y (2) mamy z dwoch poprzednich krokow.

Mozna sprawdzi¢ (rachunek dla wiekszych wartosci n jest prosty ale zmudny), ze uzyskany
w ten sposob proces spelnia (tak jak nalezy) pierwsza réwnosé w (3.17). Na przyklad,
podstawiajac (3.19) i (3.20) do (3.17) i korzystajac z definicji wspolczynnika wq 1 (podane;
w II kroku), tatwo otrzymuje sie, ze

(Y)Y (2)) = Vo (e1 (wray/Toer + 1 e2)) = wiavo = (). (3.23)
Podobnie,

Y()Y3) = Voo {er (waa (2) +wza¥ (1) + /o2 1))
= V0o (g1 (wawi 1Y (1) 4wV (1))
= (w2’2 + w2’1w1’1) = g {wg,g -+ wil(l — w2,2)}
= [wzz(l - wil) + w%,l}
= (2) - wl,w(l)%u;ilwl’l) +vowy = 7(2), (3.24)

chociaz tym razem rachunek jest nieco dtuzszy.
Podsumowujac ten paragraf mozna stwierdzi¢, ze symulacje komputerowe procesu ARFI-
MA(0,d,0) stuza m.in.:

e do opisu szczegdlnych proceséw posiadajacych dtugg pamied,

e do testowania réznych metod wyznaczania wyktadnika Hursta a stad rzedu pochod-
nej utamkowej (patrz rozdz.3.2),

e jako punkt wyjscia dla zastosowania bardziej zlozonego modelu ARFIMA (p,d,q)
(patrz rozdz.3.1.2)).

3.2 Poréwnanie metod wyznaczania rzedu pochodnej
utamkowej

W powszechnym uzyciu jest przynajmniej dziewie¢ metod? otrzymywania wykladnika,
Hursta [6], czyli rzedu pochodnej utamkowej z danego szeregu czasowego. W niniejszym
rozdziale omawiamy przyktadowo dwie spoérod nich:

2Na przyktad, najpopularniejsza z metod i historycznie pierwsza, czyli metode R/S, oméwiliémy juz
w rozdz.2.2.
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e jedna, ktora wydaje sie by¢ najprostsza, oparta na periodogramie i

e drugg, ktéra wydaje sie by¢ szczegdlnie doktadng - chodzi tutaj o metode oparta na
estymatorze Whittle’a.

3.2.1 Metoda periodogramowa

Metoda ta opiera sie na obserwacji, ze widmo mocy S(f) mozna przybliza¢ w nastepujacy
sposob [2]:

N 2

> Y (j)exp(uif)

j=1

1

S(f) %Sest(f) = m

, (3.25)

gdzie {Y (j) ;vzl jest szeregiem czasowym (empirycznym albo symulowanym). Oczywiscie,
przyblizenie to jest tym lepsze im liczba wyrazow szeregu, N, jest wigksza. Tym samym,
prawa strona powyzszego wyrazenia jest estymatorem, S.q(f), gestosci spektralnej S(f)
zwanym periodogramem.

Jak wiadomo, w przypadku wystepowania dtugookresowej pamieci, periodogram skalu-
je si¢ z czestotliwoscia f dla niskich czestotliwosci jak f172 (patrz rozdz.1.2). Dlatego,
w skali log — log poszukiwany wyktadnik 1 — 2H mozna wyznaczy¢ na drodze regresji
liniowej, jako warto$¢ wspotczynnika kierunkowego prostej. W praktyce uzywa sie odpo-
wiednio zmodyfikowanej metody periodogramowej zwiekszajacej liczebnos¢ zbioru niskich
czestotliwosci.

3.2.2 Metoda estymatora Whittle’a

Estymator Whittle’a jest oparty na periodogramie - uzywa on nastepujacej, wzglednej
wielkosci odchylenia:

F(f,f) d%f. /7T Sest(f) B S(faf) df _ Q(f) _ 27T, (326)

— S(f;€)

gdzie wielko$¢ wzgledna

Sest(f
S(f;€

przy czym tutaj S(f;¢) oznacza teoretyczng gestosé spektralng zalezna od wektora para-
metréw & (w szezegblnosci wektor moze byé jednoskladnikowy), ktéry teraz zostal ujaw-
niony. W metodzie tej wielkosé F'(f, &), a tym samym wielkosc Q(f€), jest mnimalizowana
wzgledem parametréw & skad otrzymujemy poszukiwane wartosci najlepszych parame-
tréow. Metoda ta jest ogdlna i moze by¢ stosowana do réznych proceséw; w przypadku
procesu ARFIMA(0,d,0) sytuacja jest jednoparametrowa - mozemy wybra¢ & = d albo
E=H.

Qe [0 ; df, (3.27)

Na rys.3.1 podano benchmark dziewieciu najczedciej uzywanych metod wyznaczania wy-
ktadnika Hursta uzyskany na bazie niezaleznych 50 symulacji algorytmem Durbina-Levinsona
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szeregu Czasowego (utamkowego szumu gaussowskiego) sktadajacego sie z 10 000 elemen-
téw. Przez H oznaczono tam (sita rzeczy, przyblizona) warto$¢ nominalnej wartosci wy-
ktadnika Hursta H, natomiast®

2

) 1 & 1 &
5t = H,—- =Y H 2
5 K_11;< - E 2 3 (3.29)
i
1 K
MSE = —)> (H,— H)? (3.29)
Kk:l

definiujg jego srednie odchylenie kwadratowe (wariancje) oraz éredni btad kwadratowy
(liczone po 50-cio elementowym zespole). Z zestawienia wynika, ze metoda oparta na
estymatorze Whittle’a jest najlepsza, poniewaz daje H najblizsze H i najdoktadniejsza,
gdyz jej bledy 62 i MSE sa najmniejsze.

3W pracy [6] podano bledny wzér na estymate odchylenia standardowego 2.
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Estimation Nominal H
method

FGN S-Plus FARIMA(0,d,0)
050607 08 09] 6| .7 | .83
Variance H 495 | 588 | .687 | .772 | .844 || .591 | .686 | .773 | .840
o) 026 | .027 | .024 | .022 | .031 || .031 | .036 | .028 | .032
VMSE | .026 | .029 | .027 | .036 | .063 || .031 | .038 | .039 | .068
Diff Var H 483 | .601 | .694 | .779 | .878 || .593 | .686 | .780 | .872
g 057 | .060 | .077 | .059 | .076 || .061 | .071 | .071 | .070
vMSE || .059 | .059 | .076 | .062 | .079 || .061 | .072 | .073 | .075
Absolute H 497 | .595 | .700 | .795 | .896 || .594 | .698'| .797 | .888
& 028 | .028 | .024 | .028 | .049 || .033 | .040 | .037 | .040
VMSE || .028 | .028 | .023 | .028 | .049 || .033 | .039 | .037 | .041
Higuchi H 499 | .595 | .702 | .795 | .896 | .596 | .698 | .797 | .887
leg 027 | .027 | .024 | .028 | .049 || .032 | .040 | .037 | .041
VMSE.|| .027 | .027 | .024 | .028 | .049 || .032 | .0401 .037 | .042
Var. of H 491 | .589 | .686 | .782 | .884 || .583 | .677 | .772 | .865
Residuals o 012 | .015 | .014 | .018 | .016 || .016 | .016 | .17 | .017
VMSE || .015 | .019 | .020 | .026 | .022 || .023 | .028 | .033 | .039
R/S H 535 | .609 | .687 | .766 | .821 || .614 | .688 | .760 | .823
o) 023 | .024 | .020 | .024 | .027 || .023 | .022 | .022 | .026
VMSE || .042 | .025 | .024 | .042 | .083 || .027 | .025 | .046 | .081
Periodogram H 501 | .601 | .700 | .812 | .911 || .609 | .715 | .816 | .905
& 032 | .029 | .033 | .025 | .028 | .039 | .033 | .031 | .028 |
VvMSE || .032 | .029 | .034 | .028 | .030 || .039 | .034 | .035 | .028
Modified H 482 | 595 | .690 | .796 | .896 || .598 [".699 | .808 | .896
: Periodogram || & 062 | .048 | .044 | .08 | .048 | .051 | .053 | .049 | .052
VMSE || .064 | .048 | .044 | .057 | .048 || .051 | .052 | .049 | .051
Whittle H 501 | .601 | .699 | .800 | .00 || .601 | .700 | .800 | .897
G .006 | .006 | .005 | .007 | .007 | .008 | .007 | .009. | .007
VMSE |l .006 | .006 | .005 | .007 | .007 || .008 | .007 | .009 | .008

Rysunek 3.1: Benchmark dziewieciu najczesciej stosowanych metod wyznaczania wyktad-
nika Hursta. Wida¢, ze metoda oparta na estymatorze Whittle’a jest najdokladniejsza.
Zestawienie zaczerpnieto z pracy [6].
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Rozdziatl 4

Symulacje komputerowe modeli
Sredniej ruchomej oraz
autoregresyjnych o nieskonczonej
wariancji

Od blisko dwoch dekad nieustannie wzrasta zainteresowanie modelowaniem proceséw typu
ARMA (ang. Autoregressive Movinga Average), ktére przejawiaja dtuookresowa (dtugo-
czasowa, dtugozasiegowa) pamieé [18]. Wynika to z faktu, ze coraz czesciej mamy do czy-
nienia (nie tylko w finansach czy ogélniej w ekonomii) z dodatnim sprzezeniem zwrotnym
zawartym w szeregach czasowych, ktore moze prowadzi¢ do gwattownie, wrecz wybuchowo
narastajacych a takze nagle opadajacych zboczy lokalnych pikow.

W niniejszym rozdziale zajmujemy sie modelami generowanymi przez procesy niegaussow-
skie a doktadniej przez stochastyczne zmienne losowe podlegajace stabilnemu rozktadowi
Pareto-Lévy’ego. Rozktad ten posiada nastepujace wtasnosci, z ktérych korzystamy w
dalszym ciagu:

s\ oo dlad>a
vty -{ . desze @

a stad

e wariancja VarlY (t)] = oo wtedy i tylko wtedy gdy dla 0 < o < 2 oraz

e wartos¢ oczekiwana (Y (t)) < oo wtedy i tylko wtedy gdy 1 < a < 2,

z ktorych korzystamy w dalszym ciagu.

o1
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4.1 Kluczowe twierdzenia oraz definicja i wtasnosci
procesu

Podamy teraz (bez dowodu) kluczowe twierdzenie pozwalajace zdefiniowaé (w kolejnym
kroku) liniowy proces o nieskoriczonej wariancji.

Twierdzenie ITII.1 (Zbiezno$é absolutna ”wazonego” szeregu czasowego)

Niech dany bedzie ciag {&;} niezaleznych zmiennych losowych posiadajacych identyczny
rozklad (ang. independent identically distributed variables, iid) - w tym przypadku jest
to rozktad Pareto-Lévy’ego o wykladniku 0 < a < 2. Ponadto, jezeli {w;} jest ciagiem
wspélezynnikow (niekoniecznie rzeczywistych) posiadajacych, dla

o gdya<l1
5_{1 gdy a > 1, (4.2)

nastepujaca wtasnosé¢ zbieznosci:
o
> ‘wj‘a < 0, (4.3)
j=—00
wowczas, nieskonczony szereg
[ee]
Z ’LUj €t,j, (44)
j=—o00
jest zbiezny absolutnie z prawdopodobienstwem réwnym 1, tzn. spetniona jest nierownosé
o0
> wjeg] < oo (4.5)
j=—00

z prawdopodobienstwem réwnym 1.
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