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STRESZCZENIE

Niniejsza rozprawa doktorska stanowi oryginalne zastosowanie wybranych kanonicz-
nych modeli uzywanych w ramach fizyki statystycznej do badania wlasnosci uktadow le-
zacych poza zainteresowaniem tradycyjnie rozumianej fizyki. Mam tu na mysli obszary
badawcze bedace tradycyjnie domena ekonomii oraz socjologii a dzisiaj stanowiace juz
przedmiot intensywnych i ekstensywnych badan ekono- i socjofizyki.

Dokladniej rzecz biorac, tematyka niniejszej rozprawy doktorskiej dotyczy dynamiki do-
chodéw gospodarstw domowych spoteczeristw Polski oraz Unii Europejskiej w okresach
kryzyséw i poza nimi. Badania przeprowadzilem zaréwno w ramach dynamiki stochastycz-
nej Langevina i rownania Fokkera—Plancka, jak tez wybranych modeli btadzeri losowych,
gdzie dochéd gospodarstw domowych jest traktowany jak zalezna od czasu zmienna lo-
sowa.

W rozprawie uzyskalem wartosciowe wyniki dotyczace analizy zamoznosci i dochodo-
wosci zaréwno polskich gospodarstw domowych jak tez gospodarstw domowych spote-
czenstw nalezacych do Unii Europejskiej traktowanej jako catos¢. Analize ta poprowa-
dzitem w oparciu z jednej strony o dane empiryczne (z lat 2004—2010), z drugiej strony
o wybrane modele rozwijane w ramach fizyki statystycznej, matematyki finansowej i eko-
nometrii dotyczace np. funkgji potegowych, wyktadniczych i logarytmiczno-normalnych,
czyli (méwiac ogodlniej) w ramach prawa Pareto, modelu zderzeri, Prawa Efektéw Propor-
cjonalnych jak tez w ramach uogoélnionego modelu Lotka—Volterra. Nalezy podkresli¢, ze
wspomniane modele maja charakter wielociatlowy i dynamiczny w sensie dynamiki stocha-
stycznej, ktérej szczegélnym przypadkiem jest liniowa i nieliniowa dynamika Langevina.

Celem merytorycznym mojej rozprawy doktorskiej jest poglebione zrozumienie, a w tym
opis iloSciowy (sparametryzowany niewielka liczba wielkosci mozliwych do wyznaczenia
z danych empirycznych) mechanizméw uzyskiwania dochodéw i bogacenia sie lub uboze-
nia zaréwno ludnosci Polski jak i Unii Europejskiej. Jest to niezwykle wazny cel, ktérego
osiagniecie pociaga za soba mozliwos¢ okreslenia $ciezek rozwojowych Unii Europejskiej
a w tym Polski.

Gléwnym wynikiem moich badar jest uogélnienie znanego modelu Yakovenko a co za
tym idzie zasadniczego wzoru Yakovenko. Umozliwito to zbadanie dochodowosci wszyst-
kich klas spotecznych a nie tylko dwoéch jak w oryginalnym modelu Yakovenko. Innymi
sfowy, otrzymana przeze mnie formula jest w stanie opisaé dochodowosé¢ wszystkich go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej, poczynajac od najbiedniejszych na najbogat-
szych koniczac. Nalezy podkresli¢, Ze pomimo wielu préb majacych na celu teoretyczny
opis empirycznych rozktadéw dochodéw jednostek badz gospodarstw domowych, jak do-
tad zaproponowany przeze mnie model jest pierwszym dajacym efektywny, spéjny i kom-
pleksowy opis dochodéw gospodarstw domowych wszystkich klas spotecznych. Jest on
ukoronowaniem obecnego stanu wiedzy dotyczacej analizy dochodéw gospodarstw domo-
wych.

Przedstawione przeze mnie badania naukowe maja wazny aspekt pragmatyczny, gdyz
moga wspomoc np. konstruowanie optymalnego systemu podatkowego, a takze emerytal-
nego. Ponadto, moga pomoc okresli¢ strukture popytowa rynkéw.



Niniejsza rozprawa doktorska sklada sie z czterech wzajemnie uzupetniajacych sie roz-
dziatow:

* w pierwszym rozdziale przedstawilem krytyczne oméwienie stosowanych dotych-
czas modeli teoretycznych, majacych na celu analityczny opis dochodéw spoteczefistw;

e w drugim rozdziale zaproponowatem wiasne modele, majace na celu efektywny,
spojny i kompleksowy opis dochodéw spoteczeristw;

* w trzecim rozdziale dokonatem opracowania danych empirycznych dotyczacych rocz-
nych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce w latach 2004—
2010, przede wszystkim poprzez poréwnanie ich z modelami teoretycznymi. Skupi-
fem sie takze na analizie wlasnosci wykorzystywanych modeli;

* w czwartym rozdziale szczegétowo przedstawilem moja procedure dotyczaca tacze-
nia r6znych baz zawierajacych dane o dochodach. Nastepnie, majac peine dane o do-
chodach wszystkich klas spolecznych w Unii Europejskiej, przeprowadzitem analo-
giczne analizy jak w rozdziale 3 dla lat 2005-2010. Dokonatem réwniez weryfikacji
i obszernego omdéwienia wilasnosci skonstruowanego przeze mnie modelu.

Prace uzupelnitem o niezbedne rozwazania dotyczace rozkladu Pareto (dodatek A i B)
oraz uogdlnionego modelu Lotka—Volterra (dodatek C). Dla ulatwienia zamieScitem takze
opis metody Weibulla (dodatek D). W dodatkach E i F zawarlem uzupelniajace informacje
na temat analizy danych empirycznych dotyczacych dochodéw gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Z kolei, w dodatku G przeprowadzitem poszerzona dyskusje na temat
procedury taczenia baz danych. Natomiast, dodatek H zawiera oméwienie wspétczynnika
Giniego.



ABSTRACT

My phd thesis is an original selection, reformulation and extension of the canonical
models of statistical physics dedicated for study the properties of systems beyond the
traditional physics. Although, the research areas covered by my thesis are traditionally the
domain of economy and sociology, these areas belongs today to the research mainstream
of econo- and sociophysics.

More precisely, the subject of my thesis concerns the dynamics of household incomes
in Poland and the European Union during the time of crisis and beyond. I conducted my
main analysis both within the Langevin stochastic dynamics and Fokker-Planck equation.
In addition, I considered selected models of random walks where household income is
treated as a time-dependent random variable.

In my thesis I obtained valuable results by analysing the wealth and income of Polish ho-
useholds as well as households of societies belonging to the European Union. This analysis
was based both on empirical data (from the years 2004—2010) and on selected models de-
veloped within the statistical physics, financial mathematics and econometrics concerning
for example, power-law, exponential and log-normal distributions that is, the Pareto law,
collision models, the Rules of Proportionate Growth and Generalised Lotka—Volterra mo-
del. It should be emphasised that these models are multivariable and dynamic (in the sense
of stochastic dynamics) — the linear and nonlinear Langevin dynamics are their prominent
examples.

The main aim of my thesis is a deeper understanding, including quantitative description
(parametrised by a small number of values possible to determine from the empirical data)
of the mechanisms of gaining income and enrichment or impoverishment of the societies
both Poland and the European Union. This is an extremely important goal, the achievement
of which can specify the pathways of development of the European Union and Poland.

The main result of my research is a generalisation of the well known Yakovenko model
and thus the principal formula of Yakovenko. The formula is based directly on the equ-
ilibrium solution of the corresponding Fokker-Planck equation. This allowed us to study
the income of all three society classes and not only two ones as the original Yakovenko
model made. In other words, I have obtained the formula which is able to describe the in-
come of all European Union households belonging to the low-, medium- and high-income
society classes. It should be emphasised that, despite many attempts aimed for theoreti-
cal description of the empirical income distributions of individuals or households, so far
I have proposed model which is the first that gives an effective, consistent and comprehen-
sive description of the household incomes of all society classes. My low-parameter model
is a culmination of the current knowledge regarding the analysis of household incomes.

My research has some significant pragmatic aspect, as it can support, for instance, the
construction of the appropriate tax and retirement systems. Furthermore, my research can
estimate the structure of the market demands.

My dissertation consists of four complementary chapters:

e the first chapter, where I presented a critical overview of theoretical models used so
far to analytical description of society incomes;



¢ the second chapter, where I developed efficient, consistent and comprehensive forma-
lism describing the society incomes;

¢ the third chapter, where I analysed empirical data on the annual disposable income
of Polish households in the years 2004-2010, in particular by comparison of the em-
pirical data with theoretical models. In this chapter I also focused on the analysis of
properties of commonly used models;

¢ the fourth chapter, where I presented the detailed procedure for joining different data-
bases containing empirical income data. Then, with a complete income dataset of all
society classes in the European Union, I have carried out an extended (in comparison
with that shown in Section 3) analysis for the years 2005-2010. To perform this ana-
lysis I used my models, having well motivated opportunity to make their thorough
review and discuss their useful properties.

In seven appendices I discussed the Pareto distribution (Appendix A and B) and the Ge-
neralised Lotka—Volterra model (Appendix C). I also enclosed a description of the Weibull
method (Appendix D). In the appendices E and F I included additional information on the
analysis of empirical data on household incomes in the European Union. Furthermore, in
the Appendix G I carried out a thorough discussion concerning the procedure of joining
the databases. Moreover, Appendix H contains an overview of the Gini coefficient.
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WSTEP: KROTKI PRZEGLAD PROBLEMATYKI

,,Wiedza nigdy nie rozstrzygnie jednego problemu

bez stworzenia dziesieciu nowych.”

GEORGE BERNARD SHAW

Ekonofizyka jako dziedzina nauki

Dzisiejsze badania naukowe wykorzystuja do opisu ztozonosci otaczajacego nas
Swiata nie tylko narzedzia, jakie oferuja poszczegolne dyscypliny naukowe, ale co-
raz czesciej tacza metody stosowane do tej pory w zupelnie r6znych dziedzinach
nauki. Jedna z takich dziedzin nauki jest ekonofizyka, ktéra przy uzyciu metod
i modeli stosowanych najczesciej w fizyce statystycznej i fizyce materii skondenso-
wanej opisuje procesy ekonomiczne i finansowe. Terminu ekonofizyka po raz pierw-
szy uzyl fizyk Eugene H. Stanley w pracy [1], ktéra stanowi swego rodzaju mani-
fest tej nowej dziedziny nauki.

Termin ekonofizyka powstat jako neologizm — ztozenie dwoch stéw: ekonomia i fi-
zyka okreélajacych dwie odrebne dziedziny nauki, analogicznie jak ma to miejsce
dla astrofizyki, geofizyki czy biofizyki, ktére wykorzystuja metody fizyki do opisu
zjawisk badanych odpowiednio w ramach astronomii, nauki o Ziemi czy biologii.
Nalezy podkresli¢, ze ekonofizyka nie przenosi bezposrednio praw fizyki, np. ta-
kich jak zasady dynamiki Newtona czy podejscia stosowanego w ramach fizyki
kwantowej, do opisu zachowari ekonomicznych réznego rodzaju podmiotéw, np.
inwestoréw, poszczegdélnych oséb czy gospodarstw domowych. Wykorzystuje ona
metody matematyczne rozwiniete np. w ramach fizyki statystycznej do analizy
wlasnosci statystycznych ukladéw ztozonych skladajacych sie z duzej liczby wspo-
mnianych wczeéniej podmiotéw [2].

Ekonofizyka skupia sie na iloSciowej analizie danych ekonomicznych i finanso-

wych, ktére w dobie komputeryzagji i internetu staty sie tatwo dostepne. Koncen-
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trujac sie na modelowaniu matematyczno-fizycznym duzej liczby oddziatujacych
ze soba ekonomicznych podmiotéw (ang. agents), ma ona wiele wspélnego z ba-
daniami prowadzonymi w ramach ekonometrii i modelowania wieloagentowego

(ang. agent-based modeling) [2].

Aktualny stan wiedzy

Jednym z wazniejszych nurtéw ekonofizyki jest badanie redystrybucji bogactwa
i dochodéw w spoleczeristwie oraz analiza nieréwnosci spolecznych. Pionierem
tego typu badan jest wloski ekonomista i socjolog — Vilfredo Pareto. Pod koniec
XIX wieku Pareto jako pierwszy podjat prébe analitycznego opisu dystrybucji bo-
gactwa w spoteczefistwie reprezentowanego przez roczne dochody jednostek. Jed-
nym z wazniejszych jego odkry¢ jest fakt, ze rozklady dochodéw ludnosci po-
szczegblnych panstw maja charakter uniwersalny i cechuja sie mata zmiennoscia
w ,przestrzeni” i czasie. Dodatkowo stwierdzit on, ze rozklady te nie przypominaja
ksztaltem rozkladéw, ktére otrzymalibySmy gdyby zdobywanie i posiadanie bo-
gactwa miato charakter przypadkowy. Pareto zaobserwowat takze stabilnos¢ tych
rozktadéw. Nawet gdybySmy wykluczyli z procesu uzyskiwania dochodéw jed-
nostki najbogatsze badz najbiedniejsze, to po pewnym okresie rozklad dochodéw
bedzie ponownie przypominat ksztaltem rozkiad poczatkowy [3-6]. GIéwnym wy-
nikiem jego badan bylo stwierdzenie, ze rozklady dochodéw w poszczegdlnych
krajach o stabilnej gospodarce moga by¢ opisane uniwersalnym prawem potego-
wym, zwanym dzisiaj prawem Pareto (szczegélowy opis prawa Pareto znajduje
sie w rozdziale 1.4). Jako mozliwe pochodzenie tego prawa, Pareto wskazal samo-
podobiefistwo struktury dochodéw uzyskiwanych przez spoteczenstwa. Odkrycia
Pareto sprawily, ze badanie i proba analitycznego opisu dochodéw spoteczeristw
wywotaly istna lawine prac naukowych.

Tematyka dochodéw spoleczeristw zajmowat sie takze francuski ekonomista Ro-
bert Gibrat. W swoich badaniach wskazat on, Zze prawo Pareto nie jest w stanie
opisac rozkladu dochodéw w catym zakresie. Prébujac stworzy¢ model, ktéry opi-
sywalby dochody wszystkich klas spolecznych, zaproponowal podejscie zwane
Prawem Efektéw Proporcjonalnych. Wykorzystujac proces stochastyczny opisujacy
dynamike zmian dochodu lub bogactwa pojedynczej osoby badZz gospodarstwa
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domowego, otrzymat teoretyczna gestos¢ prawdopodobieristwa opisujaca dochody
spoleczenistwa (patrz rozdzial 1.6) [5-10].

Z kolei, David Champernowne zaproponowat jeden z pierwszych modeli stocha-
stycznych, ktéry odtwarza prawo Pareto [6,11]. Natomiast Benoit Mandelbrot opi-
sal podstawowe wlasnosci zmiennych losowych pochodzacych z rozkladu Pareto
(patrz dodatek A) [6,12].

Badanie i préba analitycznego opisu rozkladéw dochodéw ludnosci podjeta przez
Gibrata, Champernowne’a oraz Mandelbrota doprowadzita do odkrycia wielu istot-
nych wiasnoséci tych rozkladéw, jednak nie data odpowiedzi na pytanie o me-
chanizm ,mikroskopowy” determinujacy okreslona posta¢ rozkladu dochodéw.
Wspoblczesnie zaproponowano modele, przy pomocy ktérych prébuje sie wyjadnic
mechanizmy mikroskopowe (na poziomie dochodéw poszczegélnych oséb badz
gospodarstw domowych) stojace za obserwowanymi rozkladami dochodéw.

Wsréd tych modeli mozemy wyrézni¢ dwie zasadnicze grupy. Pierwsza opiera
sie na teorii kinetyczno-czasteczkowej Boltzmanna opisujacej zderzenia czasteczek
w gazach. Analogicznie do zderzenia dwdéch czasteczek, podczas ktérego nastepuje
wymiana energii kinetycznej pomiedzy nimi, w modelach tych — zwanych mode-
lami zderzen — zaklada sie, ze w danej chwili dwie losowo wybrane osoby lub
gospodarstwa domowe dokonuja pomiedzy soba wymiany posiadanych zasobéw
finansowych zgodnie z okreS§lonymi regutami [13—21]. Wybierajac odpowiednio re-
guly mozemy méwi¢ o podstawowym modelu zderzenn zaproponowanym przez
Dragulescu i Yakovenko [6, 19, 22], ktéry prowadzi do prawa Boltzmanna—Gibbsa
(patrz rozdziat 1.3). Wyrdznia sie takze modele zderzerh dopuszczajace ujemny do-
chéd (rozumiany jako strata) [19,23-25], modele zderzeni z jednakowa dla wszyst-
kich jednostek skfonnoscia do oszczedzania [6,13-17,20,22,26] a takze modele zde-
rzen ze zréznicowana sklonnoscia jednostek do oszczedzania [6, 18,20—22,27-36].

Druga grupa modeli, rozwijanych réwniez w ramach niniejszej rozprawy dok-
torskiej, traktuje dochdd jednostki badZ gospodarstwa domowego jako zmienna
losowa, do opisu ktérej stosuje sie dynamike stochastyczna wyrazona przez nieli-
niowe réwnanie Langevina i odpowiadajace mu réwnanie Fokkera—Plancka. W za-
leznosci od konkretnych zatozeri dotyczacych dynamiki zmian dochodu, mozemy

otrzymac¢ nastepujace modele: prawo Boltzmanna-Gibbsa (patrz rozdziat 1.3) [2,
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5,6,37], prawo Pareto (rozdziat 1.4) [2,5,6,37], Prawo Efektéw Proporcjonalnych
(rozdziat 1.6) [2,5-10], uogdlniony model Lotka—Volterra (rozdziat 1.7) [2,5,38—41],
badZ model Yakovenko (rozdziat 1.5) [2,37].

Nalezy podkresli¢, ze zaréwno w ramach teorii kinetyczno-czasteczkowej Bolt-
zmanna jaki i dynamiki stochastycznej Langevina, ktére prowadza do okreslonych
rozktadéw dochodéw jednostek badz gospodarstw domowych, ekonofizyka toruje
droge nowym kierunkom badar, komplementarnym do rozwijanych w ramach
nauk ekonomicznych [42, 43].

Oprécz budowy modeli analitycznych opisujacych rozkltady dochodéw, wielu
badaczy zajmowalo sie réwniez weryfikacja tych modeli poprzez poréwnanie ich
przewidywan z danymi empirycznymi dotyczacymi zaréwno dochodéw jednostek,
jak tez dochodéw gospodarstw domowych. Analizy takie przeprowadzono m. in.
dla Stanéw Zjednoczonych [2,30,37,44-55], Wielkiej Brytanii [3,5,29-31,45,52,56,57],
Niemiec [3,52,57], Wioch [3, 57-59], Francji [3], Szwajcarii [3], Japonii [29, 53,56,60—
64], Australii [54, 59, 65,66], Kanady [47], Czech [47], Nowej Zelandii [29, 56], Indii
[67], Sri Lanki [47], Argentyny [56], Peru [3], Korei Poludniowej [68], Rumunii [69]
oraz Polski [49].

Nalezy zaznaczy¢, ze (przynajmniej czeéciowo) tematyka niniejszej pracy doty-
czy takze zagadnier rozwijanych w ramach socjofizyki. Socjofizyka w odréznie-
niu od ekonofizyki nie skupia sie tylko i wylacznie na badaniach ekonomicznej
aktywnosci jednostek, ale wykorzystujac metody fizyki, zajmuje sie szeroko ro-
zumianymi zagadnieniami z dziedziny nauk spolecznych, takimi jak np. analiza
preferencji wyborczych, sieci spotecznych, decyzji podejmowanych w ramach okre-
Slonych grup spolecznych, formowanie koalicji, terroryzm czy dynamika opinii

spotecznych [2,70].

Cele pracy

Niniejsza rozprawa doktorska opiera sie gléwnie na moich pieciu publikacjach
[71—75], z lat 2010-2013, rozszerzajac znaczaco oraz uzupelniajac i poglebiajac ba-

dania zapoczatkowane przeze mnie w pracy magisterskiej [6].



WSTEP: KROTKI PRZEGLAD PROBLEMATYKI

Gl6wnym celem niniejszej pracy jest:

skonstruowanie modelu teoretycznego (nazwanego przeze mnie rozszerzo-
nym modelem Yakovenko, rozdzial 2.2) opisujacego rozklady dochodéw
w calym zakresie, czyli dochody wszystkich klas spolecznych, tj. gospo-
darstw domowych o niskich, srednich i wysokich dochodach, wlaczajac
w to takze obszary przejSciowe pomiedzy tymi klasami. Nalezy podkresli¢,
ze pomimo wspomnianych wczes$niej wielu préb teoretycznego opisu em-
pirycznych rozkladéw dochodéw jednostek badz gospodarstw domowych
jest to, jak dotad, pierwszy model dajacy efektywny, spéjny i kompleksowy
opis dochodéw gospodarstw domowych wszystkich klas spolecznych. Jest
on ukoronowaniem obecnego stanu wiedzy dotyczacej analizy dochodéw

gospodarstw domowych.

Wsréd celé6w szczegbélowych nalezy wymienié:

wyprowadzenie réwnania Fokkera—-Plancka z réwnania Langevina dostoso-
wane do konkretnych warunkéw brzegowych postawionego w niniejszej

pracy problemu;

zaproponowanie procedury laczenia baz danych, dzieki ktérej mozliwe byto
uzyskanie wystarczajacej liczby danych o dochodach nalezacych do wszyst-
kich klas spolecznych Unii Europejskiej, tj. gospodarstw domowych uzy-

skujacych niskie, $rednie i wysokie dochody (rozdzial 4.2);

analize danych empirycznych dotyczacych rocznych dochodéw rozporza-
dzalnych gospodarstw domowych w Polsce polegajaca na weryfikacji przy-
toczonych w pracy modeli: Prawa Efektéw Proporcjonalnych, stabego prawa

Pareto oraz uogélnionego modelu Lotka—Volterra (rozdziat 3.3);

analize danych empirycznych dotyczacych rocznych dochodéw brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej polegajaca na weryfikacji przyto-
czonych w pracy modeli: prawa Boltzmanna-Gibbsa, stabego prawa Pareto
a przede wszystkim weryfikacji skonstruowanego przeze mnie rozszerzo-

nego modelu Yakovenko (rozdzial 4.4 oraz 4.5). Ku mojemu zaskoczeniu,

11
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analiza dochodéw gospodarstw domowych Unii Europejskiej metodami fi-
zyki statystycznej zostala po raz pierwszy przeprowadzona w moich publi-

kacjach [73-75] i niniejszej rozprawie doktorskiej.

Uktad pracy

Niniejsza praca sklada sie z czterech wzajemnie uzupelniajacych sie rozdzialéw:

* w pierwszym rozdziale oméwitem stosowane dotychczas modele teoretyczne,

majace na celu analityczny opis dochodéw spoteczenistw;

w drugim rozdziale zaproponowatem wiasne modele, majace na celu efek-

tywny, spdjny i kompleksowy opis dochodéw spoleczeristw;

w trzecim rozdziale dokonatem opracowania danych empirycznych dotycza-
cych rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Pol-
sce w latach 2004—2010, przede wszystkim poprzez poréwnanie ich z mode-
lami teoretycznymi. Skupitem sie takze na analizie wlasnosci wykorzystywa-

nych modeli;

w czwartym rozdziale szczegétowo przedstawilem moja procedure dotyczaca
Taczenia r6znych baz zawierajacych dane o dochodach. Nastepnie, majac petne
dane o dochodach wszystkich klas spotecznych w Unii Europejskiej, wykona-
fem analogiczne analizy jak w rozdziale 3 dla lat 2005—2010. Dokonatem réw-
niez weryfikacji i obszernego oméwienia wlasnosci skonstruowanego przeze

mnie modelu.

Prace uzupelnitem o niezbedne rozwazania dotyczace rozktadu Pareto (doda-
tek A i B) oraz uogoélnionego modelu Lotka—Volterra (dodatek C). ZamieSci-
fem takze opis metody Weibulla (dodatek D). W dodatkach E i F zawartem
uzupelniajace informacje na temat analizy danych empirycznych dotyczacych
dochodéw gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Z kolei, w dodatku
G przeprowadzilem poszerzona dyskusje na temat procedury laczenia baz

danych. Natomiast, dodatek H zawiera oméwienie wspétczynnika Giniego.



MODELE DYNAMIKI DOCHODOW ZNANE DOTYCHCZAS

., This opens a broad perspective,

if we do not only think of mechanical objects.
Let’s consider to apply this method

to the statistics of living beings,

society, sociology and so forth.”
LUDWIG EDUARD BOLTZMANN

W rozdziale tym omawiam pojecia, twierdzenia oraz modele znane i stosowane
dotychczas do opisu dochodéw gospodarstw domowych. Dopiero w kolejnym roz-

dziale 2 przedstawie modele rozwiniete w ramach niniejszej rozprawy doktorskiej.

1.1 DOCHOD JAKO ZMIENNA LOSOWA

Dochéd gospodarstwa domowego jest zmienna, ktéra w ogdélnosci zalezy od
czasu w sposob niezwykle skomplikowany co powoduje, ze charakterystyka jego
dynamiki nie zostala, jak dotad, przedstawiona w sposéb zadawalajacy. Komplika-
cja ta wynika z faktu, ze obok zaleznosci o charakterze deterministycznym istotna
role w jego dynamice odgrywa czynnik losowy, a zatem na wielko$¢ dochodu ma
istotny wplyw niepewno$¢. Innymi stowy, dochéd mozna traktowa¢ jak zmienna
losowa a do opisu jego dynamiki stosowa¢ dynamike stochastyczna. W rezultacie,
ewolucja dochodéw mozemy zajmowacé sie w ramach teorii proceséw stochastycz-

nych. Nalezy podkresli¢, Ze niedeterministyczna skladowa dochodéw bierze sie
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stad, ze gospodarstwo domowe moze mie¢ inne (niz etatowe, zakontraktowane),
nieprzewidywalne dochody np. nagle pojawiajaca sie praca zlecona, prace doryw-
cze, czy zysk z inwestycji gieldowych. To znaczy, pracownicy etatowi maja okazje
do osiagania dodatkowych, przypadkowych dochodéw.

Stosujac podejscie fizyki statystycznej mozemy, zamiast okresla¢ jak zmienia sie
dochéd poszczegdlnych gospodarstw domowych (np. w danym kraju, badZ grupie
spotecznej), méwi¢ o prawdopodobienstwie tego, ze dane gospodarstwo domowe
uzyska doch6d w zadanym przedziale wartoSci.

Strategia niniejszej pracy polega na tym, aby wychodzac od nieliniowego réw-
nania Langevina opisujacego konkretna dynamike stochastyczng, tzn. dynamike
dochodéw gospodarstw domowych, doj$¢ do réwnania Fokkera-Plancka, a stad
uzyskac jego rownowagowe rozwiazanie pozwalajace opisa¢ roczne dochody go-
spodarstw domowych. Na tej drodze zamierzam osiagna¢ zasadniczy cel pracy
jakim jest zbudowanie modelu opisujacego dochody gospodarstw domowych
nalezacych do wszystkich grup spolecznych, poczynajac od najbiedniejszych na
najbogatszych koficzac.

W niniejszym rozdziale przedstawiam najwazniejsze modele dynamiki docho-

déw, aby na tym tle jasno uwypukli¢ cele i osiagniecia pracy.

1.2 PRZE]éCIE OD ROWNANIA LANGEVINA DO ROWNANIA FOKKERA-PLANCKA

Jak wiadomo, przejscie od réwnania Langevina do réwnania Fokkera-Plancka
przerzuca pomost pomiedzy dynamika stochastyczna a procesami stochastycznymi
— stanowi to strategiczny element niniejszej pracy. Przedstawiam je tutaj aby pod-
kresli¢, ze przejscie to jest na tyle ogdlne, Ze stosuje sie zar6wno do zmiennej loso-
wej posiadajacej konkretna interpretacje (tutaj dochodu gospodarstwa domowego),
jak tez do konkretnej postaci wspétczynnikéw A(m) oraz C(m) pojawiajacych
sie¢ w réwnaniu Langevina. Co wiecej, wyprowadzenie tutaj réwnania Fokkera-
Plancka z r6wnania Langevina wymagalo dostosowania tego wyprowadzenia do
konkretnych warunkéw brzegowych narzuconych przez postawiony w niniejszej

pracy problem.
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1.2 PRZE]éCIE OD ROWNANIA LANGEVINA DO ROWNANIA FOKKERA-PLANCKA

Rozwazmy zalezny od czasu doch6d m(t) gospodarstwa domowego, ktéry w cza-
sie At moze ulec zmianie. Jak zostalo wczeéniej powiedziane, dochéd ten mozna
traktowac jako zmienna losowa. Zatem, ewolucje czasowa tej zmiennej mozemy

opisa¢ przy pomocy dyskretnego nieliniowego réwnania Langevina [76,77]:

m(t+ At) — m(t)
At

gdzie przyjmujemy, ze At jest rzedu jednego dnia (dochéd uzyskiwany w postaci

= —A (m(t)) + C (m(t)) n(t), (1.1)

tzw. dniéwki), natomiast czas t jest rzedu jednego miesiaca. Poniewaz At < t,
wiec mozemy wykona¢ przejScie graniczne At — 0 i zapisa¢ dyskretne réwnanie
Langevina w postaci uciaglonej:

dm(t)
dt

= —A (m(t)) + C(m(t))n(t). (1.2)

W powyzszym réwnaniu A(m(t)) jest (w ogdlnosci) nieliniowym wspélczynni-
kiem dryfu a n(t) jest zaleznym od czasu bialym szumem"; amplituda tego szumu
C(m(t)) moze by¢ takze nieliniowa funkcja m(t). Inaczej méwiac, jest to réwnanie
Langevina z sita oporu lepkiego réwna —A(m(t)) oraz sila stochastyczna réwna

C(m(t))n(t). Przy czym, dla sily stochastycznej spelnione sa nastepujace warunki:
(n(t)) =0, (1.3)

MBn(t")) =s(t—t). (1.4)

Z punktu widzenia ekonomii, czton —A(m(t)) wyraza deterministyczna czes¢
dochodéw uzyskiwanych przez gospodarstwo domowe (np. pensje, renty, emery-
tury), a czton C (m(t))n(t) wyraza niedeterministyczna, nieprzewidywalna czes¢
dochodéw pochodzacych z pracy dorywczej, badz stanowiacych np. zyski z inwe-
stycji gietdowych.

Pojawiajacy sie w réwnaniu (1.2) minus przed wspodlczynnikiem A(m(t)) wy-
maga dodatkowego komentarza. Minus ten sprawia, Ze rownowazne mu réwna-
nie Fokkera-Plancka posiada rozwiazania réwnowagowe. Oczywiscie, gdyby po-
mina¢ w tym réwnaniu sktadnik stochastyczny C (m(t))n(t) to wéwczas, mieliby-

$my do czynienia z sytuacja nieustannego malenia dochodéw nominalnych (ktére

Mozliwe jest rowniez uogélnienie przedstawionego podejscia polegajace na tym, ze n(t) jest opisywane dowol-

nym rozkltadem stabilnym [78,79].
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to dochody beda analizowane w rozdziale 3 oraz 4). Bylaby to sytuacja niere-
alna. Zatem, ten skladnik musi by¢ uwzgledniony. Réwnanie (1.2) nalezy zawsze
rozpatrywa¢ w kontek$cie wystepowania dwoch skladnikéw: deterministycznego
—A (m(t)) i stochastycznego C (m(t))n(t). Pozwala to skonstruowa¢ rozwiazanie
réwnowagowe.

Analizujac dochody gospodarstw domowych przy uzyciu réwnania (1.2) bedziemy
poszukiwac rozwiazan dlugookresowych (réwnowagowych), przy czym dla przyje-
tych skal czasowych zakladamy, ze dynamika zmian dochodu osiaga stacjonarnos¢
w okresie jednego roku. Zatem minus przed A(m(t)) moze wynika¢ z faktu, ze no-
minalne dochody maleja. Malenie nominalnych dochodéw (w przedziale jednego
roku) jest mozliwe w czasach kryzysu z niska inflacja. Wéwczas mamy do czynie-
nia z sytuacja cie¢ zaréwno w sektorze panstwowym (np. obnizenie statych zasit-
kéw z pomocy spolecznej) jak i w sektorze prywatnym (np. ciecia pensji). Zatozenia
te wydaja sie sensowne w obecnej sytuacji gospodarczej Polski i Unii Europejskie;.

Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze dochody gospodarstw domowych nie moga
rosna¢ do nieskoriczonoéci (gdyby tak byto to nie moglibySmy w ogoéle poszukiwaé
stacjonarnoéci). Zatem ,minus” wyraza fakt, ze dochody gospodarstw domowych
nie rosna w nieskoriczonosé.

Ponizej zostanie przedstawiona metoda przejscia od réwnania Langevina (1.2)
do réwnania Fokkera—Plancka, ktéra zostata zainspirowana ksiazka? [77]. Jednakze,
podejscie zaproponowane w niniejszej pracy rézni sie istotnie od dotychczasowych

przyjetymi warunkami brzegowymi, o czym jest mowa ponizej.

Przejscie od réwnania Langevina do réwnania Fokkera—Plancka

Wyprowadzenie réwnania Fokkera—Plancka z réwnania Langevina sklada sie

z kilku etapéw. W pierwszym etapie odcatkowujemy réwnanie dynamiki stocha-

Jest to nadzwyczaj wazne wyprowadzenie, ktérego brak w ksiazce [76] uwazanej za kultowa dla tej tematyki.
Niniejsze wyprowadzenie dotyczy sytuacji nieco ogélniejszych od tych przedstawianych dotychczas w litera-

turze przedmiotu ( [77] oraz referencje tamze).
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stycznej Langevina rzadzone przez bialy szum 1, tak aby uzyska¢ réwnanie dyna-

miki stochastycznej rzadzone przez szum Wienera (gaussowski). Mianowicie3:
dm =—-A(m)dt+ C(m)dw, (1.5)

gdzie dW = ﬁertn(t’ )dt’ jest procesem Wieniera, co oznacza, ze typowe wartosci
(AW)? sa rzedu dt. Innymi stowy, dW jest odlosowywane z rozktadu Gaussa o wa-
riangji proporcjonalnej do dt. Dodajmy, ze w powyzszym réwnaniu przyjeliSmy
A(m) i C(m) z poczatku przedziatu czasu [t, t + dt[. Tym samym, wyprowadzenie
zostanie przedstawione w reprezentacji It6 [76,77].

W nastepnym etapie korzystamy z lematu Itd, ktéry sprowadza sie do nastepuja-

cego rozwiniecia dowolnej, r6zniczkowalnej co najmniej dwukrotnie funkgji h(m):

dh d?h C? dh
dh = ——A(m)dt + —ﬂdt + —C(m)dw. (1.6)
dm dm?z 2 dm

Przy wyprowadzeniu lematu It6 wykorzystaliSmy bezposrednio réwnanie dyna-
miki stochastycznej (1.5)%.

W kolejnym etapie Sredniujemy réwnanie (1.6) wzgledem procesu Wienera dW

uzyskujac:

d (h) dh d’h

— = (——A ——B =

dt < dm (m)>+<dm2 (m)>
Mmax [ dh d’h
= Jmo {—aA(m) + wB(m)} P(m,t)dm, (1.7)

gdzie, w zwiazku z tym, wyraz zawierajacy dW wyzerowat sie; ponadto, wyko-
rzystaliSmy réwnosé (dh) = d (h) oraz przyjeliSmy, ze B(m) = @ W literatu-
rze przedmiotu (dotyczacej rownan stochastycznych) przyjmuje sie, ze my = —oo,

a Mmax = 00; tutaj tak nie jest, gdyz nie rozwazamy strat, ani nieskoficzonych
wartoéci dochodu. Zatem, nalezy przyja¢, ze minimalna warto$¢ dochodu my = 0,
a jego maksymalna warto$¢ my < Mmaex < 00, innymi stowy, catkujemy po ograni-

czonym nosniku.

3 W dalszych rozwazaniach, w celu uproszczenia zapisu przyjmujemy m(t) = m.

2

4 W przeprowadzonym rachunku wykorzystalismy typowa wartos¢ (dW)2, a mianowicie (dW)? = dt, oraz

nastepujaca postaé rézniczki zupelnej: dh = %dm + % g;% (dm)?.
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Catkujac przez czesci prawa strone powyzszego réwnania i zakladajac znikanie
funkcji h(m) oraz jej pochodnej dla brzegowych wartosci dochodéw uzyskiwanych
przez gospodarstwa domowe, otrzymujemy:

Mmax 2
% _ Jmo h(m) {%[A(m)l’(mzt)] + aa—mzﬂs(mw(m,tn} dm.  (1.8)

Z drugiej strony, pochodna po czasie wartosci Sredniej wynosi:

% _ % Jm: R(m)P(m, t)dm = Ll: h(m)%P(m,t)dm- (1.9)

Poréwnujac lewe strony réwnan (1.8) i (1.9) oraz pamietajac, ze sa one sobie
réwne dla dowolnej funkcji h(m), otrzymujemy ostatecznie poszukiwane réwna-

nie>:
oP(m,t) 9 02

m = om [A(m)P(m,t)] + m

[B(m)P(m,t)]. (1.10)

Jest to réwnanie Fokkera-Plancka (czasem zwane ogélnym réwnaniem dyfuzji).
W ogoélnosci zbiér mozliwych warto$ci m powinien by¢ ciagly, a wspétczynniki
A(m) oraz B(m) moga by¢ dowolnymi rézniczkowalnymi funkcjami rzeczywistymi,
przy czym powinno zachodzi¢ B(m) > 0, tak aby rozwiazanie réwnania (1.10) byto
poprawnie zdefiniowanym rozkladem prawdopodobienistwa [76]. Nalezy podkre-
sli¢, ze powyzsze wyprowadzenie zostalo dostosowane do warunkéw narzuconych
przez postawiony w niniejszej pracy problem — ma specyficzny charakter. Dlatego

wlasnie zostato przedstawione w catosci.

Przejscie od procesu stochastycznego Markowa do réwnania Fokkera—Plancka

Réwnanie (1.2) — w rozumieniu fizyki statystycznej — wyraza bladzenie przy-
padkowe (losowe) w osrodku lepkim, ktére na poziomie procesu stochastycznego
mozna opisaé przy pomocy réwnania taficuchowego Bachelier’a—-Chapmana-Kot-
mogorowa. Porzucamy tutaj na chwile opis na poziomie dynamiki stochastycznej
na rzecz opisu na poziomie procesu stochastycznego Markowa [76,80-82]. Chodzi

nam o jasne pokazanie, ze rozwazany proces jest pozbawiony pamieci.

5 Wspomniane powyzej warunki brzegowe natozone na funkcje h(m) nie zmniejszaja ogélnosci réwnania (1.10).



1.2 PRZE]éCIE oD RéWNANIA LANGEVINA DO R()WNANIA FOKKERA—-PLANCKA
Zatem:

P(m, t+Atimg, to) = Y W(m,t+Atm—Am,t)P(m—Am, timo, to) =

Am

= Z W(m,t+ Atlm — Am, t)P(m — Am, tjmy, to) +
Am#0

+ W(m,t+ Atjm, t)P(m, timy, tp), (1.11)

gdzie wielko$¢ P(m, timy,tp) oznacza prawdopodobieristwo warunkowe (lub ge-
sto$¢ prawdopodobienistwa warunkowego w przypadku ciaglych zmiennych loso-
wych) uzyskania przez gospodarstwo domowe dochodu m w chwili t pod warun-
kiem, ze w chwili poczatkowej to dochdd ten wynosit my. Wielkosé P(m, timy, to)
jest poszukiwana, kluczowa wielkoscia procesu stochastycznego.

W réwnaniu (1.11) wystepuje prawdopodobieristwo przejscia W(m,t + Atjm —
Am,t), ktére dla Am # 0 oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe uzyskania
przez gospodarstwo domowe dochodu m w chwili t + At pod warunkiem, ze
w chwili t uzyskato ono dochéd m — Am (gdzie Am moze by¢ tutaj zaréwno dodat-
nie jak i ujemne, a takze moze znikac). Z kolei, gdy Am = 0 prawdopodobienistwo
W(m, t + Atlm, t) (tzw. prawdopodobiefistwo przetrwania) wyznacza prawdopodo-
biefistwo tego, iz dochéd gospodarstwa domowego nie ulegnie zmianie od chwili
t do chwili t + At. Prawdopodobiefistwa {W} jednoznacznie definiuja proces sto-

chastyczny Markowa. Spelniaja one warunek normalizacyjny postaci:

Z W(m—Am,t+ Atjm,t) + W(m, t+ Atjm,t) = 1. (1.12)
Am=#£0
Z powyzszego réwnania wyznaczamy prawdopodobiefistwo przetrwania W(m, t +
Atlm, t):

W(m,t+Atm,t) =1— Z W(m—Am,t+ Atjm, t) (1.13)
Am#£0

i wstawiamy go do wyrazenia (1.11):

P(m, t+Atmg, to) = Y W(m,t+Atim—Am, t)P(m—Am,t) +
Am=#£0
+ (1= > W(m—Am,t+Atim,))P(m, tlmy, to).
Am#£0

(1.14)
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Wykonujac proste przeksztalcenia algebraiczne i dzielac stronami przez At otrzy-

mujemy:
P(m,t + Atlmyo, to) — P(m, timo, to)
At B
W(m,t+ Atjm — Am,t
= Z (m, t+ Atim — Am )P(m—Am,tlmo,to)+
At
Am=#£0
W(m—Am,t+ Atjm, t
- > At )P(m,ﬂmo,to)- (1.15)
Am#£0

Korzystajac z jednorodnosci czasu dla prawdopodobiefistw warunkowych przyj-
mujemy, ze prawdopodobiefistwo przejScia W nie zalezy od wartosci obu chwil
czasu t + At oraz t, a jedynie od ich réznicy At. Zatem, zakladamy ze opisywany
proces stochastyczny jest stacjonarnym procesem Markowa. Prawdopodobieristwa
przejécia {W} mozemy wéwczas przedstawi¢ w zaleznosci od wielkosci skoku Am

oraz punktéw startowych (tutaj, odpowiednio, m — Am oraz m):
W(m,t+ Atlm — Am, t) = W(Am, Atlm — Am), (1.16)
W(m—Am,t+ Atjm,t) = W(—Am, Atjm). (1.17)
Prawdopodobieristwo W(Am, Atjm — Am) oznacza prawdopodobiefistwo zmiany
dochodu gospodarstwa domowego o Am w przedziale czasu At pod warunkiem,
ze wczesniej dochdd ten wynosit m — Am. Analogicznie interpretujemy prawdo-
podobienistwo W(—Am, Atjm). Uwzgledniajac (1.16) i (1.17), rownanie (1.15) przyj-

muje postac:
P(m/t + At|Tn'01 tO) _ P(m/t|m01 tO) .

At
W(AmM, Atm —A
= Z (Am, Atjm m)P(m—Am,tlmO,to)+
At
Am;éO
A At
— Z m, |m)P(m,t|mo,to). (1.18)
Am+#0

Wykonujac obustronnie przejscie graniczne At — 0, otrzymujemy rézniczkowo-
réznicowe rownanie Mistrza opisujace ewolucje poszukiwanego prawdopodobieni-

stwa P(m, tjmy, to):

P
9 (m,;ltmo,to) = Z NAmm—Am)P(m— Am, timg, to) +
Am#£0
— Y T(=Amm)P(m, timo, to), (1.19)

Am#0
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gdzie elementy przejécia:

def. .. W(m,t+At|, m—Am,t) . W(Am, Atjm — Am)
MNAm/m—Am) = lim = lim ,
At—0 At At—0 At
(1.20)
F(—Am/m) def. 1. W(m—Am,t+ Atjm, t) _ im W(—Am, Atlm)’ (1.21)

At—0 At At—0 At
oznaczaja tutaj prawdopodobiefistwa przejScia na jednostke czasu At zwane funk-

cjami intensywnosci lub po prostu szybkosciami procesu stochastycznego. Zostaly
one uzyskane przy naturalnym zalozeniu ich liniowej zaleznosci od At dla matych
At. Aby mozna bylo rozwiazaé réwnanie (1.19), intensywnosci procesu musza by¢
zadane [6,76,82], gdyz to one wlaénie ,rzadza” procesem stochastycznym.

Jesli dopuscimy mozliwosé ciagltych zmian wielkosci dochodu gospodarstw do-

mowych, to wéwczas réwnanie Mistrza mozemy zapisa¢ w postaci:
oP(m,t)

ot
gdzie P(m, tlmp,tgp) = P(m,t) a w celu uproszczenia notacji przyjeto, ze s = Am.

= J I'(sjm—s)P(m—s,t)ds — J ['(—s|/m)P(m, t)ds, (1.22)

Poniewaz P(m, t) nie zalezy od s otrzymujemy:
0P(m, t)

ot
W o0golnosci, prawdopodobienistwo duzej zmiany dochodu danego gospodarstwa

= J I'(sjm—s)P(m—s,t)ds — P(m,t) J I'(—s|m)ds. (1.23)

domowego na jednostke czasu jest stosunkowo niskie, stad zakladamy ze:
I(sfim—s)~0 dla [s| > sprog, (1.24)

gdzie sproq (> 0) jest zadana wielkosScia progowa. Zatem, przyjmujemy ze w skali
miesiecznej nie nastepuja spektakularne wzrosty, ani spadki dochodéw gospodarstw
domowych.

Dalej interesuje nas rozwiazanie P(m, t), ktére zmienia sie powoli ze zmiana m,

stad przyjmujemy ze:
Msim—s+4+dm)~T(sfim—s) dla [dm| < min(m,sprog). (1.25)

Po uwzglednieniu zalozen (1.24) i (1.25), element I'(sjm — s)P(m —s, t) stojacy w row-
naniu (1.23) mozemy rozwina¢ w szereg Taylora w punkcie m pozostawiajac wy-
razy do drugiego rzedu wlacznie. Otrzymujemy wéwczas:

OP(m,t)

ot = P(m,t)Jl“(slm)ds—J's%1 M(s/m)P(m,t)] ds +

+1Jsza—2[r(s| )P(m, )] ds — P( t)JF(—sI )ds. (1.26)
> 2 m)P(m, m, m)ds. .
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OczywiScie, mozna uwzglednia¢ wszystkie wyrazy rozwiniecia w szereg Taylora,
ale wéwczas otrzymalibySmy rozwiniecie Kramersa—Moyala, ktére formalnie jest
rownowazne réwnaniu Mistrza (1.22). Zatem, postugiwanie sie nim nie jest prost-
sze a co za tym idzie, utrudnione jest uzyskanie rozwiazania réwnowagowego w za-
mknietej postaci, jaka uzyskuje sie z rownania Fokkera—Plancka — a to jest przeciez

celem niniejszego wywodu.

Przyjmujac oznaczenia®:

A(m) = —J' s'(s|m)ds (1.27)
oraz:

1 (0.¢]

B(m) = ZJ s2T'(s|lm)ds, (1.28)
réwnanie (1.26) mozemy zapisa¢ w dobrze znanej postaci réwnania Fokkera—Plan-
cka: ,

oP(m,t) 0 0
5t = 3 AMIP(M, Y]+ = [B(m)P(m, t)]. (1.29)

W dalszych rozwazaniach poszukujemy réwnowagowego rozwiazania réwnania

Fokkera—Plancka.

Rozwigzanie réwnowagowe réwnania Fokkera—Plancka

Réwnanie Fokkera—Plancka mozna przepisa¢ w formie réwnania ciaglosci dla

gestosci prawdopodobieristwa:

oP(m,t)  9J(m,t)

ot om ' (1.30)
gdzie J(m,t) = —A(m)P(m,t) — % [B(m)P(m,t)] oznacza strumienr gestosci praw-
dopodobieristwa postaci:

Jim,t) =Jv(m,t) +Jp(m,t). (1.31)

Sktadnik Jy(m,t) = —A(m)P(m,t) wyraza konwekcyjny prad prawdopodobien-

(ol

stwa, natomiast wyrazenie Jp(m,t) = —5

[B(m)P(m,t)] jest dyfuzyjnym pradem

gestosci prawdopodobienistwa.

6 W rzeczywistosci wystarczyloby catkowanie pomiedzy skoriczonymi granicami zmiany dochodu.
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Poniewaz w naszych rozwazaniach poszukujemy rozwiazan réwnowagowych

(réwnowaga dynamiczna) przyjmujemy, ze:
J(m,t) =0, dlakazdego m. (1.32)

Warunek ten oznacza, ze interesuja nas rozwiazania réwnowagowe odpowiadajace
sytuacji, w ktorej wszystkie gospodarstwa domowe maja ustalone wielkosci docho-

dow i nie nastepuje juz ich zmiana w czasie. Zatem otrzymujemy:

A(m)P(m) = =% [B(m)P(m]], (1.33)

czyli

Alm) 0

Bm) — om In [B(m)P(m)]. (1.34)
Ostatecznie, poszukiwane rozwiazanie rownowagowe w reprezentacji It6 przybiera
postac [6,76]:

const ™ AMMmM)
P(m) = ex —J ———dm’|, 1.

gdzie m, jest minimalna warto$cia dochodu uzyskiwana przez gospodarstwa do-
mowe.

Otrzymane rozwiazanie wymaga komentarza. Po pierwsze, przeprowadzone ro-
zumowanie jest pewnym uproszczeniem, ktére daje jednak poprawne wyniki. Gdy-
bysmy chcieli uzyska¢ réwnanie Fokkera—Plancka w postaci Scistej a nie jako pewne
przyblizenie, nalezaloby funkcje intensywnosci procesu stochastycznego I'(-) uczy-
ni¢ zaleznymi od pewnego malego parametru e tak aby przy e — 0 spetnione byly
zalozenia (1.24) oraz (1.25) [76]. Jednak w naszym podej$ciu nie dysponujemy tego
typu parametrem.

Po drugie, w naszych rozwazaniach przyjeliémy, Ze skala czasowa jest rzedu jed-
nego miesigca, a nas interesuje zmienno$¢ roczna. Tak wiec otrzymane rozwiazanie
réwnowagowe rozumiemy jako rozwiazanie dlugookresowe w skali czasowej jed-
nego roku.

Po trzecie, w powyzszym wyprowadzeniu, pomineliémy kwestie dylematu
It6-Stratonowicza. Poniewaz oba podejscia prowadza do niemal identycznego roz-

wiazania réwnowagowego’, to w naszym wypadku wybieramy prostsza regute in-

7 Chodzi tutaj o to, ze w obu przypadkach czynniki wykladnicze sa identyczne, a r6znia sie jedynie czynniki

przedwykladnicze.
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terpretacyjna It6. Zatem, do wspoétczynnika C(m) podstawiamy wartos¢ dochodu

m przed skokiem. Réwnanie (1.1) interpretujemy woéwczas nastepujaco:
t+At

m(t+ At) —m(t) = —A (m(t)) At + C (m(t)) L n(t"Hdt’. (1.36)

Réwnanie (1.35) postuzy nam do wyznaczenia gestosci prawdopodobieristw

opisujacych dochody kazdej z klas spolecznych, tj. gospodarstw domowych o ni-

skich, srednich i wysokich dochodach a co najwazniejsze do wyznaczenia ujed-

noliconej formuly gestosci prawdopodobieristwa opisujacej dochody wszystkich

trzech klas spolecznych. Jest to zasadniczy cel teoretyczny niniejszej rozprawy

doktorskiej. Jego realizacja (tutaj metodami fizyki statystycznej) stanowi orygi-

nalny wklad do obecnego stanu wiedzy dotyczacej analizy dochodéw gospo-

darstw domowych.

1.3 PRAWO BOLTZMANNA-GIBBSA

W przypadku gospodarstw domowych o niskich dochodach mozemy zatozyg¢,
ze zmiany ich dochodu Am nie zaleza od dochodu m uzyskiwanego dotychczas.
Zaltozenie to opiera sie na obserwagji, ze gtéwnym Zrédtem ich dochodéw sa za-
robki otrzymywane w postaci comiesiecznych pensji. Zatem, mamy do czynienia
z addytywnym procesem stochastycznym, dla ktérego wspoétczynniki A(m) i B(m)
sa stale [2,37,74,75]:

A(m) = Ao, B(m]) = Bo. (1.37)

Wstawiajac je do réwnania (1.35) otrzymujemy gesto§¢ prawdopodobieristwa po-

staci®:
const ™Ay, , const Ao Ao
P = — _ = _— = C _ ,
(m) B exp ( Jo B, dm ) B exp ( Bom 0 exp Bom
(1.38)
gdzie wspoétczynnik Cy = “’B—’?)St jest stala normalizacyjna wyznaczona z warunku:
o0
J P(m)dm = 1. (1.39)
0

Jako dolna granice catkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz w praktyce dla danych empirycz-

nych my, jest bardzo mate, rzedu 1 euro lub 1 ztotéwki.
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Wartos¢ tego wspodtczynnika zostanie wyznaczona w dalszej czesci.
Uzyskany wynik (1.38) jest identyczny z prawem Boltzmanna-Gibbsa wywodza-

cym sie z podstawowego modelu zderzen [2,6,19].

Podstawowy model zderzer

Podstawowy model zderzenrr opiera si¢ na analogii do zderzenn dwoch czastek,
podczas ktérego nastepuje zmiana energii kinetycznej kazdej z nich. Istota tego mo-
delu polega na tym, ze w danej chwili dwa losowo wybrane gospodarstwa domowe
dokonuja pomiedzy soba wymiany posiadanych zasobéw finansowych? zgodnie
z okre$lonymi regutami, nie biorac pod uwage wymiany dobr i ustug. Przyjmu-
jac, ze proces wymiany jest niezalezny od transakcji we wczeéniejszych chwilach,

dynamike uktadu mozna opisa¢ procesem Markowa:

mi(t+1) eyj(t) €y;(t) my(t)
- , (1.40)
m(t+1) T—ej(t) T—e(t) m;(t)
gdzie m;(t) oznacza doch6d gospodarstwa domowego i w chwili t, a 0 < ej5(t) <
1 jest tutaj czynnikiem losowym, zmieniajacym sie wraz z uplywem czasu, np.
kolejna wymiana zasobéw finansowych pomiedzy gospodarstwem 1 oraz j [6, 19,
22].

Dokladniej rzec biorac, podstawowy model zderzen odnosi sie do zamknietego
systemu ekonomicznego, w ktérym catkowita ilo$¢ pieniedzy M oraz liczba gospo-
darstw domowych N jest stata w czasie. Odpowiada to sytuacji, w ktérej nie istnieje
produkcja, a wszelka aktywno$é ekonomiczna ograniczona jest do wymiany zaso-
béw finansowych opisywanej nastepujacymi regutami:

— para gospodarstw domowych i oraz j wymienia posiadane przez siebie pienia-

dze w taki sposob, ze taczna ich ilo§¢ pozostaje lokalnie zachowana, a wiec:

mi(t+1) = my(t)+Am,

mi(t+1) = mj(t)—Am, (1.41)

9 Zasoby finansowe posiadane przez gospodarstwo domowe oraz jego dochdd sa oczywiscie réznymi pojeciami,
jednak nie popelnimy btedu, jesli przyjmiemy, Ze sa one opisywane tym samym ksztaltem gestosci prawdopo-

dobienistwa, gdyz ich dynamika stochastyczna rzadzi sie analogicznymi regutami [2,37].
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stad jest spelniona lokalna zasada zachowania dochodéw:
mi(t) +my(t) = mit+T1)+my(t+1), (1.42)

gdzie zgodnie z (1.40) ilo§¢ wymienionych pieniedzy Am = (ej(t) — 1)my(t) +
eyj(t)my(t);
— w wyniku zaistnialej wymiany zadne z gospodarstw domowych w chwili t + 1

nie moze ponosic strat, co implikuje:
mi(t) > 0. (1.43)

Niech P(m) oznacza gesto$¢ prawdopodobieristwa dochodéw zdefiniowana w ten
sposOb, ze NP(m)dm jest liczba gospodarstw domowych, ktére osiagaja dochéd po-
miedzy m, a m + dm. Posta¢ rozwiazania stacjonarnego w przypadku uktadu opi-
sywanego rownaniami (1.40-1.43) bedzie odpowiadata stanowi réwnowagi termo-
dynamicznej, w ktérym dochéd m; pojedynczego gospodarstwa domowego moze
nawet silnie fluktuowa¢, jednak rozkiad P(m) odnoszacy sie do catego ukladu -
spoleczefistwa, nie ulega zmianie w czasie [6,19].

Analityczna posta¢ P(m) mozna uzyskac¢ stosujac do naszego ukladu podejscie
tizyki statystycznej. Po pierwsze nalezy zauwazy¢, ze zamiast o energii E; czastki
i, méwimy o dochodzie m; i-tego gospodarstwa domowego. Catkowita energia
uktadu E bedzie w tym wypadku reprezentowana przez catkowity dochéd M
wszystkich gospodarstw domowych. Poniewaz ukiad nasz jest izolowany (co wy-
nika z zalozenia, ze M = const) a liczba rozwazanych gospodarstw domowych N
jest stala w czasie, mozemy zastosowac do jego opisu zesp6t kanoniczny.

W tym celu nalezy podzieli¢ rozwazany uklad na dwa poduktady, w ktérych cal-
kowite dochody wynosza odpowiednio my i m; a liczba gospodarstw domowych
w podukiadzie pierwszym N; <« N;. W dalszym ciagu interesuje nas tylko gestos¢
prawdopodobieristwa dochodéw w podukiadzie pierwszym. Drugi poduklad trak-
tujemy jak termostat (,,zbiornik cieplny”) zapewniajacy stala ,temperature”*® T
w pierwszym podukladzie. Zatem, przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do
tego, ktore stosuje sie w przypadku ukladéw termodynamicznych o ustalonej ob-

jetosci, liczbie czastek i temperaturze, pozostajacych w kontakcie z termostatem

10 Interpretacja wprowadzonej tutaj w sposob arbitralny temperatury zostanie podana w dalszej czesci rozwazarn.
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mozemy stwierdzi¢, ze pierwszy poduklad jest zespolem kanonicznym, w ktérym
gestos¢ prawdopodobienistwa dochodéw gospodarstw domowych przyjmuje po-

sta¢'* [83]:

m
P(m) = Coexp <_T> . (1.44)
Stala Cp wyznaczamy z warunku normalizacyjnego (1.39):
J P(m)dm = COJ exp (_n_1> dm =1, (1.45)
0 0 T
czyli:
Co= ! (1.46)
0=7 -4
Natomiast z warunku:
o M
(m) :J mP(m)dm = N’ (1.47)
0
otrzymujemy, ze:
1 [ m M
T Jo mexp (_T) dm = N’ (1.48)
a stad:
T=3 (1.49)

Dzieki wyrazeniu (1.49) temperature mozemy interpretowac jako $redni dochéd
pojedynczego gospodarstwa domowego. Zatem, gestoé¢ rozkladu dochodéw przyj-
muje postaé [6,19]:
P(m) = %exp <—T%L> . (1.50)
Poréwnujac powyzszy wynik z formula (1.38), mozemy traktowaé powyzszy wy-
nik jako ostateczna postac¢ gestosci prawdopodobieristwa wyrazajacego prawo Boltz-
manna-Gibbsa, gdzie T = E—g [2,37,73-75].
Dopetnienie dystrybuanty IT(m), czyli utamek gospodarstw domowych uzysku-

jacych dochéd wiekszy badz réwny m, wyznaczamy ze wzoru:

Mm) = JOOP(m’)dm’. (1.51)

Mm) = J: %exp (—%) dm’ = exp (—?) . (1.52)

11 Dla uproszczenia przyjeto, ze stala Boltzmanna k = 1.
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W przypadku empirycznych dopenient dystrybuant dotyczacych rocznych docho-
déw gospodarstw domowych w Unii Europejskiej, rozklad ten dobrze opisuje ni-
skie dochody gospodarstw domowych (patrz rozdziat 4.4, rysunki 4.4 — 4.6).

Zakonczenie dyskusji o podstawowym modelu zderzert wymaga komentarza na
temat zatozeni tego modelu, ktére stanowia pewna idealizacje. Zalozenie, Ze mamy
do czynienia z zamknietym systemem ekonomicznym wynika z faktu, iz celem
tego modelu jest (poprzez analogie do fizyki statystycznej) zaproponowanie naj-
prostszego modelu ekonomicznego odtwarzajacego obserwowane empiryczne do-
pelnienia dystrybuant. Z kolei, zalozenie o stalosci catkowitej iloSci pieniadza bie-
rze sie stad, ze gospodarstwa domowe same z siebie nie moga zwiekszaé ilosci
pieniadza w gospodarce (moga tylko produkowac¢ dobra). Jedynie bank centralny
ma monopol na zmiane bazy monetarnej [84].

W przeciwieristwie do zwyklych podmiotéw gospodarczych, bank centralny lub
rzad moze wprowadzi¢ pieniadze do gospodarki, a tym samym dokona¢ zmiany
calkowitej ilosci pieniedzy w gospodarce. Proces ten jest analogiczny do naptywu
energii do uktadu ze Zrédet zewnetrznych, np. Ziemia otrzymuje energie od Storica.
Opis takich zjawisk, fizycy zaczynaja od rozwazania ukladu zamknietego, beda-
cego w réwnowadze termicznej, a nastepnie uogolniaja do uktadu otwartego, do-
puszczajac mozliwos¢ doplywu energii ze Zrédel zewnetrznych. Dopdki tempo
naplywu pieniedzy z banku centralnego jest wolne w poréwnaniu z procesami
relaksacji w gospodarce i nie powoduje hiperinflacji, uktad znajduje sie w kwa-
sistacjonarnej rownowadze statystycznej z wolno zmieniajacymi sie parametrami.
Sytuacja ta jest analogiczna do powolnego ogrzewania czajnika, przy czym tempe-
ratura czajnika jest dobrze zdefiniowana w dowolnym momencie czasu, ale roénie
powoli. Pieniadz moze réwniez naplywa¢ do gospodarki poprzez miedzynarodowe
transfery finansowe. Proces ten opiera si¢ na skomplikowanych zaleznosciach do-
tyczacych wspdtistnienia na Swiecie wielu walut [85]. W modelach zderzen stosuje
sie idealizacje gospodarki zamknietej ograniczonej do jednego kraju z jedna wa-
luta. Taka idealizacja jest powszechnie przyjmowana w literaturze ekonomicznej
(np. w ksiazce [86] tylko ostatni — 23 rozdzial zajmuje sie problemami otwartej

gospodarki).
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Lokalne zatozenie o stalej iloéci pieniadza w gospodarce wyrazone przez réwna-
nie (1.41) jest kluczowym elementem dla skutecznego funkcjonowania przeptywu
pieniadza w gospodarce. Jesliby pozwoli¢ gospodarstwom domowym na , produk-
cje” pieniedzy, to moglyby one drukowa¢ pieniadze i kupowa¢ towary za nic, co
prowadzitoby do katastrofy inflacyjnej.

Nalezy zauwazy¢, ze makroekonomiczne kwestie polityki pienieznej, takie jak
podaz i popyt pieniadza [86] sa pomijane w rozwazaniach dotyczacych podstawo-
wego modelu zderzen. Gléwnym celem tego modelu jest zaproponowanie mecha-
nizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie okreSlonego (w tym przypadku wy-
ktadniczego) rozktadu prawdopodobieristwa dochodéw gospodarstw domowych.
Aby to osiagna¢ wprowadza sie makroekonomiczne uproszczenia (opisane powy-
zej) prowadzace do zapewnienia stabilnoéci calego uktadu i istnienia réwnowagi
statystycznej w modelu. Pojecie ,rownowagi” jest bardzo czesta idealizacja w litera-
turze ekonomicznej. W modelach zderzer nastepuje rozszerzenie tej koncepcji do
rownowagi statystycznej, ktéra charakteryzuje sie stacjonarna gestoscia rozkltadu
prawdopodobieristwa dochodéw gospodarstw domowych, w przeciwienstwie do
rownowagi mechanicznej, w ktérej ,sity” popytu i podazy pieniadza réwnowaza
sie [2].

Przyjecie powyzszych zatozen byloby btedne w przypadku gospodarstw domo-
wych o $rednich i wysokich dochodach gtéwnie dlatego, ze inna jest dynamika uzy-
skiwania przez nie dochodu. Gospodarstwa te moga, np. , kreowa¢” pieniadz ma-
jac dostep do miedzynarodowych transferéw finansowych (jako wilasciciele firm).
Trudno tez w tym przypadku moéwi¢ o stalej liczbie gospodarstw domowych, gdyz
poszczegoblnie gospodarstwa domowe o wysokich dochodach czesto zmieniaja swoje
miejsce zamieszkania. Zatem zalozenia podstawowego modelu zderzeni bytby w tym
przypadku zbyt grube.

Majac na uwadze fakt innej dynamiki zmian dochodu gospodarstw domowych
o wysokich dochodach zaproponowatem w pracy model btadzenia losowego, maja-
cego na celu wyjasnienie mechanizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie stabego

prawa Pareto w przypadku tych gospodarstw (patrz rozdziat 2.1).
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1.4 PRAWA PARETO

W przypadku gospodarstw domowych o $rednich i duzych dochodach mozemy
zatozy¢, ze zmiana dochodu Am jest proporcjonalna do dochodu uzyskiwanego
przez nie dotychczas, co dotyczy zaréwno tej czeSci dochodu, ktéra ma charakter
systematyczny jak i tej o charakterze losowym (jest to tzw. prawo Efektéw Propor-
cjonalnych Gibrata [5-10]). W takim przypadku Zrédltem systematycznych docho-
doéw gospodarstw domowych sa w gtéwnej mierze zyski kapitalowe (np. lokaty, ob-
ligacje). Natomiast Zrédtem dochodéw losowych sa np. zwroty z réznego rodzaju
inwestydji i okazjonalne premie. Zatem, mamy tutaj do czynienia z multiplikatyw-

nym procesem stochastycznym scharakteryzowanym przez wspoétczynniki A(m)

oraz B(m) postaci [2,37,74, 75]:

2

A(m) =am, B(m)=>bm". (1.53)

Korzystajac z réwnania (1.35), otrzymujemy gesto$¢ rozkladu prawdopodobieri-

stwa®?:

m /
P(m) = const exp (_J am dm') _ const exp (Elnm> _

bm? my D2 bm? b m

_const ymo\@/b  Co G

T bm2 <E> T ma/bt2 T ookl (1.54)
gdzie wspolczynnik Co = Stmg ’® oraz wykladnik Pareto o = ¢ + 1. Korzystajac

z warunku normalizacyjnego postaci:

J P(m)dm =1, (1.55)
mo
otrzymujemy, ze:
© 1
Co Jmo o dm = 1, (1.56)
skad:
Co = omy™. (1.57)

12 Tutaj za dolna granice catkowania przyjmujemy parametr mg, ktérego interpretacja zostanie podana w dalszej

czesci pracy.
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Zatem, ostatecznie:

P(m) = — (%

o+1 dl < g
= o ) am = my, (1.58)

co stanowi poszukiwana zaleznos¢ potegowa.
Silne prawo Pareto
Formute (1.58) mozemy zapisa¢ w ogoélniejszej postaci:

& (M) 4l m>m
P(m): m()(m) = 0/

0 dla m < my.

(1.59)

OtrzymaliSmy w ten sposéb gestos¢ prawdopodobieristwa reprezentujaca silne pra-
wo Pareto [3-6,71-75]. Prawo to zostalo sformulowane przez Vilfredo Pareto na
podstawie analizy danych empirycznych dotyczacych wilasnie dochodéw gospo-
darstw domowych.

Vilfredo Pareto jest pionierem badari w dziedzinie analizy dochodéw ludnosci.
Jednym z jego najwiekszych odkry¢ jest zaobserwowanie, ze dopetnienia dystrybu-
ant tych dochodéw cechuja sie mala zmienno$cia w , przestrzeni” i czasie. Ksztat-
tem nie przypominaja one rozkladéw, ktére otrzymalibySmy gdyby zdobywanie
i posiadanie bogactwa miato charakter przypadkowy. Ponadto, rozklady te sa sta-
bilne. Nawet gdybysmy wykluczyli z procesu uzyskiwania dochodéw najbogat-
szych, badz najbiedniejszych cztonkéw spoteczeristwa, to po pewnym okresie roz-
ktad dochodéw bedzie ponownie przypominatl ksztaltem poczatkowa krzywa. Pa-
rametr my wystepujacy we wzorze (1.59) mozemy interpretowac jako graniczna,
a zarazem najnizsza warto$¢ dochodu, jaka moga osiagaé¢ gospodarstwa domowe.
Gospodarstwa domowe uzyskujace nizsze dochody nie bylby w stanie przetrwac
w spoleczenistwie [3-6].

Istotna wiasnos$cia rozktadu (1.59) jest rozbiezno$¢ momentéw — pierwszego a stad
i wyzszych rzedéw dla « < 1. Zatem, w takim przypadku zamiast méwié o war-
tosciach oczekiwanych powinni$my stosowaé kwantyle (ktére sa zawsze skoriczone
[87]). Na przyklad, zamiast wartosci §redniej nalezatoby wprowadzi¢ mediane (oczy-
wiécie przy analizie danych empirycznych estymatory momentéw sa zawsze skon-

czone, poniewaz istnieje doch6d o najwiekszej wartosci obcinajacy rozktad Pareto).
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Dodatkowo, w przypadku rozbieznosci wartosci $redniej nie istnieje charaktery-
styczna skala dla dochodéw uzyskiwanych przez najbogatsze gospodarstwa do-
mowe (patrz rozdzial 4.4, rysunki 4.10 — 4.11). Tak wiec hierarchiczna, samopo-
dobna (w sensie probabilistycznym) struktura klasy spotecznej o najwyzszych do-
chodach jest bezskalowa. Inaczej méwiac, kazde z gospodarstw domowych nale-
zace do tej klasy spolecznej uzyskuje dochéd opisywany analogiczna dynamika
stochastyczna [88].
Na podstawie definicji (1.51) oraz wyrazenia (1.59) dopelnienie dystrybuanty
przyjmuje postac:
T(m) = ()" dlam>mo, (1.60)
1 dla m < my.
Wartos¢ 1 dla m < my jest oczywista i wynika z faktu, ze zgodnie z przyjeta
interpretacja mp wszystkie gospodarstwa domowe osiagaja doch6d wiekszy niz my.
Warto$¢ wykladnika Pareto o wyznacza sie na podstawie danych empirycznych.
W przypadku, gdy « = 3/2 méwimy o najsilniejszym prawie Pareto. Jest to $rednia

warto$¢ wykladnika o jaka otrzymat Pareto w swoich badaniach [4-6].

Stabe prawo Pareto

Wspoblczesne badania wykazaly, ze silne prawo Pareto, stoi czeSciowo w sprzecz-
nosci z obecnymi danymi empirycznymi, a Srednia warto$¢ wyktadnika « jest bli-
ska 2 [5,6]. Pozostaje ono jednak zawsze spetnione dla duzych wartosci m (tzn.

m > my), co mozna wyrazi¢ poprzez stabe prawo Pareto:
Mm) ~ (m/mp)~*. (1.61)

Jak widac¢ stabe prawo Pareto ma charakter asymptotyczny. Ostatecznie:

TT(m) o
(/)= -1, jesli m - oo (1.62)
lub réwnowaznie:
Mm) =[1+e(m)l(m/mpy)” %, gdzie e(m)—-0, jesi m - oco. (1.63)

Wolnomalejaca funkcja e(m) jest poprawka do prawa skalowania (1.61). Podobnie
jak poprzednio, warto$¢ « wyznacza sie na podstawie analizy danych empirycz-

nych [4-6].
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1.5 MODEL YAKOVENKO

Badaniem wiasnosci stabego rozkladu Pareto (wzoér (1.61)) zajmowal sie m.in.
Benoit Mandelbrot (patrz dodatek A).

W przypadku empirycznych dopetnieri dystrybuant dotyczacych rocznych do-
chodéw gospodarstw domowych w Polsce oraz Unii Europejskiej, stabe prawo Pa-
reto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o érednich oraz wysokich dochodach

(patrz rozdziat 3.3 oraz 4.4, rysunki 3.7 — 3.9, 3.13 — 3.18 oraz 4.7 — 4.11).

1.5 MODEL YAKOVENKO

Dotychczas przedstawialem modele pomocnicze, opisujace z osobna klasy spo-
feczne. Modele te postuza do wstepnego wyznaczenia, w oparciu o dane empi-
ryczne, niezbednych parametréw. Jednakze, zasadniczym punktem wyjscia ni-
niejszej rozprawy jest model Yakovenko, opisujacy dwie klasy spoleczne, t;j.
gospodarstwa domowe o niskich i srednich dochodach. Wlasnie ten model zo-
stanie w pracy rozszerzony na trzy klasy spoleczne. Rozszerzenie to stanowi
kluczowy element teoretyczny niniejszej rozprawy doktorskiej, umozliwiajac na-
reszcie traktowanie spoleczenistwa jako calo$ci.

W modelu Yakovenko [2,37,74,75] dopuszczamy wspdlistnienie procesu addy-
tywnego i mulitplikatywnego a zatem zakladamy, ze gospodarstwo domowe moze
uzyskiwa¢ dochody zaréwno w postaci comiesiecznych pensji jak i np. zyskéw ka-
pitalowych. Z sytuacja taka mamy do czynienia réwniez wtedy, gdy gospodarstwo
domowe uzyskuje procentowy wzrost dochodu (np. w wyniku lokaty bankowej —
jest to wowczas proces mulitplikatywny) oraz, gdy gospodarstwo domowe otrzy-
muje podwyzke (proces addytywny). Majac na uwadze powyzsze mozemy przyjac,
ze:

A(m)=Ag4+am, B(m)=By+bm?=> (mé + m2> , (1.64)

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie®3 By = bm(z) oraz stale Ay i By sa dodatnie.

Pojawiajacego sie tutaj parametru mgy nie nalezy myli¢ z parametrem my wystepujacym w stabym prawie

Pareto.
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Korzystajac z réwnania (1.35) mozemy wyznaczy¢ gesto$¢ prawdopodobiefistwa'+:

Pim) = const ox _Jm Ao+ am’ dm’ | —
b (mi+m?) P o b(m§+m?) B

B const ox [ Ao Jm 1 dm’ + aJm m’ am’ || =
b (mi+m?) P b Jo mi+m”? b Jo mj+m? -

7 2 a/2b7]
const moAo m my+m
= —F———exp |— 5 arctan — — In| ——— =

e
b (m3+m?) bm3 mo m2
[ /267
const moAy m mé +m2 a
= T2 P | arctan — —In | ——— —
b (mg +m?) Bo mo m2
B const exp (—% arctan mﬂ()) -
B 2 m 2 2 (1/2b
@] )]
exp <—% arctan ﬂ)
= C/ : JO , (1'65)
2
)]
gdzie T = E—g, ol = 4 4+ 1oraz C' = —Cg’:l%t.

Rozklad (1.65) jest polaczeniem prawa wykladniczego z prawem potegowym.
Dla m < mg przechodzi on w wykladnicze prawo Boltzmanna—Gibbsa (dominuje

woéwczas addytywny proces stochastyczny), co wynika z rozwiniecia arctan(...)

1 3 5
arctan1 SR <1) + 9 ((2) ) . (1.66)
my my 3 \my mo

Wtedy, P(m) ~ exp (—3).

w szereg Taylora:

Dla m > my rozklad (1.65) staje sie stabym prawem Pareto (dominuje multi-
plikatywny proces stochastyczny), gdyz wtedy arctan % ~ 7. Tak wiec, P(m) ~

m —(o41)
(=)

Dla m ~ my wkiady do B(m) pochodzace od procesu addytywnego i multipli-
katywnego sa istotne. Parametr my mozna traktowac jako umowna granice pomie-
dzy prawem Boltzmanna-Gibbsa a stabym prawem Pareto, czyli pomiedzy pro-

cesem addytywnym a multiplikatywnym. Z kolei, parametr T mozna uwaza¢ za

14 Podobnie jak poprzednio, za dolna granice catkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz w praktyce

dla danych empirycznych m,, jest bardzo mate, rzedu 1 euro lub 1 zlotéwki.



1.6 PRAWO EFEKTOW PROPORCJONALNYCH

(zdefiniowana w rozdziale 1.3) temperature, natomiast o jest wyktadnikiem Pareto
wprowadzonym w rozdziale 1.4 [2,37,74,75].
Zauwazmy, ze dla rozkladu danego wzorem (1.65) nie daje si¢ niestety wyzna-

czy¢ dopelnienia dystrybuanty IT(m) w postaci analityczne;.

1.6 PRAWO EFEKTOW PROPORCJONALNYCH

W kolejnych dwéch podrozdziatach omawiane sa modele, ktére dobrze opisuja
niskie i $rednie dochody gospodarstw domowych w Polsce. Jednym z nich jest
Prawo Efektéw Proporcjonalnych Gibrata [5-10]. W modelu tym zaklada sie, ze
wspoélczynnik dryfu A(m) i wspétczynnik B(m) zwiazany z dyfuzja, przyjmuja
postac [2,71,72]:

A(m)=am, B(m)=bm?. (1.67)

Dokonujac prostej zamiany zmiennych w réwnaniu Fokkera-Plancka (1.29) (tzn.

m na Inm) otrzymujemy:

% - d;?nmalgm[A(m)P(m’t)H%n{dil?nmalgmm(m)”m't”} =
= nllaham [A(m)P(m, t)] + % {nlmalgm [B(m)P(m,t)]} —
= ]ﬁalgm[A(m)P(m’t)]_#mgm[ (m)P(m,t)] +
T {alim [B(m)P(m't”} =
= %algm (A(m)P(m, t)] — #% [B(m)P(m, t)] +
#a(%zm)z [B(m)P(m, t)]. (1.68)

Mnozac ostatnie wyrazenie stronami przez m i wstawiajac wspoétczynniki A(m)

i B(m) w postaci (1.67) mozemy napisa¢, ze:

0 B 0 1 0 )
3 (mMP(m,t)] = Sinm [amP(m,t)] — 3nm [bm P(m,t)] +
1 9? 5
+T1—1W [bm P(m,t)} . (1.69)
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Nastepnie podstawiamy:

1
x=Inm, dx=—dm,
m

—1

dx
Q(x,t) =P(m,t) aml = mP(m,t), (1.70)
uzyskujac:
0Q(x,t)  3Q(xt) b d b o*
ot = A e le Q(x,t)]—l—;a—Xz [e*Q(x, t)]. (1.71)

Stad, obliczajac poszczegodlne pochodne i dokonujac redukcji wyrazéw podobnych,

otrzymujemy:
0Q(x,t) 0Q(x,t) . 9%Q(x,1)
m = —(—a-—D>) ™ +b I (1.72)
Rozwiazaniem powyzszego rOwnania jest:
1 [x — (—a—b)t]2
Qb t) = 2= &P { 1ot : (1.73)

Jest to rozklad Gaussa o $redniej iy = (—a —b)t i wariancji 0'% = 2bt. Jego szerokos¢
(czyli 201) wzrasta proporcjonalnie do pierwiastka kwadratowego z czasu zatem,
wyrazenie (1.73) stanowi rozwiazanie niestacjonarne réwnania Fokkera—Plancka,
opisujace ,rozplywanie sie” rozkladu Gaussa w zmiennej x.

Wspétczynniki A(m) i B(m) zdefiniowane w (1.67) sa identyczne jak w przy-
padku stabego prawa Pareto. Zasadnicza réznica miedzy prawem Efektéw Propor-
cjonalnych a stabym prawem Pareto polega na tym, iz w pierwszym przypadku
zakladamy, ze zmiany dochodéw gospodarstw domowych ze wszystkich grup spo-
fecznych sa proporcjonalne do dochodéw uzyskiwanych przez nie dotychczas. Na-
tomiast w drugim przypadku stabe prawo Patero dopuszcza takie zalozenie, ale
tylko dla gospodarstw domowych uzyskujacych dostatecznie duze dochody (czyli
dochody $rednie i wysokie). Dzieki narzuceniu ograniczenia wielkosci dochodu
z dotu mozemy uzyska¢, w ramach multiplikatywnego procesu stochastycznego,
rozwiazanie rownowagowe bedace wilasnie stabym prawem Pareto [2] (patrz roz-
dziat 1.4).

Jesli w rozwiazaniu (1.73) powrécimy do zmiennej m, to korzystajac z podsta-

wien (1.70), otrzymujemy rozkiad logarytmiczno-normalny (log-normalny), ktéry
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dobrze opisuje niskie dochody uzyskiwane przez gospodarstwa domowe w Polsce

(patrz rozdziat 3.3). Zatem [2,6,82]:

1] _(nm—py)’
P(m,t) = Voo exp [ 207 ] (1.74)

natomiast, dopelnienie dystrybuanty wyraza sie wzorem [6, 71, 72]:

00 / 2
ﬂ(m) = J ;exp [_M] dm/:

m V2moym/ 207
o w2, V2 (% 2
(G )
1 2 t _t/z / 1
= 5 (1—7tLe dt) —5(1—erf(t)), (1.75)
gdzie po drodze dokonano nastepujacej zamiany zmiennych: t’ = %, dt’ =
mdm',’ jak zwykle erf(t) = \/%; [5 et dt’ jest funkdja bledu. Ostatecznie otrzy-
t
mujemy:
1 Inm — )]
Mm) =5 |1—erf| ———|. 1.76
m) = 5 |1 et (T (1.76)

W przypadku empirycznych dopelnieri dystrybuant dotyczacych rocznych docho-
dow uzyskiwanych przez gospodarstwa domowe w Polsce, rozklad ten dobrze
opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach (patrz rozdziat 3.3, rysunki
3.4 = 3.6).

Nalezy zaznaczy¢, ze problemem otwartym pozostaje uzyskanie jednolitej for-
muly gestosci prawdopodobienistwa opisujacej wszystkie trzy klasy spoteczne, gdzie

klasa spoteczna o niskich dochodach bytaby opisywana rozktadem log—normalnym.

1.7 UOGOLNIONY MODEL LOTKA-VOLTERRA

Kolejnym modelem, ktéry dobrze opisuje niskie i §rednie dochody gospodarstw
domowych w Polsce jest uogélniony model Lotka—Volterra zaproponowany przez
Solomona i Richmonda [2, 5,6,38-41,71—73]. Zaklada on, ze dochéd gospodarstwa

domowego zmienia sie w czasie zgodnie z nastepujacym réwnaniem réznicowym:

mi(t+ At) —my(t) = [ri(t) — 1At my(t) + aAtm(t) —c(my,..., myn, ) At my(t),

(1.77)
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gdzie:
— m;(t) oznacza dochéd i-tego gospodarstwa domowego w chwili t;

— 1i(t) jest biatym szumem, ktérego wiasnosci
brak dryfu: (ri(t)) =0, (1.78)

oraz skoficzona wariancje: <ri(t)2> =D (1.79)

wykorzystujemy w dalszej czedci, przy czym na mocy zalozenia, wariancja D jest
rzedu At. Wielkosci 1i(t) wyrazaja losowa stope zwrotu z kapitatu m;(t) w prze-
dziale czasu t, t + At;

— m(t) oznacza $redni dochéd w spoteczenstwie (skladajacym sie z N gospo-

darstw domowych) w chwili t:
1
m(t) = Z m;(t); (1.80)
j

— sktadnik aAtm(t) reprezentuje dochody gospodarstw domowych pochodzace
z subsydiéw, Swiadczonych ustug lub pomocy spotecznej, stad tez jest on propor-
cjonalny do $redniego dochodu m(t). Sktadnik aAt m(t) gwarantuje, iz dochéd go-
spodarstwa domowego nie spadnie ponizej pewnej wartoéci minimalnej a zatem,
zawsze bedzie wiekszy od zera;

— wsp6tczynnik c(my, ..., my, t) eliminuje mozliwoé¢ nieograniczonego wzrostu
dochodéw poszczegodlnych gospodarstw domowych. Wyraza on zewnetrzne ogra-
niczenia takie jak, skorficzona ilo$¢ surowcéw i pieniedzy w gospodarce, wojny,
katastrofy, a takze uwzglednia procesy wolnego rynku: konkurencje pomiedzy in-
westorami, postep technologiczny, zmienne ceny réznego rodzaju aktywoéw, itp.
Tym samym gwarantuje on, ze wzrost $redniego dochodu w spoleczenistwie be-
dzie nastepowal do poziomu, ktéry jest mozliwy do osiagniecia w obliczu panu-
jacych warunkéw zewnetrznych i dostepnych zasobéw. W ogélnosci, wspélczyn-
nik c¢(my,..., my, t) opisuje stan gospodarki. Okresy, w ktérych —c(my,..., my;,t)
jest duze i dodatnie odpowiadaja boomowi gospodarczemu, gdy Srednie dochody
w spoleczenstwie wykazuja tendencje wzrostowa. Z kolei ujemne wartosci
—c(my,..., mn, t) sa zwiazane z recesja, gdy przewaznie mamy wtedy do czynie-

nia z matymi badZ ujemnymi stopami zwrotu.
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Mozna wykaza¢ [6,38—40], ze réwnanie (1.77) nie posiada rozwiazania réwno-

wagowego, jednakze daje sie je sprowadzi¢ do réwnania na dochéd wzgledny

my(t)

xi(t) = Ty

, ktére posiada juz rozwiazanie réwnowagowe. W tym celu wyraze-
nie (1.77) nalezy przetransformowac¢ do postaci niezaleznej od wspoétczynnika c
(patrz dodatek C). Otrzymujemy, ze [6,38—40]:

dxi(t)
dt

= a—axi(t) + ri(t)xi(t). (1.81)

Jest to nieliniowe roéwnanie Langevina dynamiki stochastycznej z sita oporu a —
ax;(t) oraz sita stochastyczna ri(t)x;(t). Oczywiscie, jest ono réwnowazne réwna-
niu (1.2), gdy:

A(xi) =ax;i—a, C(xi)=x;. (1.82)

W dalszym ciagu zmienne x; mozna traktowac¢ jako zmienne statystycznie nie-
zalezne w przeciwienistwie do zmiennych m;. Jak pokazaliSmy w rozdziale 1.2,
z réwnania Langevina wynika réwnanie Fokkera-Plancka na gesto$¢ prawdopodo-
bieristwa P(x;, t). Rb(wnowagowe rozwiazanie tego réwnania przyjmuje, w naszych

oznaczeniach, postac:

P(x;) = — exp [— J'Xi A(X{)dx'] , (1.83)

x(© B
gdzie B(x]) = %Cz(xi’) oraz xi(0) = %, przy czym mpin jest minimalna warto-
Scia dochodu (wieksza od zera).

Korzystajac z réwnan (1.82), otrzymujemy rozwiazanie (1.83) w jawnej postaci:

C’ 2 (% a(l—x")

P(X) = z exp 6 JX(O) TdX/] ’ (184)
gdzie C' = % a indeks i zostal juz (dla uproszczenia) opuszczony. Po obliczeniu
powyzszej catki otrzymujemy:

P(x) = Cpexp <—é—i> x_%a_z, (1.85)

2a
gdzie Co = C'exp (é—;‘(}) Xy - Stosujac podstawienie & = 1+ %a dostajemy gestos¢

prawdopodobienistwa dla wzglednego dochodu jednostek w uogélnionym modelu

Lotka—Volterra: ]
oa—1

exp (—%)

P(x) = Co x 1+

(1.86)
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Stala Cp mozna wyznaczy¢ z warunku normalizacyjnego:

J P(x)dx = 1. (1.87)
0
Zatem:
o 0 Xl (c—1)x Jo Cla—m— 7
a stad:
(x—1)%
Co = ———, 8

0 0 (1.89)

gdzie skorzystano z nastepujacego podstawienia: t = "‘T_] ; dx = —(x"—_z1dt.

Ostatecznie gestos¢ rozkltadu prawdopodobiefistwa dla wzglednego dochodu go-
spodarstw domowych w uogélnionym modelu Lotka—Volterra przyjmuje postac
odwrotnego rozktadu gamma [2,5,6,38—41]:

(o — 1) exp (—21)

Plx) = M« o

(1.90)

Powyzszy wynik implikuje fakt, ze wzgledne dochody w spoleczeristwie opisy-
wane sa przez rozklad réwnowagowy charakteryzujacy sie niezaleznym od czasu
wykladnikiem «. Jego warto$¢ jest uwarunkowana jedynie stosunkiem parame-
tru opisujacego redystrybucje dochodéw w spoleczenstwie (wspétczynnik a) do
zmienno$ci D losowej stopy zwrotu z posiadanego przez gospodarstwo domowe
kapitatu. Wykitadnik ten zbliza sie¢ do 1 w przypadku najbogatszych gospodarstw
domowych, gdyz woéwczas rosnie ryzyko (nawet znaczaco) mierzone wariancja
stopy zwrotu D [89].

Mozemy zauwazy¢, ze rozwazana gestos¢ prawdopodobienistwa gwattownie ma-
leje do zera, gdy x — 0, natomiast wolno zanika, gdy x — oo. Co wiecej, to gwal-
towne zanikanie do zera ma miejsce dla x tylko nieznacznie mniejszego od x™*.
Oznacza to, ze wartos¢ x™*, dla ktorej funkcja P(x) osiaga maksimum, bedzie
z dobrym przyblizeniem efektywna wartodcia minimalna wzglednego dochodu,

tzn. Xmin ~ xM,

Z warunku na ekstremum dzg:‘) = 0, otrzymujemy:

o — 1

arl (-91)

Xmin =
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lub
. T+ Xmin o T+ Mpin/m

= . 1.02
1 —Xmin T —mpin/m ( 9 )

W $wietle wyrazenia (1.92) jest oczywiste, ze warto$¢ wykladnika « jest determino-
wana takze przez stosunek minimalnego dochodu do $redniego dochodu w spote-
czenistwie, ktory to stosunek jest niezalezny od czasu t [6,38-40].

Dopelnienie dystrybuanty gestosci (1.90) wyraza sie wzorem:

00 — 1)« _0(7/1 1 t ,
M(x) = J (o= 1)%exp (=% )dx':—Lett"’”dt’:

x Tl x/1+e MNa)
e M, t)
— o t t/(x ]dt/ —1— 7 .
Wl e M) (193)
gdzie zastosowano nastepujaca zamiane zmiennych: t' = "‘;] ;dx! = —o’f] dt’.

o0

Funkgja Mo, t) = [{°e V% Tdt’ jest gorna niekompletna funkcja gamma. Osta-
tecznie [5,6,71-73]:

R g (1.94)
Rozklad ten dobrze opisuje wzgledne, niskie i Srednie dochody uzyskiwane przez

polskie gospodarstwa domowe (patrz rozdziat 3.3, rysunki 3.10 — 3.12).
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MODELE DYNAMIKI DOCHODOW ROZWINIETE
W NINIEJSZE] ROZPRAWIE

,Cata nasza nauka, w poréwnaniu z rzeczywistoscig,
jest prymitywna i dziecinna
- ale nadal jest to najcenniejsza rzecz, jakq posiadamy.”

ALBERT EINSTEIN

2.1 PRAWO PARETO — MODEL DRABINOWY

W niniejszym podrozdziale przedstawiam autorski model, bedacy uogélnie-
niem i uzupelnieniem rozwazan zawartych w pracy [9o], majacy na celu opisanie
przykladowego mechanizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie stabego prawa
Pareto w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

Podzielmy gospodarstwa domowe o wysokich dochodach® na podgrupy. Do da-

nej podgrupy onumerzei=1,2,3,..., zaliczamy gospodarstwa domowe o wzgled-

nych dochodach —"— zawartych w przedziale:

Mmin

my mi

— gl < m . q =
Mmin Mmin Mmin

=

—(i-1)Ing<In <ilng=In 21 (2.1)
Mmin Mmin Mmin

my

< In

gdzie muin jest minimalng wartoscia dochodu uzyskiwanego wsréd wszystkich go-
spodarstw domowych o wysokich dochodach, natomiast parametr q definiuje pod-

stawe strukturalnego podzialu wzglednych dochodéw gospodarstw domowych

1 Jak sie dalej okaze, tylko dla tego typu gospodarstw domowych daje sie zastosowa¢ model drabinowy.
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o wysokich dochodach. Dodatkowo zakladamy, ze z roku na rok liczba gospo-
darstw domowych nalezacych do poszczegélnych podgrup zmienia sie zgodnie

z nastepujacymi regutami (patrz rysunek 2.1):

* gospodarstwo domowe z danej podgrupy i, w nastepnym roku moze znalez¢é
sie jedynie w podgrupie i+ 1, badZ podgrupie i —1;

* prawdopodobienistwa przejé¢ na jednostke czasu wynosza odpowiednio p
w przypadku przejé¢ i — i+ 1 oraz p— w przypadku przejs¢ i — i —1 oraz
prtp-=1

e dla najnizszej podgrupy i = 1 wprowadzamy prawdopodobieristwo przetrwa-
nia, po, W tej grupie, zatem 1 — p( pelni tutaj role prawdopodobieristwa przej-

$cia p+.

i+1
P- P
P+ P
i-1
2
1-po P

Rysunek 2.1: Schematycznie przedstawione btadzenie losowe gospodarstw domowych na , drabi-

nie” dochodéw.

Niech N;j(t) oznacza liczbe gospodarstw domowych nalezacych do podgrupy
i w chwili t (t oznacza tutaj np. miesiac). Wéwczas réwnanie dynamiki liczby

gospodarstw domowych N; opisane jest procesem Markowa:
Ni(t) =Ny (t—=Dp- +Niq(t—=Tpy, 122, (2.2)

Nq(t) = Na(t—1)p— + Ny (t —1)po. (2.3)
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Na razie skupimy sie na, wynikajacym z powyzszego, podejéciu statycznym.

Podejscie statyczne

Poniewaz interesuje nas rozwiazanie r6wnowagowe, to w zgodzie z rownaniami

(2.2) i (2.3) mozemy wprowadzi¢ warunki réwnowagi szczegotowej postaci:
Nip4+ = Nipp-, 122 (2-4)

Nop— = (1 —po)Ny, (2.5)

gdzie oczywiscie N, 1 =1, 2,.. ., jest juz wielko$cia niezalezna od czasu. Przeksztat-

cajac rébwnania (2.4) i (2.5) otrzymujemy:

Nig1=q Ny, i>2, (2.6)
N, = qacxNh (2.7)
gdzie:
In 2=
g =P o= Pt (2.8)
p- Inq
a stad wprowadziliSmy:
—x 11— Po 11’1 1—;70
qQy =— & Inqp = (2.9)
P—
Rozwiazujac rekurencyjnie réwnanie (2.6) ostatecznie uzyskujemy:
Ni=(q7%) 7 qg™Ny, 12, (2.10)
Nz — q(;(xN1' (2.11)

Korzystajac z réwnan (2.10) i (2.11) mozemy wyznaczy¢ réwnowagowe praw-
dopodobieristwo P; tego, ze losowo wybrane gospodarstwo domowe o wysokich

dochodach nalezy do podgrupy i:

. —x
P, = Ne 4o — 1172, i>2, (2.12)
Ny ]ﬂ(()]—cx (q%)
N
Py = = o —, (2.13)
N 1+ Yo
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gdzie N jest liczba gospodarstw domowych o wysokich dochodach we wszystkich

podgrupach:
N_N1+ZN1—N1+N1quZ(q =Ny <1+1_q_“>. (2.14)
i=2 i=2
Oczywiscie spelniony jest warunek normalizacji:
P; +ZPi: 1. (2.15)
i=2

Przynalezno$¢ okre$lonego gospodarstwa domowego do danej podgrupy 1 jest
determinowana uzyskiwanym przez nie dochodem m. Zatem, wykorzystujac kla-

syfikacje (2.1), mozemy zapisa¢ prawdopodobieristwo P; w postaci:
Py = P(nlminqi_1 sm< mminqi) =P(my <m < myy1). (2.16)

Z kolei prawdopodobieristwo, ze losowo wybrane gospodarstwo domowe nalezy
do podgrupy j > 1 (inaczej méwiac, ze jego dochody sa réwne badZ przekraczaja

warto$¢ m; = mmmql_]) wyraza si¢ wzorem:

P(m> mi) = P(ml <m< mi+1)+P(mi+] <m< miJrz)_{_... —
o q_(x o0 B )
= ) P= o ) (a7 =
j=ti T+=g= =i
q_“qf‘x C\ X
_ 0 — (ql 1> _
1—q7*+q,
—X —X . —x
- o —x < o ) = TT(my). (2.17)
1=97%+4qp" \Mmin

Zgodnie z oczekiwaniami, otrzymaliémy dopelnienie dystrybuanty wyrazajace sta-

be prawo Pareto o wykltadniku «. Wykladnik ten wyrazony jest poprzez wewnetrzna
klasyfikacje grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach jak tez przez

probabilistyke okreslajaca szanse awansu lub degradacji wewnatrz tej grupy (patrz

réwnanie (2.8)). Jak wida¢, model drabinowy okresla warunki, w jakich budowany

jest rozklad potegowy wzglednych dochodéw gospodarstw domowych o wysokich

dochodach.

Sredni dochéd — podejécie dynamiczne

Wréémy teraz do réwnan (2.2) i (2.3) opisujacych dynamike liczby gospodarstw

domowych, czyli ich liczbe N;(t) w chwili t w danej podgrupie i. W dalszym ciagu,
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dokonajmy analizy pierwszego momentu, czyli $redniego dochodu w chwili t:
(m(t)) = § X Na(t)m,
Mnozac stronami réwnanie (2.2) przez m; oraz réwnanie (2.3) przez m; dosta-

jemy:
miNi (1) = mip1q Ny (E— Dp— +mi 1 qNyq (1= Tpy, 122, (2.18)

miNy(t) :mzq’1N2(t—1)p7+m1N1(t—1)pO, (2.19)

gdzie wykorzystano tutaj fakt, ze: q"'q = q* a zatem: m;q = m;,. Dodajac stro-
nami réwnania (2.18) i (2.19), mozemy wyrazi¢ Sredni doch6d w postaci:

—1

Mmt)) =p_q ' (m(t—1)) +pirq(m(t—1))— p_]j mN(t—1) + %mﬂ\h (t—1).
(2.20)
Pamietajac, ze m; = mpyin otrzymujemy:
_ —1
(m(t) = (p-q~" +P+a) (Mt = 1) + MmNy (=LA (2.21)

N

Zajmiemy sie teraz analiza warto$ci §redniego dochodu w chwili t, (m(t)), dla
przypadku gdy « =1, gdyz, jak zostanie pokazane w rozdziale 3.3 oraz 4.4, gospo-
darstwa domowe o wysokich dochodach opisywane sa (w przyblizeniu) prawem
Pareto o takim wiasnie wykladniku?.

Gdy o = 1, wéwczas p-q~' +p+q = 1 (gdyz p-q~' = p+ aprq = p_). Jesli
dodatkowo zatozymy, ze po = p_q~', to wtedy $redni dochéd gospodarstw domo-

wych o wysokich dochodach jest staly w czasie:
(m(t)) = (m(t—1)). (2.22)

Natomiast, gdy po —p-q ' >0= %f—f > q' = po > p., to wéwczas nastepuje

wzrost §redniego dochodu. W przeciwnym wypadku, dla pg —p_q~"

< 0 mamy
do czynienia z jego spadkiem.
Zauwazmy, ze jesli prawdopodobieristwo przetrwania py w podgrupie najnizszej

(i = 1) wzrasta (przy zalozeniu, ze py > p+) to prawdopodobieristwo wyjscia z tej

2 Oczywiscie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwaza¢ sytuacje ogélna (o # 1), chociaz przypadek o = 1 jest

szczegoblnie interesujacy.
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podgrupy do podgrupy wyzszej (i = 2) maleje. Wzrost py pociaga za soba wzrost

N;, gdyz:
-1\ ! _ 1P+
Ny =N |1+ % — =N P—— P+ =N p_1_ (2.23)
T—q pP-—P++1—po 1Pty ko
oraz spadek N;, poniewaz:
(—oi2 —ang. _ [ P+ lopo .
Ni_ = (q ) qO N] = p— p—, 12> 2. (2.24)

Zatem, jak nalezalo oczekiwaé, wzrost py (po > p+) powoduje zwiekszenie liczby
gospodarstw domowych w podgrupie i = 1 oraz spadek ich liczby w pozostatych
podgrupach, pociagajac jednoczesnie za soba (paradoksalnie) wzrost §redniego do-

chodu dla catej klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

2.2 ROZSZERZONY MODEL YAKOVENKO

Wprowadzony w rozdziale 1.5 model Yakovenko jest w stanie opisaé tylko niskie
oraz Srednie dochody gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Nie charakte-
ryzuje on niestety wielce istotnych, wysokich dochodéw gospodarstw domowych.

Zasadniczym celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest sformulowanie mo-
delu, dla ktérego dopelnienie dystrybuanty opisywaloby dochody uzyskiwane
przez wszystkie trzy klasy spoleczne tj. gospodarstwa domowe o niskich, sred-
nich i wysokich dochodach, wlaczajac w to obszary przejsSciowe pomiedzy tymi
klasami.

Czlonkowie gospodarstw domowych o wysokich dochodach sa bardzo czesto
wlascicielami firm badzZ korporacji. Zatem, oczekujemy, ze ich dochody beda opi-
sywane (z dobrym przyblizeniem) analogicznie jak dochody firm, czyli prawem

Zipfa3 [88,91,92].

3 Prawo Zipfa jest w istocie stabym prawem Pareto z wyktadnikiem « = 1. Model mikroskopowy (drabinowy)

odtwarzajacy stabe prawo Pareto z wykladnikiem o = 1 zostal oméwiony w rozdziale 2.1.
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W celu uzyskania gestosci prawdopodobienistwa opisujacej dochody wszystkich
trzech klas spotecznych wspétczynniki A(m) i B(m) wystepujace w réwnaniu (1.10)

przyjmujemy w nastepujacej postaci:

AS(m)=Ap+am, jeSlim<m;,
Am) = § M =R ) ‘ (2.25)

AZ(m)=Af+a'm, jesim>=my,

B(m) B<(m)=Bp+bm?=b(mi+m?) jeslim<my, (226)
BZ(m) = Bj+b'm? =b'(m{ +m?) jeslim >m,y,
gdzie* m} = By/b oraz m{? = B//b’. Wprowadzony tutaj parametr m; traktujemy
jako graniczna wartoé¢ dochodu pomiedzy gospodarstwami domowymi o $red-
nich i wysokich dochodach (parametry my oraz my omawiamy ponizej) . Zaré6wno
warto$¢ my jak i m; wyznacza sie na podstawie empirycznego dopetnienia dystry-
buanty (patrz rozdziat 4.4).

Przyjecie wspotczynnikéw A(m) oraz B(m), odpowiednio, w postaci (2.25) i (2.26)
zaklada, ze mechanizm zmian dochodu jest formalnie taki sam dla catego spote-
czefistwa, natomiast r6znice pochodza z innych proporcji pomiedzy procesem ad-
dytywnym a multiplikatywnym. Innymi stowy, mechanizm ten wyrazony poprzez
progowe, nieliniowe réwnanie Langevina zdefiniowane wzorami’ (1.2), (2.25) oraz
(2.26) moze prowadzi¢ do réznej dynamiki zmian dochodu - gospodarstwa do-
mowe o niskich i srednich dochodach bogaca sie (badz traca dochody) inaczej niz
gospodarstwa domowe o wysokich dochodach, poniewaz wspétczynniki A<(m),
AZ(m) oraz B<(m), BZ(m) réznia sie od siebie znaczaco (w ogdlnosci Ay # A},
a#a’, By #Bj, b#Db').

Aby gestos¢ prawdopodobieristwa nie miata nieciagtoéci w punkcie m = my

musi zachodzié®:

P<(m=m) =P (m=m,), (2.27)

Pojawiajacego sie tutaj parametru mg nie nalezy myli¢ z parametrem my wystepujacym w prawie Pareto.
Przypomnijmy, ze w przypadku silnego prawa Pareto parametr my oznacza graniczna, najnizsza wartos¢
dochodu, jaka moga osiaga¢ gospodarstwa domowe, natomiast w stabym prawie Pareto jest on parametrem
swobodnym i nie posiada interpretacji.

Przypomnijmy, ze: B(m) = @

Przyjecie warunku, ze rozklad gestosci prawdopodobieristwa dochodéw uzyskiwanych przez gospodarstwa

domowe jest ciagly wynika z zasady zwanej brzytwa Ockhama [93].
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gdzie na podstawie (1.35) mozemy zapisa¢, ze7:

const m(<mi) A<(m/)
P<(m) = B<(m) &P (— Jo B<(m’) dm’ (2.28)
oraz
> ~ const B m(>my) A(m) AYE
PZ(m) = B> (m) exp( Jo B () dm’ | =
_ tonst —Jm] A~(m’) dm’ | x ex _J'm@m]) AZ(m') dm’
~BEm P B m) P\l B 9™
(2.29)

Podstawiajac réwnanie (2.28) oraz (2.29) do réwnania (2.27) otrzymujemy:
const ox _J'm_“11 A<(m/) am’) —
B<(m=m) T\ Jo  BEm) )

__comst —Jm’ AT ) x ex —Jm AT g
TBm=m) P\ Jy Bm) P\ B2 ) '

(2.30)

a stad:
B<(m=m) =B (m=my) < By+bmf =B} +b'mi (2.31)

Poniewaz mg i m} sa wartosciami dochodu wyznaczajacymi granice pomiedzy go-
spodarstwami domowymi o niskich i $§rednich dochodach, wiec musimy przyja¢,

ze:

my=my & — = —°. (2.32)
Upraszczajac dodatkowo nasze rozwazania zakladamy, ze:

B)=Bp and b’ =W, (2.33)

co prowadzi do amplitudy szumu gaussowskiego C(m) identycznej dla wszyst-
kich gospodarstw domowych. Zatem gospodarstwa domowe o niskich i $rednich
dochodach na poziomie dynamiki zmian dochodéw réznia sie od gospodarstw do-
mowych o wysokich dochodach tylko wspétczynnikiem dryfu A(m). Jest to wazny

wniosek wskazujacy na gtéwny mechanizm réznicujacy dochody klas spotecznych.

7 Podobnie jak poprzednio za dolna granice catkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz w praktyce

dla danych empirycznych m,, jest bardzo mate, rzedu 1 euro lub 1 zlotéwki.
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Uwzgledniajac powyzsze zalozenia mozemy napisaé, ze:
B(m)=Bo+bm?’=b (m% + mz) . (2.34)

Podstawiajac (2.25) oraz (2.34) do (1.35) otrzymujemy® dla m < m;:

const ™ Ap+am’ ,
Pm) = ——S——vexp|—| 5 —5dm'|=
b (mj+ m?) o b(mj+m?)
exp (—% arctan n%)
m 212
P+G@]
gdzie T = B—g, ol = 8 4 1oraz C' = const. Z kolei, dla m > m; mamy:
0
my ’ mo Al 1ot
Plm) = —J§3§9feﬂ"—J SO Xeﬂ"—J L am | =
b(mg +m?) o b(mg+m'?) m; b(mg+m'?)
exp (—@ arctan mﬂ>
— 1 (X]HO , (2.36)
2T
P+<ﬁ9}
gdzie Ty = E\—z, aitl — &84 1 oraz
C" = —bnfgfﬂ/b exp (— o —béggfg,;) dm’) X exp <bAn$0 arctan nml—(’) + 3—1; In (m3 + m%)) =

27 (oep—a)/2
} , przy czym C’ zostato zde-

= C'exp (— (% — T]_1> mg arctan %) [1 + (%)
finiowane we wzorze (2.35).

Podsumowujac, gestos¢ prawdopodobieristwa, P(m), opisujaca dochody uzyski-
wane przez wszystkie trzy klasy spoteczne w Unii Europejskiej, tzn. gospodarstwa

domowe o niskich, §rednich i wysokich dochodach, przybiera postac:

( exp(—39 arctan -
S ;@,dmm<mh
2172
. ()]
(m) = //exp(—@ arctan n%) (237)
C 1 ‘X]HO , dlam > m;.

I

8 Podobnie jak poprzednio za dolna granice catkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz w praktyce

my, jest bardzo mate, rzedu 1 euro lub 1 ztotéwki.
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W powyzszym rozkladzie liczba efektywnych parametréw jest w istocie zreduko-
wana, gdyz wystepuja one w postaci ilorazéw parametréw definiujacych dynamike
zmian dochodéw opisywana réwnaniem Langevina (1.2). Formula (2.37) jest jed-
nym z kluczowych wynikéw teoretycznych niniejszej rozprawy doktorskie;j.

Dla m <« my rozklad (2.37) (a doktadniej, pierwsze wyrazenie) przechodzi w pra-
wo Boltzmanna—Gibbsa. Natomiast, dla m; > m przechodzi on kolejno (dla my <
m < my) w stabe prawo Pareto z wykladnikiem «, a nastepnie (dla m > my)
w stabe prawo Pareto z wykladnikiem o.

Podobnie jak w przypadku modelu Yakovenko, takze dla rozszerzonego modelu
Yakovenko wyrazonego przez wzor (2.37) nie daje sie wyznaczy¢ dopetnienia dys-
trybuanty TT(m) w postaci analitycznej. Efektywna metoda numeryczna zostata
przedstawiona w rozdziale 4.4.

Nalezy podkresli¢, ze rozszerzony model Yakovenko dotyczy Unii Europejskiej
jako catodci (patrz rozdziat 4.4, rysunki 4.12 — 4.13). Do opisu polskich gospodarstw

domowych konieczne jest inne podejscie.
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.10, co nazywamy fizykg,

obejmuje catq grupe nauk przyrodniczych,
ktore opierajq swe teorie na pomiarach

i ktérych idee i twierdzenia

dajq si¢ sformutowac za pomocq matematyki.”

ALBERT EINSTEIN

3.1 OPIS BAZY DANYCH

W analizie danych empirycznych wykorzystano dane Gléwnego Urzedu Staty-
stycznego' dotyczace rocznych® dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domo-
wych w Polsce w latach 2004—2010. Po usunieciu rekordéw (czyli tych dochodéw
w liczbie 264 w 2004 1., 198 W 2005 1., 226 W 2006 I., 245 W 2007 T., 251 W 2008
I., 271 W 2009 1., 223 W 2010 r.), dla ktérych dochéd byl mniejszy (czyli strata)
badz réwny zero, baza danych zwierala odpowiednio 32054, 34569, 37282, 37121,
37107, 37031 i 37189 rekordéw. Niedodatnie wartosci dochodu uznano za obser-
wagcje btedne, gdyz zgodnie z definicja dochéd rozporzadzalny to (cytuje za [94])

.. ..suma biezacych dochodéw gospodarstw domowych z poszczegélnych Zrédet

1 http://www.stat.gov.pl/
2 Gloéwny Urzad Statystyczny gromadzi dane o dochodach miesiecznych gospodarstw domowych. Aby uzyskac

dochody roczne, dochody miesieczne przemnozono przez czynnik 12.
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pomniejszona o zaliczki na podatek dochodowy od 0s6b fizycznych ptacone przez
platnika w imieniu podatnika (od dochodéw z pracy najemnej oraz od niektérych
Swiadczent z ubezpieczenia spolecznego i $wiadczen pozostalych), o podatki od
dochodéw z wilasnosci, podatki ptacone przez osoby pracujace na wilasny rachu-
nek, w tym przedstawicieli wolnych zawodéw i oséb uzytkujacych gospodarstwo
indywidualne w rolnictwie oraz o skladki na ubezpieczenie spoteczne i zdrowotne.
W skfad dochodu rozporzadzalnego wchodza dochody pieniezne i niepieniezne,
w tym spozycie naturalne (towary lub ustugi konsumpcyjne pobrane na potrzeby
gospodarstwa domowego z gospodarstwa indywidualnego badz z prowadzonej
dziatalno$ci gospodarczej na wlasny rachunek — rolniczej i pozarolniczej) oraz to-
wary i ustugi otrzymane bezpltatnie. Dochéd rozporzadzalny jest przeznaczony na

wydatki oraz przyrost oszczednosci”.

3.2 EMPIRYCZNE DOPELNIENIA DYSTRYBUANT

Jednym z celéw niniejszej rozprawy doktorskiej jest analiza empirycznych do-
pelnient dystrybuant rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domo-

wych w Polsce. Rozklady te skonstruowano zgodnie z nastepujacymi regutami:

* Po pierwsze dane o dochodach zostaly uszeregowane w rankingu, czyli ma-
lejaco — od gospodarstwa domowego o najwiekszym dochodzie do gospodar-

stwa domowego o najmniejszym dochodzie.

* Po drugie, dla kazdego gospodarstwa policzono, zgodnie z formula Weibulla3

1

[95-97], utamek: —,

gdzie | jest numerem miejsca (czyli ranga) jakie zajmuje
dane gospodarstwo domowe w tym rankingu, a n jest liczba gospodarstw
domowych w analizowanej prébie. Otrzymane warto$ci oznaczaja utamek go-
spodarstw domowych uzyskujacych dochéd réwny, badz wiekszy niz gospo-

darstwo domowe znajdujace sie w rankingu na pozydji L.

* Nastepnie sporzadzono wykres, na ktérym na osi odcietych odtozono dochéd
gospodarstwa domowego a na osi rzednych policzony dla niego (powyzej

zdefiniowany) utamek.

3 Metoda Weibulla zostata dokladniej opisana w dodatku D.
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Dopelnienie dystrybuanty otrzymane w ten sposéb jest stabilne#, tzn. obarczone
wyraznie mniejszym bledem’ niz sama gesto$¢ prawdopodobieristwa, przy czym
jednoczes$nie nadaje sie ono do analizy znaczacych zmian w czasie struktury docho-
dow gospodarstw domowych. Rozklad taki zawiera tyle samo punktéw empirycz-
nych (gospodarstw domowych), co pierwotne dane. Dzieki temu, kolejne analizy
moga by¢ wykonywane na prébach o maksymalnie dostepnej liczebnosci.

Empiryczne dopelnienia dystrybuant rocznych dochodéw rozporzadzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce zostaly przedstawione na rysunkach 3.1 - 3.3 (skala

logarytmiczna).

Rok 2004 |
0.1l

0.01+

(m)

0.001+

10—4,

107 \ : S 06

100 1000 10 10 10
m

Rysunek 3.1: Empiryczne dopetnienie dystrybuanty, IT(m), rocznych dochodéw rozporzadzalnych

gospodarstw domowych w Polsce, m, z roku 2004. Wiasnie takie rozklady zostana

w dalszej czesci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja sie one duza stabilnoscia

W czasie.

4 Nie myli¢ z definicja rozkladu stabilnego, np. Gaussa lub Lévy’ego.
5 W przypadku np. gdy dwa gospodarstwa domowe uzyskuja ten sam dochéd, to w rankingu otrzymuja rézne

miejsca, a co za tym idzie inne sa tez wartosci obliczanego utamka. Fakt, ten ma znaczenie marginalne i nie
wplywa na ksztalt otrzymywanych empirycznych dopelnieri dystrybuant. Nalezy pamieta¢, ze dane o docho-

dach maja charakter szacunkowy i te same warto$ci dochodu mozna sztucznie zréznicowaé np. o jeden grosz.
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Rysunek 3.2: Empiryczne dopelnienia dystrybuant, IT(m), rocznych dochodéw rozporzadzalnych
gospodarstw domowych w Polsce, m, z lat 2005-2007. Takze te rozklady zostana
w dalszej czesci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja sie one duza stabilnoscia

w czasie (podobnie jak ten z roku 2004).
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Rysunek 3.3: Empiryczne dopelnienia dystrybuant, IT(m), rocznych dochodéw rozporzadzalnych

gospodarstw domowych w Polsce, m, z lat 2008—2010. Réwniez te rozklady zostana

w dalszej czesci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja sie one (tak jak poprzed-

nie z lat 2004-2007) duza stabilnoscia w czasie.
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3.3 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

W kolejnych rozdziatach poréwnuje empiryczne dopelnienia dystrybuant, do-
tyczace rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce,
z przewidywaniami modeli teoretycznych, tj. z Prawem Efektéw Proporcjonalnych,
stabym prawem Pareto oraz uogélnionym modelem Lotka—Volterra. Nastepnie,
omawiam metode wyznaczania wartosci wykladnika Pareto (pochodzacego ze sta-
bego prawa Pareto) przy pomocy analizy rankingu dochodéw. Umozliwia to nie
tylko wyznaczenie niezalezna metoda wykiadnika Pareto dla gospodarstw domo-
wych uzyskujacych $rednie dochody, ale pozwala réwniez okresli¢ jego wartoé¢ dla
gospodarstw domowych osiagajacych wysokie dochody. Wyznaczenie wykladnika
Pareto dla gospodarstw domowych osiagajacych wysokie dochody na podstawie
empirycznych dopelnient dystrybuant nie jest mozliwe, gdyz rozklady te zawieraja

tylko kilka punktéw empirycznych reprezentujacych tego typu gospodarstwa.

Wykorzystanie Prawa Efektéw Proporcjonalnych

W pierwszej kolejnosci do empirycznych dopelnient dystrybuant dotyczacych
rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce dopaso-
wano dopeknienie dystrybuanty rozktadu log-normalnego (1.76) wynikajace z Pra-

wa Efektéw Proporcjonalnych (patrz rozdziat 1.6):

Mm) = % l] —erf <ln\n/1_T;u)} . (3.1)

Wyniki w skali logarytmicznej zostaty przedstawione na rysunkach 3.4 — 3.6°.

6 Wystepujace tutaj i na dalszych rysunkach oznaczenie sy jest odchyleniem standardowym parametru x. Do-
pelnienie dystrybuanty rozktadu log-normalnego dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotycza-
cych dochodéw gospodarstw domowych w Polsce. W celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem

Levenberga-Marquardta [98].
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Rysunek 3.4: Dopasowanie dopelnienia dystrybuanty rozkltadu log—normalnego (linia ciagta) do

empirycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych go-

spodarstw domowych w Polsce (punkty) z lat 2004—2006. Jak wida¢, Prawo Efektéw

Proporcjonalnych catkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodéw go-

spodarstw domowych.
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Rysunek 3.5: Dopasowanie dopelnienia dystrybuanty rozkltadu log—normalnego (linia ciagta) do
empirycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce (punkty) z lat 2007—2009. Jak widaé, Prawo Efektéw
Proporcjonalnych catkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodéw go-

spodarstw domowych.
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Rysunek 3.6: Dopasowanie dopelnienia dystrybuanty rozkltadu log-normalnego (linia ciagta) do
empirycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce (punkty) z roku 2010. Jak wida¢, Prawo Efektéw Pro-
porcjonalnych catkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodéw gospo-

darstw domowych.

Jak wynika z wykreséw zamieszczonych na rysunkach 3.4 — 3.6, dopelnienie
dystrybuanty rozkltadu log—normalnego catkiem dobrze opisuje gospodarstwa do-
mowe o niskich dochodach. Warto$ci parametréw dla poszczegélnych dopasowan

zostaly zebrane w tabeli 3.17.

7 Bledy parametréw sy, x = , 0, zostalty podane w legendach na rysunkach 3.4 — 3.6. Jak wida¢, sa one bar-
dzo mate. Z kolei, $rednia (x) oraz rozpieto$¢ Ry mozna oszacowa¢ na podstawie wartosci wyznaczonych

parametréw.
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Tabela 3.1: Parametry uzyskane z dopasowania dopelnienia dystrybuanty rozkladu log-
normalnego do empirycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporza-
dzalnych gospodarstw domowych w Polsce z lat 2004—2010. W przedostatnim wierszu
znajduja sie wartosci $rednie parametréw. Mozemy zauwazy¢, ze rozrzut wzgledny

(wzgledna rozpietos¢) Ry parametréw nie przekracza 6%.

Rok u o %
2004 10.0102 | 0.5822 | 0.0582
2005 10.0316 | 0.5817 | 0.0580
2006 10.1069 | 0.5895 | 0.0583
2007 10.1950 | 0.6002 | 0.0589
2008 10.3115 | 0.6178 | 0.0599
2009 10.3738 | 0.6137 | 0.0592
2010 10.4324 | 0.6127 | 0.0587
(x) 10.2088 | 0.5997 | 0.0587
Ry = % 0.04 0.06 0.03

Jak wida¢, analiza klasy spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa do-
mowe o niskich dochodach nie dostarcza informacji o kryzysie — klasa ta jest nie-
zwykle stabilna, gdyz zaréwno parametry u jak i 0 sa wolnozmiennymi funkcjami

czasu.
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Wykorzystanie stabego prawa Pareto

Do ,,ogonéw” omawianych empirycznych dopetnierr dystrybuant dopasowano
(patrz rys. 3.7 — 3.9) réwniez stabe prawo Pareto® (przedstawione w rozdziale 1.4)

postaci (przypomnijmy wzor (1.61)):

M(m) ~ (m/mg)~*. (3-2)
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Rysunek 3.7: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopelnienia dys-
trybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce
(punkty) z roku 2004. Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o érednich dochodach. Dyskusja dotyczaca zbioru punktéw ukladajacych sie powy-
zej stabego prawa Pareto zostata przeprowadzona w dalszej czesci pracy. Zielone linie

oznaczaja przedzialy ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.

8 W celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga—Marquardta [98]. Dopelnienie dystry-
buanty stabego prawa Pareto dopasowano do danych empirycznych dotyczacych srednich dochodéw gospo-
darstw domowych w Polsce. Wyboru podprébki dokonano tak, aby do ogonéw analizowanych rozkltadéw
mozna bylo dopasowa¢ prosta w skali log-log. W tym celu nalezalo znaleZ¢ graniczny dochéd, ponizej ktérego
dane sa odrzucane. Zatem dopasowanie przeprowadzono w zakresie danych — od pewnego granicznego do-
chodu do dochodu najbogatszego gospodarstwa domowego dostepnego w prébie. Przy wyborze podprobki,

do ktorej fitowano prosta (w skali log-log) kierowano sie maksymalizacja wartosci R2.
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Rysunek 3.8: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopeinienia dys-
trybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce
(punkty) z lat 2005-2007. Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o érednich dochodach. Dyskusja dotyczaca zbioru punktéw ukladajacych sie powyzej
stabego prawa Pareto zostata przeprowadzona w dalszej czesci pracy. Zielone linie

oznaczaja przedzialy ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.



3.3 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

Lhee =e o mmmmos s \
0.1¢
~ 0.01;
E
=
0.001+
Rok 2008
104 @=3.146; 5,=0.002
my=30934; s, 0=14
1075 ‘ ‘ . :
100 1000 10* 10° 10°
m
1t e e = N\
0.1:
~ 0.01;
E
=
0.001+
Rok 2009
10-4 @=3.124;5,=0.002
m(=32810; Sm0=17
107 ‘ : 5 6
100 1000 10* 10 10
m
b o ¢ o oo \;
0.1+
. 0.01¢
£
=
0.001:
Rok 2010
10-4 @=3.095; 5,=0.002
m(=34395; Sm0=31
107 ‘ : "3 ~3
100 1000 10* 10 10
m

Rysunek 3.9: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopeinienia dys-

trybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce

(punkty) z lat 2008—-2010. Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe

o érednich dochodach. Dyskusja dotyczaca zbioru punktéw ukladajacych sie powyzej

stabego prawa Pareto zostata przeprowadzona w dalszej czesci pracy. Zielone linie

oznaczaja przedzialy ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
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Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o $rednich docho-
dach. Na rysunkach 3.7 — 3.9 zaznaczono réwniez przedzialy ufnoéci (zielone linie)
dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%. Przedzialy te wyznaczono
przy uzyciu metody przedstawionej w pracy [99]. Jak wida¢, niektére z punktéow
empirycznego dopelnienia dystrybuanty leza poza przedziatami ufnosci. Zatem
maja miejsce odstepstwa od stabego prawa Pareto. Jest to spowodowane obecno-
Scia w danych empirycznych gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Ich
liczba jest jednak zbyt mata, aby mogta zosta¢ poddana opisowi statystycznemu.
Gospodarstwa te zostana przeanalizowane osobno, w dalszej czeSci pracy przy uzy-
ciu rankingoéw.

Wartosci wykltadnikéw Pareto dla poszczegdlnych lat zebrano w tabeli 3.29.

Tabela 3.2: Wykladniki Pareto uzyskane z dopasowania stabego prawa Pareto do empirycznego do-
pelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych
w Polsce z lat 2004—2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie¢ wartos¢ srednia wy-
kfadnika Pareto. Mozemy zauwazy¢, ze jego rozrzut wzgledny (wzgledna rozpietos¢)

Ry wynosi 11%.

Rok x
2004 3.005
2005 3.009
2006 2.984
2007 2.809
2008 3.146
2009 3.124
2010 3.095
(x) 3.025
Ry = % 0.11

9 Bledy wykladnikéw zostaty zamieszczone w legendach na rysunkach 3.7 — 3.9. Z kolei, $rednia (x) oraz roz-

pieto$¢ Ry mozna oszacowac na podstawie wartosci wyznaczonych wyktadnikéw «.
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Wyktadnik Pareto moze stanowi¢ wskaznik nieréwnosci spotecznych. Im mniej-
sza jest jego wartos¢, tym wieksze sa nieréwnosci uzyskiwanych dochodéw w da-
nej klasie spotecznej. Z tabeli 3.2 wynika, ze wykladnik Pareto osiagnal najmniej-
sza warto$¢ w roku 2007, czyli roku ,,wybuchu” §wiatowego kryzysu finansowego.
Zatem w roku tym rozwarstwienie spoleczne osiaggneto warto$¢ najwieksza (naj-
mniejszy wykladnik Pareto).

Stabe prawo Pareto jest odpowiednie do zobrazowania gospodarstw domowych
o $rednich dochodach, poniewaz w tym wypadku zaczyna odgrywa¢ role kon-
kurencja rynkowa. Firmy konkuruja miedzy soba a ich zyski przekladaja sie na
zarobki pracownikéw — jednostek tworzacych gospodarstwa domowe o $rednich
dochodach. W pracy [100] rozwazono trzy typy konkurencji rynkowej. Nastep-
nie, przy pomocy symulacji komputerowych wykazano, ze dochody najbogatszych
(np. firm, gospodarstw domowych, jednostek, itp.), podlegajacych ustalonym zasa-
dom konkurengji opisywane sa prawem Pareto [100]. Zatem mozemy oczekiwag,
ze takze zarobki ich pracownikéw (jednostek tworzacych gospodarstwa domowe

o $rednich dochodach) beda opisywane stabym prawem Pareto.

Wykorzystanie uogdlnionego modelu Lotka—Volterra

W kolejnym kroku do rozwazanych empirycznych dopetieni dystrybuant dopa-
sowano dopelnienie dystrybuanty rozkladu (1.94) pochodzacego z uogélnionego

modelu Lotka—Volterra (patrz rozdziat 1.7):

e, <)

Mx)=1-— Mo

(3-3)

Wyniki dopasowan znajduja sie na rysunkach 3.10 — 3.12'° (skala log-log):

10 W celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga—Marquardta [98]. Dopelnienie dystry-

buanty uogélnionego modelu Lotka—Volterra dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotyczacych

dochodéw gospodarstw domowych w Polsce.
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Rysunek 3.10: Dopasowanie uogé6lnionego modelu Lotka—Volterra (linia ciagta) do empirycznego

dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw do-

mowych w Polsce (punkty) z lat 2004—2006. Wida¢, ze model ten dobrze opisuje

gospodarstwa domowe o niskich i $rednich dochodach. Zielone linie oznaczaja prze-

dziaty ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.



3.3 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

0.01:

TI(x)

0.001:

10—4 L Rok 2007
@=3.572; 5,=0.003

10—5 .
0.01 0.1

100

0.1:

0.01:

()

0.001¢

10—4 L Rok 2008
@=3.546; s,=0.003

10—5 .
0.01 01

0.01:

100

H(x)

0.001¢

104 Rok 2009
@=3.602; s,=0.003

105 ‘ ‘
0.01 01 1

X=m/<m>

100

Rysunek 3.11: Dopasowanie uogoélnionego modelu Lotka—Volterra (linia ciaglta) do empirycznego
dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw do-
mowych w Polsce (punkty) z lat 2007—2009. Ponownie wida¢, ze model ten dobrze
opisuje gospodarstwa domowe o niskich i érednich dochodach. Zielone linie ozna-

czaja przedziaty ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.

69



70

ANALIZA ROCZNYCH DOCHODOW GOSPODARSTW DOMOWYCH W POLSCE

0.01¢

H(x)

0.001+¢

104 Rok 2010
@=3.558; 5,=0.003

105 ‘ ‘
0.01 01 1

X=m/<m>

100

Rysunek 3.12: Dopasowanie uogoélnionego modelu Lotka—Volterra (linia ciagta) do empirycznego
dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw do-
mowych w Polsce (punkty) z roku 2010. Nadal wida¢, Zze model ten dobrze opisuje
gospodarstwa domowe o niskich i srednich dochodach. Zielone linie oznaczaja prze-

dzialy ufnosci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.

Uogodlniony model Lotka—Volterra dobrze opisuje gospodarstwa domowe uzy-
skujace niskie i srednie dochody. Istotna zaleta tego modelu jest mozliwos¢ scharak-
teryzowania dopelnierr dystrybuant rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospo-
darstw domowych przy pomocy pojedynczej formy funkcyjnej. Na wykresach 3.10
— 3.12 zaznaczono réwniez przedziaty ufnosci (zielone linie) dla zebranych danych
empirycznych na poziomie 95% (na podstawie pracy [99]). Ponownie wida¢, ze
niektére z punktéw empirycznego dopelnienia dystrybuanty leza poza wyznaczo-
nymi przedzialami ufno$ci. Zatem maja miejsce odstepstwa od prawa potegowego.

Wartosci parametrow dla poszczegélnych dopasowan zamieszczono w tabeli 3.3"".

11 Bledy parametréow zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 3.10 - 3.12. Z kolei, wartos¢ srednia (x)

oraz rozpietos¢ Ry mozna oszacowac na podstawie uzyskanych wartosci parametru «.
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Tabela 3.3: Parametry o uzyskane z dopasowania uogoélnionego modelu Lotka—Volterra do empi-
rycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw
domowych w Polsce z lat 2004—2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie wartos¢ sred-
nia parametru «. Mozemy zauwazy¢, ze jego rozrzut wzgledny (wzgledna rozpietos¢)

Rx wynosi 6%.

Rok o
2004 3.776
2005 3.766
2006 3.720
2007 3.572
2008 3.546
2009 3.602
2010 3.558
(x) 3.649
Ry = % 0.06

W przypadku uogélnionego modelu Lotka—Volterra mozna wyznaczy¢ efektywna
minimalng roczna warto$¢ dochodu rozporzadzalnego gospodarstwa domowego.
Jest to wartosé¢, ponizej ktorej prawdopodobienstwo osiagania przez gospodarstwa
domowe mniejszych dochodéw gwaltownie maleje (rozklad gestosci prawdopodo-
biefistwa uogolnionego modelu Lotka—Volterra gwaltownie maleje do zera):

Mmin oc—1
(m)  a+1°

(3-4)

Na podstawie powyzszego wzoru otrzymujemy minimalne warto$ci rocznego

dochodu - tabela 3.4™.

12 Wartosci wyznaczone z dokladnoscia do 10 groszy.
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Tabela 3.4: Srednie oraz minimalne roczne wartoéci dochodu rozporzadzalnego gospodarstw domo-

wych w Polsce w latach 2004—2010.

Rok | (m) [z1] | my;, [2H]

2004 | 26744.0 | 15544.7

2005 | 27350.3 | 15873.0

2006 | 29540.6 | 170234

2007 | 326744 | 18381.1

2008 | 36556.7 | 20473.7

2009 | 38713.9 | 21889.1

2010 | 41275.8 | 231644

Niestety, baza danych Gléwnego Urzedu Statystycznego jaka dysponuje nie po-
zwala na rozstrzygniecie pomiedzy Prawem Efektéw Proporcjonalnych i stabym
prawo Pareto z jednej strony a uogdlnionym modelem Lotka—Volterra z drugie;.

Zatem, na przyjetym poziomie dokladnosci moga by¢ stosowane oba podejscia.

Rankingi gospodarstw domowych o niskich i Srednich dochodach

W dalszej czesci rozwazan zostanie przedstawiona alternatywna metoda wyzna-
czania wykladnika Pareto na podstawie danych empirycznych dotyczacych gospo-
darstw domowych zaréwno o Srednich jak i wysokich dochodach.

Jak to zostalo wspomniane wczesniej, wyznaczenie wykltadnika Pareto na pod-
stawie empirycznych dopelniefi dystrybuant dla gospodarstw domowych osiaga-
jacych wysokie dochody nie jest mozliwe, gdyz rozklady te zawieraja zbyt mato
danych empirycznych (przypomnijmy, ze zostaly one zbudowane na bazie da-
nych empirycznych Gléwnego Urzedu Statystycznego). Wartos¢ wykladnika Pa-
reto otrzymamy analizujac ranking gospodarstw domowych, czyli wykres docho-
déw gospodarstw domowych w zaleznosci od ich miejsca w rankingu (dochody
zostaly uporzadkowane w sposéb malejacy — zatem pierwsze miejsce w rankingu
zajmuje najbogatsze w danej prébie gospodarstwo domowe) [90]. Jest to podejScie

réwnowazne analizie empirycznych dopelnient dystrybuant. R6znica polega na in-
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nym nazewnictwie i innej reprezentacji skal. Zwyczajowo w badaniach analizuje
sie¢ albo dopelnienia dystrybuant, albo rankingi. Odpowiednie wykresy w skali

logarytmicznej zamieszczono sie na rysunkach 3.13 - 3.15"3.
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Rysunek 3.13: Ranking gospodarstw domowych o niskich i $rednich dochodach (linia ciagta ozna-
cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) — lata 2004—2005. Jak widaé, gospodar-

stwa domowe o $rednich dochodach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyle-

nu —&rgnking-

13 Na rysunkach 3.13 — 3.18 wielko§¢ Const pochodzi z dopasowania prostej (w skali log-log). Dopasowujac
do danych empirycznych (dotyczacych srednich dochodéw gospodarstw domowych w Polsce) prosta w skali

log-log wyboru podpoébki dokonano analogicznie jak w przypadku stabego prawa Pareto.
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Rysunek 3.14: Ranking gospodarstw domowych o niskich i $rednich dochodach (linia ciagta ozna-

cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) — lata 2006—2008. Jak widaé, gospodar-

stwa domowe o $rednich dochodach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyle-

nu —&rgnking-
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Rysunek 3.15: Ranking gospodarstw domowych o niskich i $rednich dochodach (linia ciagta ozna-
cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) — lata 2009—2010. Jak widaé, gospodar-

stwa domowe o $rednich dochodach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyle-

nu —&rgnking-

Gospodarstwa domowe o $rednich dochodach opisywane sa w skali logarytmicz-
nej prosta o nachyleniu —&;qnking- Jak nalezato oczekiwa¢, odwrotnos¢ oanking jest
tutaj zblizona do wyznaczonych warto$ci wykladnika Pareto, opgreto, uzyskanych
w przypadku dopelniefi dystrybuant rocznych dochodéw rozporzadzalnych go-
spodarstw domowych. Wskazuje to na zgodno$¢ obu zastosowanych metod [90].
Poréwnanie wartosci wykladnikéw Pareto uzyskanych na obu drogach zamiesz-

czono w tabeli 3.5%4.

14 Bledy wykladnikéw zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 3.7 — 3.9 oraz 3.13 — 3.15. Z kolei, wartos¢

$rednia (x) oraz rozpieto$¢ Ry mozna oszacowac na podstawie uzyskanych wartosci wyktadnikéw apgreto-
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Tabela 3.5: Poréwnanie wartosci wykladnikéw Pareto uzyskanych z analizy rankingéw dochodéw
gospodarstw domowych z wartoéciami wykltadnikéw Pareto uzyskanych z dopasowania
stabego prawa Pareto do empirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw
rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Polsce w latach 2004—2010. W przedostat-
nim wierszu znajduja sie wartoéci érednie wykltadnikéw Pareto. Mozemy zauwazy¢, ze

rozrzut wzgledny (wzgledna rozpieto$¢) Ry wyktadnikéw nie przekracza 12%.

Rok Xpareto (ranking) | apgreto (dopelnienie dystrybuanty)
2004 3.006 3.005
2005 2.991 3.009
2006 3.012 2.984
2007 2.780 2.809
2008 2.952 3.146
2009 3.134 3.124
2010 2.947 3.095
(x) 2.975 3.025
Ry = % 0.12 0.1

Rankingi gospodarstw domowych o wysokich dochodach

W dotychczasowych rozwazaniach nie analizowano dochodéw gospodarstw do-
mowych o wysokich dochodach, gdyz obserwacje takie byly zbyt mato liczne,
aby mozna bylo je podda¢ jakiemukolwiek opisowi statystycznemu. Problem ten
mozna posrednio rozwiaza¢ analizujac warto$¢ majatku najbogatszych Polakéw
(ok. 100-150 obserwacji) w postaci rankingu [101] (rysunki 3.16 — 3.18, skala loga-
rytmiczna). Zgodnie z tym, co wykazano wcze$niej, jesli ranking najbogatszych

mozna w skali logarytmicznej opisa¢ zaleznoscia liniowa®, to wéwczas podle-
1

Kranking

gaja oni stabemu prawu Pareto o Wyk{adniku16 Xpareto = . Cho¢ w tym

przypadku zamiast o dochodach méwie o bogactwie, to jednak zakladam tutaj, ze

Dopasanie prostej w skali log-log wykonano na calej prébie.
Pojawiajacego sie tutaj wykladnika apgreto Odnoszacego sie do majatku najbogatszych Polakéw, nie nalezy

myli¢ z wykladnikiem otp greto 0dnoszacym sie do gospodarstw domowych o srednich dochodach.
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z roku na rok nie zmienia sie klasa uniwersalnosci (wyktadnik Pareto zmienia sie
nieznacznie — jest wolnozmienna funkcja lat), a stad wyktadnik ten moze réwniez

opisywa¢ wysokie dochody gospodarstw domowych [4, 12].
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Rysunek 3.16: Ranking najbogatszych Polakéw (linia ciagla oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) — lata 2004—2005. Jak wida¢, gospodarstwa domowe o wysokich docho-

dach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyleniu —o;qnking-
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Rysunek 3.17: Ranking najbogatszych Polakéw (linia ciagla oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) — lata 2006—2008. Jak wida¢, gospodarstwa domowe o wysokich docho-

dach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyleniu —o;qnking-
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Rysunek 3.18: Ranking najbogatszych Polakéw (linia ciagla oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) — lata 2009—2010. Jak wida¢, gospodarstwa domowe o wysokich docho-

dach sa catkiem dobrze opisywane prosta o nachyleniu —ot;qnking-

Wartosci wykladnikéw Pareto pochodzace z poszczegdlnych dopasowarn zostaly

zebrane w tabeli 3.6".

17 Bledy wykladnikéw zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 3.16 — 3.18. Z kolei, $rednia (x) oraz

rozpieto$¢ Ry mozna oszacowac na podstawie uzyskanych wartosci wykltadnikéw opgreto-
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Tabela 3.6: Wykladniki Pareto uzyskane z analizy rankingéw najbogatszych Polakéw z lat 2004-
2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie warto$¢ srednia wykladnika Pareto. Mo-

zemy zauwazy¢, ze jego rozrzut wzgledny (wzgledna rozpieto$¢) Ry wynosi 19%.

Rok XPareto
2004 0.99
2005 1.11
2006 1.17
2007 1.12
2008 1.13
2009 1.20
2010 1.12
(x) 1.12
Ry = W 0.19

Otrzymane wartosci wyktadnika Pareto sa bliskie jednoéci, co jest zgodne z po-
dobnymi analizami dotyczacymi majatku najbogatszych w innych krajach [2,3,5,30,
44,67,102,103]. Zatem mozna oczekiwa¢, ze mechanizm zdobywania wysokich do-
chodéw przez gospodarstwa domowe, opiera sie na istnieniu konkurencji rynkowej
(podobnie jak w przypadku gospodarstw domowych o §rednich dochodach) [100],
jednak w tym wypadku jednostki tworzace gospodarstwa domowe sa przewaznie
wilascicielami konkurujacych firm, przy czym dochody tych firm opisywane sa pra-
wem Zipfa™® [88,91,92].

Poniewaz dla gospodarstw domowych o wysokich dochodach dysponujemy nie-
wielka liczba obserwacji (ok. 100-150), mamy do czynienia ze znaczacym rozrzu-
tem danych, co wptywa na doktadnos¢ obliczonych wykladnikéw Pareto. Doktad-
nos¢ ta jest o rzad wielko$ci mniejsza, niz w przypadku gospodarstw domowych

0 Srednich dochodach.

18 Prawo Zipfa jest prawem Pareto z wykladnikiem o = 1.
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W niniejszym rozdziale dokonano analizy empirycznych dopelniert dystrybu-
ant dotyczacych rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych
w Polsce w latach 2004-2010. Okazato sie, ze moga one by¢ dobrze opisywane do-
pelnieniem dystrybuanty rozkladu log-normalnego w przypadku gospodarstw do-
mowych o niskich dochodach, jak réwniez stabym prawem Pareto dla gospodarstw
uzyskujacych $rednie dochody. Wéréd rozwazanych modeli obiecujace wyniki uzy-
skano takze dla uogo6lnionego modelu Lotka—Volterra. Model ten w dobrym przy-
blizeniu odzwierciedla analizowane rozklady oraz oferuje cenne podejécie teore-
tyczne na poziomie mikroskopowym, w ktérym dochéd gospodarstwa domowego
determinowany jest przez dochody dotychczas uzyskiwane oraz przez wysokosc¢
Swiadczent pomocy spolecznej (ogdlniej méwiac redystrybucje dochodéw w spote-
czenstwie) i ogélny stan gospodarki. Dzieki temu, iz wyktadnik Pareto opisujacy
gospodarstwa domowe o $rednich dochodach, mozna uzyska¢ zaréwno poprzez
analize dopelnierr dystrybuant jak i rankingu, udalo sie wyznaczy¢ takze jego war-
tos¢ dla najbogatszych jednostek spoteczeristwa polskiego.

Wyznaczone parametry pochodzace z r6znych modeli moga, jak przypuszczam,
stanowi¢ wskazniki, czy nawet prekursory kryzysu. Kryzys nie wptywa na go-
spodarstwa domowe o niskich dochodach (parametry dopetnienia dystrybuanty
rozkladu log—normalnego praktycznie nie zmieniaja sie), natomiast prowadzi do
mniejszego rozwarstwienia spotecznego wsréd gospodarstw domowych o $rednich
i wysokich dochodach (oba wykladniki Pareto rosna). Warto jednak zauwazy¢, ze
w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach wahania wyktad-
nika Pareto sa stosunkowo niewielkie co oznacza, ze skutki finansowe kryzysu dla
najbogatszych obywateli spoteczeristwa polskiego nie byty az tak dotkliwe, jak w in-
nych krajach. Jednak w celu wyprowadzenia dalszych wnioskéw niezbedne sa tutaj
dodatkowe badania, polegajace przede wszystkim na przeprowadzeniu poréwnan
z wczedniejszymi kryzysami.

Klasa spoteczna reprezentowana przez gospodarstwa domowe o niskich docho-
dach wydaje sie niezwykle stabilna. Jej dochody nie ulegaja znaczacym zmianom

w wyniku kryzysu. Zatem parametry rozktadéw opisujacych niskie dochody go-
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spodarstw domowych nie moga by¢ indykatorami kryzysu. Tylko analiza $rednich
i wysokich dochodéw gospodarstw domowych moze da¢ odpowiedz na pytanie
czy nadchodzi kryzys.

Zatem, roczne dochody rozporzadzalne polskich gospodarstw domowych moga

by¢ opisane za pomoca rozkladéw:

* dopetnienia dystrybuanty rozktadu log-normalnego, w przypadku gospodarstw

domowych o niskich dochodach,

* dopetnienia dystrybuanty rozkiadu Pareto z wykladnikiem okoto 3, w przy-

padku gospodarstw domowych o §rednich dochodach,

¢ dopelnienia dystrybuanty rozkladu Pareto z wykladnikiem okoto 1, w przy-

padku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
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»Nauka jest zbiorem wyprébowanych przepiséw.”

PAUL AMBROISE VALERY

4.1 OPIS BAZ DANYCH

W analizie danych empirycznych wykorzystano dane Eurostatu pochodzace z ba-
dania EU-SILC [104-111] (Survey on Income and Living Conditions) z lat 2004-
2010, czyli z Buropejskiego Badania Warunkéw Zycia Ludnosci, obejmujacego og6l-
ne informacje o cechach demograficznych gospodarstw domowych w Unii Euro-
pejskiej, ich warunkach zycia, poziomie dochodéw oraz aktywnos$ci ekonomiczne;.
W badaniach uzyto takze danych o zamoznosci najbogatszych Europejczykéw w la-
tach 2003-2010 pochodzace z rankingu magazynu Forbes — The World’s Billiona-
ires [112].

W przypadku danych EU-SILC dochéd, ktéry zostat poddany analizie to roczny
dochéd brutto gospodarstwa domowego® (ang. Total household gross income). Zgod-
nie z definicja (ttumaczenie za [104]), roczny dochéd brutto gospodarstwa domo-
wego to ,,...pieniezny i niepieniezny dochéd uzyskany przez gospodarstwo do-

mowe w okresie jednego roku przed odliczeniem podatkéw dochodowych, podat-

Nalezy zaznaczy¢, ze w bazie Eurostatu znajduje sie réwniez zmienna — roczny dochéd brutto do dyspozycji
gospodarstwa domowego (ang. Total gross disposable household income). Nie zostala ona jednak wybrana do
analizy, gdyz sposéb jej obliczania moze by¢ rézny w zaleznosci od kraju (gtéwnie ze wzgledu na rézne

systemy podatkowe i ubezpieczen spotecznych).
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kéw od dochodéw z wiasnosci, skladek na ubezpieczenie spoteczne i zdrowotne
oraz uwzgledniajacy przeplywy pieniezne otrzymane od innych gospodarstw do-
mowych”?.

Z bazy danych EU-SILC usunieto rekordy, dla ktérych dochéd byl mniejszy badz
réwny zero. Niedodatnie wartosci dochodu uznano za obserwacje btedne. Podsu-
mowanie (w rozbiciu na poszczeg6lne lata) liczby obserwacji w analizowanej pro-
bie, jak i krajéw, dla ktérych dostepne byly dane o dochodach, zostato zamiesz-

czone w tabeli 4.13.

2 Doktadny opis konstrukcji zmiennej — roczny dochéd brutto gospodarstwa domowego (Total household gross

income) zostal przedstawiony w dodatku E.
3 W analizie danych empirycznych uwzgledniono dane o dochodach pochodzace z krajéw nalezacych do Unii

Europejskiej (UE), jak réwniez dane o dochodach pochodzace z krajéw nie nalezacych do UE, ktére jednak
biora udziat w badaniu EU-SILC.



4.1 OPIS BAZ DANYCH

Tabela 4.1: Kraje nalezace do Unii Europejskiej oraz kraje spoza Unii Europejskiej, dla ktérych w ba-
zie EU-SILC, dla poszczegélnych lat dostepne sa dane o rocznych dochodach brutto
gospodarstw domowych. W tabeli podano réwniez liczbe obserwacji wykorzystanych
w analizie danych empirycznych.

Rok Liczba Kraje (UE) Kraje
obserwacji (spoza UE)
2004 55477 Austria, Belgia, Dania, Estonia, Finlandia, Islandia,
Irlandia, Luksemburg, Szwecja Norwegia
2005 138593 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Holandia, Irlandia, Litwa, Norwegia

Luksemburg, Niemcy, Polska, Portugalia, Stowacja,

Stowenia, Szwecja, Wegry, Wielka Brytania

2006 156734 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Hiszpania, Holandia, Irlandia, Norwegia
Litwa, Luksemburg, Niemcy, Polska, Stowacja,

Stowenia, Szwecja, Wegry, Wielka Brytania

2007 206 488 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Francja, Finlandia, Grecja, Hiszpania, Norwegia
Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Lotwa,
Niemcy, Polska, Portugalia, Stowacja, Stowenia,

Szwecja, Wegry, Wielka Brytania, Wiochy

2008 209017 Austria, Belgia, Bulgaria, Cypr, Czechy, Islandia,

Dania, Estonia, Finlandia, Grecja, Hiszpania, Norwegia
Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Lotwa,
Niemcy, Polska, Portugalia, Rumunia, Stowagcja,

Stowenia, Szwecja, Wegry, Wielka Brytania, Wiochy

2009 223 882 Austria, Belgia, Bulgaria, Cypr, Czechy, Islandia,
Dania, Estonia, Finlandia, Francja, Gregja, Norwegia
Hiszpania, Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg,
Lotwa, Malta, Niemcy, Polska, Portugalia,
Rumunia, Stowacja, Stowenia, Szwecja, Wegry,

Wielka Brytania, Wochy

2010 216 873 Austria, Belgia, Bulgaria, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Francja, Grecja, Hiszpania, Norwegia

Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Lotwa,
Malta, Niemcy, Polska, Portugalia, Rumunia,

Slowacja, Stowenia, Szwecja, Wegry,

Wielka Brytania, Wiochy
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Dane Eurostatu zawieraja dla poszczegélnych lat tylko kilka obserwacji dotycza-
cych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, co powoduje, ze nie mozna
poddac ich jakiemukolwiek opisowi statystycznemu. Zatem, aby dokonaé analizy
gospodarstw domowych o wysokich dochodach wykorzystano dane magazynu
Forbes dotyczace rankingu majatkéw posiadanych przez najbogatszych ludzi na
Swiecie — ,,The World’s Billionaires list” [112]. W zestawieniu tym zamieszczane
sa osoby, ktérych warto$¢ majatku w danym roku przekroczyta miliard dolaréw.
Z listy tej wybrano tych, ktérzy przebywali w danym roku na terenie Unii Europej-
skiej i na tej podstawie utworzono rankingi najbogatszych Europejczykéw w latach
2004—2010. Nalezy zaznaczy¢, ze nawet jesli jaki$ kraj nie dostarczyl danych do
EU-SILC dla wybranego roku to i tak zostal on uwzgledniony przy tworzeniu
rankingu. W analizie wzieto réwniez pod uwage osoby przebywajace na terenie Is-
landii i Norwegii, poniewaz kraje te udostepniaja dane o dochodach gospodarstw
domowych na potrzeby badania EU-SILC.

Baza danych magazynu Forbes bedzie przeksztalcana i faczona z baza danych

EU-SILC dlatego tez procedura tego faczenia zostanie przedstawiona w rozdziale

4.2.

4.2 PROCEDURA LACZENIA BAZ DANYCH

Jak wspomniano wczeéniej dane EU-SILC zawieraja niewielka liczbe obserwa-
gji dotyczacych gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Aby mozliwa
byla systematyczna analiza dochodéw wszystkich trzech klas spotecznych nale-
zalo utworzy¢ poszerzona baze danych zawierajaca informacje o gospodarstwach
domowych uzyskujacych niskie, §rednie i wysokie dochody. W tym celu potaczono
baze EU-SILC i baze magazynu Forbes. Procedura faczenia baz danych przebiegata

nastepujaco:

1. Najpierw oszacowano dochody uzyskiwane przez najbogatszych Europejczy-
kow. Aby dla konkretnej osoby z rankingu Forbesa uzyskac jej dochod w da-
nym roku, nalezato obliczy¢ ré6znice miedzy jej majatkiem w tym roku i w roku

poprzednim. Inaczej méwiac, przyjeto zalozenie, ze dochdéd najbogatszych
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jest proporcjonalny do réznicy ich majatku miedzy dwoma kolejnymi latami.
Oczywiscie w dalszej analizie uwzgledniono tylko te osoby, dla ktérych r6z-
nica majatkéw byla dodatnia, zaniedbujac tych ktérzy odnieéli straty, badz

wartos$¢ ich majatku nie ulegta zmianie.

2. Warto$¢ majatku podawana jest przez redaktoréw magazynu Forbes w dola-
rach amerykariskich. Zatem, po obliczeniu wartosci uzyskiwanego dochodu
konieczne bylo jego przeliczenie na euro. Kurs wymiany# dolara na euro dla
poszczegdlnych lat zostat wziety z tego samego dnia, dla ktérego dokonywali

przeliczerh majatkéw redaktorzy Forbesa (patrz tabela 4.2).

3. W kolejnym kroku, majac tak przeksztatcone dane Forbesa, potaczono je wprost
z danymi EU-SILC. Na podstawie uzyskanej bazy danych o zwiekszonej
w ten sposob liczebnosci, zawierajacej informacje o dochodach wszystkich
trzech klas spotecznych, skonstruowano empiryczne dopelnienia dystrybuant
zgodnie z regutami opisanymi w rozdziale 3.2. Niestety, rozklady te charak-
teryzowaly sie duza przerwa (brakiem danych) pomiedzy gospodarstwami
domowymi uzyskujacymi wysokie dochody — pochodzacymi z bazy danych
Eurostatu, a gospodarstwami domowymi uzyskujacymi wysokie dochody —

pochodzacymi z bazy danych magazynu Forbes.

4. Zakladajac, ze statystyki budowane na bazie dochodu (patrz rozdziat 3.2) sa
ciagla funkcja tegoz dochodu, usunieto wspomniana przerwe. W tym celu
dochody gospodarstw domowych pochodzacych z rankingu Forbesa pomno-
zono przez jednakowy czynnik proporcjonalnosci, ktéry wyniést 1.0 x 1072
dla wszystkich analizowanych lat. Pomnozenie przez ten staly czynnik odpo-
wiada wiasciwemu doborowi statej proporcjonalnosci; koniecznoé¢ znalezie-
nia takiej statej wynika z rozwazan znajdujacych sie w punkcie 1 (gdyz réz-
nica majatkéw nie stanowi bezposrednio dochodu, ale pomiedzy dochodem
a réznica majatkéw istnieje proporcjonalnos¢). Uzyskano zatem, empiryczne
dopetnienia dystrybuant dla lat 2004—2010 pozbawione jakichkolwiek przerw.

Zastosowana modyfikacja doprowadzita do niewielkiego przekrywania sie

4 Kursy wymiany walut zostaty zaczerpniete ze strony Europejskiego Banku Centralnego — http:/ /www.ecb.int/



88

ANALIZA ROCZNYCH DOCHODOW GOSPODARSTW DOMOWYCH W UNII EUROPEJSKIE]

(w obszarze wspdlnym) danych empirycznych z obu baz (patrz rozdziat 4.3,

rysunki 4.1 — 4.3), co potwierdza poprawnos¢ zastosowanej procedury.

Zaproponowana przeze mnie procedura laczenia baz danych jest jednym z klu-
czowych elementéw niniejszej rozprawy doktorskiej. Doprowadzila ona do uzy-
skania wystarczajacej liczby danych empirycznych dla wszystkich trzech klas
spolecznych, tj. gospodarstw domowych uzyskujacych niskie, Srednie i wysokie
dochody. Bylo to mozliwe dzieki odpowiedniemu zmodyfikowaniu danych doty-
czacych warto$ci majatkéw najbogatszych Europejczykéw i polaczeniu ich z da-
nymi o dochodach pochodzacymi z bazy EU-SILC. Chociaz dane magazynu Forbes
stanowia przyblizone oszacowanie majatkéw posiadanych przez najbogatszych, to
pozwalaja one dos¢ dobrze ustali¢ ich hierarchie wyrazona poprzez ranking docho-
doéw. Fakt ten w wystarczajacym stopniu uzasadnia zaproponowana metode, gdyz
glownym jej celem jest zaliczenie gospodarstw domowych o wysokich dochodach
do konkretnej klasy uniwersalnosci (indeksowanej danym wykladnikiem Pareto),
a nie doktadne wyznaczenie wielkosci ich catkowitego dochodu.

Liczba obserwacji w analizowanej prébie, kurs wymiany wraz z data oraz kraje

uwzglednione w polaczonej bazie danych zostalty zamieszczone w tabeli 4.2.



Tabela 4.2: Zbiorcze podsumowanie bazy danych powstatej z polaczenia danych EU-SILC i maga-

zynu Forbes.

4.3 EMPIRYCZNE DOPEENIENIA DYSTRYBUANT

(w tym 77 z Forbesa)

6 luty 2004

Rok Liczba Kurs wymiany, Kraje
obserwacji data
2004 55554 1 USD = 0.7981 EUR, EU-SILC 2004, plus:

Francja, Hiszpania, Holandia,
Niemcy, Portugalia,

Wielka Brytania, Wlochy

(w tym 110 z Forbesa)

12 luty 2010

2005 138 664 1 USD = o0.7779 EUR, EU-SILC 2005, plus:

(w tym 71 z Forbesa) 11 luty 2005 Francja, Hiszpania, Wtochy
2006 156 810 1 USD = 0.8412 EUR, EU-SILC 2006, plus:

(w tym 76 z Forbesa) 13 luty 2006 Frangja, Portugalia, Wtochy
2007 206 608 1 USD = 0.7688 EUR, EU-SILC 2007

(w tym 120 z Forbesa) 9 luty 2007
2008 209115 1 USD = 0.6877 EUR, EU-SILC 2008, plus:

(w tym 98 z Forbesa) 11 luty 2008 Francja
2009 223 885 1 USD = 0.7798 EUR, EU-SILC 2009

(w tym 3 z Forbesa) 13 luty 2009
2010 216983 1 USD = 0.7368 EUR, EU-SILC 2010

4.3 EMPIRYCZNE DOPEENIENIA DYSTRYBUANT

Jednym z celéw niniejszej rozprawy doktorskiej jest analiza empirycznych do-
pelnierr dystrybuant rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej. Rozklady te skonstruowano zgodnie z regutami opisanymi w roz-

dziale 3.2 przy uzyciu bazy danych, ktérej proces tworzenia zostal oméwiony

w rozdziale 4.2.
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Empiryczne dopetnienia dystrybuant rocznych dochodéw brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej zostaly przedstawione (w skali logarytmicznej) na

rysunkach 4.1 — 4.3.

Rok 2004
01
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Rysunek 4.1: Empiryczne dopelnienia dystrybuant, IT(m), rocznych dochodéw brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2004—2005. Punkty czerwone reprezentuja
dane empiryczne pochodzace z badania EU-SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodzace z magazynu Forbes. Wida¢, ze dane z obszaru wspélnego dochodéw prze-

krywaja sie, jak by¢ powinno.
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Rysunek 4.2: Empiryczne dopelnienia dystrybuant, IT(m), rocznych dochodéw brutto gospodarstw

domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2006—2008. Punkty czerwone reprezentuja

dane empiryczne pochodzace z badania EU-SILC a niebieskie dane empiryczne po-

chodzace z magazynu Forbes. Wida¢ (podobnie jak dla lat 2004-2005), ze dane ze

wspdlnego obszaru dochodéw przekrywaja sie.
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Rysunek 4.3: Empiryczne dopetnienia dystrybuant, TT(m), rocznych dochodéw brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2009—2010. Punkty czerwone reprezentuja
dane empiryczne pochodzace z badania EU-SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodzace z magazynu Forbes. Wida¢ (podobnie jak dla lat 2004-2008), ze dane ze
wspolnego obszaru dochodéw przekrywaja sie, jak byé powinno. Rok 2009 zawiera

wyjatkowo mato danych z magazynu Forbes — fakt ten jest oméwiony w tekscie.

Analizujac powyzsze wykresy mozemy zauwazy¢, ze dla roku 2009 istnieja tylko
3 obserwacje dotyczace gospodarstw domowych pochodzacych z bazy danych ma-
gazynu Forbes. Innymi stowy, w roku tym nie istnieja gospodarstwa domowe uzy-
skujace wysokie dochody, czyli obserwuje sie catkowity zanik klasy spotecznej re-
prezentowanej przez te gospodarstwa. Ten niezwykle wazny fakt zostanie szerzej

omoéwiony w rozdziale 4.4.
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4.4 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

W nastepnych rozdziatach poréwnatem empiryczne dopelnienia dystrybuant, do-
tyczace rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej,
z przewidywaniami modeli teoretycznych, tj. z prawem Boltzmanna-Gibbsa oraz
stabym prawem Pareto. Dzieki wyznaczeniu parametréw tych modeli, zweryfi-
kowalem réwniez zaproponowany w niniejszej rozprawie doktorskiej, rozsze-
rzony model Yakovenko. Wykazalem przy tym, jak wazna role w analizie danych
o dochodach gospodarstw domowych, odgrywa wykorzystanie danych empirycz-
nych zawierajacych informacje o dochodach wszystkich trzech klas spotecznych.
Innymi stowy zauwazylem, ze uwzglednienie w badaniach gospodarstw domo-
wych o wysokich dochodach (poprzez odpowiednie polaczenie danych EU-SILC
i magazynu Forbes) ma istotny wplyw na otrzymane wyniki i czyni przedsta-
wiona analize pelniejsza.

Podobnie, jak w przypadku gospodarstw domowych w Polsce (patrz rozdziat
3.3), wyznaczylem przy pomocy analizy rankingu dochodéw wartos¢ wyktadnika

Pareto dla gospodarstw domowych uzyskujacych wysokie dochody.

Zastosowanie prawa Boltzmanna—Gibbsa

W pierwszej kolejnosci do empirycznych dopetniefi dystrybuant dotyczacych
rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej dopa-
sowano dopelnienie dystrybuanty rozkladu wykladniczego wynikajace z prawa

Boltzmanna—-Gibbsa:
m
I(m) =exp <_T> . (4.1)

Wyniki w skali logarytmicznej zostaly przedstawione na rysunkach 4.4 — 4.6°.

Wystepujace tutaj i na dalszych rysunkach oznaczenie sy jest odchyleniem standardowym zmiennej x. W celu
dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga-Marquardta [98]. Dopelnienie dystrybuanty
rozktadu wykltadniczego dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotyczacych dochodéw gospo-

darstw domowych w Unii Europejskiej.
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Rysunek 4.4: Dopasowanie dopetnienia dystrybuanty rozkladu wyktadniczego (linia ciagta) do em-
pirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2004—2006. Mozna zauwazy¢, ze dla roku 2005
i 2006 prawo Boltzmanna-Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich do-
chodach. Na miniaturkach znajduja sie te same wykresy w skali pétlogarytmicznej

w zakresach, dla ktérych sprawdzamy czy dane empiryczne sa wykladnicze.
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Rysunek 4.5: Dopasowanie dopetnienia dystrybuanty rozkladu wyktadniczego (linia ciagta) do em-
pirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2007—2009. Mozna zauwazy¢, ze prawo
Boltzmanna—-Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach. Na
minjaturkach znajduja sie te same wykresy w skali pétlogarytmicznej w zakresach,

dla ktérych sprawdzamy czy dane empiryczne sa wykladnicze.
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Rysunek 4.6: Dopasowanie dopetnienia dystrybuanty rozkltadu wyktadniczego (linia ciagta) do em-
pirycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej (punkty) z roku 2010. Mozna zauwazy¢, ze prawo
Boltzmanna—Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach, po-
dobnie jak dla lat 2005-2009. Na miniaturce znajduje sie ten sam wykres w skali pétlo-
garytmicznej w zakresach, dla ktérych sprawdzamy czy dane empiryczne sa wyktad-

nicze.

Prawo Boltzmanna-Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich do-
chodach w latach 2005-2010. Potwierdza to jego uniwersalno$¢ w ekonomii, gdyz
prawo to nadaje sie réwniez do opisu rocznych dochodéw brutto (ang. adjusted
gross income) os6b w Stanach Zjednoczonych [2,37, 45, 46,50, 51].

Analizujac powyzsze wykresy mozemy zauwazy¢, ze w przypadku gospodarstw
domowych o niskich dochodach empiryczne dopetnienia dystrybuant sa nadzwy-
czaj stabilne i ich ksztatt nie zmienia sie w kolejnych latach. Obserwacja ta prowadzi
do wniosku, ze uboga klasa spoteczna znajduje sie, w sensie fizyki statystycznej,
w réwnowadze ,termodynamicznej” [2], tj. w zasadzie z roku na rok nie ulega
zmianie (rozpieto$¢ temperatury wynosi tutaj zaledwie 5%; patrz tabela 4.3).

Wartosci parametru T (ang. income temperature) dla poszczegdlnych dopasowari

zostaly zebrane w tabeli 4.3°.

6 Bledy parametréw T zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 4.4 — 4.6. Z kolei, $rednia (x) oraz

rozpieto$¢ Ry mozna oszacowa¢ na podstawie uzyskanych wartosci parametru T.
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Tabela 4.3: Parametry T uzyskane z dopasowania dopelnienia dystrybuanty rozkladu wykladni-
czego do empirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej z lat 2005—2010. W przedostatnim wierszu znaj-
duje sie warto$¢ $rednia parametru T. Mozemy zauwazy¢, ze jego rozrzut wzgledny

(rozpietoé¢ wzgledna) Ry wynosi 5%.

Rok T
2005 35632
2006 35320
2007 36 841
2008 34904
2009 36164
2010 35201
(x) 35677
Ry = % 0.05

W przypadku roku 2004 prawo Boltzmanna—Gibbsa nie nadaje sie do opisu go-
spodarstw domowych uzyskujacych niskie dochody. Jest to prawdopodobnie spo-
wodowane niekompletnoscia danych zbieranych na potrzeby badania EU-SILC. Ba-
danie to zostato rozpoczete w roku 2004 i wéwczas tylko kilka krajéow dostarczyto
dane o dochodach (patrz tabela 4.1 oraz [104]). Dlatego tez w dalszych analizach
uwzglednione zostana jedynie lata 2005-2010. Przypomnijmy, ze w przypadku
Polski gospodarstwa domowe o niskich dochodach opisywane sa rozkladem log—

normalnym, co w spos6b zasadniczy odréznia ja od Unii Europejskiej.
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Zastosowanie stabego prawa Pareto

Do érodkowych czesci omawianych empirycznych dopelniert dystrybuant dopa-

sowano (patrz rys. 4.7 — 4.9) réwniez stabe prawo Pareto?”

TT(m) ~ (m/mg)™*. (4-2)

10~* Rok 2005 .
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Rysunek 4.7: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopelnienia dys-
trybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z roku 2005. Jak wida¢, stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa

domowe o $rednich dochodach.

7 W celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga—Marquardta [98]. Dopetnienie dystry-
buanty stabego prawa Pareto dopasowano do danych empirycznych dotyczacych srednich dochodéw gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej. Wyboru podprébki dokonano tak, aby do srodkowych czeéci analizo-
wanych rozkladéw mozna bylo dopasowa¢ prosta w skali log-log. W tym celu nalezato znalez¢ odpowiedni
przedziat dochodéw. Przy wyborze podrébki, do ktérej fitowano prosta (w skali log-log) kierowano sie mak-

symalizacja wartosci RZ.
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Rysunek 4.8: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopeinienia dys-
trybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z lat 2006-2008. Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe

o $rednich dochodach.
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Rysunek 4.9: Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagta) do empirycznego dopetnienia dys-
trybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z lat 2009—2010. Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o $rednich dochodach. Raz jeszcze widzimy, ze dopetnienie dystrybuanty dochodéw

z roku 2009 znaczaco rézni sie od pozostatych.

Stabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o érednich dochodach.

Wartosci wykltadnikéw Pareto dla poszczegélnych lat zebrano w tabeli 4.4%.

8 Btedy wykladnikéw zostaly zamieszczone w legendach na rysunku 4.7 — 4.9. Z kolei, wartos¢ érednia (x) oraz

rozpieto$¢ Ry mozna oszacowaé na podstawie uzyskanych wartosci wykladnikéw .



Tabela 4.4: Wartosci wykladnikéw Pareto uzyskane z dopasowania stabego prawa Pareto do $rod-
kowej czesci empirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej z lat 2005—2010. W przedostatnim wierszu

znajduje sie warto$¢ Srednia wykladnika Pareto. Mozemy zauwazy¢, ze jego rozrzut

4.4 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

wzgledny (wzgledna rozpieto$é) Rx wynosi 14%.

(€3)

Rok o
2005 2.907
2006 2.892
2007 2.735
2008 2.965
2009 2.974
2010 3.153
(x) 2.938
R, = Xmax—Xmin | ()14

W przypadku gospodarstw domowych uzyskujacych érednie dochody wyktad-
nik Pareto ulega niewielkim zmianom w czasie. Oznacza to, Ze poziom nieréwno-
Sci spotecznych w ramach $redniozamoznej klasy spotecznej jest praktycznie staty.
Niemniej, mozemy zauwazy¢ pewne tendencje. W latach 2005-2007 wykfadnik Pa-
reto malal, a zatem rosto rozwarstwienie spoteczne wsréd gospodarstw domowych
o $rednich dochodach. Z kolei, po roku 2007 (poczatek swiatowego kryzysu) ob-

serwujemy wzrost wykladnika Pareto, a co zatem idzie zmniejszenie nieréwnosci

spotecznych.

Podobnie jak dla polskich gospodarstw domowych o $rednich dochodach, stabe
prawo Pareto jest odpowiednie do zobrazowania europejskich gospodarstw domo-

wych o $rednich dochodach, poniewaz w tym wypadku zaczyna juz odgrywac role

konkurencja rynkowa (patrz rozdziat 3.3).
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Rankingi gospodarstw domowych o srednich i wysokich dochodach

W kolejnym kroku, poprzez analize rankingu gospodarstw domowych, wyzna-
czono wykladnik Pareto dla gospodarstw domowych uzyskujacych wysokie do-
chody (metoda ta zostata opisana w rozdziale 3.3). Wyznaczenie wykladnika Pareto
polegajace na dopasowaniu prostej do ,,ogonéw” empirycznych dopelnierr dystry-
buant w skali logarytmicznej jest rowniez mozliwe. Jednak sposéb ten w przy-
padku danych dotyczacych Unii Europejskiej wymaga przeskalowania danych (po-
mnozenia wspétrzednych punktéw przez czynnik rzedu 10%). W przeciwnym razie,
nie jesteSmy w stanie otrzyma¢ wartosci wykladnika Pareto ze wzgledéw nume-
rycznych. Przeskalowanie danych uniemozliwia poprawne oszacowanie parame-
tru my pojawiajacego sie¢ w stabym prawie Pareto. Zatem, nie jest réwniez mozliwe
wykonanie wykresu stabego prawa Pareto dla oszacowanych parametréw. Majac
na uwadze powyzsze trudnoéci, przy analizie wysokich dochodéw gospodarstw
domowych wykorzystano rankingi — wykresy w skali logarytmicznej znajduja sie
na rysunkach 4.10 — 4.11°.

Dodatkowo na rysunkach tych zamieszczono dopasowanie prostej dla gospo-
darstw domowych o $rednich dochodach, aby jeszcze raz potwierdzi¢, ze analiza
rankingéw stanowi podej$cie rownowazne (ale numerycznie alternatywne) w sto-

sunku do analizy dopelnierr dystrybuant.

Na rysunkach 4.10 — 4.11 wielko$ci Const oraz Constl sa stalymi pochodzacymi z dopasowania prostych
(w skali log-log). Dopasowujac do danych empirycznych (dotyczacych érednich dochodéw gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej) prosta w skali log-log, wyboru podpébki dokonano analogicznie jak w przy-
padku stabego prawa Pareto. Natomiast, w przypadku danych o wysokich dochodach gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej, wyboru podprébki dokonano w oparciu o pierwsza prostoliniowa czes¢ rankingu
(w skali log-log). W tym celu znaleziono graniczny dochéd (odpowiadajacy okreslonemu miejscu w rankingu),
ponizej ktérego dane sa odrzucane. Zatem dopasowanie przeprowadzono w zakresie danych — od pewnego
granicznego dochodu do dochodu najbogatszego gospodarstwa domowego dostepnego w prébie. Przy wybo-

rze podprébek, do ktérych fitowano proste (w skali log-log) kierowano sie maksymalizacja wartosci R?.
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Rysunek 4.10: Ranking rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej —
lata 2005—-2007. Czerwona linia stanowi dopasowanie prostej do wysokich dochodéw
gospodarstw domowych (parametry o;qnking1, Constl, &pareto1) a niebieska linia
stanowi dopasowanie prostej do Srednich dochodéw gospodarstw domowych (para-

metry Krankings Const, apareto)-
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Rysunek 4.11: Ranking rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej —

lata 2008—2010. Czerwona linia stanowi dopasowanie prostej do wysokich dochodéw

gospodarstw domowych (parametry ot;qnking1, Constl, &pareto1) a niebieska linia

stanowi dopasowanie prostej do Srednich dochodéw gospodarstw domowych (para-

metry Xranking, Const, apareto)-
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Gospodarstwa domowe o wysokich dochodach opisywane sa w skali logaryt-
micznej prosta o nachyleniu —o;anking1- Zatem zgodnie z rozumowaniem przed-

stawionym w rozdziale 3.3, wykladnik Pareto mozemy wyznaczy¢ z zaleznoSci
1

Tramiar” Wartosci wyktadnikéw Pareto (dla gospodarstw domowych

XParetol =

o wysokich dochodach) pochodzace z poszczegdlnych dopasowan zostaty zebrane
w tabeli 4.5. W tabeli tej umieszczono dla poréwnania wykladniki Pareto uzyskane
z dopasowania stabego prawa Pareto do , ogonéw” empirycznych dopelnieni dys-
trybuant dotyczacych rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskie;.

Tabela 4.5: Poréwnanie wyktadnikéw Pareto (gospodarstwa domowe o wysokich dochodach) uzy-
skanych z analizy rankingéw dochodéw gospodarstw domowych z wyktadnikami Pa-
reto uzyskanymi z dopasowania stabego prawa Pareto do empirycznego dopelnienia
dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
z lat 2005—2010. W przedostatnim wierszu znajduja sie wartosci érednie parametréw. Mo-
zemy zauwazy¢, ze rozrzut wzgledny (wzgledna rozpieto$é) Ry wartosci wykladnikéw

Pareto jest znaczacy. Wynika to, ze skokowego wzrostu wyktadnika Pareto w roku 2009.

Rok Opareto] (ranking) | dpgareto1 (dopelnienie dystrybuanty)
2005 0.795 + 0.009 0.736 + 0.009
2006 0.86 +0.01 0.80 £0.01
2007 0.79 +0.01 0.635 + 0.009
2008 0.890 £+ 0.007 0.95+0.01
2009 2.608 + 0.006 2.728 +0.006
2010 0.77 £ 0.01 0.652 £+ 0.008
(x) 1.119 +0.009 1.083 £+ 0.004
Ry = W 1.64 £0.02 1.93 +£0.01

Otrzymane wartosci wyktadnika Pareto sa bliskie jednosci. Jest to zgodne z po-
dobnymi analizami dotyczacymi wysokich dochodéw gospodarstw domowych w in-
nych krajach [2, 3,5, 30, 44, 67, 102, 103]. Zatem mozna oczekiwa¢, Zze mechanizm

zdobywania wysokich dochodéw przez gospodarstwa domowe Unii Europejskie;j,
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opiera sie na istnieniu konkurencji rynkowej (podobnie jak dla gospodarstw domo-
wych o §rednich dochodach) [100], jednak w tym przypadku jednostki tworzace go-
spodarstwa domowe sa przewaznie wlascicielami konkurujacych firm, przy czym
dochody tych firm opisywane sa prawem Zipfa'® [88,91,92]. Model mikroskopowy
odtwarzajacy stabe prawo Pareto z wykladnikiem « = 1, a wiec zblizonym do
uzyskanego tutaj zostat oméwiony w rozdziale 2.1.

Mozna zauwazy¢, ze w roku 2009 warto$¢ wykltadnika Pareto jest znaczaco r6zna
od jednosci. Rok ten stanowi przypadek szczegélny ze wzgledu na znikniecie klasy
spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach.
Fakt ten zostanie wyjasniony i zinterpretowany w dalszej czeSci niniejszego roz-
dziatu.

Pozostate uzyskane wartosci wykladnika Pareto sa mniejsze od jednosci. W przy-
padku kiedy apgreto < 1, momenty (pierwszy i wyzszych rzedéw) gestosci prawdo-
podobieristwa opisujacej stabe prawo Pareto sa rozbiezne. Zatem, jak wspomniano
w rozdziale 1.4, w takim przypadku nalezy uzywac¢ kwantyli (ktére sa zawsze
skonczone [87]).

Na podstawie rysunkéw 4.10 — 4.11 mozemy réwniez stwierdzi¢, ze gospodar-
stwa domowe o Srednich dochodach opisywane sa w skali logarytmicznej prosta
o nachyleniu —o;qnking- Jak nalezato oczekiwacd, odwrotnos$¢ & anking jest tutaj bar-
dzo zblizona do wyznaczonych warto$ci wykladnika Pareto, apgreto, uzyskanych
w przypadku dopelnieri dystrybuant rocznych dochodéw brutto gospodarstw do-
mowych. Wskazuje to na zgodno$é obu zastosowanych metod [9o]. Poréwnanie

obu wykladnikéw zamieszczono w tabeli 4.6"".

10 Prawo Zipfa jest prawem Pareto z wyktadnikiem o = 1.
11 Bledy wykladnikéw zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 4.7 — 4.9 oraz 4.10 — 4.11. Z kolei, warto$é

$rednia (x) oraz rozpietos$¢ Ry mozna oszacowac na podstawie uzyskanych wartosci wyktadnikéw apgreto-



Tabela 4.6: Poréwnanie wykladnikéw Pareto (dla gospodarstw domowych o érednich dochodach)
uzyskanych z analizy rankingéw dochodéw gospodarstw domowych z wykladnikami
Pareto uzyskanymi z dopasowania stabego prawa Pareto do empirycznego dopelnienia
dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
w latach 2005—2010. W przedostatnim wierszu znajduja sie wartosci érednie wyktadni-

kéw Pareto. Mozemy zauwazy¢, ze rozrzut wzgledny (wzgledna rozpieto$¢) Ry wyktad-

nikéw Pareto nie przekracza 21%.

4.4 ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH

Rok Xpareto (ranking) | apgreto (dopelnienie dystrybuanty)
2005 2.736 2.907
2006 2.533 2.892
2007 2.449 2.735
2008 2.772 2.965
2009 2.911 2.974
2010 3.017 3.153
(x) 2.736 2.938
Rx = "‘“C‘X(% 0.21 0.14

Weryfikacja rozszerzonego modelu Yakovenko

Obecnie dokonam weryfikacji zaproponowanego przeze mnie rozszerzonego mo-
delu Yakovenko. W modelu tym uzyskujemy teoretyczne dopetnienie dystrybuanty
opisujace dochody wszystkich trzech klas spotecznych tj. gospodarstw domowych
o niskich, $rednich i wysokich dochodach, wlaczajac w to obszary przejsciowe po-

miedzy tymi klasami. Przedstawione wyniki analizy danych empirycznych stano-

wia jeden z kluczowych elementéw niniejszej rozprawy doktorskie;j.
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Rozszerzony model Yakovenko jest opisywany gestoscia prawdopodobieristwa
postaci (patrz rozdziat 2.2 a tam wzér (2.37)):

( mp

exp(——2 arctan£>
C’ ( =124, dlam < my,

)T

_Mo .
c exp( T arctan

) (4-3)
MT{’ , dlam>m;y.

)

Dla gestosci prawdopodobiefistwa opisanej réwnaniem (4.3) nie mozna wyznaczy¢

dopelnienia dystrybuanty IT(m) w zamknietej postaci analitycznej. Niemniej jed-
nak, wartosci tego rozkladu mozna obliczy¢ przy uzyciu metod numerycznych.
Zasadniczym problemem przy podejSciu numerycznym jest sposéb, w jaki na-
lezy poréwna¢ tak skomplikowane teoretyczne dopetnienie dystrybuanty do da-
nych empirycznych. Zaproponowana przeze mnie procedura poréwnania sklada
sie z trzech etapéw i polega na wyznaczeniu parametréw wystepujacych w réw-
naniu (4.3) na podstawie oszacowar parametréw uzyskanych z dopasowania do
empirycznych dopelniefi dystrybuant prawa Boltzmanna—Gibbsa, stabego prawa
Pareto oraz analizy rankingu gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

W pierwszym kroku nalezy oszacowa¢ wartosci parametrow mg i my. Zgodnie

z tym, co powiedziano w rozdziale 1.5 parametr my mozna taktowaé jako granice
miedzy prawem Boltzmanna—Gibbsa a stabym prawem Pareto. Zatem jego warto$é
mozna oszacowaé odczytujac wspélrzedne punktu przeciecia dopelnienia dystry-
buanty rozkltadu wykltadniczego (prawo Boltzmanna—-Gibbsa) z dopetnieniem dys-
trybuanty, pochodzacym ze slabego prawa Pareto (dla gospodarstw domowych
uzyskujacych $rednie dochody). Podobnie wyznacza sie parametr m;, ktéry trak-
tujemy jako graniczna warto$¢ dochodu pomiedzy gospodarstwami domowymi
o Srednich i wysokich dochodach (patrz rozdziat 2.2). Jego wartos¢ szacujemy, od-
czytujac wspélrzedne punktu przeciecia dwoéch dopetniet dystrybuant, opisuja-
cych stabe prawo Pareto (odpowiednio dla gospodarstw domowych o $rednich do-

chodach i gospodarstw domowych o wysokich dochodach)'>. W tym przypadku,

Analizujac rankingi gospodarstw domowych o wysokich dochodach zaznaczono, ze wykonanie wykresu sta-
bego prawa Pareto w przypadku tych gospodarstw nie jest mozliwe, ze wzgledu na niemoznos¢ poprawnego
oszacowania parametru mg (parametr ten pochodzi ze stabego prawa Pareto i nie nalezy myli¢ go tutaj z pa-

rametrem mgo wystepujacym w rozszerzonym modelu Yakovenko; przypomnijmy, ze w przypadku silnego
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wspotrzedna tego punktu na osi odcietych nalezy taktowaé jako wartos¢ wyjsciowa
(przyblizona) przy poszukiwaniu najlepszego oszacowania parametru my. Z reguty
warto$¢ my, jaka nalezy wstawié do rozszerzonego modelu Yakovenko (aby otrzy-
maé poprawne dopasowanie) jest o okoto 100000 Euro wieksza (jest jeszcze o tym
mowa ponizej).

W kolejnym kroku wyznacza sie parametry T i Ty. Warto$¢ parametru T pojawia-

jacego sie w réwnaniu (4.3) uzyskujemy poprzez dopasowanie prawa Boltzmanna-
Gibbsa do empirycznego dopetnienia dystrybuanty dotyczacego rocznych docho-
déw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej (patrz rysunki 4.4 — 4.6).
Z kolei ,temperatura” Ty wyraza Sredni dochéd gospodarstw domowych (patrz
rozdzial 1.3), nalezacych do grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Zatem zauwazajac, ze ten Sredni dochdd nie moze by¢ nizszy, niz najnizszy dochod
gospodarstwa domowego z grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach
(czyli dochodach wiekszych, badZ réwnych my), warto$¢ parametru T; przyjmu-
jemy po prostu réwna wartosci parametru m; (co zmniejsza liczbe parametréw
swobodnych modelu).

W ostatnim kroku szacujemy wartosci parametréw « oraz oy. Parametr « uzy-

skujemy na podstawie dopasowania stabego prawa Pareto do srodkowej czesci em-
pirycznego dopelnienia dystrybuanty, odpowiadajacej gospodarstwom domowym
o Srednich dochodach (rysunki 4.7 — 4.9). Z kolei, parametr o; przyjmuje wartosc
wyktadnika Pareto (otpgreto1) uzyskanego na podstawie analizy rankingu gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach (rysunki 4.10 — 4.11).

Dysponujac teraz wszystkimi parametrami pojawiajacymi sie w rozszerzonym
modelu Yakovenko, poréwnano (na drodze numerycznej) teoretyczne dopetnienie
dystrybuanty z empirycznym dopelnieniem dystrybuanty dotyczacym rocznych

dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Mozliwosé¢ tego

prawa Pareto parametr my oznacza graniczna, najnizsza warto$¢ dochodu, jaka moga osiaga¢ gospodarstwa
domowe, natomiast w stabym prawie Pareto jest on parametrem swobodnym i nie posiada interpretacji). Jed-
nak warto$¢ parametru my mozna oszacowaé dobierajac jego wartos¢ tak, aby otrzymany wykres stabego
prawa Pareto (dla wyznaczonego z rankingu wykltadnika Pareto) pokryt sie z ,,ogonem” empirycznego dopel-
nienia dystrybuanty. Procedura ta jest wystarczajaca do wyznaczenia punktu przeciecia stabego prawa Pareto
dla gospodarstw domowych o érednich dochodach ze stabym prawem Pareto dla gospodarstw domowych

o wysokich dochodach.
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typu poréwnania oznacza, ze w rozszerzonym modelu Yakovenko nie pozostaty
juz swobodne parametry, co dobrze $wiadczy o jego jakosci. Wyniki poréwnania

zostaly zamieszczone na rysunkach 4.12 — 4.13 (skala logarytmiczna)'3.

13 Aby otrzymac¢ lepsze dopasowania, w przypadku lat 2008 i 2010 nieznacznie zwiekszono wartos¢ parametru T
otrzymanego z dopasowania prawa Boltzmanna-Gibbsa do empirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych
dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008 oraz 2010. Bledy parametréow
T, T1, mo i my zostaly oszacowane poprzez zmienianie wartosci tych parametréw i analizie poprawnosci
dopasowania otrzymanych w ten sposéb teoretycznych dopeiniert dystrybuant do dopeltnieri empirycznych.
Blad wykladnika o zostal oszacowany poprzez dopasowanie do empirycznych dopelnieri dystrybuant stabego
prawa Pareto dla gospodarstw domowych o $rednich dochodach (rysunki 4.7 — 4.9), natomiast blad wyktadnika
&1 oszacowano na podstawie analizy rankingéw gospodarstw domowych o wysokich dochodach (rysunki 4.10

— 4.11).
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Rysunek 4.12: Poréwnanie przewidywan rozszerzonego modelu Yakovenko (linia ciagla) z empi-
rycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2005—2007. Cienkie linie pionowe zaznaczaja

odpowiednio wartosci mg oraz mj.
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Rysunek 4.13: Poréwnanie przewidywan rozszerzonego modelu Yakovenko (linia ciagla) z empi-

rycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-

wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2008—2010. Cienkie linie pionowe zaznaczaja

odpowiednio wartosci mg oraz mj.
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Jak wida¢, rozszerzony model Yakovenko dobrze opisuje empiryczne dopelnie-
nia dystrybuant dotyczace rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Zatem, przy pomocy tego modelu mozemy opisa¢ dochody
wszystkich trzech klas spotecznych, tj. gospodarstw domowych o niskich, srednich
i wysokich dochodach. Tak dobra zgodno$¢ z danymi empirycznymi zostala uzy-

skana dzieki przyjeciu przede wszystkim nastepujacych zatozen:

* rozszerzony model Yakovenko dopuszcza wspélistnienie procesu addytyw-
nego i multiplikatywnego przy jednoczesnym zréznicowaniu dynamiki zmian
dochodu — w modelu tym przyjmuje sie, ze gospodarstwa domowe o niskich
i érednich dochodach bogaca sie (badz traca dochody) inaczej niz gospodar-
stwa domowe o wysokich dochodach (patrz rozdziat 2.2; réwnanie (2.25) oraz

(2.26)),

* rozszerzony model Yakovenko spelnia warunek ciaglosci gestosci prawdopo-

dobienstwa (rozdziat 2.2; rownanie (2.27)).

Warto$ci parametréw dla poszczegélnych poréwnan rozszerzonego modelu Yako-

venko zamieszczono w tabeli 4.74.

14 Btedy parametréw zostaly zamieszczone w legendach na rysunkach 4.12 — 4.13. Z kolei, warto$¢ $rednia (x)

oraz rozpieto$¢ Ry mozna oszacowac na podstawie uzyskanych parametréw.
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Tabela 4.7: Parametry uzyskane z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym
dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej z lat 2005—2010. W przedostatnim wierszu znajduja sie wartosci Srednie
parametréw. Mozemy zauwazy¢, ze rozrzut wzgledny parametréw Ty, mj oraz « jest
znaczacy. Wynika to, ze skokowego wzrostu wyktadnika Pareto oy w roku 2009, przy

jednoczesnym skokowym spadku wartoéci parametréw T; oraz mj.

Rok T mg [EUR] o T; my [EUR] o
2005 36000 155000 | 2.907 | 430000 | 430000 | 0.795
2006 37000 145000 | 2.892 | 445000 | 445000 0.86
2007 37000 160000 | 2.735 | 480000 | 480000 0.79
2008 38000 120000 | 2.965 | 450000 | 450000 | 0.890
2009 37000 145000 | 2.974 | 290000 | 290000 | 2.608
2010 38000 135000 | 3.153 | 450000 | 450000 0.77
(x) 37167 | 143333 | 2.938 | 424167 | 424167 | 1.119
Ry = % 0.05 0.28 0.14 0.45 0.45 1.64

Analizujac wartosci parametrow zamieszczone w tabeli 4.7 mozemy stwierdzig,
ze parametr T nieznacznie ro$nie w czasie, a zatem dla gospodarstw domowych
o niskich dochodach roénie sredni dochéd przypadajacy na pojedyncze gospodar-
stwo domowe, co jest gtéwnie spowodowane inflacja, a nie bogaceniem sie tej grupy
spoteczne;.

Z kolei, parametr my oscyluje wokét wartosci 140 000 Euro. Wartos$é te mozna
uzna¢ za graniczna warto$¢ dochodu pomiedzy gospodarstwami domowymi o ni-
skich dochodach a gospodarstwami o $rednich dochodach. Podobnie jest dla para-
metru my, ktéry dla lat 2005—2008 oraz 2010 oscyluje wokot wartosci 450 000 Euro,
oznaczajacej graniczng warto$¢ dochodu pomiedzy gospodarstwami domowymi
o $rednich dochodach a gospodarstwami o wysokich dochodach.

Analiza zmian warto$ci parametru « (tabela 4.7) pozwala zauwazy¢, ze dla lat
2005-2007 parametr ten ma tendencje malejaca, po czym po roku 2007 zaczyna

rosna¢. Oznacza to, ze w latach 2005—2007 rozwarstwienie spoleczne, w ramach
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klasy spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o $rednich docho-
dach, roslto a nastepnie w latach 2008—2010 — malato. Z kolei, parametr «; w latach
2005—2008 oraz 2010 zmienial sie stosunkowo nieznacznie. Innymi stowy, rozwar-
stwienie spoteczne w ramach klasy spolecznej reprezentowanej przez gospodar-
stwa domowe o wysokich dochodach pozostawalo na niezmienionym, wysokim
poziomie (gdyz o < 1).

W przypadku roku 2009 obserwujemy, ze wartosci parametréw T;, m; oraz oy
réznia sie znaczaco wzgledem pozostalych lat. W roku tym nastapit skokowy spa-
dek wysokich dochodéw gospodarstw domowych, a takze skokowy spadek samej
liczby gospodarstw domowych uzyskujacych wysokie dochody™. Jest to spowo-
dowane kryzysem ekonomicznym zapoczatkowanym w 2007 roku, ktérego apo-
geum nastapilo w roku 2008 (a zatem wplyneto na dochody uzyskane w roku
kolejnym, tj. 2009). Kryzys ten doprowadzit do obnizenia granicznej wartosci do-
chodu pomiedzy gospodarstwami domowymi uzyskujacymi Srednie dochody a go-
spodarstwami domowymi uzyskujacymi wysokie dochody. Przyczynit sie réwniez
do znaczacego zmniejszenia rozwarstwienia spotecznego w ramach klasy spotecz-
nej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (w roku
2009 nastapit znaczacy wzrost o1 do wartosci 2.608), czyniac ja, praktycznie rzecz
biorac, klasa srednia. Mozemy zauwazy¢, ze w roku 2009 klasa spoleczna repre-
zentowana przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach w zasadzie nie
istnieje — tylko niewielka liczba gospodarstw domowych uzyskiwata w tym roku
wysokie dochody. Pozostate gospodarstwa domowe, ktére dotychczas zaliczaly sie
do tej klasy spotecznej, uzyskiwaty dochody o wiele nizsze a przez to zaczely przy-
naleze¢ do klasy spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o $red-
nich badz niskich dochodach. Nalezy jednak pamieta¢, ze w latach poza kryzysem,
ksztalt obserwowanych empirycznych dopetniert dystrybuant jest niezwykle sta-
bilny. Obserwujemy jedynie zmiane liczby gospodarstw domowych nalezacych do
okreslonych klas spotecznych, a struktura dochodéw spoteczeristwa (jako catosci)

w zasadzie nie ulega zmianom.

15 Dla roku 2009 w bazie danych magazynu Forbes mamy tylko 3 obserwacje.
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4.5 DODATKOWE UWAGI

Ponizej przedstawie dodatkowe rozwazania wynikajace z analizy danych empi-

rycznych przeprowadzonej w rozdziale 4.4.

Réwnanie Langevina a ryzyko rynkowe

Zgodnos¢ rozszerzonego modelu Yakovenko z danymi empirycznymi potwier-
dza mozliwoé¢ opisu rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej przy pomocy dynamiki Langevina. Dynamika ta wyrazona jest po-
przez nieliniowe, progowe réwnanie Langevina (réwnanie 1.2) ze wspo6lczynnikiem
dryfu A(m) okreslonym zaleznos$cia (2.25) oraz Wariancja16 B(m), zdefiniowana
réwnaniem (2.26). Dla warto$ci dochodu réwnej m; mamy do czynienia ze sko-
kiem wspoélczynnika proporcjonalnosci (wystepujacego w wyrazeniu A(m)), ktéry
zmienia sie z a na a/, przy czym a’ < a (gdyz'7: «; < o; patrz tabela 4.7). Ozna-
cza to, ze dla m > m; sila stochastyczna C(m)n(t) w réwnaniu (1.2) (pamietajac,
ze: B(m) = @) ma relatywnie wiekszy wplyw na dynamike Langevina niz
sita oporu lepkiego —A(m). Inny stowy, jesli wariancje B(m), potraktujemy (jak
to sie zwykle robi) jako miare ryzyka [89], to mozemy powiedzieé, ze dziatalnosé
gospodarcza (w sensie aktywnos$ci ekonomicznej) gospodarstw domowych o wy-

sokich dochodach jest obarczona wyraznie wiekszym ryzykiem niz dziatalnos¢ go-

spodarstw domowych o niskich i srednich dochodach.

Rozszerzony model Yakovenko a procedura tqczenia baz danych

Nalezy zaznaczy¢, ze procedura taczenia baz danych przedstawiona w rozdziale
4.2 wplyneta, zgodnie z oczekiwaniami, jedynie na zmiane struktury dochodéw
(a wiec i ksztalt empirycznych dopelniefi dystrybuant) w ramach klasy spotecznej
reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach. Natomiast,
nie miata ona wplywu na strukture dochodéw w przypadku klas spotecznych re-

prezentowanych odpowiednio przez gospodarstwa domowe o niskich i $rednich

dochodach.

16 Dokladniej rzecz biorac, jest to polowa wariangji (patrz réwnanie (1.28)), o ile wariancja ta istnieje.

. . . . . . . 2~ . . ’
17 Zgodnie z rozwazaniami w rozdziale 2.2 nalezy pamieta¢, ze b =b’ oraz o« = e+liog =% +1.
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Aby to pokaza¢, poréwnatem rozszerzony model Yakovenko z empirycznym do-
pelnieniem dystrybuanty (dotyczacym rocznych dochodéw brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej) utworzonym tylko na podstawie danych Eurostatu
(badanie EU-SILC)™®. Otrzymane wyniki poréwnatem z dopasowaniami rozszerzo-
nego modelu Yakovenko do empirycznych dopelnierr dystrybuant zbudowanych
przy uzyciu polaczonych baz danych — EU-SILC i magazynu Forbes. Wszystko
to zamiescitem na rysunkach 4.14 — 4.16. Wartoéci parametréw pochodzace z obu

poréwnan umiescitem w tabelach 4.8 — 4.10.

18 Szczegdtowe wyniki analizy danych EU-SILC niezbedne do poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko

z danymi empirycznymi Eurostatu zostaty zamieszczone w dodatku F.
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Rysunek 4.14: Poréwnanie, w skali log-log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cia-

gla) z empirycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospo-

darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU-SILC; mate kwadraty) oraz

poréwnanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia ciagla) z empirycz-

nym dopetnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-

wych w Unii Europejskiej (potaczona baza danych EU-SILC i magazynu Forbes;

punkty) — lata 2005—2006. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja warto$¢

m;, odpowiednio dla obu poréwnan.
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Rysunek 4.15: Poréwnanie, w skali log-log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cig-

gla) z empirycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospo-

darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU-SILC; mate kwadraty) oraz

poréwnanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia ciagla) z empirycz-

nym dopetnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-

wych w Unii Europejskiej (potaczona baza danych EU-SILC i magazynu Forbes;

punkty) — lata 2007—2008. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja warto$¢

m;, odpowiednio dla obu poréwnan.
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Rysunek 4.16: Poréwnanie, w skali log-log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cig-

gla) z empirycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospo-

darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU-SILC; mate kwadraty) oraz

poréwnanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia ciagla) z empirycz-

nym dopetnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-

wych w Unii Europejskiej (potaczona baza danych EU-SILC i magazynu Forbes;

punkty) — lata 2009—2010. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja warto$¢

m1, odpowiednio dla obu poréwnan. W przypadku roku 2009 linie te pokrywaja sie.
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Tabela 4.8: Parametry T i Ty uzyskane z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycz-
nym dopetnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej — baza danych EU-SILC, oraz parametry T i Ty uzyskane z poréwna-
nia rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopelnieniem dystrybuanty rocz-
nych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej — potaczona baza

danych EU-SILC i magazynu Forbes z lat 2005-2010.

Baza danych Baza danych

EU-SILC EU-SILC+Forbes
Rok T T T T
2005 | 36000 4 3000 | 390000 4 50000 || 36000 £ 3000 | 430000 £ 50 000
2006 | 37000 4 3000 | 330000 4 50000 || 37000 £ 3000 | 445000 £ 50 000
2007 | 37000 43000 | 325000 £ 50000 || 37000 43000 | 480000 £ 50 000
2008 | 38000 43000 | 320000 450000 || 38000 £ 3000 | 450 000 £ 50 000
2009 | 37000 43000 | 290000 £ 50000 || 37000 4 3000 | 290000 £ 50 000
2010 | 38000 4 3000 | 320000 450000 || 38000 £ 3000 | 450000 £ 50 000

Tabela 4.9: Parametry mgy i m; uzyskane z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z em-
pirycznym dopelnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej — baza danych EU-SILC, oraz parametry mg i m; uzyskane
z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopetnieniem dystry-
buanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej — pola-

czona baza danych EU-SILC i magazynu Forbes z lat 2005-2010.

Baza danych Baza danych
EU-SILC EU-SILC+Forbes
Rok mo [EUR] my [EUR] mo [EUR] m; [EUR]
2005 | 160000 420000 | 390000 £ 50000 {| 155000 £ 20000 | 430000 4 50000
2006 | 150000 420000 | 330000 £ 50000 (| 145000+ 20000 | 445000 4 50000
2007 | 160000 420000 | 325000 £ 50000 {| 160000+ 20000 | 480000 4 50000
2008 | 120000 420000 | 320000 £ 50000 (| 120000 £ 20000 | 450000 % 50 000
2009 | 145000 420000 | 290000 £ 50000 | 145000 £ 20000 | 290000 % 50 000
2010 | 140000 420000 | 320000+ 50000 || 135000 £ 20000 | 450 000 £ 50 000
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Tabela 4.10: Wykladniki o i o7 uzyskane z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z empi-
rycznym dopetnieniem dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej — baza danych EU-SILC, oraz wykladniki « i o7 uzyskane
z poréwnania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopelnieniem dys-
trybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej —

polaczona baza danych EU-SILC i magazynu Forbes z lat 2005—-2010.

Baza danych Baza danych
EU-SILC EU-SILC+Forbes

Rok o 1 (o4 x1

2005 | 3.216 £0.002 1.54£0.02 || 2.907 +£0.003 | 0.795 £ 0.009

2006 | 3.094 £0.003 215+£0.02 | 2.892+0.004 | 0.86+0.01

2007 | 3.057 +0.003 2.32+0.01 2.735+0.004 | 0.79+0.01

2008 | 3.0632£0.0005 | 2.13+£0.02 | 2.965+0.001 | 0.890 + 0.007

2009 | 2.979£0.001 | 2.750+0.005 || 2.974 £0.001 | 2.608 & 0.006

2010 | 3.329 £0.001 243 £0.01 3.153£0.002 | 0.77 £0.01

Analizujac rysunki 4.14 — 4.16 oraz tabele 4.8 — 4.10 mozemy zauwazy¢, ze nie-
zaleznie od tego czy rozszerzony model Yakovenko poréwnujemy z danymi empi-
rycznymi pochodzacymi z badania EU-SILC, czy z danymi empirycznymi powsta-
tymi z potaczenia baz EU-SILC i magazynu Forbes, parametry T, my oraz « r6znia
sie tylko nieznacznie. Zatem, ksztalt empirycznego dopelnienia dystrybuanty opi-
sujacego niskie i rednie dochody gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
w obu przypadkach jest bardzo zblizony. Zmniejsza sie natomiast wykladnik o
dla ogona rozkladu, opisujacego wysokie dochody gospodarstw domowych przy
jednoczesnym, nieznacznym rozszerzeniu zakresu empirycznego dopetnienia dys-
trybuanty odnoszacego sie do srednich dochodéw gospodarstw domowych (czyli
wartosci dochodéw zawartych miedzy mg i my).

Zatem, mozna powiedzie¢, ze polaczenie bazy magazynu Forbes (zawierajacej
dane o wysokich dochodach gospodarstw domowych) z baza danych EU-SILC (za-
wierajacej dane o dochodach wszystkich trzech klas spotecznych, tj. gospodarstw

domowych uzyskujacych niskie, $rednie oraz wysokie dochody) wptywa tylko
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i wylacznie na ogony analizowanych empirycznych dopetniert dystrybuant, czyli
na hierarchie wysokich dochodéw gospodarstw domowych. Zastosowana proce-
dura faczenia baz danych (patrz rozdziat 4.2), zgodnie z oczekiwaniami, zwieksza
liczbe obserwacji dotyczacych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, nie
zmieniajac struktury gospodarstw domowych o niskich i érednich dochodach™.
Nalezy podkresli¢, ze uwzglednienie w analizie danych empirycznych gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach (poprzez odpowiednie potaczenie da-
nych EU-SILC i magazynu Forbes) ma istotny wplyw na otrzymane wyniki

i czyni przedstawiong analize znacznie pelniejsza.

Analiza poréwnawcza klas spotecznych a wspétczynnik Giniego

Korzystajac z rozszerzonego modelu Yakovenko prowadzacego do gestoSci praw-
dopodobienistwa danej wzorem (4.3), mozna wyznaczy¢ wspélczynnik wyraza-
jacy wzgledna liczebno$¢ klasy spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa
domowe o niskich dochodach w odniesieniu do klasy spolecznej reprezentowanej
przez gospodarstwa domowe o $rednich dochodach. Wspétczynnik ten dany jest

zalezno$cia:
TT(Minic) — TT(mye)
M(mg) —TT(my) ~

gdzie my i my sa parametrami rozszerzonego modelu Yakovenko stanowiacymi

T = (4-4)

graniczne wartoéci dochodu pomiedzy gospodarstwami domowymi, odpowiednio,
o niskich i $§rednich dochodach oraz srednich i wysokich, natomiast min¢ 0znacza
najmniejsza warto$¢ dochodu gospodarstwa domowego, pojawiajaca sie w danych
empirycznych.

Analogicznie mozna policzy¢ wspélczynnik wyrazajacy wzgledna liczebnos¢ kla-
sy spolecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o $rednich dochodach
w odniesieniu do klasy spotecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe

o wysokich dochodach. Zatem:

TT(mg) —TT(m;)

T = M) (4-5)

Wartosci wspotczynnikéw 11 i 1, zostaly zamieszczone w tabeli 4.11.

19 Dodatkowe uwagi na temat procedury faczenia baz danych znajduja sie w dodatku G.
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Tabela 4.11: Wspétczynniki r1, 12 oraz wspélczynnik Giniego (G) obliczone dla rocznych dochodéw

brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej — lata 2005—2010.

Rok T T2 G [%]

2005 | 85.50 | 9.50 | 56.19

2006 | 63.25 | 13.01 | 54.34

2007 | 78.70 | 11.40 | 54.76

2008 | 37.79 | 22.33 | 54.94

2009 | 7040 | 7.02 | 49.17

2010 | 54.91 | 16.86 | 55.42

Wartosci wspélczynnikéw 11 i 1, informuja o wzglednej liczbie gospodarstw
domowych nalezacych do kolejnych klas spotecznych. Wzrost wspétczynnika 4,
przy jednoczesnym spadku wspoétczynnika 1, oznacza, ze w spoleczenistwie ma-
leje liczba gospodarstw domowych o $rednich dochodach. Czes¢ z tych gospo-
darstw (w stosunku do roku poprzedniego) zaczyna uzyskiwa¢ niskie badz wy-
sokie dochody. Z kolei, spadek wspétczynnika 11, przy jednoczesnym wzroscie
wspolczynnika 1, oznacza, ze w spoleczenistwie wzrasta liczba gospodarstw do-
mowych o $rednich dochodach. Innymi stowy, cze$¢ z gospodarstw domowych
o wysokich i niskich dochodach zaczyna uzyskiwac srednie dochody. Gdy ma miej-
sce wzrost obu wspoétczynnikéw wéwczas wzrasta liczba gospodarstw domowych
o niskich dochodach, maleje liczba gospodarstw domowych o wysokich docho-
dach a liczba gospodarstw o $rednich dochodach pozostaje stala. Zatem, wzrost
liczby gospodarstw domowych o niskich dochodach nastepuje kosztem klasy go-
spodarstw domowych o wysokich dochodach. Wreszcie, malenie obu wspétczyn-
nikéw oznacza spadek liczebnosci gospodarstw domowych o niskich dochodach
i wzrost liczebnosci gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

Analizujac tabele 4.11 mozemy stwierdzi¢, ze liczba gospodarstw domowych
o $rednich dochodach w kolejnych latach podlega naprzemiennym zmianom — raz
wzrasta, a raz maleje. Przy czym, w roku 2009 nastapit najwiekszy wzgledny spa-

dek liczby gospodarstw domowych uzyskujacych srednie dochody.



4.5 DODATKOWE UWAGI 125

Przedstawiona analiza cechuje sie wieksza wrazliwoécia na zmiany w struktu-
rze dochodéw uzyskiwanych przez wszystkie trzy klasy spoleczne, niz stosowany
zwyczajowo wspoétczynnik Giniego (G)*° [113-117] (patrz tabela 4.11). Wspélczyn-
nik ten rézni sie znaczaco tylko dla roku 2009, kiedy to w wyniku kryzysu finanso-
wego nastapila znaczaca zmiana struktury rocznych dochodéw (a wiec i empirycz-
nych dopelniert dystrybuant) uzyskiwanych przez gospodarstwa domowe w Unii
Europejskiej. Nizsza warto§¢ wspoétczynnika Giniego (tutaj G=49.17) oznacza, ze
w roku 2009 zmniejszylo sie rozwarstwienie dochodéw wystepujace w ramach
spoteczeristwa Unii Europejskiej. Zgadza sie to dobrze z wczesniejsza obserwacja

o degradacji w 2009 roku klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

Struktura procentowa dochodéw gospodarstw domowych w Unii Europejskiej

Jako uzupelnienie rozwazani dotyczacych wzglednych liczebnosci klas spotecz-
nych 17 i 2, wyznaczytem podzial procentowy rocznych dochodéw brutto gospo-

darstw domowych w Unii Europejskiej. Wyniki zamieScilem w tabeli 4.12.

Tabela 4.12: Struktura procentowa rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Eu-

ropejskiej — lata 2005—2010.

Rok Wzgledna liczba Wzgledna liczba Wzgledna liczba
gospodarstw gospodarstw gospodarstw
domowych domowych domowych

o niskich dochodach | o $§rednich dochodach | o wysokich dochodach

TT(mjpnie) —TT(m,) TT(mg)—TT(m,) TT(m,)
2005 98.72% 1.15% 0.13%
2006 98.33% 1.55% 0.12%
2007 98.64% 1.25% 0.11%
2008 97.31% 2.57% 0.12%
2009 98.40% 1.40% 0.20%
2010 98.11% 1.79% 0.10%

20 Wspétezynnik Giniego zostat oméwiony w dodatku H.
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Na podstawie informacji zawartych w tabeli 4.12 mozemy zauwazy¢, ze gospo-
darstwa domowe o $rednich i wysokich dochodach stanowia zaledwie ok. 1 —3%
wszystkich gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Jak wida¢, w roku 2008
nastapil znaczacy wzrost wzglednej liczby gospodarstw domowych o $rednich do-
chodach. Jest to zwiazane z rozszerzeniem sie dla tego roku (patrz tabela 4.7) za-
kresu empirycznego dopelnienia dystrybuanty odnoszacego sie do $rednich do-
chodéw gospodarstw domowych (czyli warto$ci dochodéw zawartych miedzy my
i my). Z kolei, dla roku 2009 wzgledna liczba gospodarstw domowych o wysokich
dochodach jest najwieksza. Przyczyna tego nie jest wzrost liczby tych gospodarstw
domowych w roku 2009, a jedynie skokowy spadek warto$ci m; (spowodowany
degradacja klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach; patrz tabela 4.7).
Przez to znaczacemu poszerzeniu uleglt zakres empirycznego dopelnienia dystry-
buanty odnoszacego sie¢ do wysokich dochodéw gospodarstw domowych (czyli
warto$ci dochodéw wiekszych niz my).

Znajac catkowita liczbe gospodarstw domowych w Unii Europejskiej, przy uzy-
ciu powyzszej struktury procentowej (wyznaczonej za pomoca rozszerzonego mo-
delu Yakovenko), mozna oszacowa¢é liczbe gospodarstw domowych uzyskujacych

odpowiednio niskie, Srednie i wysokie dochody.

46 PODSUMOWANIE ROZDZIALU

W niniejszym rozdziale dokonano analizy empirycznych dopelniers dystrybuant
dotyczacych rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europej-
skiej w latach 2005-2010. Okazalo sig, ze moga one by¢ dobrze opisywane dopelnie-
niem dystrybuanty rozkladu wykfadniczego (prawo Boltzmanna—-Gibbsa) w przy-
padku gospodarstw domowych o niskich dochodach, jak réwniez stabym prawem
Pareto dla gospodarstw uzyskujacych $rednie i wysokie dochody. Wéréd rozwa-
zanych modeli najbardziej obiecujace wyniki otrzymano dla rozszerzonego mo-
delu Yakovenko. W modelu tym uzyskujemy teoretyczne dopelnienie dystry-
buanty opisujace dochody wszystkich trzech klas spolecznych tj. gospodarstw
domowych o niskich, srednich i wysokich dochodach, wlaczajac w to obszary

przejsciowe pomiedzy tymi klasami.
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Tak szczegétowa analiza danych empirycznych byta mozliwa gltéwnie dzieki za-
proponowanej w pracy procedurze taczenia baz danych pochodzacych z dwéch
réznych zZrédet, tj. badart EU-SILC i magazynu Forbes. Doprowadzita ona do uzy-
skania wystarczajacej liczby danych empirycznych dla wszystkich trzech klas spo-
fecznych, tj. gospodarstw domowych uzyskujacych niskie, srednie i wysokie do-
chody.

Wyznaczone parametry pochodzace z réznych modeli, a w szczegdlnosci z roz-
szerzonego modelu Yakovenko, moga stanowi¢ wskazniki kryzysu. Kryzys nie
wplywa na gospodarstwa domowe o niskich dochodach (parametry prawa Boltz-
manna—-Gibbsa praktycznie nie zmieniaja sie), natomiast prowadzi do mniejszego
rozwarstwienia spolecznego wsrdéd gospodarstw domowych o Srednich i wysokich
dochodach (oba wykladniki Pareto wyraZnie rosna). Warto jednak zauwazy¢, ze
w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach wykladnik Pareto
doznaje wrecz skokowego wzrostu co oznacza, ze skutki finansowe kryzysu dla naj-
bogatszych obywateli spoleczeristwa Unii Europejskiej byly nadzwyczaj dotkliwe.
Jednak w celu wysnucia dalszych wnioskéw (zwlaszcza dotyczacych uniwersal-
nego charakteru uzyskanych wynikéw) niezbedne sa dodatkowe badania, polega-
jace przede wszystkim na przeprowadzeniu poréwnan z wczesniejszymi kryzy-
sami.

Z kolei, klasa spoleczna reprezentowana przez gospodarstwa domowe o niskich
dochodach wydaje sie zaskakujaco stabilna. Jej dochody nie ulegaja znaczacym
zmianom w wyniku kryzysu. Zatem parametry rozkladéw opisujacych niskie do-
chody gospodarstw domowych nie moga by¢ indykatorami kryzysu. Jak sie wy-
daje, tylko analiza $rednich i wysokich dochodéw gospodarstw domowych moze
da¢ odpowiedz na pytanie czy nadchodzi kryzys.

Reasumujac, roczne dochody brutto gospodarstw domowych Unii Europejskiej
moga by¢ opisane w calym zakresie za pomoca rozszerzonego modelu Yakovenko,
obejmujacego wszystkie klasy spoteczne. Z kolei, dochody kazdej klasy spolecznej

z osobna, moga by¢ réwniez modelowane przy pomocy rozkladéw:

* dopelnienia dystrybuanty rozkladu wykladniczego, w przypadku gospodarstw
domowych o niskich dochodach (stanowiacych okoto 98% catego spoteczen-

stwa; patrz tabela 4.12),
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* dopetnienia dystrybuanty rozkltadu Pareto z wykladnikiem okoto 3, w przy-
padku gospodarstw domowych o $rednich dochodach,

¢ dopelnienia dystrybuanty rozkladu Pareto z wykladnikiem okoto 1, w przy-

padku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.

Nalezy podkresli¢, ze w analizie empirycznych dopetniert dystrybuant wyko-
rzystalem dwa zasadnicze podejscia. Jedno dotyczy btadzerr losowych i pokazuje
jaki mechanizm jest odpowiedzialny za pojawienie sie prawa Pareto w przypadku
gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Drugie oparte na dynamice sto-
chastycznej jest podejSciem uniwersalnym w takim sensie, ze przy jego pomocy

opisatem dochody wszystkich klas spotecznych.
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A rich man is nothing but a poor man with money.”

WILLIAM CLAUDE FIELDS

Tematyka, ktéra podjalem w niniejszej rozprawie doktorskiej stanowi aktywny
obszar badan w dziedzinie ekonofizyki. Ich gléwnym celem jest poglebione zrozu-
mienie, a w tym opis iloSciowy, mechanizméw uzyskiwania dochodéw i bogacenia
sie lub ubozenia zaréwno ludnosci Polski jak i Unii Europejskiej. Jest to niezwy-
kle wazny cel, ktérego osiagniecie pociaga za soba mozliwo$¢ okreslenia $ciezek

rozwojowych Unii Europejskiej a w tym Polski.

Wktad niniejszej rozprawy do rozwoju wiedzy — modele dynamiki dochodéw

W ramach przeprowadzonych rozwazan i analiz wykorzystalem dwa zasadnicze
podejscia. Jedno oparte jest na dynamice stochastycznej a drugie dotyczy btadzen
losowych.

Stosujac pierwsze podejscie udalo mi sie skonstruowaé¢ model (nazwany przeze

mnie rozszerzonym modelem Yakovenko) oparty na dynamice stochastycznej, opi-
sujacy dochody wszystkich trzech klas spotecznych, tj. gospodarstw domowych
o niskich, $rednich i wysokich dochodach (patrz rozdziat 2.2 oraz rozdziat 4.4). We-
dtug mojej wiedzy jest to pierwszy model, bedacy w stanie opisa¢ dynamike zmian
dochodu wszystkich trzech klas spolecznych a wiec catego spoteczeristwa trakto-
wanego jako jeden organizm. Dobra zgodno$¢ modelu z danymi empirycznymi

zostala uzyskana dzieki przyjeciu nastepujacych zalozen:

* po pierwsze, rozszerzony model Yakovenko dopuszcza wspélistnienie pro-
cesu addytywnego i multiplikatywnego przy jednoczesnym zréznicowaniu
dynamiki zmian dochodu — w modelu tym przyjmuje sie, ze gospodarstwa

domowe o niskich i §rednich dochodach bogaca sie (badz traca dochody) ina-
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czej niz gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (patrz rozdziat 2.2,

réwnanie (2.25) oraz (2.26)),

* po drugie, rozszerzony model Yakovenko spelnia warunek ciaglosci gestosci

prawdopodobienistwa (rozdziat 2.2, réwnanie (2.27)).

W ramach drugiego podejScia zaproponowatem w pracy (patrz rozdziat 2.1) mo-

del btadzenia losowego, ktéry opisuje mozliwy mechanizm bogacenia sie gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach prowadzacy do stabego prawa Pareto,
a wiec prawa ktére dobrze opisuje dochody tej grupy gospodarstw domowych

(patrz rozdziat 3.3 oraz rozdzial 4.4).

Wktad niniejszej rozprawy do rozwoju wiedzy — analiza danych empirycznych

W ramach niniejszej rozprawy doktorskiej dokonatem (wedlug mojego rozezna-
nia) najszerszej z dotychczas przeprowadzonych analiz danych empirycznych do-
tyczacych rocznych dochodéw rozporzadzalnych gospodarstw domowych w Pol-
sce oraz rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskie;.
Analiza ta polegata w gltéwnej mierze na weryfikacji oméwionych w pracy mo-
deli, tj. Prawa Efektéw Proporcjonalnych (rozdziat 1.6), prawa Boltzmanna—Gibbsa
(rozdziat 1.3), stabego prawa Pareto (rozdziat 1.4), uogélnionego modelu Lotka—
Volterra (rozdzial 1.7) oraz, zaproponowanego przeze mnie, rozszerzonego modelu
Yakovenko (rozdziat 2.2). Dopiero rozszerzony model Yakovenko pozwala opisac
dochody wszystkich klas spotecznych; pozostale z istniejacych (wymienionych) mo-
deli opisuja jedynie dochody pojedynczych klas. W tabeli ponizej znajduja sie infor-
macje, przy pomocy jakich modeli moga by¢ opisywane dochody klas spotecznych

zaréwno w Polsce jak i Unii Europejskiej (patrz rozdziat 3.3 oraz rozdziat 4.4).



ZAKONCZENIE

Tabela : Modele opisujace dochody gospodarstw domowych w Polsce i Unii Europejskie;j.

Gospodarstwa Polska Unia
domowe Europejska
o niskich Prawo Efektéw Proporcjonalnych, Prawo Boltzmanna—-Gibbsa,

dochodach uogodlniony model Lotka—Volterra | rozszerzony model Yakovenko

o $rednich Stabe prawo Pareto, Stabe prawo Pareto,

dochodach uogoélniony model Lotka—Volterra | rozszerzony model Yakovenko

o wysokich Stabe prawo Pareto Stabe prawo Pareto,

dochodach rozszerzony model Yakovenko

Nalezy podkresli¢, ze skonstruowanie i weryfikacja rozszerzonego modelu Yako-
venko byly mozliwe, dzieki zaproponowaniu przeze mnie procedury taczenia baz
danych. Procedura ta doprowadzita do uzyskania wystarczajacej liczby danych
o dochodach wszystkich trzech klas spotecznych Unii Europejskiej (patrz rozdziat
4.2 oraz dodatek G).

Istotnym wynikiem niniejszej rozprawy doktorskiej jest zauwazenie, ze wyzna-
czone parametry pochodzace z dopasowan rozwazanych w pracy modeli teore-
tycznych do danych empirycznych, moga stanowi¢ wskazniki kryzysu. Mianowi-
cie, moje badania pokazuja, ze kryzys nie wplywa na gospodarstwa domowe o ni-
skich dochodach zar6wno w przypadku Polski jak i Unii Europejskiej (parametry
Prawa Efektéw Proporcjonalnych oraz prawa Boltzmanna—Gibbsa praktycznie nie
zmieniaja sie). Prowadzi on natomiast do mniejszego rozwarstwienia spotecznego
wsréd gospodarstw domowych o $rednich dochodach (wykladniki Pareto wyraz-
nie rosna). Na szczegblna uwage zastuguje fakt, ze kryzys nie wplynat negatywnie
na polskie gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (wyktadnik Pareto ule-
gal niewielkim wahaniom). Byt on jednak nadzwyczaj dotkliwy dla europejskich
gospodarstw domowych o wysokich dochodach (skokowy wzrost wyktadnika Pa-
reto), powodujac w praktyce znikniecie w roku 2009 klasy spotecznej reprezento-

wanej przez te gospodarstwa domowe.
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Otwarte problemy badawcze

Cho¢ przedstawiona przeze mnie analiza danych empirycznych ma charakter

poglebiony to jednak nadal pozostaja otwarte nastepujace problemy badawcze:

* skonstruowanie modelu opisujacego dochody wszystkich trzech klas spotecz-
nych w Polsce, tj. gospodarstw domowych o niskich, srednich i wysokich

dochodach,

* opracowanie procedury faczenia baz danych (np. danych o dochodach pocho-
dzacych od Gléwnego Urzedu Statystycznego i danych o zamoznosci najbo-
gatszych Polakéw magazynu Wprost), dzieki ktérej mozliwe byloby uzyska-
nie wystarczajacej liczby danych o dochodach wszystkich trzech klas spotecz-

nych w Polsce,

* przeprowadzenie analizy poréwnawczej dochodéw gospodarstw domowych

Unii Europejskiej oraz Stanéw Zjednoczonych.

Perspektywy wykorzystania wynikéw badat

Otrzymane rezultaty przyczynia sie do lepszego zrozumienia mechanizméw bo-
gacenia sie gospodarstw domowych, klas spotecznych oraz catych spoteczeristw.
Ponadto, otwiera sie mozliwo$¢ precyzyjnej klasyfikacji dochodowosci gospodarstw
domowych, tzn. okre$lenia czy dane gospodarstwo domowe zalicza sie do ubogiej,
Sredniozamoznej badZ najbogatszej klasy spotecznej. Wartosci parametréw uzy-
skane z poréwnan danych empirycznych z modelami teoretycznymi moga postu-
zy¢ do zdefiniowania bardziej zaawansowanych wskaznikéw charakteryzujacych
nieréwnosci spoteczne. Cho¢ w naukach ekonomicznych do pomiaru nieréwnosci
spotecznych stosuje sie wspoétczynnik Giniego, to jednak zaproponowana przeze
mnie analiza oprécz potencjalnych wskaznikéw nieréwnosci spotecznych oferuje
réwniez cenne podejScie teoretyczne na poziome mikroskopowej dynamiki zmian
dochodu poszczegdlnych gospodarstw domowych.

Uzyskane wyniki moga postuzy¢ do skonstruowania efektywnej polityki spo-
fecznej majacej na celu redukcje nieréwnosci spotecznych gltéwnie poprzez budo-

wanie odpowiednich systeméw podatkowych i emerytalnych. Beda one réwniez
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pomocne w analizie ksztaltowania sie dochodéw spoteczenstw w czasie recesji, jak
tez w okresie rozwoju gospodarczego.
Podsumowujac powyzsza dyskusje wynikéw, moge powiedzieé, ze gléwne

cele niniejszej rozprawy doktorskiej zostaly osiagniete.






WEASNOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH Z ROZKLADU
PARETO

Badaniem wtasnosci stabego rozkladu Pareto (wzér (1.61)) zajmowal sie¢ m.in.
Benoit Mandelbrot. Podat on kluczowe cechy zmiennych pochodzacych z takiego
rozktadu [6,12].

Pierwsza, istotna wlasno$¢ moéwi, iz rozklad Pareto (tutaj dla wykladnika 1 <

o < 2) jest rozkladem stabilnym tzn., Ze zmienna losowa bedaca suma zmiennych
losowych pochodzacych z rozkladu Pareto sama podlega rozkladowi Pareto o tym
samym wykladniku®. Nalezy wspomnie¢, ze cho¢ powyzsza ceche posiadaja réw-
niez zmienne pochodzace z rozkladu Gaussa, to jednak dla rozktadu Pareto ma
miejsce zasadnicza réznica — rozwazane zmienne charakteryzuja sie nieskoriczona
wariancja (co nie ma miejsca w przypadku rozkltadu Gaussa) [5, 6, 82].

Kolejna wlasnos¢ zmiennych losowych pochodzacych ze stabego rozkladu Pareto

zwiazana jest z idea rozkladéw mieszanych (ang. Weighted Mixture [12]). Zal6zmy,
ze nie wiemy nic o rozkladach, jakim podlegaja dane o dochodach. Wéwczas mogli-
bysmy przypuszcza¢, ze dane te zostalty uzyskane na ,,chybit trafit” z kilku r6znych,
bazowych rozkladéw. W konsekwengji, rozklad opisujacy obserwowane warto$ci
dochodéw bylby (wazona) kombinacja rozkladéw bazowych.

Rozwazmy N niezaleznych zmiennych losowych U,, podlegajacych rozkladowi

opisanemu stabym prawem Pareto o wykfadniku «:

Pr(Up >m) ~ Cym %, dla duzychm, (A.1)

1 Dowdd zostat przedstawiony w dodatku B.
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gdzie Pr(U;,, > m) jest dopelnieniem dystrybuanty stabego prawa Pareto, a wspét-
czynnik Cy oznacza czynnik skalujacy zwiazany z wymiarem zmiennej (w ogélno-
Sci) r6zny dla r6znych zmiennych U,, n=1,2,...,N.

Niech zmienna losowa Uy, bedzie Srednia wazona zmiennych U,, z wagami py,
Uy = XN paly, gdzie YN, pn = 1). Wowczas rozktad zmiennej Uy, bedacy

(wazona) kombinacja rozkladéw Pareto przyjmie postaé:

Pr(Uy > m) = Pr (i Pl > m) = ipnPr(Un >m) ~ i Chpnm ¢ = Cym™ %,
n=1 n=1 n=I

(A.2)

Tak wiec Uyy opisywane jest stabym prawem Pareto z czynnikiem skalujacym Cyy =

ZE:] Cnpn, bedacym $érednia wazona czynnikéw skalujacych dla poszczegélnych
rozktadow Pareto [12].

Omoéwione powyzej przeksztalcenia Mandelbrota zmiennych losowych z roz-

kltadu Pareto wskazuja na cechy jakimi w ogélnosci powinien charakteryzowaé

sie rozklad niezmienniczy. Potwierdzaja one, ze prawo Pareto opisujace dochody

ludnosci jest niewrazliwe na spos6b, w jaki dane o tych dochodach sa gromadzone

i raportowane, co wynika z ich bezskalowego charakteru [5, 6].



ROZKEAD SUMY N NIEZALEZNYCH ZMIENNYCH
LOSOWYCH POCHODZACYCH Z ROZKLADU PARETO

Rozwazmy btadzenie przypadkowe pojedynczej czastki na sieci kwadratowej
(rys. B.1). Przyjmujemy, ze pojedyncze niezalezne przemieszczenia (bedace wek-
torowymi zmiennymi losowymi opisywanymi identycznym rozktadem prawdopo-
dobienstwa) mozliwe sa tylko do najblizszych, sasiednich wezléw sieci w otoczeniu

czastki.

1t

L 4

Rysunek B.1: Btadzenie losowe czastki na sieci dwuwymiarowe;j.

Uwzgledniajac powyzsze zalozenia, mozemy napisa¢, ze po N krokach prawdo-
podobienstwo znalezienia czastki w potozeniu [ wynosi:
Pa(D) =D p(T])PN_q (i), (B.1)
m

gdzie p (1| 1) jest prawdopodobienstwem pojedynczego przemieszczenia, a Py_1 (1)

wyraza prawdopodobieristwo znalezienia czastki w potozeniu m po N — 1 kro-
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kach. Zakladajac (staba) stacjonarnosc¢ btadzenia przypadkowego p (T| ™) = p(l—
m ) i zapisujac réwnanie (B.1) w reprezentacji Fouriera otrzymujemy:

;—WJ dEei“ﬁN(E):;—ﬂJ Ak Y p(T—mm)et®™Py_; (K). (B2)

Poréwnujac czynniki pod catka mozemy zapisa¢, ze:
(k) =Y pT—mm)e KEMpy 4 (K), (B3)

gdzie czynnik (k) = Zmp(f— ﬁ)e*“z( ~™) nosi nazwe czynnika struktury btadze-

nia przypadkowego. Zatem, ostatecznie:

Pn(K) = p(k)Pn1 (K). (B.4)

Rozwiazujac powyzsze réwnanie rekurencyjnie otrzymujemy:

Pn(K) = [p(K)INPo(K). (B.5)

Poniewaz mozna przyja¢, ze w chwili t = 0 czastka bedzie znajdowata sie w usta-

lonym punkcie przestrzeni, to warunek poczatkowy mozemy zapisa¢ w postaci:

Po(m) = 8(m), (B.6)
a stad:
Po(K) = J A1t Py (1) etk — J A 8 (1) etk = 1, (B.7)

co po podstawieniu do (B.5) daje poszukiwana ogdélna formute:

Pn(K) = [p)IN. (B.8)

Zauwazmy, ze do wyprowadzenia powyzszej formuly nie byto koniecznosci po-
dania jawnej postaci p(k). Nalezy podkresli¢, ze wzor (B.8) pozostaje w mocy réw-
niez w przypadku, gdy bladzenie czastki ma charakter ciagly (w przestrzeni), tzn.
mozliwe sa jej przemieszczenia do dowolnego punktu nieograniczonej przestrzeni
euklidesowej.

Niech prawdopodobiefistwo pojedynczego przemieszczenia czastki bedzie opi-

sane rozkladem Lévy’ego postaci:

1

0 L aa
rP(X) = Z‘[J eV gk« < 2, (B.9)
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gdzie X oznacza przemieszczenie czastki w przestrzeni euklidesowej. Mozna wyka-
zac [6,82], ze dla [X] — oo gestos¢ rozkltadu Pareto-Lévy’ego ma pogrubiony ogon,
tzn.:

xy

p(fc’) ~ |)_(‘|T+] (B.IO)

Korzystajac z formuly (B.8) wykazujemy ponizej stabilno$¢ rozkladu Lévy’ego,
co jest rownoznaczne z wykazaniem stabilnos$ci rozkladu Pareto.
Czynnik struktury btadzenia przypadkowego (czyli funkcja charakterystyczna

rozkladu p(x)) wyraza sie wzorem:

S T
p(K) =J p(X)e ™¥*dx. (B.11)
—00
Dla rozktadu Lévy’ego p(k) mozna znalezé w prosty sposéb zauwazajac, ze
w ogolnosci:

1 [° R
p(%)z—j B(R)e™ K, (B.12)
21 )

co po poréwnaniu ze wzorem (B.g) daje:
p(k) = e, (B13)

OtrzymaliSmy zatem funkcje charakterystyczna pojedynczej zmiennej losowej po-
chodzacej z rozktadu Lévy’ego. Z kolei dla sumy N niezaleznych zmiennych lo-
sowych (N statystycznie niezaleznych przemieszczen czastki) podlegajacych iden-

tycznemu rozkladowi Lévy’ego zgodnie ze wzorem (B.8) mamy:
. _ a1 N = 0
Pu(k) = [e R = e (B.14)

co w oczywisty sposéb prowadzi do rozkladu Lévy’ego postaci:

1 [ e Co
Pn(R) = —J e NYIKE g (B.15)
21 ) o 2
oraz rozkladu Pareto:
o, «aN S
Pn(X) ~ HTZ] ,  przy[X| = oo. (B.16)
X

WykazaliSmy zatem, ze rozklad Pareto jest stabilny (ze wzgledu na sw¢j ksztatt)
z czynnikiem normalizujacym bedacym suma czynnikéw normalizujacych poje-

dynczych rozkladéw [6,82].
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ELIMINACJA WSPOLCZYNNIKA c(m;, -, mn,t)
WUOGOLNIONYM MODELU LOTKA-VOLTERRA

Dla infinitezymalnych przyrostow At (czyli At — dt), réwnanie réznicowe
(1.77) przechodzi w nastepujace rownanie rézniczkowe':

dm;(t)

Franke ri(t) — 1Jmy(t) —c(my, ..., myn, t)mi(t) + am(t). (C.1)

Sumujac réwnanie (1.77) obustronnie po i oraz dzielac obie strony przez N otrzy-

mujemy:

%ZmltnLAt ——Zml = %Z[ﬁ(t)—]]Atmi(t)%—

Z kolei po uwzglednieniu (1.80) mamy:

m(t+ At) — Zrl JAtmi(t) — [c(my, ..., mn, t) +1—alAtm(t). (C.3)

Postepujac analogicznie, jak przy wyprowadzeniu réwnania (C.1) otrzymujemy:

Zrl Jmi(t) — le(my, ..., myn,t) +1—alm(t). (C.4)

Wprowadzajac nowa zmienna:

xi(t):m ) gdzie Y xi(t) =N, (C.5)

1 Aby otrzymaé pochodna nalezato podzieli¢ obie strony réwnania (1.77) przez At.
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ELIMINACJA WSPOLCZYNNIKA ¢(mq, -+, Mn,t) WUOGOLNIONYM MODELU LOTKA—VOLTERRA

ktéra wyraza wzgledny dochéd i-tego gospodarstwa domowego w chwili t, a na-
stepnie rézniczkujac ja:

dx;(t) 1 dmy(t) my
dt m(t) dt  (m(t)? dt

1 dmy(t) . dx;(t) " mi(t) dm(t)

m(t) dt dt (m(t))? dt ’ (C.6)
mozemy réwnanie (C.1) przeksztalci¢ do postaci:
T odm(t) o oom(t) my(t)
o dt = [ri(t) Hm(t) c(my,...,mp, t) ) +a,
= [ri(t) — 1xi(t) —c(my,...,mn, t)xi(t) + q,
P ST i) = Tt clmy, -, D) g,
dxi(t) my(t) 1 dm(t) ' ey '
g o mo_at [ri(t) — Tlx(t) —c(my,...,mn, t)xi(t) + a,
d"(;it) + xi(t)ﬁ d";t(t) = [r(t) = 1xi(t) —c(my, ..., myn, () + a. (C.7)
Uwzgledniajac réwnanie (C.4) w postaci:
1 1 -
e dn(;ﬁt) = N n(t)T:ll((:)) —c(my,...,mn,t)—14q,
1 1
md’;ﬁt = o Ym0 —clm, .m0~ T+ (C.8)
i wstawiajac do (C.7) dostajemy:
d"di_it) = 7 (t)xi(t) + a— axi(t) — Xi]&t) D ()Xt (C.9)

OtrzymaliSmy wyrazenie, ktére juz nie zalezy od c(my,..., my,t). Tak wiec
mimo, iz pojedyncze gospodarstwa domowe sa powiazane ze soba za pomoca
wspotczynnika c¢(my,..., my, t), to ich wzgledne dochody sa juz od niego nieza-
lezne.

Ostatni sktadnik w réwnaniu (C.9), taczacy poszczegolne indywidualne wzgledne
dochody, odgrywa kluczowa role w wymianie bogactwa pomiedzy gospodarstwami
domowymi. Poniewaz zmienne losowe 1i(t) sa od siebie statystycznie niezalezne

oraz nie zaleza od zmiennych x;(t), to w granicy N — co mozemy przyja¢, ze:

% > riltx(t) — 0. (C.10)



ELIMINACJA WSPOLCZYNNIKA ¢(mq, -+, Mnp,t) WUOGOLNIONYM MODELU LOTKA—VOLTERRA

A zatem ostatecznie otrzymujemy rozprzezony uklad réwnan [6,38—40]:

dx;(t)

T ri(t)xi(t) +a—axi(t), 1=1,...,N, (C.11)

stosunkowo tatwy do dalszej analizy.
Jeszcze raz nalezy podkresli¢, ze udato sie zredukowac uogoélniony model Lotka—

Volterra do postaci, w ktérej nie wystepuje ztozona zaleznos$¢ od wspélczynnika

C(m1/' o /let)'
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METODA WEIBULLA

Niech x; (i=1,2,...,n) oznacza prébke z rozktadu P(x), o dopelnieniu dystrybu-
anty TT(x), tworzaca szereg pozycyjny x; = x2 = - - - > Xn. W przypadku bardzo du-
Zej probki, ktoéra teoretycznie mozemy uznac za nieskoriczona, dopelnienie dystry-
buanty TT(x) okresla utamek danych w prébce méwiacy, ze warto$¢ zmiennej loso-
wej x > x. WprowadzZzmy n + 1 przedziatéw: (—oo; xnl, (xn; xn—1), ..., (x3;%2], (x2;%1],

(x7,00). Wéwczas na kazdy przedziat przypada utamek n+r] calosci proby. Zatem,

utamek n%r] jest estymata TT(x1), nLH jest estymata TI(x;), itd., az do utamka

bedacego estymata IT(x). W ten sposob uzyskaliSmy empiryczne dopetnienie dys-
trybuanty T1(x) (czyli estymate dopetnienia dystrybuanty) w postaci funkcji schod-
kowej [95-97]:

nLH dla x <%,

I(x) = an dla xi1 <x < x4, (D.1)

0 dla x> x;.
Wzér (D.1) jest wykorzystywany w pracy wszedzie tam, gdzie do analizy da-
nych o dochodach gospodarstw domowych uzywa sie empirycznego dopelnienia

dystrybuanty.
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OPIS ZMIENNE] ,ROCZNY DOCHOD BRUTTO
GOSPODARSTWA DOMOWEGO”

Zmienna — ,roczny dochéd brutto gospodarstwa domowego” analizowana w roz-
dziale 4 zostala skonstruowana w nastepujacy sposob (cytuje w oryginale za [104]):

Total gross household income (HYo10) is computed as:

The sum for all household members of gross personal income components:
* gross employee cash or near cash income (PYo10G);
e company car (PY021G);
e gross cash benefits or losses from self-employment (including royalties) (PYo050G);
e unemployment benefits (PY090G);
* old-age benefits (PY100G);
e survivor’ benefits (PY110G);
¢ sickness benefits (PY120G);
* disability benefits (PY130G);
e education-related allowances (PY140G)
plus gross income components at household level:
¢ income from rental of a property or land (HYo040G);
¢ family/children related allowances (HYo050G);

e social exclusion not elsewhere classified (HY060G);

147



148 OPIS ZMIENNE] ,ROCZNY DOCHOD BRUTTO GOSPODARSTWA DOMOWEGO”

housing allowances (HYo70G);

* regular inter-household cash transfers received (HY080G);

interests, dividends, profit from capital investments in unincorporated busi-

ness (HY090G);
* income received by people aged under 16 (HY110G).

That means:
HYo10 = HY040G + HY050G + HY060G + HY070G + HY080G + HY090G + HY110G
+ [for all household members](PYo10G + PY021G + PY050G + PY090G + PY100G +
PY110G + PY120G + PY130G + PY140G)".

1 Szczegdtowy opis wystepujacych tutaj zmiennych znajduje sie w dokumentacji Eurostatu [104].



ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH - BADANIE EU-SILC

Tabela F.1: Parametry uzyskane z dopasowania dopelnienia dystrybuanty rozkltadu wyktadniczego
(prawo Boltzmanna-Gibbsa) do empirycznego dopelnienia dystrybuanty rocznych do-
chodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej (dane EU-SILC) z lat 2005—

2010.

Rok T

2005 | 35597 +£5

2006 | 35288 +4

2007 | 36802 +5

2008 | 34873 +3

2009 | 36163 +5

2010 | 35168 +£4
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Tabela F.2: Parametry uzyskane z dopasowania stabego prawa Pareto do $rodkowej czesci empi-

rycznego dopetnienia dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych

ANALIZA DANYCH EMPIRYCZNYCH — BADANIE EU—-SILC

w Unii Europejskiej (dane EU-SILC) z lat 2005-2010.

Tabela F.3: Parametry uzyskane z analizy rankingéw rocznych dochodéw brutto gospodarstw do-

Rok (o4 my [EUR]

2005 | 3.216 £0.002 | 39767 £47
2006 | 3.094£0.003 | 37546 +54
2007 | 3.057+£0.003 | 37801 +53
2008 | 3.0632 +0.0005 | 39497 +38

2009 | 2.979 £0.001 | 36901 +26
2010 | 3.329£0.001 | 42367 £18

mowych w Unii Europejskiej (dane EU-SILC) z lat 2005—2010.

Rok Qranking1 Const Qparetol = 1/®ranking1
2005 | 0.648 £0.009 | 15.88+0.03 1.54 +0.02

2006 | 0.465+0.004 | 15.2340.02 2.1540.02

2007 | 0.430+£0.002 | 15.14+0.01 2.3240.01

2008 | 0.470+0.004 1542 £0.02 2.134+0.02

2009 | 0.3636 + 0.0007 | 14.829 + 0.004 2.750 £ 0.005

2010 | 0.411+£0.002 | 14.98+0.01 243 40.01




DODATKOWE UWAGI NA TEMAT PROCEDURY LACZENIA
BAZ DANYCH

W rozdziale 4.2 przedstawiono procedure taczenia baz danych, ktéra doprowa-
dzila do uzyskania wystarczajacej liczby danych empirycznych dla wszystkich
trzech klas spotecznych Unii Europejskiej, tj. gospodarstw domowych uzyskuja-
cych niskie, érednie i wysokie dochody. Procedura ta polegala na odpowiednim
zmodyfikowaniu danych dotyczacych wartoéci majatkéw najbogatszych Europej-
czykéw (magazyn Forbes) i potaczeniu ich z danymi o dochodach pochodzacymi
z bazy EU-SILC. Chociaz dane magazynu Forbes stanowia przyblizone oszaco-
wanie majatkéw posiadanych przez najbogatszych, to pozwalaja one dosé dobrze
ustali¢ ich hierarchie wyrazona poprzez ranking dochodéw.

Procedura faczenia baz danych zostata zaproponowana gtéwnie dlatego, ze uzyte
do analizy bazy danych, cho¢ jedyne dostepne, sa niepetne. Niestety baza danych
EU-SILC zawiera bardzo mato obserwacji dotyczacych gospodarstw domowych
o wysokich dochodach. Aby temu zaradzi¢ wykorzystano w niniejszej rozprawie
dane magazynu Forbes. Nalezy podkresli¢, ze celem skonstruowanej procedury
bylo, oprécz uzyskania bazy danych zwierajacej dane empiryczne w postaci docho-
doéw wszystkich klas spotecznych, odtworzenie ,,ogonéw” dopetnient dystrybuant
(dotyczacych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, scharakteryzowa-
nych przez wykladnik Pareto «y) analizowanych w rozdziale 4. W rozdziale 4.4
wykladniki Pareto zostaly wyznaczone przy uzyciu polaczonej bazy danych EU-
SILC i magazynu Forbes (patrz sekcja pt.: Rankingi gospodarstw domowych o Srednich
i wysokich dochodach). Z kolei, w rozdziale 4.5 wyznaczono ich warto$ci wylacznie

dla bazy danych EU-SILC (patrz sekcja pt.: Rozszerzony model Yakovenko a procedura
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tgczenia baz danych). Zauwazono, ze warto$ci tych wyktadnikéw sa wéwczas duzo
wyzsze niz w przypadku polaczonych baz (dla ktérych wyktadnik Pareto byt bliski
jednosci). Skad zatem wiadomo, ze nalezy taczy¢ bazy tak, aby uzyskac nizsza war-
tos¢ wyktadnika Pareto? Wynika to z faktu, jak pokazano w rozdziatach 3.31 4.4, ze
wyktadnik Pareto opisujacy ogony dopetniert dystrybuant mozna oszacowac przy
pomocy analizy rankingu. Jesli utworzymy ranking najbogatszych Europejczykéw
wykorzystujac tylko i wylacznie dane magazynu Forbes to okaze sie, ze wyktad-

niki Pareto sa bliskie jednosci. Zatem ogony analizowanych dopelniert dystrybuant

1

réwniez powinny by¢ bliskie jednosci, gdyz jak pamietamy otparetor = 7
ranking

W tabeli G.1 zamieszczono wykladniki Pareto «; wyznaczone przy uzyciu pola-
czonych baz danych EU-SILC i magazynu Forbes, oraz wyznaczone przy uzyciu

wylacznie bazy danych magazynu Forbes.

Tabela G.1: Wyktadniki Pareto oty wyznaczone przy uzyciu polaczonych baz danych EU-SILC i ma-
gazynu Forbes oraz wykladniki Pareto oy wyznaczone tylko przy uzyciu bazy danych
magazynu Forbes — lata 2005-2010. W przypadku danych magazynu Forbes oszacowa-
nie wyktadnika Pareto dla roku 2009 nie bylo mozliwe, gdyz w bazie mamy tylko 3

obserwacje (patrz rozdziat 4).

Baza danych Baza danych
EU-SILC+Forbes Forbes

Rok xq 1

2005 0.795 £ 0.009 0.79 £0.02
2006 0.86 £ 0.01 0.94 £0.04
2007 0.79 +£0.01 0.90 £0.03
2008 0.890 £+ 0.007 0.83 £0.03
2009 2.608 £ 0.006 -

2010 0.77 £0.01 0.86 +£0.03

Jak wida¢, wartosci wyznaczonych niezaleznie wyktadnikéw Pareto sa zblizone.
Mozliwe przyczyny pojawiajacych sie niewielkich réznic zostana oméwione w dal-

szej czeSci rozwazan.
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Jedno z pytan jakie pojawia sie przy taczeniu baz danych, to pytanie o wptyw
faczenia baz danych na ksztalt analizowanych dopetnieri dystrybuant. Czy ksztalt
otrzymanych dopelnient dystrybuant po polaczeniu baz danych jest taki sam jak
ksztalt dopelnien,, ktére otrzymalibySmy posiadajac hipotetyczna, pelna baze za-
wierajaca dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych w Unii Europej-
skiej? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie przeprowadzono symulacje komputerowa.
W tym celu wylosowano dwie niezalezne préby liczb z rozkladu Pareto opisywa-
nego gestoscia prawdopodobieristwa postaci':

oaA*

P(m) = m,

m2>=0,0A>0, (G.1)

dla ktérego dopetnienie dystrybuanty wyraza sie wzorem:

A

M(m) = (m

04
) , m>=0,&A>0. (G.2)

Pierwsza préba, N, zawierata 5 x 10° liczb z rozktadu Pareto o wyktadniku o = 3;
druga proba, N; zawierata takze 5 x 10° liczb z rozkladu Pareto o wyktadniku
1 = 1. Wykladniki te dobrano tak, aby odtworzy¢ nachylenia wystepujace dla
dopetnienr dystrybuant utworzonych na podstawie danych empirycznych. Z kolei,
parametr A = 1 dla pierwszej proby oraz A; = 1000 dla drugiej, co pozwala trakto-
wacé wylosowane liczby jako hipotetyczny dochéd gospodarstw domowych.

W kolejnym kroku z wylosowanej préby Ny gospodarstw domowych wybrano
probke S zawierajaca 200 najbogatszych gospodarstw domowych. Otrzymana w ten
sposéb prébka imituje sytuacje, w ktoérej posiadamy dane o dochodach najbogat-
szych Europejczykéw uzyskanych z magazynu Forbes. W prébie S mozemy wyrdz-
ni¢ najnizszy ,, doch6d”, ktéry oznaczamy jako mupin.

Nastepnie, z proby N usunieto gospodarstwa domowe?, ktérych dochéd byt
wiekszy niz mpin (te nowa prébe oznaczmy przez N3), po czym polaczono ja
z préba S. W ten sposéb odtworzono sytuacje pojawiajaca sie dla danych empi-

rycznych, gdzie gospodarstwa domowe o $rednich dochodach opisywane sa sta-

1 Rozklad ten wybrano dlatego, aby z jednej strony odtworzy¢ sytuacje podobna do tej jaka obserwujemy dla
danych empirycznych dotyczacych dochodéw gospodarstw domowych w Unii Europejskiej a z drugiej otrzy-
mac rozklady potegowe umozliwiajace, w dalszym toku rozwazari kontrole nachylenia ogonéw dopetnieri

dystrybuant.
2 Liczba usunietych gospodarstw domowych wyniosta 225.
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bym prawem Pareto z wykladnikiem o = 3 a gospodarstwa domowe o wysokich
dochodach opisywane sa stabym prawem Pareto z wykladnikiem o = 1.
Utworzona w ten spos6b nowa préobe N3 + S traktujemy jako dane o dochodach
wszystkich gospodarstw domowych Unii Europejskiej. Dopelnienie dystrybuanty,
utworzone (przy pomocy metody Weibulla — patrz rozdziat 3.2) na podstawie tej
nowej proby znajduje sie na rysunku G.1 (skala log-log). Niestety, wykonanie ana-
logicznego wykresu dla danych empirycznych nie jest mozliwe, gdyz nie dyspo-
nujemy baza zawierajaca dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych

w Unii Europejskie;j.

1 100 10% 108
m

Rysunek G.1: Dopetlnienie dystrybuanty utworzone na podstawie préby N3 + S liczb wylosowanych
z rozkltadéw Pareto opisanych réwnaniem (G.1). Wylosowane liczby reprezentuja do-

chody gospodarstw domowych w Unii Europejskie;j.

Nastepnie z proby N3 wybrano losowo prébe P o liczebnosci 20 000 gospodarstw
domowych. W tym przypadku otrzymana préba imituje sytuacje, w ktorej posia-
damy dane ankietowe pochodzace z bazy EU-SILC.

Dalej postepujemy tak samo jak w przypadku danych empirycznych Eurostatu
i magazynu Forbes (patrz rozdziat 4.2, trzeci punkt procedury faczenia baz danych).
Mianowicie, taczymy prébe S z proba P. Nastepnie, dla tak utworzonej préby kon-
struujemy dopelnienie dystrybuanty (rysunek G.za, skala log-log.). Dla poréwna-
nia na rysunku G.2b znajduje sie empiryczne dopelnienie dystrybuanty rocznych
dochodéw brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008, przed

zastosowaniem ostatniego punktu procedury taczenia baz danych (patrz rozdziat
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4.2), czyli przed pomnozeniem danych o dochodach z magazynu Forbes przez

czynnik proporcjonalnosci (wynoszacy 1.0 x 1072).

t‘:E’O. 001
. e,

1074 S

!
1075; .

10°® : : : 108 : : : :
1 100 10* 106 100 104 109 108 1010
m m

(a) (b)

Rysunek G.2: (a) Dopelnienie dystrybuanty (czerwone i niebieskie punkty) utworzone na podstawie
potaczonej préby P + S liczb wylosowanych z rozkladéw Pareto opisanych réwnaniem
(G.1). Wylosowane liczby reprezentuja dochody gospodarstw domowych w Unii Eu-
ropejskiej. Jak wida¢, otrzymany rozklad jest nieciagly. Czerwone punkty odpowia-
daja danym z préby P a niebieskie danym z préby S. Na rysunku zamieszczono dla
poréwnania dopelnienie dystrybuanty (szare punkty) utworzone na podstawie préby
N3 +S. (b) Empiryczne dopelnienie dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008. Punkty czerwone reprezentuja
dane empiryczne pochodzace z badania EU-SILC a niebieskie dane empiryczne po-

chodzace z magazynu Forbes.

Jak mozemy zauwazy¢, otrzymane rozklady sa nieciaglte. Nieciaglosé ta wynika
z faktu, ze zar6wno w przypadku danych z symulagcji jak i danych empirycznych
mamy pewne niedoszacowanie dochodéw gospodarstw domowych zawartych po-
miedzy najbogatszymi z badania EU-SILC (lub odpowiednio préby P) i ,najbied-
niejszymi” z rankingu magazynu Forbes (lub odpowiednio z préby S). Nalezy tez
zwréci¢ uwage na fakt, ze cho¢ otrzymane dopelnienie dystrybuanty (rysunek
G.2a) ma inny ksztatt niz dopelnienie przedstawione na rysunku G.1, to w obu
przypadkach nachylenie ogonéw jest identyczne.

Aby pozby¢ sie nieciaglosci wystepujacej dla analizowanych dopelnient dystry-
buant, postapiono analogicznie jak w czwartym punkcie procedury taczenia baz
danych (patrz rozdziat 4.2). Dane o dochodach z préby S pomnozono przez czyn-

nik proporcjonalnosci, ktéry wynioést 0.25 (przypomnijmy ze dla danych empirycz-
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nych dotyczacych dochodéw gospodarstw domowych w Unii Europejskiej czyn-
nik ten wyniést 1.0 x 107%) a nastepnie prébe te polaczono z préba P. Wykres
dopelnienia dystrybuanty otrzymanego dla zmodyfikowanej préby P 4 S znajduje
sie na rysunku G.3a (skala log-log). Dla poréwnania na rysunku G.3b znajduje
sie empiryczne dopelnienie dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej z roku 2008, otrzymane po pomnozeniu danych

z magazynu Forbes przez czynnik proporcjonalnosci.

Y 1
0.1
0.01r E
0.01;
£ \\ . -
=104 . : E
= . So.001}
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104} " “
1075} Ny
1075t ‘e
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() (b)

Rysunek G.3: (a) Dopetnienie dystrybuanty (czerwone i niebieskie punkty) utworzone na podstawie
zmodyfikowanej préby P + S. Tym razem otrzymany rozklad jest ciagly. Czerwone
punkty odpowiadaja danym z préby P a niebieskie danym z préby S pomnozonej
przez czynnik proporcjonalnoéci. Na rysunku zamieszczono dla poréwnania dopel-
nienie dystrybuanty (szare punkty) utworzone na podstawie préby N3 + S. (b) Empi-
ryczne dopetnienie dystrybuanty rocznych dochodéw brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej z roku 2008. Punkty czerwone reprezentuja dane empiryczne po-
chodzace z badania EU-SILC a niebieskie dane empiryczne pochodzace z magazynu

Forbes (po pomnozeniu przez czynnik proporcjonalnosci).

Analizujac wykres G.3a mozemy zauwazy¢, ze zastosowanie czynnika skaluja-
cego do danych z préby S uczynito analizowane dopelnienie dystrybuanty rozkta-
dem ciaglym, jednoczes$nie zachowujac nachylenie ogona, ktéry nadal opisywany
jest prawem Pareto z wyktadnikiem o; = 1. Dopelnienie to ma ksztatt podobny do
dopelnienia dystrybuanty utworzonego na podstawie préby N3 + S (patrz rysunek
G.1). Znieksztalceniu ulegta wylacznie Srodkowa cze$¢ rozkladu. Wynika to przede
wszystkim z faktu, ze dla préby P + S najwieksze niedoszacowanie wystepuje dla

gospodarstw domowych uzyskujacych srednie dochody.
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Podsumowujac: zastosowanie czynnika skalujacego w procedurze taczenia baz
danych pozwala z dobrym przyblizeniem odtworzy¢ dopelnienia dystrybuant jakie
otrzymaliby$Smy posiadajac dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Czynnik ten dobieramy tak, aby z jednej strony, po polacze-
niu baz danych, otrzymac rozktady ciaglte a z drugiej strony odtworzy¢ poprawne
nachylenie ich ogonéw. Dobér zbyt matego czynnika skalujacego doprowadzitby
do niepoprawnych nachyleri ogonéw dopelniefi dystrybuant. Z kolei, czynnik zbyt
duzy nadal dawalby rozklady nieciagte.

W przypadku danych empirycznych dotyczacych rocznych dochodéw brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej warto$¢ czynnika skalujacego (na po-
ziomie 1.0 x 1072) pozwala réwniez na przyblizone oszacowanie jaka cze$¢ réznicy

majatkéw stanowi dochéd.
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WSPOLCZYNNIK GINIEGO

Wspétczynnik Giniego (nazywany réwniez indeksem Giniego lub wskaZnikiem
Giniego) jest statystyczna miara dyspersji zaproponowana przez wloskiego staty-
styka i socjologa Corrado Giniego. Wyraza on nieréwnomiernosci rozkladu zmien-
nej losowej [117].

Wspoétczynnik Giniego jest powszechnie stosowany jako miara nieréwnoéci uzy-
skiwanych przez gospodarstwa domowe dochodéw lub posiadanego przez nie
bogactwa. Jesli wartosci dochodéw m; uzyskiwanych przez poszczegélne gospo-
darstwa domowe uporzadkujemy rosnaco (m; < mj;1) to wéwczas wspotczynnik
Giniego wyraza sie wzorem:

Oy N 2i-N=-)my

¢ NE(m)

(H.1)

N
gdzie N jest liczba gospodarstw domowych w analizowanej prébie a (m) = %

Wspoétczynnik Giniego zawiera sie w przedziale od zera (gdy wszystkie go-
spodarstwa domowe uzyskuja taki sam dochoéd) do jeden (gdy tylko jedno go-
spodarstwo domowe uzyskuje dochody, a pozostate nie osiagaja zadnych docho-

déw) [113-117].
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