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2 Ruch punktu materialnego swobodnego

Ruch punktu materialnego jest wzgledny, czyli zalezy od uktadu odniesienia. W wybranym ukltadzie odniesienia do opi-
sania ruchu punktu materialnego potrzebna jest zalezno$é¢ wektora polozenia punktu materialnego i od czasu t, czyli

7= (1),

zh

<Y

Rysunek 1: Wektor polozenia punktu materialnego 7 w ukladzie zyz (nieprimowanym)

Potozenie punktu materialnego:

Predko$¢ punktu materialnego:

T=9 =7
i(t)
U=i(t)e. +y(t)ey + 2(t)e. = | y(b)
£(t)
Przyspieszenie punktu materialnego:
i(t)
a= j(t)éx + y(t)éy + Z(t)éz = y(t)
£(t)

Wzglednosé ruchu
Przechodzac z ukladu zyz (nieprimowanego) do ukladu z’y’2” (primowanego) dla wektora polozenia punktu material-

nego zachodzi zaleznosé:
F=7,+ 7. (1)
Polozenie punktu materialnego ¥ wzgledem ukladu zyz (nieprimowanego) jest réwna sumie polozenia 7, poczatku
uktadu z’y’2’ (primowanego) wzgledem ukladu zyz (nieprimowanego) i polozenia punktu materialnego 7' wzgledem

200040

uktadu z’y’z” (primowanego).
Polozenie 7 punktu materialnego w ukladzie zyz (nieprimowanym):

7= xés + Yéy + 2&, ,

gdzie: x =76, , y=7-8,, 2=7-¢€,, zatem:



X y
Rysunek 2: Punkt materialny w ukladzie zyz (nieprimowanym) oraz w ukladzie z’y’2’ (primowanym)

Polozenie 7' punktu materialnego w ukladzie z’y’2” (primowanym):
=/ I Al 2 I »l
r=reé,tye, +ze,,

A =7

. , zatem:

>

I
3
<~

gdzie: o/ =7"-¢. |, y

j={="y’2'}

Podstawiajac do réwnania rownania , otrzymano:

Yoo (e en=m+ >, (-e)eé,
h={ayz} j={a'y'#}

) . . L. e A A l:e=k
mnozac obustronnie przez é; i pamietajac o zaleznosci: éy - €; = { 0- z £k otrzymano:

Pl =Tl Y (7-e)) (6] &)
j={wy')

Ruch 7-&; w ukladzie ryz (nieprimowanym): sktada si¢ z ruchu 7 - € w ukladzie z’y’2” (primowanym), ruchu poste-
powego 7, - &; poczatku uktadu z’y’2” (primowanego) i ruchu obrotowego a;; = é; - &; osi ukladu z’y’z” (primowanego)
wzgledem ukladu zyz (nieprimowanego).

Zmieniajac uklad odniesienia potrzebne jest 6 parametrow:

e 3 parametry od 7, - é;
e 3 parametry od oj;.

W celu wyprowadzenia wzoréw na przejécie z ukladu zyz (nieprimowanego) do ukladu z’y’z” (primowanego) za-
chodzi zalezno$¢ dla wektora predkosci i wektora przyspieszenia punktu materialnego, przeprowadzono obliczenia
dla dowolnego wektora B, pamietajac ze wersory € ukladu zyz (nieprimowanego) sa stale — niezalezne od czasu,

a wersory ¢/ ukladu z’y’z’ (primowanego) sa zalezne od czasu: é/ = &;(t).



Rozlozono na skladowe wektor B i obliczono pochodng po czasie tego wektora w obu ukltadach odniesienia:

o uklad zyz (nieprimowany)

dB _dB,,  dB dB.

B=DB,é, + Byéy + B.é, _— a = Wez + T;éy + Wez ;
o uklad z’y’z” (primowany)
= dB  dB' dB! dB’ de’ de! de!
B:B;é;_FBZ,/é;_‘_B;éZ/ _ $A/+7yé/+ zéZ/+B/ 6x+B/7y+B, EZ

it ar T Ta v a at v U

Pierwsze trzy sktadniki rézniczki wektora B po czasie t sa pochodna czasowa wektora B w ukladzie xy’z’

(primowanym):
dB;A, de,/A/ dB;A/ d'B
TR TE ATEL P TH

Ostatnie trzy skladniki rézniczki wektora B po czasie ¢ rozlozono na skladowe w ukladzie 27’2’ (primowanym):

/déalc /dé?;// /dé; / Al A\ 4l Al a1\ 3! Al Al sl
BI% + Byﬁ + BZ dt = Bz [(ez ’ ez) €y + (e:r : ey) €y + (ez : ez) ez]
+ B [(¢)-el) el + (é)-e)) e+ (é) - el) el] + )
+BL[(eL-ey) ég + (6L -ey) &y + (¢L-el) el]
Korzystajac z zaleznosci (przykladowych):
4 .
ér-ér=1 = 2¢el-é6,=0
a4 . .
éy e, =0 = €y by té e, =0,
zauwazono, ze dla i = {x,y,z}: &/ - &/=0 oraz dla i = {x,y,2} i j = {z,y,2}, j # i: & - éf = —¢é;- &, zatem
uproszczono réwnanie (4)):
de. de, de! 5 A A PR
e B A A O B
+ B, [—(é,-e)) el + (6, -¢él) el +
+BL[(8L-ey) e — (&,-2) &)

o de! . de, . dé!
WX B= €y€l el-ep e,-¢, —B;d—;—FB;d—ty B;dtz
! ! !
B B B
Zatem otrzymano ostatecznie:
dB d'B =
— = W x B 5
dt dt + (5)

Nalezy zwr6cié uwage, ze nie jest wazne, ktory uklad (zyz czy z’y’2” ) bada zmiennosé predkosci katowej, gdyz:

dé_d/éJquq
at — at T
przy czym & X @ = 0, czyli:
dB d'B
dt — dt



Korzystajac z wyprowadzonego wzoru , otrzymano wzér na wzglednos$¢ predkosci:

L dF d —— dr, | dr’ _dr, | d7
V=—=— (T, +7 )= — =
dt  dt e dt  dt | dt

+ G XF =T+ 0+ xT7 . (6)

Predko$¢ punktu materialnego ¥ wzgledem ukladu zyz (nieprimowanego) jest réwna sumie predkosci ruchu postepo-
wego U, poczatku uktadu 2%’z (primowanego), predkosci punktu materialnego 0’ wzgledem ukladu z’y’z’ (primowa-
nego) oraz predkosci @ x 7/ odpowiadajacej ruchowi obrotowemu osi ukladu z’y’z’ (primowanego) wzgledem ukladu
zyz (nieprimowanego).

Nastepnie korzystajac ze wzoréw , @, wyprowadzono wzor na wzgledno$¢ przyspieszenia:

L _du d( 4 E X )
a = — = — (9 wXr
dt— dt "’ ’
s dU, _ = dg’ _ =/ — —/ d (- S\ dd —/ - i’ _ dd =/ - =/ — — —/
gdzie: e = d, , ‘g =a -I-OJX’Li/7 d/t(.wxr.)— XTI X G = Ex T O T+ x (G xT),
zatem otrzymano wzor na wzgledno$¢ przyspieszenia:
- — =/ — —/ d(/j —/ — — —/
A=G,+a +20x0 +—x7 +dx (@ x7) . (7)

dt

Przyspieszenie punktu materialnego @ wzgledem ukladu zyz (nieprimowanego) jest réwna sumie przyspieszenia ruchu
postepowego @, poczatku ukladu z’y’z” (primowanego), przyspieszenia punktu materialnego @’ wzgledem ukladu z’y’z’
s s

. . . o L . . 2
(primowanego), przyspieszenia &> x i zwigzanego z przy$pieszeniem katowym &7 ruchu obrotowemu osi ukladu zy’z

rimowanego), przyspieszenia Coriolisa 2 x ¥’ i przyspieszenia dosrodkowego & x (@ x 7).
, Y Y

3 Prawa dynamiki punktu materialnego

Uktad sklada sie z punktu materialnego i otoczenia.

\

\
punkt materialny ~ uktad

Rysunek 3: Model uktadu

I prawo Newtona, zasada Galileusza
Istnieja inercjalne uklady odniesienia, tzn. takie uklady odniesienia, ze gdy na dane cialo nie dziala zadna sila (=cialo
nie oddzialuje z otoczeniem), to cialo spoczywa lub porusza sie ruchem prostoliniowym ze stala predkoscia.

IT prawo Newtona
W inercjalnym ukladzie odniesienia zachodzi F = md, gdzie: m jest masa (miarg ilosci substancji), F — silg (wplywem
otoczenia na punkt materialny, miara oddzialywania). Sila F zalezy od polozenia 7, predkosci U i czasu t: F (7,7, 1).
Sita F nie zalezy od masy m i przys$pieszenia da.
IT prawo Newtona jest prawem fizycznym, a nie wzorem na sile.

Uwaga

e Zgodnie z I prawem Newtona istnieje uktad inercjalny. Na mocy II prawa Newtona wywnioskowano, ze istnieje
nieskonczenie wiele ukladéw inercjalnych.

Dla dwéch ukladéw odniesienia (nieprimowanego i primowanego), ktérych poczatki poruszaja sie ze stala pred-
koscig v, wzdluz linii prostej czyli bez obrotu & = 0, zachodzi:

r=7,+7

To = To, + To(t —to)
v=73,+ U’ ’
a=a’



gdzie 7, jest potozeniem poczatku ukladu z’’2” (primowanego) w chwili poczatkowej .

W zwiazku z tym, dlatego, ze poczatki obu ukladéw (nieprimowanego i primowanego) poruszaja sie ze stala
predkoscia wzdluz linii prostej, to jesli jeden uktad (np. nieprimowany) jest ukladem inercjalnym to drugi (np.
primowany) tez; a takich ukladéw moze by¢ nieskoriczenie wiele.

e Rozwazono zestaw polozen:
7= 1T, + Uo(t —t,) + a7
t=t,+t ’
gdzie a jest macierza ortogonalna, macierza obrotu. Jest to sytuacja ogdlniejsza, gdyz rozwazono transformacje:
przesuwanie sie jednostajne wzgledne ukladu zyz (nieprimowanego) i z’y’z’ (primowanego), ale uklad z’y’z’
(primowany) jest stale obracany wzgledem uktadu zyz (nieprimowanego).

Wystepuja wtedy nastepujace relacje réwnowaznosci w ukladzie odniesienia: 3 przesuniecia + 3 obroty + 3
przesuniecia narastajace liniowo + 1 przesuniecie wspoélrzednej czasowej = 10 parametréw. Jest to struktura
grupy ciaglej — grupa Galileusza.

o W dwdch ukladach inercjalnych (@ = @’, m = m’) prawa dynamiki sa niezalezne od wyboru inercjalnego uktadu
odniesienia.

=

o T = %F) (F’,ﬁt) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym II rzedu, zatem istnieje jednoznaczne rozwiazanie
dla danych warunkéw poczatkowych.

I 0a0

o W przeprowadzanych rozwazaniach uklad zyz (nieprimowany) jest inercjalny, a uktad z’y’2’ (primowany) nie musi
by¢ inercjalny.

o W ukladzie niekoniecznie inercjalnym zachodzi:

—

- ded

m&":F—m&'o—Zm@'xﬁ’—mExF’—mdfx(LUXF’), (8)

w réwnaniu ruchu Newtona oprocz sity oddzialywania nalezy uwzglednié sity bezwladno$ci: zwiazana z przy-

spieszeniem w ruchu postepowego ukladu (—md,) i przyspieszeniem katowym w ruchu obrotowym ukladu

(—m% x i), sita Coriolisa (—2md x ) i sila odérodkowa (—md x (& x 7). Sily bezwladnoci sa korek-
ta ze wzgledu na nieinercjalny uktad odniesienia.

Przyktad
Poczatki dwéch ukladéw odniesienia (zyz (nieprimowany) i z’y’z’ (primowany)) znajduja sie, w tym samym punkcie
(7, =0, U, =0, J" =0). Uktad z’y’2” (primowany) obraca si¢ ze stala predkoscia katowa & = const.

=y

e 3

x 7!

&L

Przeprowadzono analize sit dzialajacych na punkt materialny o masie m, ktéry porusza sie po okregu o promieniu R,
ze stala predkoscia katowa w. Uklad z’y’2’ (primowany) jest ukladem odniesienia zwiazanym z punktem materialnym
0 masie m.

o uklad zyz (nieprimowany)

7= (Rcoswt, Rsinwt,0)
U = (—Rw sin wt, Rw coswt, 0)
@ = (—Rw? coswt, —Rw? sinwt, 0) = —w?7
F = mad = —mw?7 jest to sita dosrodkowa powodujaca ruch po okregu punktu materialnego o masie m.

o uklad z’y’z” (primowany)

7' = (R,0,0)
&' = (0,0,0)
@ = (0,0,0)



— /
 =|const

Rysunek 4: Dwa uklady odniesienia zaczepione w tym samym punkcie, uktad z’y’2’ obraca si¢ ze stala predkoscia
katowa &

A1 Al Al
é, e, el

Gx7'=det| 0 0 w = Rwe, , we wspélrzednych ayz: & x 7/ = Rw(— sinwt, coswt, 0)
R 0 0

U=& X 7' = Rw(—sinwt, coswt, 0)

Sity bezwladnosci wystepujace we wzorze WYynosza:
—md, =0 gdyz brak wzglednego ruchu poczatkéw uktadéw zyz i z’y’z” (7, = 0= d, = 0)
—2m& x v’ =0 gdyzd' =0

da

S ——
—my X7 =0 gdyz & = const
57 51 1
&, &, &l
—md x (Gx7)=-mdet[ 0 0 w |=mRw?e.=mw? =mw?7 jest sita od$rodkowa
0 Rw O

Zatem podstawiajac obliczone dane do wzoru otrzymano: 0 = F — md@ x (@ x 7). W ukladzie zwiazanym
z punktem materialnym o masie m punkt ten pozostaje w spoczynku.

4 Zasady zachowania w dynamice punktu materialnego
Rozwiazujac rownania rézniczkowe zupelne postaci: %C(F, 7 t)=0, %C(f’, t)=0
otrzymano pierwsza calke ruchu: C(7,7,t) = const oraz druga caltke ruchu: C(7,t)

= const.
Catka ruchu jest stala w czasie, istnieje zasada jej zachowania.
Zasada zachowania pedu
Ped: p=mvu
IT prawo Newtona:
A in =T 9
T

Przyktad:
Sita jest skierowana w kierunku osi z: F=F (7, t) = F(7,t)é, , wtedy rozpisujac réwnanie ruchu na poszczegdlne
sktadowe:



—

F=Gpa
O:%py = py = my = const ,

0= %pz = p, =mz = const
otrzymano 2 calki pierwsze ruchu. Ruch w sktadowych y i z si¢ nie zmienia.

Zasada zachowania momentu pedu

Moment pedu: L(r ) =FXpP=rFXT7F jest to calka pierwsza ruchu
Moment sily:: M:rxﬁ 7 x (m0) =m(Fx 0) =m [&(7x ¥) — T x ¥] , pamietajac, ze Tx T=0,
Przypadki:

e swobodny ruch materialny

W swobodnym ruchu materialnym sita F jest rowna 0, zatem moment sity M z definicji:

M = 0, czyli % =0 =L= const, otrzymano 3 calki pierwsze ruchu.

o kulisty uklad wspélrzedny

zh

m

<Y

Rysunek 5: Sita centralna Fw kulistym uktadzie wspélrzednych

7 dL
M—W

Dzialajaca sila jest sila centralna F ktéra w kulistym ukladzie wspolrzednych jest skierowana wzdluz promienia
Wodzadcego 7 F = Fé,, zatem moment sity M z definicji: M = 7x (Fé,.) =0, gdyz wektory 7 i F sa réwnolegle,

czyli L= const, otrzymano 3 calki pierwsze ruchu.

W przypadku sity w polu sily centralnej jest zachowany moment pedu.

Zachowanie momentu pedu oznacza, ze ruch odbywa sie w plaszczyznie prostopadlej do momentu pedu.

Zasada zachowania energii
e energia kinetyczna: T = 7m172
Pochodna energii klnetycznej po czasie:

ar_d 1mUQ _ 4 1mUU =muvU-ad="1U
dt — dt \2 - B -

ol

e energia potencjalna

(10)

Jedli istnieje sita potencjalna ﬁ(f’, t) to istnieje dla niej energia potencjalna V', ktéra definiuje si¢ po przez

réwnanie: F(7,t) = —VV (7,t) .
Twierdzenie matematyczne dla obszaru jednospdjnego (w tym dla tréjwymiarowej przestrzeni):
VF & F=-VV.

10



Dalsze rozwazania beda przeprowadzane dla sity potencjalnej zachowawczej, czyli sity potencjalnej niezaleznej
LR _(_o ) )

od czasw: F(7) = ~VV(7) = (~5%, 9%, - 9L ) .

Pochodna energii potencjalnej zachowawczej po czasie:

d_ ., dv._ dv. dv. . . . = I
%V(T):%.T-Fdiyy—f—EZ:—le‘—Fyy—FZZ:—F-U:—’U-F (11)

o calkowita energia mechaniczna jest suma energii kinetycznej i potencjalnej: E =T 4+ V
Pochodna energii mechanicznej zachowawczej po czasie:

d d d
—FE=—-T4+ —
dt dt +dtv’

korzystajac ze wzordw , otrzymano:

aE: =G§-F-0-F=0 = E = const ,

otrzymano pierwsza catke ruchu. Zatem o ile rozpatrywana jest sita potencjalna zachowawcza to caltkowita energia
jest zachowana.

5 Dynamika ukladu punktéw materialnych
Rozwazono uklad n punktéw materialnych o:
e masach m;,
e polozeniach 7},
o sitlach wewnetrznych ﬁij oddzialywania j-tego punktu na i-ty (sily wzajemnego oddzialywania)
o sitach zewnetrznych ﬁm- oddzialujacych na i-ty punkt (oddzialywanie z otoczeniem)
(i,j=1,...,n).

ZA

r m

<V

Rysunek 6: Oddzialywanie pomiedzy punktami: i-tym i j-tym

ITIT prawo Newtona:

—

Fy = Fy, (12)

11



Réwnania ruchu Newtona w uktadzie inercjalnym sa uktadem 3n réownan rézniczkowych zwyczajnych drugiego

rzedu na 3n niewiadomych 7;(t):

gdzie M jest catkowita masa:

(13)

(15)

Mozna wyrézni¢ uktad srodka masy CM. Przy zmianie uktadu odniesienia z uktadu zyz do CM otrzymano: R=7,+R'

W ukladzie CM zachodzi: 7, = R, zatem R’ = 0.

Ped uktadu:

korzystajac ze wzoru (14) otrzymano:

P=MR
Pochodna pedu uktadu po czasie:
4P _ -~ ds
t dt ’

korzystajac z II prawa Newtona — wzor @ i ze wzoru otrzymano:

dﬁ n ., n R .
E:Z Foi-l-z ij :ZFM‘—FZZ

i=1 Jj=1 i=1

Otrzymano II zasade dynamiki dla ukladu punktéw materialnych:

Mﬁ:ﬁ{ov

(16)

(17)

gdzie F, jest wypadkows sila zewnetrzna dzialajaca na uktad. Zatem opis ruchu uktadu punktéw materialnych jako

ruchu punktu materialnego jest zwiazany z ruchem $érodka masy uktadu.

W izolowanym ukladzie punktéw materialnych, czyli takim, w ktérym sity zewngtrzne sa réwne 0: F,=0=

F‘O = 0, zgodnie ze wzorem 1} zachodzi: MR = 0, zatem Srodek masy uktadu porusza sie ruchem jednostajnym

prostoliniowym:



Moment pedu ukladu wzgledem poczatku uktadu odniesienia:
n n .
LZZLizzmiﬁ'Xf%
i=1 i=1
wtedy pochodna momentu pedu uktadu po czasie:
dl _d (N~ ) NS, a s N~ s
dt:dt(Zmirixn):Zmirixri—}—Zmirixri,
1 i=1 i=1

pamietajac, ze Fox =01 korzystajac ze wzoru otrzymano:

%:Zﬁ-x FZﬁZI% = ﬁxﬁoﬂrézzfixéfr%

i=1 Jj=1 i=1 =1 j=1 7

N

7 XFZ‘]‘ s

1y

n n

1

pierwszy skladnik jest sumarycznym momentem sit zewnetrznych M, = Y7 | 7; x F,; , zamieniajac kolejno$¢ sumo-
Ty =T

- =, wtedy:
Fij — Fji = _Fij v

wania w trzecim skladniku zachodzi: {

n
> (7 —7) x Fy

1j=1

ey

dL "
dt —

N

2

pamietajac, ze (7; — 1) || F}j, czyli moment sit wewnetrznych (7; — 7;) x ﬁij =0, zatem otrzymano:

Rozwazono dwa uklady odniesienia: uklad zyz (nieprimowany) oraz uklad z’y’z’ (primowany) — §rodka masy CM.
Przechodzac z ukladu zyz (nieprimowanego) do ukladu z’y’z” (primowanego) zachodza zaleznosci (wyprowadzone
w Rozdziale :

— — —/
Ty =To +7;

Uy =T+ 0/ +d X7’

N zh
y\

(18)

<Y

Rysunek 7: Oddzialywanie pomiedzy punktami: é-tym i j-tym w dwdch ukladach odniesienia: w ukladzie zyz (niepri-
mowanym) oraz w ukladzie z’y’z’” (primowanym) — érodka masy CM

13



Dla ukladu CM zachodzi: 7, = ﬁ, R’ = 0. Dodatkowo zalozono, ze nie wystepuje wzgledny obrét ukladéw zyz

I 900

iz’y’z’: & =0.W takiej sytuacji przechodzac z ukladu zyz (nieprimowanego) do uktadu CM (srodka masy) zachodzi
zaleznos¢ dla wektora momentu pedu uktadu:

n n
L=y mirix i @ me (74 7) x (6 + 8 +8 x 7) =
1=1 1=1
n n n
:ZmiFoXﬁo+ZmiFOX6i/+ZmiF0X(LUX?:;'/)—F (19)
=1 1=1 =1

B e T T+ Y e xS e X @ x )
i=1 i=1 i=1
Kolejne skladniki powyzszej sumy wynosza:
S M Ty X Ty =M R X T, gdyz wzor na catkowita mase oraz 7, = R (uklad CM)
Do My T X U] =T, X %MR” =0 gdyz wzbr na $rodek masy oraz R’ = 0 (uklad CM)
Yo mi To X (@ X 7)) =0 gdyz & =0
S my T X Ty = MR' x G, = gdyz wzbr na érodek masy oraz R’ = 0 (uklad CM)
i my T X T =7, x £ M R’ =1L, gdzie L, jest momentem pedu wzgledem $rodka masy
D ma T X (G x ) = gdyz & =0
Zatem podstawiajac obliczone powyzej sktadniki do wzoru otrzymano:
E:Mﬁxﬁo—i—fszﬁxﬁ—i—is
Energia ukltadu:

o energia kinetyczna:
r= 3=y i
i=1 i=1
o energia potencjalna dla sity potencjalnej:
Fy= =V, V(71 ... 70 t)
e energia potencjalna dla sity potencjalnej zachowawczej:
F =V, V(7,...,7) (20)

o calkowita energia mechaniczna: £ =T + V = const

Przyktad:
Rozwazono dwa ciata, ktore niezaleznie oddziatuja z otoczeniem — polem grawitacyjnym, przedstawiono na Rysunku

Przy$pieszenie ziemskie g skierowane jest wzdtuz osi z: § = —gé, . Sily dzialajace na oba ciala sg skierowane wzdluz
osi z. Sila dzialajaca na cialo 1 wynosi: F = —mygé,, sila dziatajaca na cialo 2: F, = —magé,.

Energia potencjalna dla sily dzialajaca na cialo 1 wynosi: V(71) = m1gz1, energia potencjalna dla sily dzialajaca
na cialo 2 wynosi: V(7)) = magze. Energia potencjalna ukladu wynosi zatem: V (7, 72) = m1gz1 + magze. Korzystajac
7€ WZOru obliczono poszczegdlne skladowe kazdej z sit ﬁl, fg:

14



g N1,

| T4

Rysunek 8: Dwa ciala, ktére niezaleznie oddziatuja z otoczeniem — polem grawitacyjnym

oV oV
_ ov. __ _ ov.
Fiy==5,; =0 Foy = =55 =0
v v
Pz = —g;; = —my Foz = —g;; = —mag

Obliczajac sktadowe sil potencjalnych zachowawczych, znajac energie potencjalna uktadu otrzymano poprawne war-
tosci sit.

Przyktad:
Rozwazono dwa ciata, ktére oddzialuja ze soba — sa polaczone sprezyng o wspdlezynniku sprezystosci k.

Rysunek 9: Oddziatywanie miedzy ciatami

Energia potencjalna ukladu: V (7, 7) = $k (7 — 7)? = 1k [(xl —22)° + (g1 —y2) + (21 — zz)z} Korzystajac ze wzo-

ru obliczono poszczegdlne sktadowe kazdej z sit ﬁlg, Fo:

Fis, = _é%/l = —k(z1 — z2)
Fio, = =55 = —k(y1 —y2) p Fra = —k (71 — %)
Fio, = =85 = —k(21 — 2)
Fip, = —% = k(z1 — x2)
Fio, = =82 = k(1 —y2) ¢ Foy = —k (7 — )
Fia, = =% = k(21 — 22)

15



Obliczajac sktadowe sit potencjalnych zachowawczych, znajac energie potencjalna ukladu otrzymano poprawne war-

tosci sil.

Dla ukladu n punktéw materialnych istnieje n réwnan ruchu: mit; = F. Rozkladajac wektory 71 F na sktadowe
otrzymano 3n réwnan rézniczkowych drugiego rzedu (dla kazdego réwnania potrzebne sa 2 warunki poczatkowe), za-
tem potrzebne jest 6n warunkow poczatkowych. Otrzymano zatem uktad rownan ruchu o rzedzie 6n. Dla szczegdlnych
przypadkéw mozna zredukowaé rzad ukltadu rownan ruchu, dzieki prawom zachowania:

cjalnymi i zachowawczymi

wielkosé warunek wzOr liczba statych ruchu
ped ($rodek masy) | uklad jest izolowany ﬁ(t) = I%O(t) + ﬁf_’;t 6
moment pedu dzialajaca sily sa silami central- L = const 3
nymi
energia dziatajace sity sa sitami poten- E = const 1

W sumie jest 10 stalych ruchu, zatem zredukowany rzad uktadu réwnan ruchu wynosi (6n — 10).
W Tabeli [1) podsumowano wiadomosci o rzedzie uktadu réwnan ruchu.

Tabela 1: Uklad réwnan ruchu

liczba liczba liczba zostaje
punktéw materialnych | warunkéw poczatkowych | praw zachowania | do rozwiazania réwnan
n 6n 10 6n — 10
2 12 10 2
3 18 10 8

6 Problem Keplera

Zagadnienie dwéch ciatl
Rozwazono sytuacje o warunkach:

o uklad jest izolowany

o sily wzajemnego oddzialywania sa centralne, potencjalne, zachowawcze

Rysunek 10: Oddzialywanie pomiedzy dwoma ciatami

wtedy uktad réwnan ruchu jest postaci:

{ myT = Fia
moTy = Fyy

Zgodnie z III prawem Newtona :

F12:_F217

zatem rownanie ruchu uktadu jest postaci:

mlfl + MQFQ =0

Zgodnie ze wzorami , srodek masy uktadu dwoch ciat jest postaci:

R=_m_p 4

mo g

m1+mso

16
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wtedy wzor mozna zapisac:
MR=0.
Do opisania ruchu ciata 1 wzgledem ciata 2 poshuzono si¢ nastepujacymi zmiennymi:

e r0znica polozenia ciata 1 i ciata 2:

= = (21)

7
= 1 2 1 B (122) 1 1 = =
wtedy: =71 — Ty = Flo— L F = (L + L )Fy=mtmap,

my m2

o masg zredukowana ukladu dwéch ciat:

Wtedy réwnanie ruchu ciala 1 wzgledem ciata 2 mozna zapisac:
M% = Fis . (25)

Na Rysunku [11] przedstawiono ruch ciala 1 wzgledem ciala 2 (uklad odniesienia zaczepiony jest w ciele 2).

Y

Rysunek 11: Ruch ciala 1 wzgledem ciala 2, przy wzajemnym oddzialywaniu

We wspolrzednych biegunowych przedstawiono wektor 7
L pcosp \
"= ( psin o ) =P
oraz przy$pieszenie 7
I.: P 2\ A . 2 © e\ A
7= (p—pp?) &+ (pp + 20) ép

i sile Fip (ktora jest silg centralng):
Fiy=Fe, .

Wtedy réwnanie (25) mozna roztozy¢ na skladowe:

o skladowa radialna (é,):
w(p—pe®) =F (26)

« sktadowa transwersalna (é,):
p(p +26¢) = 0 (27)

17



Réwnanie (27) mozna zapisa¢ w postaci:
pd ( 2 ) =0
o di \P~¥

jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne. Wtedy pp?¢p = const, czyli up?¢ jest stata ruchu, poniewaz moment pedu

we wspélrzednych sferycznych jest postaci:

L=pixi=pu(pey) x (pé + ppey) = up*p é.
czyli stata ruchu przedstawia zasade zachowania momentu pedu.

Wyznaczajac ze statej ruchu ¢:

ppPp=L=¢= uﬁz

i podstawiajac do wzoru (26]) otrzymano réwnanie rézniczkowe zwyczajne II rzedu:

. 2
u(p—pﬁ) =F,

ktére po przeksztatceniu jest postaci:
L2
pp— —5 =1F.
fip

Problem Keplera
Oddzialywanie grawitacyjne miedzy cialem 1 i cialem 2 wyraza sie wzorem:

gdzie G jest stala grawitacyjna.

(28)

(30)

W celu rozwiazania zagadnienia dwoch cial dla oddzialywania grawitacyjnego, za site F' ze wzoru podstawiono

oddzialywanie grawitacyjne ze wzoru , czyli:

gdzie

Wtedy réwnanie przyjmuje postac:
L2 o
pp— — = —— .
pp? p?

Mnozac obustronnie réwnanie przez p i przenoszac wszystkie sktadniki na jedna strone otrzymano:

L L2 a,
ppp— —=p+—5p=0.
wp p

Réwnanie (33) mozna zapisaé w postaci:

d (1,52 L2 o) _
dt (Qlj“p +2p,p2 p)io
Otrzymano réwnanie rézniczkowe zwyczajne, czyli:

1, -2 L a _
sup” + 5007 " p const .

Otrzymana stala ruchu jest energia E:
1, N L o
2" o T T

18
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Poszczegélne skladniki réwnania (34) przedstawiaja szczegdlne rodzaje energii:

. % up? jest energia kinetyczng ruchu radialnego
% jest energig kinetyczna ruchu transwersalnego

. —% jest energig potencjalna
W przypadku rozpatrywania sytuacji w 1 wymiarze (czyli np. przedstawionej powyzej) wypunktowane energie klasy-
fikuje sie nastepujaco:

e energia kinetyczna: % up? (energia kinetyczna ruchu radialnego)

L2

o efektywna energia potencjalna: Ver(p) = eI

— % (energia kinetyczna ruchu transwersalnego i energia poten-
cjalna).

Rysunekprzedstawia analize jakoSciowg réwnania - wykres zaleznosci efektywnej energii potencjalnej V. ¢ (p)
od odlegloéci p miedzy ciatami 1 i 2. Granatowa linia przestawia mozliwe odleglosci p miedzy cialami 1 i 2 dla danej
dodatniej energii, zielona linia — dla danej ujemnej energii. Dla ujemnej energii odleglo$¢ p miedzy cialami 11 2 jest
ograniczona.

E>0

Rysunek 12: Wykres zaleznodci efektywnej energii potencjalnej V. ¢(p) od odleglosci p miedzy ciatami 11 2

Nastepnie wyznaczono tor ruchu ciala 1 wzgledem ciala 2 we wspélrzednych biegunowych: p, ¢. Najpierw prze-
ksztalcono rézniczke p:

. _dp dpdp @) dp L L d (1
p=— = = ——5=——|—|. (35)
dt  de dt dopp*  pde \p
Wtedy réwnanie (34)) jest postaci:
L2[d (1\]® 1 L2 L2|rd 1\ [1\° 2upa 1
2 p? Lde \p 2pp* p 2p | Lde \p P L* p

W celu uzyskania przejrzystosci kolejnych przeksztalcen zastosowano zmienna: w = % i oznaczenie: % = . Zatem

réwnanie (36]) jest postaci:
2uE 9 9  2pa
Otrzymano réwnanie rézniczkowe I rzedu. Rownanie l) zroézniczkowano po %, otrzymano:

0 = 2w'w” + 2ww’ — 22w/’
0=2w (v +w-—45)

0=w"+w— 53 .
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Otrzymano réwnanie rézniczkowe niejednorodne II rzedu, ktérego rozwiazaniem ogdlnym réwnania jednorodnego jest:
RORJ: w = Acos (p — ¢g) ,

gdzie A i pg sa dowolnymi stalymi; a rozwiazaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego jest:

R
RSRN: w = 75

czyli rozwiazaniem ogélnym réwnania niejednorodnego jest:

jite’

RORN: w = Acos (¢ — ¢o) + 72 -

Zatem podstawiajac otrzymane rozwigzanie do réwnania otrzymano:

. 2
2E = [~ Asin (¢ — po)]” + [Acos (o — o) + 48] — 25 [Acos (¢ — wo) + 53]
2 2 2 2
22‘72]5 = A?sin? (¢ — o) + A% cos? (p — o) + 2A%5 cos (¢ — o) + 557 — 2fz,aAcos (¢ — o) — Q”Lf‘
2 2
2575 =A% - b
7 powyzszego réwnania wyznaczono stala A:
A2 2uE  pPa?
BT
Powrécono do pierwotnych zmiennych:
22
L—w=45 4+ /27 + 55 cos (¢ — ¢o)
% =43 {1 +4/1+ QfaLzz cos (p — gpo)]
L?
1+4/1+ Qfa% cos (¢ — @o)
Po wprowadzeniu nastepujacych zmiennych:
s
P= ha
(39)
e = 1 + 2E L2
= e
rownanie przyjmuje postac:
p
p (40)

B 14ecos(p—po)

Otrzymano réwnanie biegunowe krzywej stopnia drugiego (czyli okregu, elipsy, paraboli, hiperboli) z parametrem p
i mimosérodem ¢ o ognisku w p'= 0.
Dla nastepujacych wartosci € tor ruchu ciala 1 wzgledem ciata 2 moze przyja¢ rézna trajektorie:

e dlac=0<F= —% torem ruchu jest okrag;

edlal<e<le 7’2‘—‘52 < E < 0 torem ruchu jest elipsa;
e dla e =1« E =0 torem ruchu jest parabola;

e dlae>1<« E > 0itorem ruchu jest hiperbola.
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IEE N S 1+e

. p

Rysunek 13: Tor ruchu ciala 1 wzgledem ciata 2 dla 0 < e <1< —%Z; <FE<O0

A
y
: P
1S
~ \\
/ ‘ :"L X
) 1+e
P

Rysunek 14: Tor ruchu ciata 1 wzgledem ciala 2 dlae > 1< E >0

Rysunek [T3] przedstawia tor eliptyczny o nastepujacy réwnaniu:
(x—m0)®  y*
et Th

gdzie a i b sa pélosiami elipsy, ktére maja nastepujacy zwiazek z rownaniem na tor ruchu przedstawiony wzorem :

p p
_ b P 41
“Ti1= ’ Ny (41)

Rysunek [T4] przedstawia tor hiperboliczny.

Prawa Keplera
I prawo Keplera:
Ruch ciala niebieskiego odbywa sie po krzywej stozkowej (elipsa, hiperbola, parabola), w ktérej ognisku znajduje sie

drugie ciato.
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II prawo Keplera:
Promiert wodzacy r zatacza pole S (Rysunek , czyli:

dS = |7 x dr|

dS = 1|7 x O|dt

dS = £dt
"
ds L
TR const , (42)

zatem z zasady zachowania momentu pedu wynika zasada stalosci predkosci katowe;j.

Rysunek 15: Pole S zataczane przez promien wodzacy 7

ITI prawo Keplera:
Calkowite pole S zgodnie z II prawem Keplera Wynosi:
L

=T— 4
s=15". (43)

gdzie T jest okresem obiegu ciala 1 wzgledem ciata 2 .
Calkowite pole S zgodnie ze wzorem na pole powierzchni elipsy wynosi:
2

S = mwab T 5 Lo Wa%p% (44)
(1-e)F
Z réwnan , wynika:
Ti = ﬂa%p%
1 (39)

TL — rq%. /L2
2p o

2 2
T124L2 — 7.‘_2a3L7
m por

2
T2 = 47143

L 9.6

42 LM

T? = Tppitaig?
472
7= ———d° 45
G(my + mz) (45)

zatem kwadrat okres T obiegu ciata 1 wzgledem ciala 2 jest proporcjonalny do szescianu a wielkiej potosi orbity.
W ruchu planetarnym masa ciala 1 w stosunku do masy ciata 2 wynosi w przyblizeniu: m; ~ 0, wtedy réwnanie
przyjmuje postac:
T? ~ dm? a®
Gm2 ’

czyli warto$é okresu T nie zalezy od masy m; planety (ciala 1).
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7 Dynamika ukladu punktéw materialnych z wiezami

7.1 Klasyfikacja wiezéw

Na potozenie i predkosé nalozone sa pewne ograniczenia, zwane wiezami. Dla ukladu n punktéw materialnych wy-
rézniono:

¢ Wiezy dwustronne, jesli réwnanie wiezow ma postac:
f(F 7)) =0
¢ Wiezy jednostronne, jesli rownanie wiezow ma postac:

f(77t) >0

¢ Wiezy holonomiczne (niezalezne od predkosci):

f(7t)=01ub f(7,t) >0

¢ Wiezy nieholonomiczne (zalezne od predkosci)

W ogdlnosci warunki na wiezy holonomiczne (46)) i nieholonomiczne (47):

fl(T_"l,,’Fn,t):O ’L:].,,p (46)
SRR T t) T Do T t) = 0 (47)
j=1
o Wiezy skleronomiczne (nieruchome):
ofi _,
ot
" L e,
ot ’ ot

W przeciwnym wypadku wiezy sa reonomiczne (ruchome).

Wiezy ograniczone réwnaniem ([46]):

. 0
fT(Tlv 7Tn,7t)70 / &
LA . 0
S (Vifi) 7+ 8{ =0
j=1

7.2 Roéwnania Lagrange’a I rodzaju

Réwnania Newtona dla ukladu n punktéw materialnych nieswobodnych z p niezaleznymi réwnaniami wiezéw holono-
micznych i q niezaleznymi rownaniami wigzéw nieholonomicznych:

mz‘#}:ﬁi-ﬁ-ﬁm i1=1,...,n
Je(m, .7 t) =0 k=1,....p (48)
Zn b(l)(FlvaFnat)f;'i_b(()l)(Flv7Fn1t):0 l:1’7q

=1 "1

Wiezy oddzialuja na punkty materialne pewnymi dodatkowymi sitami F, 'ri zwanymi sitami reakcji wiezéw, a wielkosé
3n — p — q jest liczba stopni swobody ukladu punktéw materialnych.
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Najprostszy przypadek to wiezy doskonale (gladkie), jesli praca sit reakcji dla tych wiezéw jest réwna zero:
n
> Fridf, = Fréi=0
i=1
przy dowolnych przesunieciach wirtualnych 07, wynika stad, ze:
Fr L 67
Roéwnania ruchu Newtona przechodza wtedy w uklad réwnan Lagrange’a I rodzaju:

mZFl = F; + ZZ:1 )\kﬁifk(f’lw .. ,’Fn,t> + Z?:l ,uj[_);(j)(Fl’ - ,Fn,t) 1=1,...,n
fk(Fla7Fn7t):0 k:17ap (49)
S B F T t) P B (L ) = 0 I=1,...,q

gdzie \j, oraz p; to mnozniki Lagrange’a.

Roéwnania Lagrange’a I rodzaju sa réwnowazne zasadzie d’Alemberta: dla ruchu ukladu punktéw materialnych
z zadanymi wiezami doskonalymi dla dowolnych przesunie¢ wirtualnych §7; zachodzi réwnanie:

(mis — Fy) - 6, =0
1 W—/

sita reakcji wiezéw

n
1=

Zasada d’Alemberta jest dynamicznym uogdlnieniem statycznej (FZ = 0) zasady prac wirtualnych:

i i 0 =10
i=1

Sita dziala prostopadle do kierunku ruchu (nie moze go przesunad).

1

Przyklad: Cialo poruszajace sie w plaszczyznie (z,z) — wiezy skleronomiczne

ys
j, x

Rysunek 16: Cialo poruszajace sie w plaszczyZnie (z, z). Wiezy skleronomiczne.

Ograniczenia ruchu:



ﬁfl (éxa —l—éy({%—kéza—)(z—x)—ez—em— (1)
0
= 0 0] 0]
= (6., — 2 6. — =6, = 1
va (emax+eya +6282)(y) Cy 0
-1 0
~~ 1 0

sila zewnetrzna

mfZO—A1
my = Ao
mi=—mg+ X\

Warunki (zalozenia):
y=0=9=0=>X=0

Mozna rozwazaé problem jako dwuwymiarowy.

z—r=0=2-2=0

A A
—g+ 22— (=) =0
m m
1
A= §mg
1 -1
Fri=AVfi=gmg| 0
1
o 1
mi = —5mg
{ mz = —mg + %mg = —%mg

Przyklad: Sztywny, niewazki pret o dtugosci L

x

Rysunek 17: Sztywny, niewazki pret o dlugosci L.
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Wiezy: , , , ,
fi(w,y1, 21,02, y2,22) = (11 —22)" + (Y1 —y2)" + (21 —22)" = L° =0

- 0 0 0
V1f1—(€x87x1+€y87y1+6zaizl)f1

=2(z1 — x2)éx +2(y1 — Y2)éy + 2(21 — 22)é.

= 72(%1 — .%Q)ém — Q(yl — yQ)éy — 2(2’1 — Zg)éz

mljl = 2)\1(1}1 — LUQ)
m1j1 = 2M1(y1 — y2)
mlél = 2/\1(2’1 — 22)

mgi‘g = —2/\1(171 — 132)
mafia = —2M1(y1 — y2)
m222 = —2)\1(21 — 22)

(1 —22)?+ (y1 —y2)? + (21 —22)2 = L?* =0

8 Dynamika ukladu punktéw materialnych z wiezami holonomicznymi

doskonalymi

Réwnania ruchu: . . .

{ mEpTy = Fi + Zle /\kafz(TE, ey T?l,t)
fi(Fl,...,Fn,t):O Z:].,,p

Wspélrzedne uogdlnione zgodne z wiezami:

= _'l(qlw"anat)

1
2:T2(q1a"'anat)

[

<

1. Rownania wiezow sa spelnione automatycznie:

fi(Fl(Q1a"'7qNat)’F2(q1a"'7qN7t)7---7FH(Q17--~7QNat)7t) =0

2. (%) macierz 3n x N

Przykltad: Masa na powierzchni bocznej

f(z,y,2,t) = # —tan(a(t)) =0
x = g1 sin(a(t)) cos(gz)
y = qusin(a(t)) sin(gz)
z = q1 cos(a(t))
é% = sin(a(t)) cos(g2) %”2 = —q1 sin(a(t)) sin(gz)
g—;’l = sin(a(t)) cos(gz) (%’2 = —q sin(a(t)) sin(gz)
[‘%Zl = Sin(a(t)) COS(Q2) 8%22 = —q1 Sin(a(t)) sin(q2

Macierz ma rzad 2 i jest to rzad maksymalny.
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Rysunek 18: Masa na powierzchni bocznej.

8.1 Roéwnania Lagrange’a II rodzaju

Po wprowadzeniu wspélrzednych uogdlnionych zachodzi:

ofi
dqr

I wobec tego réwniez:
n —
= 87’k
2 Vef
3QI

Mnozac obie strony réwnania ruchu (49)) przez g% i sumujac po k zachodzi:

kark Z k- %+ ZZ)"ﬁkﬁ%

0qr

=0, czyli sily reakcji znikaja

Zatem: . .

. O o O
D Mk 5= Fio
1 qr 1 qr

Energia kinetyczna:
I -
~3 > i
k=1

Poniewaz:
Fk(qla ey qnat)

—»

N ory, 3rk
o2

o O

s das

27



Oraz
o N R R R
62 . 821"k ark

To:
AT 01 = = - O - O
— === ) myT = mEfy —— = mfy ——
941 3(112; wk ; M 94, ; S
dOoT  d ~ - Ok, =~ = O N~ - O
T dt(; M Far) = ;m”’“ dg 2" By,
9 1 n 2
Da7 2 Qapy MET
- - OFy doT 0T
= METE 57— = 70 — 57—
1; "8 Bqr  dtod  dap
Energia potencjalna: . .
V(Fl,...,Fn,t) F,=—-V,.V
< or oV . d oV oV
S Lo
k Oqr dqr  dt 9¢r  Oqr
——
=0
Funkcja Lagrange’a (lagranzjan)
L(q1,'~-;QNaq1;-~~ale>t):T*V
Réwnania Lagrange’a II rodzaju
doL_or
dtdoq;  Oqr

Przyklad: Masa na powierzchni bocznej

<)

Rysunek 19: Masa na powierzchni bocznej.

x = ¢ sin(a(t)) cos(gz)
y = qusin(a(t)) sin(ga)
z = qq cos(a(t))
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& = g1 sin(a) cos(gz) + g1 cos(a) cos(g2) — q1Ge sin(a) sin(gz)
¥ = q1 sin(a) sin(gz) + ¢1& cos(@) sin(gz) + ¢1¢2 sin(«) cos(qz)
Z = ¢y cos(a) + g1 sin(a)

Energia potencjalna V' = 0, bo nie ma sil zewnetrznych.

T= %m[(ch sin(a) cos(gz) + g1 cos(e) cos(gz) + g1z sin(a) sin(gz))”

+ (g1 sin(a) sin(ga) + g1 cos(a) sin(ga) + dotgs sin(a) cos(ga))?
+ (g1 cos(a) + qrévsin())?]

1 .. 9 . ) .
T = 5mlgi + 7 sin*(a)ds + ¢ié”]

1 .. 9 . . .
L=T-V = oml + di sin®()g5 + ¢70”]

d 0L OL . 2 . .
I=1 = G700 o = md, — mq1¢3 sin*(a) — mqié®
doL oL d
[=2=0=——— — —— = —(mgaq; sin’())

Przyklad: Cialo poruszajace si¢ w plaszczyznie (z, z)

zZ

—>

x

¥

Rysunek 20: Cialo poruszajace sie w plaszczyZnie (z, z).

r=q
y:
2=q



2

N

X Lz

Rysunek 21: Wahadlo matematyczne.

Przykltad: Wahadlo matematyczne

0 - wspélrzedna uogdlniona zgodna z wiezami.

{ x = lcos()
y = lsin(0)

i = —10sin(0)
{ 3§ = 16 cos(0)

2

1 1,
T = gm(a® + %) = 5mi*6?

F= mgeé,

=V = —mgx = —mgl cos(0)

1 .
L= §ml292 + mgl cos(6)

doL 9L d

~ G o0 a™

8.1.1 Zasady zachowania

a) punkt materialny

1
L=-

2
)

Tdtoi 0w dt

punkt materialny swobodny V =0

__d oL
0= 29z
oL __

oz =0

= const = % =mT
T

120) — (—mglsin(9)) = mi*f + mlgsin(9)

m(i? + 9 + 2%) = V(z,y,2)
erafV*miJrfvémi*fa—V*F
or ox - 9 O F

ped uogdlniony
x jest wspolrzedna cykliczng

ped uogdlniony jest tu wielkoscia zachowana
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b) ruch plaski punktu materialnego w polu sily centralnej

Pep
= pep

ST

{

1 . .
L=-m(p*+p°¢%) = V(p)

+ ppé,

2

wspolrzedna ¢ jest wspolrzedna cykliczna
_don_d .
Tatop  at't?

ped uogdlniony jest zachowany

mp*p = L = const

moment pedu

OL L. . . ,
pr = Ve ped uogdlniony zwigzany jest ze wspolrzedna gy
qr

¢) energia uogdlniona

N
G=Y mir — L
k=1 lagranzjan
N
d d oL
—G=—() ——a—1)
dt dt Pt ol
N N N N
d d OL oL . oL oL oL
dat Z(%%)Qk 1 din dk kz:: %% a% ot
doL_oL
dt g, Oqi
oL =0= G = const
ot

Dla lagranzjanow niezaleznych jawnie od czasu istnieje zasada zachowania energii uogdlnionej.

"1 oF oF
=3 DY it e s = V(v Tl s 1))
i=1I1=1J=1 qr 04
il Or: Or: ( £)
—m = Sy ,
2 aQIa(JJ IJ ql QN

N
L= an(q, - qn,0)drds — Vg, qn, 1)
J=

=1
N N N
G=> > 200414k~ Y, arsqris+V
k=11=1 rJ=1
—_————
Pk
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N
G=Y_ andrgs+V
=1

T

Wielkos¢ G zdefiniowana w sposob abstrakcyjny jest suma energii kinetycznej i energii potencjalnej.

8.1.2 Lagranzjany L oraz L' =L+ %z/) prowadzg do tych samych réwnan Lagrange’a II rodzaju

1) - pochodna zupetnia funkcji potozenia i czasu

d,0L'. oL doL OL dodp 9

0= (=== 2~ _~“~, =77 __Z
@00 " 9q " doa oq T don oa
——
_4do
T dt dqr
———
—_2_,
9qr
_doL_oL
dt 9qg;r  Oqr
Transformacja cechowania:
/ d
L L =L+ —
— + dtd)

8.1.3 Sila Lorentza

Pole clektryczne E = E(7,t)
Pole magnetyczne B = B(7,t)
Potencjal elektrostatyczny ¢ = (7, t)

Potencjal wektorowy A = A(7,t)

, . 9A

E=_Vp- 22
Ve~ 5
B=VxA

. Y\
= Fr=q(-Vo- o=

U(T, 7, t) jest odpowiednia uogélniona energia potencjalng dla sity Lorentza.

+7x (V x A))

L =T — U = réwnania Lagrange’a II rodzaju z sita Lorentza.

U=qp—qr-A

Uzasadnienie:
L- %mﬁz_qwqﬁ.g
doL OL d, . Op ., 0A
Sdor o a T TG, mam Gy
. Ay . 0A, . 0A,. 0A;
R i i T T Y
+q8—¢ 7qi8Az 7qy8Ay 7qz,’8Az
ox ox ox ox
— miJrqaﬁ +qu” +qy(aAz - 8A‘”) +q2(an
or ot oy or 0z

32

0A,
ox




i L
9 Uvx (V

. L Oy
0=mi — Fp, —mx—}—q%—i—q 5 —q(V x (\\x/_/})z
B
— éz Ay éz
U X B =det T y z = ém(sz ZBy) +
B, B, B.
I o by 04, 0A 04, A
B =V x A=det (r% {% ;% :éy( i Z)Jréz( . z)Jr"
A, A A 0z o Ox y
. 04, 0A, 0A, 0A,

pz:%:m$+qAx
py_ailf my+qu
_ 0L _ :
D=5 = Mz, + qA;

zwykly ped wyktad od pola elektromagnetycznego

8.1.4 Czastka swobodna

(Xz'}l):.tl

(XA":&»\\ ttz]_

Rysunek 22: Czastka pomiedzy ustalonymi punktami porusza sie po najkrotszej drodze.

L= Jm(i+17)
x(t1) =z
x(tg) = X9
y(t) =y
y(t2) = y2

Catka przyjmuje warto$¢ minimalna.
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8.2 Zasada (najmniejszego) ekstremalnego dziatlania Hamiltona

to

ruch rzeczywisty <= S = Ldt przybiera wartosé¢ ekstremalna
t1
S - dzialanie [J - 5
1
Yt ---- - = — >
|
|
|
|
|
f-- .
| |
! I
e ; N
t, t, 0t

Rysunek 23: @7 (t) ruch rzeczywisty spelnia réwnania Lagrange’a II rodzaju.

qr(t) = Gr(t) + edqr(t)

gdzie:

€ - parametr

0qr(t) - ksztalt

€dqr(t) - odstepstwo / odchylenie od trajektorii rzeczywiste;

L(q17qlat) = L((fl +65CI17(?I +€5qlut)

t2 . .
S, = / L(qr + €dqr, @1 + €dqy, t)dt

t1

ds. /tQ N oL N oL .
de | t (; dqr ! ; 941 !
4 /N N N
2 oL d oL d OL
[ (50 ) S (4055, )
~/tl (; Oqr  dt Izz:l qr I) ; dt 0q !
2
ty N N
2 oL d OL OL
- Z(_) Sqrdt+Y  —— dqr
t, = \Oqr dtdq — 041 ~~
=0 l¢,

Czyli dzialanie ma ekstremum dla ruchu rzeczywistego.



8.2.1 Oscylator harmoniczny

A
1 1
L= 5mx’ - imwQIQ
L doL oL L .
= - — — =mi-mwlr=i+twir=
dt 0 Oz
sin(wt) / t
= _— t) = —_
#(t) = a1 sin(wtq) vt =m t
. 1w L7 X1
7 )= 1 t =2
't () sin(wty) cos(wt) £ t1
A
b ;vl 1, (ot 1 22 1
= -m | — = = dt = —m=t — = 2t
/0 <2m - 5w <t1 ) 2" 6mw xity
1 in?(wt
S = / COSQ(OJt) - fmwa%S_mQ& dt
™ sin? wtl 2 sin®(wtq)
1 2 2
/ xl cos(2wt)dt
2" s wtl)
1 mx%wQ
S 2t
2 sin?(wty) 2w sm( wh)

1
= fmx%w cot(wtq)

cos(z) 1—1a?+ Lot 11— af—Fg‘% 1(1 12+ )
= == =—(1-za+...

cot(a) = = =
() sin(z)  a—gad+ e’ al- L4 ey 3
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9 Mate drgania

Przyktad: Wahadlo matematyczne

Mg

Rysunek 24: Schemat wahadla matematycznego

Z réwnania Lagrange’a II rodzaju dla wahadla matematycznego przedstawionego na Rysunku [24] otrzymano réw-

nanie:

0 & mi%p + mglsing ,

(51)

nie zalezy ono od czasu. Punktem réwnowagi dla wahadla matematycznego jest: ¢ = 0. W przyblizeniu malych drgan,
czyli |¢| << 1, zachodzi sin ¢ ~ ¢, popetniony zostaje btad rzedu 3. Dla takiego przyblizenia réwnanie przyjmuje

postaé:
0 = mi?@ + mglyp
0=¢+%0p.

Otrzymano réwnanie oscylatora harmonicznego o czestosci kolowej w = (/9.

Punkt rownowagi dla wiezow sklerologicznych:
Dla wigzéw sklerologicznych (niezaleznych od czasu) lagranzjan przyjmuje postaé:

L= *V(qla aqj\/) )

. N ..
gdyz ZI,J:l ary(qr)qrgs = 0.
Natomiast réwnanie Lagrange’a Il rodzaju przyjmuje postac:

__oL
oqr’
gdyz 4 5L = 0.
Podstawiajac do otrzymano:
0 oV
0= (—V(q1,...,QN)) =

~dar dqr

o)

Zatem punktem réwnowagi 0 = B—L jest ekstremum funkcji energii potencjalnej V.

qr

Stany réwnowagi:

(52)

(54)

o rownowaga trwala — punkt materialny wychylony z potozenia réwnowagi pozostaje w otoczeniu polozenia réw-

nowagi, (sytuacja przedstawiona na Rysunku ;

o réwnowaga nietrwala (chwiejna) — punkt materialny wychylony z polozenia réwnowagi opuszcza otoczenie po-

lozenia réwnowagi, (sytuacja przedstawiona na Rysunku [26]).
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punkt
réwnowagi
q, T /

otoczenie

Rysunek 25: Schemat zachowania punktu materialnego w sytuacji réwnowagi trwalej
; kt
qz T / F(;l\l\lfnowagi
o oio\czenie

q;

Rysunek 26: Schemat zachowania punktu materialnego w sytuacji réwnowagi nietrwalej

Roéwnanie Lagrange’a II rodzaju dla malych wychylen wokét ustalonego punktu réwnowagi:

Punkty réwnowago oznaczono nastepujaco: ¢i,0, 42,0, - - - , ¢n,0- Nastepnie zdefiniowano punkty: g; = qr,0+9d,,, gdzie
dq, jest odchyleniem z polozenia réwnowagi gy . Przeksztalcajac wezesniejsze réwnanie otrzymano: dq, = qr — ¢r.0,
wtedy rézniczka po czasie z odchylenia wynosi: 5q1 = ¢r. Nalezy zwréci¢ uwage, ze d,, jest wspdlrzedna uogélniona,
zatem istnieje dla niej lagranzjan.

Potem rozwinieto lagranzjan w szereg Taylora do rzedu kwadratowego:

N
L= Z ary(q1,0 + 0q,,qr,2 + gy, - - qN,0 + 0gn) 0, 0q, — V(q1,0 + 0qy5q1,2 4 Ogas - -+, qn,0 + Ogy)
rJ=1
N
~ )o@ a2 - qN0) dgi0, — V(gL ar2. - an0)+ (55)
rJ=1
EN: av 121": oV 5 s
- 37 qk 2 9010 qar%qy >
purikeC L PR 7 Oudar|

gdzie (p.r.) oznacza punkt réwnowagi. W otrzymanym przyblizeniu:

o —V(q1.0,41,2:---,9N,0) = const, zatem korzystajac z transformacji cechowania czlon ten mozna pomingé;
oV, -0

¢ - == U.
4k |(p.r.)

Wtedy przyblizenie z rownania przyjmuje postac:
N o9

N
L~ Z ar7(q1,0:91,25 - - - sGN,0) 0g; g, 52
1J=1 04104, (p.r)

0q;0q; - (56)

Otrzymano nastepujace stale:
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. . (0),
o ary(q1,0,41,2,---,4nN,0), ktéra oznaczono: «

s
N 9%V
* 217 34947 ()
Podstawiajac przyblizenie do réwnania Lagrange’a II rodzaju otrzymano
4oL oL
dt 95,  9dq,

T dt Z 201 bq, + Z

aQI8QJ 4
(0)
2 5 .
p.r.
Zapisujac powyzsze réwnanie w postaci macierzy otrzymano
204%2) 20453) 2018\), 0g, 9%V 8%V ‘ S
(0) (0) C) 5 Palg T dmdan |
207 2059 ... QN gy gy
0= . . . + : : : . (57)

) p 2’V 22 ’
20® 200 20 )\, gasily o Faly )\ dun

W wyniku rozwiniecia lagranzjanu w malych wychyleniach otrzymano réwnanie liniowe — réwnanie ruchu, ktérego
rozwiazaniem jest:

dq, Aq
dgs As
) = ) cos(wt +7) . (58)
Ogn An
Podstawiajac réwnanie do réwnania otrzymano:
(0) (0) %
—2(«020[1 + 82 —2w20[1N + 99104n ‘ Al
0= : : : : cos(wt +7) . (59)
A AT

2
3QNO

Powyzsze réwnanie jest zawsze prawdziwe, pod warunkiem, ze wyznacznik pierwszej macierzy jest rowny 0

M1 T 9%, AN

2 (0) |, 8%V 2 (0) 8%V
—2w + —2w + Beroaw ‘
det : : :

2 (0) 9%V
—2w aNl + 341\13(11

2 (0) 8%V
72(,0 aNN+82qN‘

Przyklad: Wahadto podwdjne

Rozwazono wahadlo podwéjne, ktérego schemat przedstawiono na Rysunku[27] Na podstawie Rysunku [27] wyznaczono
wspolrzedne uogdlnione opisujace ruch wahadla podwdjnego

x1 = Isin

To = [sin g + [sin g
y1 = —lcosy;

y1 = —lcos i — [ cos s

&1 = lpy cospy

xg =1 (1 cos @1 + p2 COS P2)
— Iy sin gy

=1 (p18in @1 + Yo sin@s)
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y
LSS .
\'\.‘ X
Lo
@ g
',
\
Y
\
mg (X.¥)
TRy
1 79,
m _— '
./

(X,.¥, : !

Rysunek 27: Schemat wahadla podwdjnego

Wyznaczono energie kinetyczna uktadu:

1 . . 1 . .
T = Sm(#T + 1) + 5m(ds + 3) =
1
= §m12 (cp% cos? w1+ <,b% sin? w1+
+ gb% cos? 1 + 2¢1¢$2 COS 1 COS P2 + gb% cos? o+

+ @2 sin® 1 + 2910 sin @y sin @y + P2 sin? py) =
= %le[ngf + @5+ 2p192 cos(p1 — p2)] -
Wyznaczono energie potencjalna uktadu:
V = mgy1 + mgys = —mgl(2cos @1 + cos pa) .

W celu wyznaczenia polozenia réwnowagi skorzystano z warunku na punkt réwnowagi — réwnanie (54)), czyli wyzna-
czono ekstremum dla energii potencjalnej V:

= 2mgl sin - p1=0,7
= mgl sin g = o =0,7

0:

oV
.

= Op2

Nastepnie wyznaczono punkt réwnowagi trwalej sposréd wyznaczonych powyzej polozen. Na Rysunku 28] przedsta-
wiono mozliwe sytuacje dla wyznaczonych polozen:

a) punkt (¢1,¢2) = (0,0) jest minimum energii potencjalnej, czyli cialo nie bedzie mialo wystarczajacej energii
potencjalnej, aby oddali¢ sie od otoczenia punktu réwnowagi — jest to polozenie réwnowagi trwalej;

b) punkt (p1,p2) = (7, 7) jest maximum energii potencjalnej — jest to polozenie réwnowagi chwiejnej;

¢) punkt (¢1,¢2) = (m,0) lub punkt (p1,92) = (0,7) jest punktem siodlowym — jest to polozenie réwnowagi
chwiejniej.
Potem zdefiniowano potozenie, ktére znajduje si¢ w otoczeniu punktu réwnowagi: (¢1,92) = (0 + dp,,0 + g, ),
dla ktorego znaleziono lagranzjan. Najpierw wyznaczono energie kinetyczna T i potencjalna V' dla zdefiniowanego
punktu, korzystajac z szeregu Taylora dla cos z:

1 . . .
T =~ §ml2 (202, + 02, + 204,04,)
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?,
(a) (¥1,92) = (0,0) (b) (p1,¢2) = (m,m)
TN
! (pz
(C) (§01, @2) = (ﬂ—’ 0) lub (5017502) = (07 7T)
Rysunek 28: Schemat sytuacji dla polozen réwnowagi wahadla podwdjnego
Lo Lo 2 1 2
Va—-mgl|2(1- 55% +1- 55472 = —3mgl + mgld,, + imgléw
Nastepnie wyznaczono lagranzjan:
L= tmi (282, + 62, +26,,6 l 162~ Limgls?
= 5m (2 o1 T 05, + 204, (/,2) + 3mgl — mg o1 —img o2
i obliczono réwnanie Lagrange’a II rodzaju dla d,, i d,,:
0= 4 0L _ OL 0= d 0L _ 9L
T dtas,, 004, T dt 95, 0o,
0= < [1mi? (46,, +20,,)] + 2mgld,, 0= 4 [Emi? (204, +20,,)] +mgld,,
0 = 2mi?d,, +ml?d,, + 2mgld,, 0 = ml?5,, +mi?d,, +mgls,,
0= 25@1 + 8902 + 2%6901 0= 5@1 + &02 + %54‘02

Potem rozwiazano uktad réwnan:

dla ktérego rozwiazaniem jest:

N— P
S
€ €
N [
'

+
7 N\
)
O
~f O
'
N
>
€ €
N o=
~__
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Podstawiono réwnanie (61]) do réwnania (60):
—2w?  —w? Ay 29
— ; l
0= ( S u? ) ( A cos(wt + ) + 0

o 2w+ 29 —w? Aq
0= ( 2 2 +% A, cos(wt + )

e O
——
N
BN
N =
~——
o
o
Z
g
=
_l’_
)
SN~—

. Obliczono wyznacznik pierwszej macierzy:

—2w? 4+ 24 —w? g\ 2
1 — _ 2 J _ 4
det ( L2 _? 4 g 2 ( w” + ) w”

ktory przyrownano do zera:

2
2(—w2+%) —wt=0

i wyznaczono czestosé matych drgan wokot potozenia réwnowagi:

2 g9
N -
2 g
(- = P
Nastepnie wyznaczono mody wlasne dla kazdej czestosci:
g
a) dla czestosci w? = T
7z
g
_1+l1 —|—2% 1+lﬁ N
0= g g < Ao )
. 1+l% _ 1+l% + 7

Ay
Az

s}
|
=

24242 -1 )

=17z (
Mg -1 ~1+1+ L

V2A, — Ay =0
Ay = V24,
—A1+%—A2:O

obie masy wahadla podwdjnego poruszaja sie zgodnie w fazie dla nizszej czestodci drgan

9
T wykonano obliczenia jak dla poprzedniej czgstosci i otrzymano: Ay = —V2A1, czyli

2
obie masy wahadla podwdjnego poruszaja sie przeciwnie w fazie dla wyzszej czestosci drgan.

b) dla czestosci w? =

Ogoélne rozwiazanie zagadnienia wahadla podwdjnego jest postaci:

( O, ) — 4@ < 1 >COS< 1 t+7(a)> +AD ( 1 )COS< 7 t+7(b)>
1 _ T .
Oy V2 1+ 7z V2 1-— 7
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10 Mechanika brylty sztywnej

10.1 Opis polozenia i predkosci

Rozwazono poruszajaca sie bryle zlozona z mas punktowych my,...,m, pozostajacych w stalej odlegloéci wzgledem
siebie. Niech wektor 7; bedzie polozeniem masy m; mierzonym w pewnym ukladzie inercjalnym, nazywanym dalej
uktadem laboratoryjnym.

L

X

Rysunek 29: Bryla sztywna (wielko$¢ [;; = const oznacza odlegtosé migdzy masami punktowymi m; i m;)

Wprowadzono réwniez primowany uktad wspélrzednych obracajacy sie wraz z bryta, ktérego poczatek znajduje
sie w $rodku masy bryly. Ten uklad bedzie dalej nazywany ukladem bryly. Niech 7" bedzie potozeniem masy m;
mierzonym w tym uktadzie.

B

I

Rysunek 30: Prezentacja omawianych uktadéw.

Zwiazek pomiedzy polozeniami w obu uktadach ma postaé
7 =1+ 77 (62)

gdzie 7 jest potozeniem $rodka masy bryly wzgledem uktadu laboratoryjnego. Rézniczkujac powyzsze réwnanie po cza-
sie otrzymano wzor
Gi = % + 07 + @ X7

gdzie ¥ oznacza predkos$é¢ poczatku ukladu bryly mierzong w ukladzie laboratoryjnym, v} - predko$é¢ masy m;
mierzong w ukladzie bryly, & - predkos¢ katowa ukladu bryly. W ukladzie bryly zadna z mas sie nie porusza, wiec
0y = 0. W zwigzku z tym powyzszy wzér upraszcza sie do postaci

0 =0y + & X 7 (63)

42



10.2 Energia bryly sztywnej
Korzystajac ze wzoru mozna zapisa¢ wyrazenie na sumaryczng energie kinetyczna bryty
"1 "4 I ", & o
:gi ;ﬁmi(vo—kwxn) :;imivo —l-;mivm(wxr, +Z (wx 73)

Przeksztatcono érodkowy sktadnik:
> mavy (@ x 1) =Y mary - (06 x @) = MR (v x &) =0

W pierwszym przejsciu skorzystano z wladciwoéci iloczynu skalarnego i wektorowego:
— — —/ —/ — —
vy - (D x 7)) =7 - (v) X @)

W kolejnym przejéciu oznaczono przez M calkowita mase ukladu, a przez R polozenie $rodka masy w ukladzie bryly,
ktére naturalnie jest réwne 0.

n
MR = Zmiﬁ-' =0
Pozostate dwa skladniki nosza nazwe czesci translacyjnej i rotacyjnej energii kinetycznej bryty.

Tirans = Z MUy~ = 7M

1 .
Trot = Z §mi(w x 73 )?

T= Ttrans + Trot

Warto zauwazy¢, ze gdy v = 0, to znaczy gdy poczatek ukladu bryly pozostaje nieruchomy wzgledem uktadu labo-
ratoryjnego, zachodzi T = T, co pozwala zidentyfikowaé¢ T,.; jako energie ruchu obrotowego bryly, a Ti.qns jako
energie ruchu postepowego $rodka masy bryty.

10.3 Tensor momentu bezwladnosci

Dla dalszych rozwazan przydatne bedzie przypomnienie sobie jak mozna wyrazi¢ illoczyn wektorowy uzywajac symbolu
caltkowicie antysymetrycznego:

3
AxB= Y €*A;Byé;
i,j,k=1

Przydatna bedzie réwniez nastepujaca tozsamosé:

3
E ekijeklm _ 6il6jm _ 6im6jl
k=1

Przeksztalcono teraz wyrazenie na T).,; uzywajac powyzszych zaleznosci:

| —

n n
Trot = Z %moz(w X 77%/)2 = Z

3
m
Ma E kzj klmwzrl leT/ —
a=1 a=1 i,7,k,l,m=1

3
% Z Zm 61l5]m 62m53l) ’J ,m Wit % Z Zn:ma(r—(;Q(SiZ —T;iT;l)wiwl

i,7,l,m=1 a=1 i,l=1
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gdzie 17,2 = (r1)2 + (r2)? + (r3)2. Wprowadzenie wielkosci
n , ]
Iy = Z ma (e 26" — 1!,
a=1

pozwala zapisa¢ wyrazenie na energie ruchu obrotowego w zwieztej formie

3
1 : 1
Trot = 5 . lgil Iil w’wl = 5 (DT 1o (64)

Wielkos¢ I nazywano tensorem momentu bezwladnosci:

I Lz I
I= (I Iy In3
I3y Izp I3

Wspéblezynniki lezace na gléwnej przekatnej nazwano momentami gtéwnymi, natomiast wspélczynniki pozadiagonalne
momentami dewiacji. Dokonujac zamiany oznaczeii: 1L, — 24,72 — Yo, 75 — 24 otrzymano

’ 2 ;2 ’o0 ’o
n Yo + 2o ;xaya 9 TRy
_ E ’oa / / ’o
I= Ma T Yo Lo + 2o _anza 5
—1 o ) ’ ’
@ TaZa ZaYa Ty T Yo

Zauwazono, ze I;; = I;;, co znaczy, ze I jest rzeczywisty macierza symetryczna. Zgodnie z odpowiednim twierdzeniem
matematycznym kazda macierz tego typu mozna zdiagonalizowaé. Oznacza to, ze istnieje uklad wspélrzednych (2, g, 2),
w ktoérym tensor momentu bezwladnosci rozwazanej bryly ma postaé

I=1|0
0

o o
Tho o

Osie (Z, ¢, Z) nazwano osiami gléwnymi bryly.
Uwaga. Dotychczasowe rozwazania dotyczyty dyskretnego uktadu n mas punktowych. Mozna je jednak powtorzyé

rowniez dla cigglych rozktadow mas. Aby obliczy¢ wspdlczynniki tensora bezwladnosci dla rozktadu cigglego wystarczy
zastapi¢ sumowanie po masach punktowych przez calkowanie odpowiedniej funkcji gestos$ci po objetosci ciata.

Zma...—>/ d*rp(7)...
a=1 v

Rozwazono teraz sytuacje, w ktérej ruch bryly jest ograniczony wiezami w taki sposéb, ze jest mozliwy tylko obrét
wokot osi o kierunku wyznaczonym przez wersor i = (g, ny,n.). Predkosé katowa przyjmuje wtedy postaé¢ & = wit.
Podstawiajac to do otrzymano wyrazenie na energie rotacyjna przy obrocie wokél stalej osi

1 1
Tror = 5 > Liniw? = S Lw?

) 2
ile{r,y,z}
Wprowadzona wielko$é
Iy = Z Iimml
ile{x,y,z}

nazwano momentem bezwladnosci bryly wzgledem osi wyznaczonej przez wersor 7.
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10.4 Moment pedu

Moment pedu mas mq, ..., m, wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych zdefiniowano jako
n .
L= Z MaTo X To
a=1

Wstawiajac 17, z ire =y z otrzymano

n n
L= Zma(rﬁ +03 ) x (0 + @ x ) = Zma(ﬁ) X 0h + 178 X U0y + 70 x (@ x 1)+ x (@ x 7))
a=1 a=1
Drugi i trzeci iloczyn wektorowy sa réwne 0, poniewaz poczatek ukladu primowanego umieszczono w srodku masy
bryly. Powyzszy wzdr redukuje sie zatem do postaci

n
r e —/ — -/
L=1Ly+ E MaTe X (@ X 173)
a=1

gdzie
Lo = M7y x vg

Zauwazano, ze jesli srodek masy pozostaje w spoczynku wzgledem ukladu laboratoryjnego, to Lo = 0. Przeksztalcono
iloczyn wektorowy wystepujacy w drugim skladniku momentu pedu L:

Ny = N iik o~ N
7o X (& x73) = E R e ) (w X 1), =
i.j,k€{z,y,2}
11k ~ 1
= E ek r) e, =

i,5,k;m,le{z,y,2}

A1 / /
= E €; (5il5jm — 5im5jl)’rajwlram =

i,,m,le{z,y,z}
~r1| =72 /
= E €' | 7o T0u — TaiTal Wi
i,le{z,y,z}

Z mar?;/ X ((D X 7“;/) = Z é/]ilwl
a=1 i,le{z,y,2}
EZEQ—F Z éillilwl :L_E)—FILU
i,l€{z,y,2}
10.5 Dynamika bryly sztywnej

Policzono pochodna czasowa momentu pedu:

. dL d'L .
N=—=—+4dx1L
a @ Y
gdzie d’_’— pochodna w ukladzie bryty. Wielkos¢ N nazwano momentem sity. Rozwazono teraz szczegdlna sytuacje, w
ktérej Lo = 0. Jezeli osie uktadu zwigzanego z bryla ustawiono tak, aby byly zgodne z osiami gléwnymi, to wyrazenie
na moment pedu bryly przyjmie prosta postaé

L=1&=|Lw, (65)



Podstawiono to do iloczynu wektorowego z réwnania (65)):

B e, é, e’ (I — 1)) wyw,
& x L =det Wy Wy W, = | (I — L)wyw,
lyw, Iywy, ILw, (Iy — I )wawy

Otrzymano wiec nastepujacy uktad réwnan:

Lwg + (I, — I))wyw, = N,
Iywy + (I — I)wyw, = N?’J
Lw, + (Iy — I;)wgwy = N,

Sa to tzw. réwnania Eulera.

10.6 Prawa zachowania

Okazuje sie, ze z réwnan Eulera daje sie wyprowadzi¢ prawa zachowania. Rozwazono sytuacje, w ktérej N = 0. Jezeli
i-te réwnanie pomnozono przez w; i zsumowano je stronami, to otrzymano:
Punisn + Payioy + Poio, = 4 (2 (L2 4 102 + 1.02) ) = L0 =0 66
2WrWye + yWyWy +lw,w, = % 5 ( Wy + yWy + zwz) = @ rot = ( )
co oznacza, ze wielko$¢ w nawiasach jest zachowana. W wyrazeniu tym mozna rozpoznaé energie rotacyjna ze wzoru
(64). Otrzymano wiec prawo zachowania energii. Kolejne prawo zachowania otrzymano mnozac i-te réwnanie Eulera
przez I;w; i sumujac stronami.

d d -
Lwatsg + Dowytoy + w0, = 7 (LPw? + w2 + I2w?) = aL2 =0 (67)
Zatem zachowany jest réwniez kwadrat momentu pedu.

—

N=0 = T, = const, L[? = const

10.7 Katy Eulera

Niech (é;,é,,é.) beda wersorami osi kartezjanskiego ukladu wspélrzednych. Rozwazono przeksztalcenie tego uktadu
(éz,€y,€.) = (€17, €,,6,) skladajace sie z trzech obrotéw:
1. Obrét wokoét osi €, o kat ¢. W wyniku tego obrotu é, przejdzie na &4 = cos¢é, + singé,.
2. Obrét wokét osi 24 o kat 6. Po tym obrocie é, przejdzie na €., = cosfé, + sindgy,.
3. Obroét wokoét osi e o kat 1.
Katy (¢,0,1) nazwano katami Eulera. Wiedzac, ktéry kat odpowiada ktéremu obrotowi, mozna wyrazi¢ predkosé
katowa za pomoca katéw Eulera: ] ) ]
&= ¢, + Oy + ey

Znaleziono jej posta¢ w ukladzie poczatkowym:

@ = de, + 0(cos(p)é, + sin(¢p)é,) + 1(sin(f) sin(p)é, — sin(h) cos(p)é, + cos(h))é, =
= (0 cos(¢) + P sin(9) sin(¢))e, + (§sin(¢) — P sin(f) cos(9))e, + (¢ + 1) cos(6))e.

Aby znalezé wyrazenie na predko$é¢ katowa w ukladzie primowanym nalezy wykonaé transformacje odwrotna:

o — =
0 — —0
b= =0

Zatem predkos¢ katowa wyrazona w uktadzie primowanym ma postaé

@ = [fcos(1h) + dsin(0) sin(1h)]é,r + [—0sin(v)) + ¢sin(h) cos(¥))]|é, + [1 + pcos(h)]é.r
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10.8 Bak swobodny

Rozwazono dowolne, obracajace sie cialo, na ktére nie dziata niezréwnowazony moment sity. Takie cialo nazwano
bakiem swobodnym. Wybrano uklad zwiazany z bakiem w taki sposob, aby tensor bezwladno$ci baka byl w nim
diagonalny. Osie oznaczono tak, aby spelniona byla nieréwnosé

L<I, <L
Dla baka swobodnego zachowana jest energia i kwadrat momentu pedu. Réwnanie zachowania energii
Lw}'+Iw, '+ Lw?' =2E

mozna zapisa¢ w postaci

Jest to réwnanie elipsoidy o stosunkach
1 1 1

Na tej samej zasadzie rownanie zachowania kwadratu momentu pedu
2 27 2 27 2 271 _ 72
Liw, "+ Lw, "+ [w, =L

jest réwnaniem elipsoidy

o stosunkach

7 powyzszych rozwazan wynika, ze wektor & moze przyjmowac tylko wartosci lezace na przecieciu elipsoid energii
i kwadratu momentu pedu. Wyrdzniono kilka klas przecieé:

/\ ]
= 2F

Elipsoida energii

\ / ftlz
S
q

2

g

Rysunek 31: Przeciecie jest zbiorem pustym. Sytuacja niefizyczna.

X

AN

Elipsoida pedu

r




Nx!

E
s/ &
AN 2N
v ﬁ
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Rysunek 32: Minimalna warto$¢ kwadratu momentu pedu odpowiadajaca danej energii.

Rysunek 33: Predko$é¢ katowa moze przyjmowaé wartosci rozmieszczone woko6! osi 2.

Dalsze zwickszanie kwadratu momentu pedu spowoduje zetkniecie sie elipsoid kolejno na osiach 4’ i 2’. Minimalna
predkosé, przy ktérej mozliwy jest obrot baka wokdt y' wynosi

Im wiekszy jest zakres wartosci przyjmowanych przez wektor predkosci katowej, tym wieksze mozliwe zaburzenia
w ruchu obrotowym bryty.
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11 Roéwnania Hamiltona

Formalizm lagranzjanowski jest rownowazny formalizmowi hamiltonowskiemu, w ktérym funkcje lagranzjanu przej-
muje hamiltonian, a réwnanie Lagrange’a II rodzaju zostaje zastapione przez réwnania Hamiltona. Réznica tych
formalizmow jest stosowanie innych zmiennych, ktore sa od siebie niezalezne: w formalizmie lagranzjanowskim sg to:
polozenie g i predko$é vy (zaleznosé

vr = qr (68)

jest stosowana dopiero w réwnaniu ruchu), w formalizmie hamiltonowskim sa to: polozenie ¢; i ped p; zdefiniowany
jako

oL
=—. 69
Pr= g (69)
Przy tak zdefiniowanym pedzie p;y réwnanie Lagrange’a II rodzaju mozna zapisac:
oL
O=pr——. 70
' 0 (70)

Stosuje sie inny formalizm w poszczegdlnych dziatach fizyki, majac na uwadze latwiejszy sposéb opisu danego zagad-
nienia fizycznego. W Tabeli [2| przedstawiono podstawowe poréwnanie obu formalizméw: lagranzjanowskiego i hamil-
tonowskiego.

Tabela 2: Poréwnanie formalizmoéw: lagranzjanowskiego i hamiltonowskiego

mechanika lagranzjanowska | mechanika hamiltonowska
zmienne (wielkosci niezalezne) qr, vr = qr qr, pr = BB—JJI
lagranzjan hamiltonian
charakterystyka
Yo L(qr,vr,1) H(q1,pr,t)
_ d oL _ OL — oL
0= Zid0; — dar 0="0r— 54
réwnanie Lagrange’a I rodzaju
vr =4qr vr = (qr
Ur (QJa PJ, t)
zachowanie dla czastki swobodnej =ty = %mﬁcz = gg L .
vy =2 pr = gz = mi
. . mechanika kwantowa
zastosowanie teoria pola .
mechanika statystyczna

W celu wyznaczenia rownan Hamiltona obliczono:

o zmiane lagranzjanu przy malym wychyleniu:
N N
oL
oL = E (5q1+ E ! E 87 dqr + E provy (71)
I=1

Lo N
o rézniczke sumy >, pror:

N N N
d (ZPﬂU) = Z dprur + Zp16UI (72)
=1 =1 =1
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o . N
o rézniczke wyrazenia ) ,_; prvr — L:

N
d <ZPIUI > meE 25 o1 + ZPI(SUI - Z 75(11 - Zmﬁw =
=1 —

N N N N
== Oprdr+ > prdvr — Y proqr — Y provy = (73)
I=1 I=1 I=1 I=1

N
= ) dardpr - ZPI&JI
=

Nastepnie zdefiniowano funkcje — hamiltonian:

N

H(qr,pr,t) = ZPIUI(QJapJat) — L(qr,vi(qs,p1,1),t) - (74)
=1
Biorgc pod uwage fakt, ze réwnanie jest rézniczks hamiltonianu otrzymano zaleznosci:
oH _ .
oqr — Pbr
. (75)

oH _ -
apr — I

ktére sg réwnaniami Hamiltona.
Nastepnie pokazano mozliwos¢ przejscia pomiedzy formalizmem lagranzjanowskim i hamiltonowskim:

o stosujac zalezno$¢ rownania Lagrange’a II rodzaju

oH
an 8q1 (z_:pkvk qj,PJ, ) L(CI[,'U[(qM’pth)’t)> —

k
=" 0qr Oqr =" Oug
oL [ .

—o— = —br
dq1
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oH 0 (&
- - - ,ps,t) — L(qr, , .0 | =
Opr  Opr (kz_lpkvk(QJ p;t) (qr,vi(gn, passt) ))

N N
(9’Uk oL 8Uk
,; Opk ; Ouy, Opr
Y o ov
k k
= UI“FZpki_Z k- =
e
68 .
o stosujac zalezno$¢ rownan Hamiltona
. OH oL
= =
b dq1 oq1
. @ 0H
QI ! _— ’UI
Opr

Zatem potwierdzono réwnowaznos¢ opisu formalizmem lagranzjanowskim i hamiltonowskim.

Przyktad:Oscylator harmoniczny
Lagranzjan dla oscylatora harmonicznego jest postaci:

1 1
L= imx'z — imwQaﬂQ . (76)

Ped zgodnie z zalezno$cig opisang réwnaniem Wynosi:
oL

= —=ma, 77

P=os (77)

nastepnie przeksztatcajac powyzsze rownanie wyznaczono predkosé x:

i:%. (78)

Potem zgodnie ze wzorem wyznaczono hamiltonian dla oscylatora harmonicznego, korzystajac z réwnan ,,

2 1 2 1 2 1
H:pa'c—L:p——fm(ﬁ) +fmw2x2:p—+fmw2$2.
m 2 m 2 2m = 2

W celu przedstawienia przestrzeni fazowej (2N-wymiarowej przestrzeni o wspotrzednych gy, pr) dla oscylatora
harmonicznego nalezalo wyznaczy¢ polozenie x i ped p, zatem najpierw obliczono odpowiednie rézniczki po czasie:

_OH _ p

ziapim _1_ 2

. OH 2 = T=—p=-wr,
p:_%:_mwx m

a potem wyznaczono potozenie x i ped p:

x(t) = Acos(wt +7)
p(t) = mi(t) = —mAwsin(wt + 7)

Nastepnie ped p podzielono przez mw, aby otrzymaé funkcje wyrazang w jednostkach polozenia x:

p(t)

= —Asin(wt + ) .
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Rysunek 34: Przestrzen fazowa dla oscylatora harmonicznego

Na Rysunku przestawiono przestrzen fazowa dla oscylatora harmonicznego. Przy tak skonstruowanym wykresie
punkty materialne przemieszczaja sie w czasie z taka sama predkoscia katowa — zachowany jest ksztalt (i pole po-
wierzchni) narysowanego obszaru A. Fakt ten jest tredcia twierdzenia Liouville’a.

Twierdzenie Liouville’a

Podczas ewolucji ukladéw spelniajacych réwnania Hamiltona zachowana jest objetosé (w przypadku przestrzeni dwu-
wymiarowej — pole) zajmowana przez te uklady w przestrzeni fazowe;j.

P

"D‘f

Rysunek 35: Ewolucja pola w przestrzeni fazowej

Dowéd: Objetoéé w przestrzeni fazowej jest V(t) jest zalezna od czasu:
Vi(t) = / dNgd"p . (79)
Vi (®)

W celu uproszczenia rachunkéw rozwazono sytuacje dla 1 stopnia swobody (N = 1), wtedy wzoér (79) przyjmuje
postaé:

Vi(t) = / dqdp , (80)
Vi (1)

nastepnie zmieniono zmienne pod calka (nowe zmienne dqo, dpg sa niezalezne od czasu):

Vf(t) = v |J|dQOdp0 )
0
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gdzie |J] jest jakobianem zamiany zmiennych:

9¢  9q
990 Ipo dq 0 dq 0
J = det - Aor 999 (81)
op  op 990 Opo  9po Iqo
dq0  Opo
Zrézniczkowano objetosé Vi(t) po czasie:
d dJ
—Vi(t) = — |dgodpy 82
V@ /vo 7 | 4g0dpo (82)
od czasu zalezy tylko jakobian J. W celu przeprowadzenia zaleznosci jakobianu J od czasu t przypomniano wyprowa-
dzane w Rozdziale 6 przeksztalcenie dla polozenia 7 (q1, ..., qn,t) zaleznego od wspéirzednych uogdlnionych ¢y oraz
czasu t: N
d 8Fk _ Z 827?k aQTk _
dt dq; = 0q19q,; g0t
N g2 2=
:i Za qu1+ark _ (83)
0qs = dqr ot
B or
9qy

Zaleznos¢ jakobianu J od czasu t wyglada nastepujaco:

de(aq Op 0q 8p)

0qo Opo  Opo Oqo

) (‘9'>8p+8q(3~)_ (‘9)81’_3‘1(8) _
3QOq Opo  Oqo 3p0p apoq O0q0  Opo 51]0p

(33H)3p 8q(33H)_(88H>8p+8q(88H>

dq0 Op dpo 9g ) \Opo Op ) dq0 ~ Bpo \9qo0 dq

dt dt

Opo  Oqo

0*H  O*H
0qoOpo  Opodqo

zatem rownanie 1} jest réwne 0: %Vf (t) =0, czyli V;(t) = const, co oznacza, ze objetos¢ jest zachowana.

Twierdzenie Poincare’go o powrocie
Niech przeksztatcenie T:X — X zachowuje objetos¢ w zbiorze X oraz niech objetosé tego zbioru jest skonczona.
Wéwezas dla kazdego zbioru A C X o dodatniej objetosci prawie kazdy punkt xy € A powraca do A po pewnej liczbie
iteracji przeksztatcenia T (In € N\{0} T"(z¢) € A).
Prawie kazdy oznacza, ze objetos¢ zbioru punktéw, ktore nie maja tej wlasnosci jest réwna zeru.
Dowéd:
Niech zbior punktéw B, ktory w chwili ¢g znajdowal sie w zbiorze A, bedzie zbiorem, ktéry nigdy nie powrdci do zbioru
A. Zatem cze$¢ wspOlna zbioru B i przeksztalcen T"(B) jest zbiorem pustym:

BNnT"(B)=o dla n>1.
Powyzsze réwnanie pomnozono obustronnie przez T~ "%:
T-MRBYNT*B)=2.
Nastepnie dokonano zamiany zmiennych: —(n + k) — —m oraz —k — —n, gdzie m # n i otrzymano:

T-™(B)NT"(B) =& .
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Rysunek 36: Schemat przeksztalcenn T' w zbiorze X

Jest niemozliwe, aby w zbiorze X zmiescila si¢ nieskoniczona liczba przeciwobrazéw B. Taka sytuacja jest mozliwa
tylko i wylacznie, gdy objetos¢ zbioru B jest réwna O.

Podstawowym zastosowaniem twierdzenia Poincare’go o powrocie jest prawdopodobienstwo. Twierdzenie to nie
méwi o realnych uktadach mechanicznych.

12 Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego

Przypomnienie: Zasada ekstremalnego dzialania Hamiltona (Rozdzial 6)
Rozwazono ruch rzeczywisty ¢(t) uktadu o lagranzjanie L(q, ¢, t), gdy uklad przesuwa sie od gy do ¢ w przedziale czasu
(to,t). Dziatanie Hamiltona S(qo, to, q,t) jest zdefiniowane:

t

S = Ldt . (84)
to
PowyzZsze rownanie przeksztalcono:
ds
L=—. 85
o (85)

Nastepnie rozpisano rézniczke %:
N
ds 08 as
@~ or 2y

ktéra podstawiono ja do rownania :
N

oS as
L=—+ —qr - 86
ot 12::1 dar qr ( )
W celu przeprowadzenia kolejnych przeksztalcen przypomniano wyprowadzane w Rozdziale 6 przeksztalcenie
dla potozenia 7 (q1, - .., qn,t) zaleznego od wspéirzednych uogélnionych ¢; oraz czasu t:
LA 8O O
SOy O
dt = dq ot

Pamietajac, ze polozenie i predkosé jest rozpatrywana jako niezalezne zmienne, zatem:

o7 _ o .
Oqr  Oqr
Po przypomnieniu réwnania przeksztalcono g—flz
S §) 0S @) OL {
S BIL@, (88)

dqr  dqgr 94

54



Otrzymane powyzej przeksztatcenie podstawiono do réwnania :

0s XL
L—a*‘;pm

aS Moo
0= N + (;Pﬂ]l - L> (89)

Pamietajac o réwnaniu przeksztalcono réwnanie :

a5 a8
0=—+H —,t 90
ot + <qla 8q1, ) ( )
i otrzymano rownanie Hamiltona-Jacobiego.
Twierdzenie
Niech S = S(¢;, ap,t) jest rozwiazaniem réwnania Hamiltona-Jacobiego, przy czym ay (I = 1,...,N) sa stalymi

dowolnymi. Wtedy 8 = (,%i jest calka pierwsza réwnania Hamiltona, czyli 5; = const.

Twierdzenie Jacobiego
Niech S = S(¢;, ay,t) jest rozwiazaniem réwnania Hamiltona-Jacobiego. Wéowczas przy rozsadnych zalozeniach (czyli
ze funkcja jest odpowiednio gladka, rézniczkowalna, itp.) funkcje qr = qi(t, a5, Br), pr = pr(t,ar, Br) okreslone
za pomocy zwiazkéw:

08
Ba; = B = const (91)
N
— = 92
dqr b1 92)
sa rozwigzaniami réwnan Hamiltona.
Przyktad: Czastka swobodna
Hamiltonian czastki swobodnej jest dany wzorem:
o= L (93)
“oml
Zgodnie ze wzorem ped czastki swobodnej wynosi:
08
= — . 94
p=5 (94)
Podstawiajac rownania i do réwnania otrzymano réwnanie Hamiltona-Jacobiego dla czastki swobodnej:
s 1 (9S\?
O=—+—(=—] . 95
ot * 2m <8x> (95)

Zgodnie ze wzorem wyznaczono dziatanie S dla czastki swobodnej:
S(x’t) = _Et+50(x) ) (96)

gdzie E jest energia, So(x) — pewna funkcja polozenia x. Otrzymany wzér na dzialanie S podstawiono do réwnania

(95), otrzymano:
1 (05
O=—-F+— | — .
* 2m ( Ox )

Powyzszy wzér przeksztalcono, aby wyznaczy¢ funkcje So(x):

?:i\/2mE E S()::t\/QmE(Zfl'o) .
X
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Otrzymany wzér podstawiono do rownania :
S(z,t) = —Et + V2mE(z — x9) , (97)

Zatem omawiany przypadek jest zagadaniem majacym 1 stopieii swobody oraz 2 stale (E, xg). W celu wyznaczenia
polozenia x skorzystano z twierdzenia Jacobiego. Stala a; w rozwazanym przypadku jest energia F, wtedy réwnanie

(91) przyjmuje postac:
@) 05
const & TF =~ 4 \/g@ ) -

Otrzymana stala nazwano ty. Wtedy po przeksztalceniu wzoru otrzymano wzor na potozenie x:

[2F
iL’:IZ’():t 7(t7t0).
m

Sprawdzono tez przypadek, jesliby za stala aj przyjeto stala xg, wtedy réwnanie przyjmuje postac:

const g—s = +V2mkE.
Zo
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13 Teoria zderzen

Aby bada¢ rézne zjawiska, od charakteru oddzialywan cial po ich strukture wewnetrzna, bardzo czesto rozwaza sie
zderzenia wielocialowe. Zderzenia takie mozna rozpatrywaé¢ w obrazie klasycznym (jaki tutaj bedzie przedstawiony)
oraz kwantowym (wykraczajacym poza ramy tego wykladu). Nalezy zdawaé sobie sprawe, ze o ile kwantowa teoria
zderzen dostarcza wielu komplikacji i probleméw, to korzysta ona z pojeé¢ powstatych na gruncie klasycznej teorii
zderzen. Celem tej czedci wykladu jest przedstawienie tych wlasnie podstawowych pojec.

Kat rozproszenia, parametr zderzenia

Rozwazono proces zachodzacy wedlug nastepujacego schematu:
A4+B—>Ci+Cy+...+C,

Schemat ten oznacza pewnego rodzaju oddziatywanie, ktore zachodzi pomiedzy cialtami A oraz B, w wyniku ktérego
powstaja ciala C,. Ogdlnie takie zjawiska nosza nazwe zderzen. Jezeli n = 2, to proces ten nazywany jest zderze-
niem dwucialowym. Ponadto, moze zaj$¢ taka sytuacja, ze A = Cq, B = Cy. Wtedy zderzenie to jest elastyczne.
W przeciwnym wypadku zderzenie bedzie nosito nazwe nieelastycznego.

Rozwazajac zderzenie dwuciatowe, mozna je rozpatrze¢ na podstawie ponizszego rysunku:

Rysunek 37: Schematyczne przedstawienie zderzenia

Kat 6 widoczny na Rysunku 37 nazywany jest katem rozproszenia. Oznacza on kat miedzy pedem poczatkowym
i koncowym czastki padajacej. Gdyby nie bylo ciala rozpraszajacego, to oczywistym jest, iz ten kat wynosi 0. Jezeli
0 = 7 to mozna powiedzie¢, iz czastka rozproszyla sie do tytu (Dobrym przykladem jest kula bilardowa, ktéra odbija sie
od Scianki. Jezeli jej ruch po zderzeniu ze Scianka odbywa sie dokladnie w przeciwna strone to wtedy kat rozpraszania
wynosi 7.). Istotna jest takze jeszcze jedna wielko$é przy opisie zderzen, ktéra znajdzie swoje zastosowanie nieco
pozniej. Nosi ona nazwe parametru zderzenia b i oznacza odleglo$é¢ miedzy prosta, wzdluz ktorej czastka padajaca
zbliza si¢ do ciala rozpraszajacego, a rownolegla do niej prosta, przechodzaca przez $rodek ciala rozpraszajacego.
Graficzne przedstawienie tej wielkoéci znajduje sie na Rysunku [38}

i

A AL S G S— S . B, VU B W W o — — — P

Y

m

Rysunek 38: Graficzne wyjasnienie wielkoSci zwanej parametrem zderzenia
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Rysunek 39 odnosi si¢ do ukladu, w ktérym cale zderzenie obserwowane jest z zewnatrz, czyli cialo rozpraszajace
spoczywa, a czastka padajaca na nie pada. Taki uklad nosi nazwe ukladu laboratoryjnego. Mozna si¢ zastanowic¢
co sie stanie po przejéciu do ukladu $rodka masy (CM). Mozna sobie wyobrazié, iz w CM zachodzi nastepujaca
sytuacja:

Rysunek 39: Zderzenie elastyczne w ukladzie CM

W tej sytuacji zachodzi:
= DB

SURNG

-
Oczywistym jest fakt, ze uktady LAB i CM moga zostac ze soba powigzane. Potrzeba wiec znalez¢ przepis na przejscie
miedzy ukladami pamietajac o fakcie, iz w ogdlnosei 6 #£ 6.
Zaczynajac od wyrazenia na energie stanu poczatkowego dla uktadu $rodka masy:
1 — 1 -
E = /"2 + /"2

TmAPA TmBPB

Indeks A od_n>osi sie _d}o czastki padajacej, B do czastki bedacej centrum rozproszenia. Uklad CM ma to do siebie,

ze wektory p'y oraz plz maja réwne dlugosci, zatem mozna zapisac:

11\ 7
—— )P
ma mpg

1 1 1 —
E=-—+—)p.%
Z(mA+mB)C

Zderzenia sa elastyczne, zatem masy sa takie same. Z Rysunku 1 mozna zauwazy¢, ze (prosta trygonometria):

E:

N

Poza tym zachodzi réwniez:

Vou
tg(0) = ——-
Vey

Rozpisujac dalej warunek na tg(f) (patrzac na Rysunek [39):
VoL

tg(0) = —CL
9(9) Vi + Vg

Pamietajac, ze w uktadzie CM m 4V} = mpV’'B mozna rozpisa¢ powyzsza zaleznosé:

1(0) = VCI'L _ Vi sin(6)
g TV VL AV 4 Vicos(d)

Ostatecznie wyrazenie na tangens kata rozproszenia:

sin(0")
t9(0) = iz + cos(0)
mp
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Jest to warunek wiazacy ze soba uklady CM oraz LAB. Wynik ten daje pewne ciekawe wnioski jesli zalozy sie sytuacje,
w ktorej ma = mp:

9/
2

sin(0') 25in(%)cas(%/) ~ g

tg(0) = = =
9(6) L+cos(0') 1+2cos?(%)—1

).

Oznacza to zatem, ze w ukladzie CM kat rozpraszania jest dwukrotnie wiekszy od kata rozpraszania w LAB. Jezeli
zatem w uktadzie CM czastki rozprosza sie pod katem 7, to w uktadzie LAB (jezeli maja réwne masy) rozprosza sie
pod katem 7.

Rézniczkowy i catkowity przekrdj czynny

Zasadniczym problemem jaki mozna dalej rozwazy¢ jest to, jak w powiekszeniu wyglda proces zderzenia (w ukladzie
LAB). Schematycznie przedstawia to Rysunek

Obszar oddziatywania

Rysunek 40: Mikroskopowe spojrzenie na zjawisko rozpraszania, uwzgledniajace fakt istnienia pewnego obszaru, w kto-
rym czastka ,czuje” obecno$¢ centrum rozproszeniowego

Jak widaé, czastka A wcale nie musi faktycznie UDERZYC w czgstke B, aby mozna bylo méwié o ich wzajemnym
oddzialywaniu. Moze si¢ zdarzy¢ sytuacja, w ktorej czastka A bedzie oddzialywaé z czatka B, co pozwoli zmienié
wektory ich pedéw, przez co mozliwym jest badanie katéw rozpraszania. Oczywistym jest jednak, ze zanim czastka
padajaca zblizy sie na wystarczajaca odlegtosé, zeby méc oddziatywaé, to znajduje sie w obszarze, w ktérym ,nie
podlega oddzialywaniom”. Wygodnie jest zatem zdefiniowaé (lub raczej zalozy¢) istnienie obszaru oddzialywania
czyli obszaru, poza ktorym czastka moze by¢ traktowana jako swobodna. Zalozenie to sprowadza sie do warunku, ze:

Okazuje sig, ze dla duzej iloéci oddzialywan mikrofizycznych to zalozenie jest spelnione. Pytanie: jak z fizycznego
punktu widzenia zrealizowaé takie zderzenie i jak mierzy¢ w nim jakies wielkosci?

Nalezy wziac zlepek czastek B zajmujacy pewien obszar przestrzeni i zaczaé¢ bombardowaé go z pewnej strony czastkami
A. Caly obszar, w ktérym wystepuja zderzenia nalezy obudowaé detektorami, ktére pozwola wykryé wybicie czastek
B ze skupiska lub odchylenie czastek A od ich pierwotnego toru (w skrécie - zarejestruje oddzialywanie A—B).
Schematycznie przedstawia to Rysunek A1}
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Rysunek 41: Schematyczne zobrazowanie realizacji detekcji czastek rozproszonych z wiazki A przez centrum rozpro-
szenia B

Tak zbudowany uklad pozwala zmierzy¢, ile czastek wleci do detektora w jednostce czasu, czyli pozwala stworzy¢
wielkos¢:
dN (6, ¢).
Wielko$¢ ta nie jest jednak czyms, co jednoznaczenie méwi o oddzialywaniu, ktére zaszlo. Jezeli wzrosnie liczba czastek
padajacych, to liczba czastek wykrytych rowniez wzrosnie.
Z punktu widzenia doswiadczenia, warto byloby mie¢ wielkos¢ definiujaca prawdopodobienstwo wykrycia zdarzenia
przez detektor. Potrzeba zatem zdefiniowa¢ strumien czastek jako:

N

I'=gat

a za jego pomoca mozna scharakteryzowaé¢ wspotcezynnik:

do  1dN(0,9)

aQ I dQ
Wspdtezynnik ten méwi o tym, jaka cze$é (dN) strumienia czastek (I) zostala rozproszona w czesci kata brylowego
(dQ?), w ktoérej znajduje sie detektor. Taka wielko$¢ nazywana jest rézniczkowym przekrojem czynnym na roz-

praszanie i jest wielkoScia wyrazajaca prawdopodobienistwo zarejestrowania czastek w obszarze kata brylowego df).
Kat ten zdefiniowany jest (w ukladzie sferycznym) jako:

dQ = sin(0)dode

Gdyby teraz wysumowaé rézniczkowe przekroje czynne po wszystkich mozliwych czesciach kata brylowego, otrzymany
wynik bylby catka z rézniczkowego przekroju czynnego po calym kacie brylowym df2, ktéra nosi nazwe catkowitego
przekroju czynnego na rozpraszanie:
[ do O
Otot = / @d

Przyktady
Rozpraszanie na sztywnej kuli

Niech bedzie dana kula, w strone ktérej wystrzeliwane sg czastki. W ogdlnosci czastki nie beda trafia¢ w jej érodek,
zatem mozna zalozy¢ (méwiac dodatkowo, ze kat padania i odbicia jest taki sam), ze trajektoria czastki bedzie taka,
jak zaprezentowana na Rysunku [42}
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Rysunek 42: Uklad prezentujacy rozpraszanie na sztywnej kuli

Kat odbicia « (zwiazany w pewien sposéb z katem rozproszenia 6) bedzie taki sam na calym pierscieniu tej kuli,
ktory jest w odleglodci b od jej srodka. Mozna zatem ograniczy¢ analize zagadnienia do malego promienia pierscienia
db. Wielkos¢ b jest wczesniej wspomnianym parametrem zderzenia.

Zaleznos¢ miedzy katem odbicia a katem rozproszenia jest nastepujaca:

T—0
2

0=m—2a=a=

co mozna wyznaczy¢ geometrycznie z rysunku.
Bardzo tatwo jest znalezé teraz element powierzchni dS:

dS = R%sin(a)dadg,

oraz liczbe czastek rejestrowanych dV:
dN = IdScos(a).

Wykorzystujac wzoér na sinus podwojonego kata:
1 1
dN = Icos(a) R*sin(2a)dadp = Iisin(ﬁ - 9)R2§d0d¢

dodatkowo wykorzystano tu fakt, ze dd = —2da. Ostatecznie:

RQ
dN = ITsin(G)deqb.

Zatem aby obliczy¢ rézniczkowy przekrdj czynny, nalezy skorzystaé z relacji:

do  1dN(6,9)

Q1 dQ
Znajac wszystkie wielkosci, mozna je podstawi¢ do powyzszego wzoru otrzymujac:

do  13IR?sin(0)d0d¢  R?
dQ I sin(f)dodp 4

Wynik ten staje sie bardziej przejrzysty, jezeli policzy sie catkowity przekrdj czynny:

R? R?
Otot = / IdQ = T47T = R

Wynik ten oznacza, ze obszar w jaki uderzaja czastki jest kolem o promieniu réwnym promieniowi kuli (R). Zatem
przekroj jest utozsamiany z kula o promieniu R, ktéra stanowi przeszkode dla nadlatujacych czastek.
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Rozpraszanie Rutherforda

W tym przykladzie zostanie oméwione bodajze nastynniejsze doswiadczenie zderzeniowe - doswiadczenie Rutherforda,
w ktorym badal on razem ze swoimi wspélpracownikami rozpraszanie czastek o na jadrach zlota w cienkiej folii.
Doswiadczenie to jest o tyle wazne, ze stuzylo mu ono pdzniej jako argument na rzecz jadrowego motelu atomu.
Niech dany bedzie uklad taki, jak na Rysunku [43}

Rysunek 43: Uklad prezentujacy rozpraszanie Rutherforda

W zagadnieniu tym, potencjal rozpraszajacy dany jest nastepujacym wzorem:

27¢2 «
= =——, a<0
dmegr r

Mozna zauwazy¢, ze wystepuje tutaj analogia do zagadnienia Keplera. Dla przypomnienia, trajektoria jest tam opisana
nastepujacym zestawem zaleznosSci:

N p
p(o) = 1+ ecos(¢p — ¢o)
L2
p=—<0
po
2F L2
Qo

Zakres katéw dozwolonych w zjawisku nalezy zmodyfikowaé tak, aby ta trajektoria dobrze opisywala zadany problem.
7 analizy wtasnosci funkcji cosinus wynika, ze mozliwe katy ¢ to takie, dla ktorych spelniona jest zaleznosé:

1A(;S = arccos(l).

2 €

Kiedy zakres katow jest juz ustalony, mozna przystapi¢ do poszukiwania wielkosci potrzebnych do obliczenia przekroju
czynnego. Pytanie brzmi zatem: jak wyglada parametr zderenia b7 Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy przejéé
przez pewne rachunki.

Przechodzac do ukladu biegunowego i podstawiajac zaleznosci na p:

B __peos(p)
T = pCOS(¢) 1+ GCOS<¢)
y = psin(¢) = 1 iSZZSS()Qb)

Teraz, aby znalez¢ réwnania opisujace asymptoty tej trajektorii, nalezy rozpatrze¢ granice:

) +4/1— 2
llmcoé(¢)—>—* Y = Sln(¢> = o8 (¢) =+ e2—1

cx  cos(@) cos(¢)
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. / €
llmcos(¢)_>_%(y i 62 — 1.'1,' = ip\/ﬁ

skad réwnania asymptot maja postac:
€
y=FVe—loetp—m.
ver —1
Majac wyznaczone réwnania asymptot, mozna skorzysta¢ z Rysunku [43]i geometrycznych zaleznoéci na nim widocz-
nych, aby wyzbaczy¢ parametr zderzenia b.
Po pierwsze mozna zauwazy¢, ze dtugosci odcinkéw OB i OC' dane sa wzorami:

—pe
Bl =
0B = 53—

—pe
oc| = L
oc] vez —1

znak minus wystepuje w obu wyrazeniach, gdyz opisuja one dtugosci odcinkéw, ktore nie moga by¢ ujemne. Ze wzgledu
na fakt, ze p < 0, znak minus zapewnia dodatnio$é¢ tych wyrazen.
Teraz, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BOC mozna wyznaczy¢ diugosé odcinka BC' :

2
—pe
BC| =+/|OB]? + |0C]? = ———.
1| = VOB +10CF = =
Natomiast z twierdzenia Talesa, mozna wyznaczy¢ dlugo$é odcinka OA:

OBJlOC] _  —p

OA| = =
| | |BC| 62—1

Czym jest dlugosé odcinka OA? Niczym innym, jak wlasnie parametrem zderzenia b. Wyrazajac go poprzez wprowa-
dzone wczedniej wielkosci:

B ~-p p(=1)  —peos(zFAe) 1 w0
b_|OA—\/€21—\/1_(1)2—\/1_6082(%A¢)— petg(5A9) = —petg(5 — 35) =
0 L* 0
=-ptg(3) = *thg(g)

Dodatkowo, gdy czastka ucieknie do nieskoriczonosci:
P = HVso

_>
IZ| = 72 x 52| = buvae

Zatem uwzgledniajac te zaleznosci:

L )
b= — 2 a(2y = Zb220% ta(Z
o 9(2) U 9(2)
\[8
_ 9
b= tg(~
/wgocg(Q)

co jest ostatecznym wyrazeniem na parametr zderzenia.

Teraz aby przejs¢ dalej, nalezy zastanowié si¢ nad wyrazeniem dN opisujacym liczbe czastek rejestrowanych przez
detektory wykrywajace rozproszenie. Wiadomym jest, ze zjawisko ma symetrie wzdluz osi x widocznej na Rysunku
zatem mozna rozpatrywaé czastki wpadajace w pierscienn o grubosci db, ktérego fragment powierzchni dS = bdbdo,
co przedstawione jest schematycznie na Rysunku
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Rysunek 44: Pierdcienr rozpraszania czastek

Dla takiego uktadu mozna zapisac:

2 0.1 1

db o

co po podstawieniu do wyrazenia na rézniczkowy przekrdj czynny daje:

do _ EL 1 cos(g)ded(j) ! _ a’ 1
dQ I 2sin3(g) p2od, 2 2sin(9)cos(9)dode — Apvd, sin (L)

Wynik ten jest wlasnie wzorem Rutherforda na rézniczkowy przekrdj czynny na rozpraszanie tadunku na nierucho-
mym, naladowanym centrum rozpraszajacym. Pomimo faktu, ze wzér ten zostal wyprowadzony przez Rutherforda,
do dzisiaj bardzo czesto sie z niego korzysta. Niesamowitym zbiegiem okolicznosci jest fakt, ze gdyby ten przekrdj
czynny obliczy¢ metodami mechaniki kwantowej, wynik okazuje si¢ by¢ dokladnie taki sam jak dla przypadku kla-
sycznego. Nie jest to prawda dla innych rodzajow oddziatywan, jednak dzigki temu przypadkowi mozna bylo odkry¢
istnienie jadra atomowego.

Catkowity przekrdj czynny w tym przypadku jest réwny:

Otot — OQ.
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14 Przeksztalcenia kanoniczne

Niech bedzie dany nowy zestaw wspotrzednych uogélnionych: g; oraz ;. Dodatkowo, niech ma on nastepujace wla-
snosci:

Q1
det—— #0

0qs 7&
qr = q1(Qs,1t)

q.I - qI(QJvQJat)'

Dla takiego zestawu, réwnanie Lagrange’a II rodzaju

_doc_oc
dt 9qr  Oqr

przyjmuje nastepujaca postac:

_doc Ziﬁ@_iiﬁ@_iiﬁ@_

dt 6@[ 8@1 dt an 6@[ (9(]] 8@1 aQJ 8@]
oL o a
Ziﬂ_zaﬁc’?w Z%i@: <d(‘3£.:_6/$>6(]JZO7
Tt 04y 0Q1 095 0Q1 0y dt 0Qp dtdq;  9q;) 0Qr1

z czego zerowanie sie ostatniego réwnania wynika z zerowania si¢ wnetrza nawiasu w sumie.

Jak widaé, taka zamiana zmiennych nie wplynela na posta¢ rownania Lagrange’a II rodzaju. Pytanie brzmi nastepu-
jaco: jak teraz wyglada sprawa mechaniki hamiltonowskiej w nowych wspélrzednych? Na poczatek niech beda dane
pedy uogdlnione w nowym zestawie wspolrzednych:

o
br= aqr
s

0Qr

_ oL oL dqy 3QJ
N Z < 945 0, ; 10Qr

Spelnienie réwnan Hamiltona (bedacych réwnaniami ruchu w przestrzeni fazowej) nie jest z géry zapewnione przy
dowolnej zamianie zmiennych. Kluczowym problemem ninejszego rozdziatu jest znaleienie warunku na transformacje
zmiennych zachowujaca réwnania Hamiltona.

Aby to zrobi¢, nalezy zada¢ transformacje wspdlrzednych w postaci:

q1 = q1(Qs, Py, t)

pr = p1(Qy, Py,t)

Przy takiej zamianie wspolrzednych mozna odwotaé sie do zasady wariacyjnej Hamiltona na przestrzeni fazowe;j.

t1

N
0=0S=0 [ Ldt= Zp,q,—L}_(s (qu’,—H)dt:
to \1=1

to

oot g £
t1 N

/ (Z dprqr — ZPHSQI - Z 5q1 — Z (5p1>
to \r=1 —
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/ ( Zéquﬂr +Z(5p1 qf—)>dt=0

W wyrazeniach w wewnetrznych nawiasach powstaly réwnania Hamiltona, co pozwala napisaé, ze wariacja dzialania
istotnie jest rowna 0.
Teraz zbierajac wszystkie pozyskane dotad informacje, powstaly dwa uklady:

o zestaw ,malych” wspélrzednych q;, py,
o zestaw ,duzych” wspélrzednych Q, Py.

Dla zestawu ,malych” wspélrzednych latwo jest zapisa¢ rownania Hamiltona:

_on
qz_@p;
. __oH
pbr = dar

Pytanie brzmi, kiedy (dla jakich przeksztalcen) dla ,,duzych” wspélrzednych mozna zapisaé:

. OH
QI = 87P1
. OH

Pp=——_
00,

W ogélnosci nie jest to takie proste, aby zadaé¢ te przeksztalcenia. Mozliwe jest jednak znalezienie warunku do-
statecznego, ktory pozwala znalezé postaé przeksztalcen zachowujacych réwnania Hamiltona. Aby to zrobié, nalezy

zapostulowaé takie oto warunki:
./ N
<Zp[(j[ - H) dt =0
I=1

t1 N .
5/ > PQr—H|dt=0
to \r1=1

Odejmujac te wyrazenia od siebie:

0= 5/:1 (Z (prdr — PrQr) — (H(qx, pr,t) — H(Qmpk,t))) dt

Przyjmujac hipoteze, iz funkcja podcatkowa jest zapisana jako < dt , mozna przeksztalci¢ powyzsze wyrazenie
w nastepujacy sposdb:

) .
0] =l = (= 2(Qu P} (Z 5Q1+25PI> i

Na koncach przedzialu wyrazenie w nawiasie jest automatycznie réwne 0, zatem zeruje sie cala powyzsza calka.
O ile wiec stuszna jest hipoteza o funkcji podcalkowej, to wszystko jest w porzadku i moze ona zosta¢ finalnie zapisana
w postaci:

N

o = (Z(mdqf — PrdQr) — (H(qk: pi-t) — H(Qk, Pm))) dt,
I=1

co pozwala powiedzie¢, ze wszystkie przeksztalcenia ® spelniajace powyzszy warunek sa tzw. przeksztalcenia-

mi kanonicznymi zachowujacymi réwnania Hamiltona na przestrzeni fazowej w nowym ukladzie wspolrzednych,

tj.: (qr,p1) — (Qr, Pr). Nalezy jednak zwr6cié uwage, ze pomimo zachowania réwnari Hamiltona, sam hamiltonian

moze ulec zmianie.
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Wyprowadzenie tego warunku odbylo sie przy zalozeniu, ze wspdlrzednymi w przestrzeni fazowej sa polozenia
i pedy. By¢ moze wcale nie musi tak by¢. Mianowicie, nastepujaca postaé¢ nieco zmodyfikowanego warunku:

d (‘P + Z PIQI) = (Z(pIdQI +QrdPr) — (H — H)) dt

I=1 I=1

moze sugerowac, jakby to dq; i dP; byly zmiennymi niezaleznymi. Oznaczajac teraz:

N
S=&+ Z PrQr
I=1
i zauwazajac jednoczednie, ze:
oS
pr= 45—
Oqr
oS
Qr= 45
oP;
mozna si¢ zastanowi¢ nad zaleznoscia hamiltonianoéw obu uktadéw. Okazuje sig, ze spelniaja one relacje:
oS
H=H+ ——
ot

zatem hamiltoniany (w najprostszym przypadku, w ktérym najczesciej rozwazania sie korficza) moga réznié sie co naj-
wyzej o pochodng czasowa funkcji podcatkowej. Parametryzacja nowego uktadu moze zatem odbywaé sie poprzez czesé
starych i nowych wspoétrzednych.

Kilka wtasnosci przeksztalcen kanonicznych

Przeksztalcenia rozwazane sg w ustalonej chwili ¢.

1. Identycznoéé. Przeksztalcenie to$samosciowe jest przeksztalceniem kanonicznym.

(qr,pr) —ro=0 (q1,P1)

2. Zlozenie przeksztalcen.
Niech beda dane dwa przeksztalcenia @1 i ®o. Wynikiem zlozenia przeksztalcen kanonicznych jest takze przeksztatcenie
kanoniczne.

(q1,p1) —ro=0 (d1,P1)
(g1, p1) —ro=0 (Qr1, Pr)

N

d®y =Y (prdqr — prddr)
I=1
N

d®y = (prdg; — PrdQr)
I=1

N
d(®1 + ®3) = Z(pldQI — PrdQr)
=1

3. Inwersja.
Przeksztatcenie odwrotne do przeksztalcenia kanonicznego jest rowniez przeksztalceniem kanonicznym.

(g1, p1) —a=0 (Q1, Pr)

N
d® = (prdgr — PrdQ)
=1
N
d(—®) =Y (PrdQr — prdar)
=1
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15 Szczegdlna teoria wzglednosci

15.1 Problemy z zasadg wzglednosci

Prawa Newtona obowiazuja w inercjalnych uktadach odniesienia i sa niezmiennicze wzgledem transformacji Galileusza.

Transformacja Galileusza nie jest stosowana dla praw elektromagnetyzmu. Zilustrowano to na przykladzie ponizej

(Rysunek [45)).

| (_l)?nfiwi 4R
S ; -
N

Rysunek 45: Wézek z czastka naladowana dodatnio

Wozek z czastka o tadunku dodatnim zawieszona na nitce porusza si¢ jednostajnie z predkoscia v wzgledem ukladu
zwigzanego z powierzchnig Ziemi. Obserwator 1 jest nieruchomy w obranym uktadzie, obserwator 2 porusza sie razem
z wozkiem. Rownolegle do toru wézka znajduje sie nieskonczenie dlugi przewdd z nieruchomymi tadunkami ujemnymi.
Sity dzialajace na czastke zaobserwowanie przez 1 i 2:

a) sila grawitacji, reakcji nitki, Coulomba

b) sila grawitacji, reakcji nitki, Coulomba, sila wynikajaca z oddzialywania z polem magnetycznym wytworzonym
przez poruszajace sie wzglednie ladunki w przewodniku

Mozna zauwazy¢, ze w zaleznosci od predkosci z jaka porusza sie obserwator i wézek, zaobserwowano rézne sity.

15.2 Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci
Postulaty Einsteina:
a) Prawa fizyki sa jednakowe we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia.
b) Predkosé¢ $wiatla w prézni ¢ jest taka sama we wszystkich ukladach inercjalnych. Nie zalezy od ruchu Zrédia

Swiatla i odbiornika.

15.3 Transformacja Lorentza

Rozpatrzono dwa uklady poruszajace sie wzgledem siebie ruchem jednostajnym. Transformacja Galileusza jest postaci:

7 =7+ Ut
z=x'+ vt
y=y'
z=2z'
' =x— vt
y' =y
z'=2z
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Poszukiwana transformacja nie wyréznia uktadéw odniesienia i spelnia postulaty Einsteina. Wyprowadzono transfor-
macje Lorentza modyfikujac transformacje Galileusza o czynnik v zalezny od wartosci predkoéci. Zatozono, ze trans-
formacja jest liniowa. Dla wygody przyjeto ruch w kierunku x.

r—ut), (7))

|
t' = v(t _7 5 x)
y2v
Rozpatrzono sytuacje, w ktérej w poczatku ukladu wspédlrzednych znajduje sie zrédlo swiatta. Emituje ono impuls

rozchodzacy si¢ symetrycznie we wszystkich kierunkach. Opis rozchodzenia si¢ takiej fali jest rownowazny dla obu
obserwatoréw.

()((‘f‘%)

2?4 y? 4 22 = 2 22 4?4 2% = 22
R A
WQ(x_vt)Q_i_y/Q_’_Z/Q202,}/2(15_ _ )
¥
2 _1)2 42
V222 — 292 zut 4+ 42022 + g2 4 2% = 2y _022(72 —1)§t+ (v _ ) % 2
v ¥ v
1 2121
t2(v*0? + 2 — 2y?) + 2t (—y*v + (v — 1);) +23(y* —1— 027(7 e ) 172) =0

Aby powyzsze wyrazenie bylo prawdziwe dla kazdego ¢t i x, nalezy wyzerowaé wspoétezynniki:

2 2(n2 1_
Y +cf(y?—1); =0

(2=1)° _ 0

2_1_¢
¥V ol-ms

V202 4 — 22 =0
-5

Otrzymano wartoéé wspélezynnika ~ po przeksztalceniu wspélezynnika przy t2. Taka sama wartosé wspotezynnika
mozna otrzymac, gdy zostang przeksztalcone pozostate warunki.
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Ostatecznie transformacja Lorentza ma postac:

15.4 Wnioski z transformacji Lorentza
15.4.1 Transformacja Galileusza
Transformacje Galileusza mozna rozwazac¢ jako przypadek graniczny transformacji Lorentza:

Gdy v—0 , 21
1

V= —— — 1
)
' =x—vt
t' =t
15.4.2 Dylatacja czasu

Rozwazny dwa zdarzenia:

zdarzenie 1 (21,0,0) chwila #;

zdarzenie 2 (z2,0,0) chwila o
Odstep czasu pomiedzy zdarzeniami w ukladzie primowanym:

At’zté—t{:ﬁ/(tg—h)—%(.i@—xl)
T =120 = At' =~AL

Dla obserwatora nieruchomego wzgledem zdarzen, odstep czasu pomiedzy zdarzeniami jest krotszy. Odstep czasu jaki
zaobserwowano w poruszajacym sie uktadzie jest dtuzszy o czynnik ~.

15.4.3 Skrécenie Lorentza

Rozwazono pret o dlugosci L, ktéry spoczywa w pewnym uktadzie. Pomiar dlugoséci w ukladzie spoczywajacym:

L — Ft:z,(t)—x(t)=1L

t=0 ;=0

t=0 2,=1L
t/=~(t—%x)=0

z] =y(x; —vt) =0
ty=7(t = Fay) = =%
x, =(xp —vt) =L

Pomiar dtugosci w uktadzie primowanym:

t =0
t1’7 =0=7(tp — 2xp) = tp = 5Tp

v L-%)
zy, =y —vtp) =7(L —vil) = = = %

Dlugosé obiektu wzgledem ruchomego obserwatora jest krétsza o wspdlezynnik 1/7.
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15.4.4 Transformacja predkosci

Wspéhrzedne w kierunkach prostopadtych nie zmieniaja sie. Wzory na transformacje predkosci maja postacé:

dx , dx’
T AT
dy ,_ Ay
WG T g
u/:W(de—Udt) _ vy _ Ug—v
T y(dt — %dx) —gde ]
u/ dy — Uy

v y(dt — Zdx) (1 — ”“2“')

c

15.4.5 Okrag w ksztalcie kielbasy

Rysunek przedstawia szybko poruszajacy sie $wiecacy okrag. Okrag ten spoczywa w ukladzie primowanym.

Rysunek 47: Swiecacy okrag.

I2/+y2/:R2

x — vt)?

( 1)2) +y2:R2
e

7=

z =

to jest czasem emisji, a t czasem detekcji
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22 P+ (2 —d)? =Pt — t)?

1
t=to— -2+ y?+d?

C

2
(m—vto + 2y/a? + 92 +d2>

2

c2

+y2:R2

T — F 00

2+ y? +d? =V = x| = Fo

(a5 2)- t)

+y2:R2

Obserwator zobaczy elipse:

1 I+2 -
poétos x Ry\/1= Ry\/ 1%

o |

aleloe

ale

Srodek elipsy = to Tzlo

potos y R R
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15.4.6 Kula w ksztalcie kuli
Rozwazono $wiecaca kule poruszajaca sie z duza predkoscia, jak na Rysunku

r'=c(t' —ty)
7= a'nl, 4+ y'ny, + 2'nl, = —ctpy cos ¢’
T — vty ty — &2
——=n, 4 yny, + zn/, = —c——=%=cos ¥’
v? v?
J1- 2 1- 2
x v to
———— |71}, — —cos® | +yny + 2n, = —c——=—=| cos¥' — —n
122 ¢ _ v
c? c?
TNy + Yny + 2n, = —ctg cos f

Ksztalt kuli widziany przez obserwatora nie zmieni sie.

[]

Rysunek 48: Swiecaca kula.
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16 Dynamika relatywistyczna

16.1 Ped w dynamice relatywistycznej

Rozpatrzono zderzenie dwoch czastek A i B o réwnych masach i zwigzane z nimi uktady. Uklad primowany zwiazany
z czastka B porusza sie z predkoscia v wzdtuz osi x uktadu nieprimowanego. Sytuacje przedstawia Rysunek

{36 1 @A‘jn

o 5Q “ & v
O TR
{
Al©,
NN
// AN 7\ Xn
i A
/ /

Rysunek 49: Zderzenie dwdch takich samych mas wzdtuz osi y. Masa B porusza si¢ z predkoscia relatywistyczna wzdtuz
osi x.

Upe =0
UAy = UQ
g, =0
/
uBy - _'LLO
up Upy — (_U) _
T 1_ (7’06)2“/3:”
u 2
By ugy/ 1 Y
UBy = = — -
Y L (1- ) VT e
\/ (=v)2 e
17 c
Pedy czastek A i B zdefiniowane klasycznie:
PAx = 0
PAay = Mug
A
Ppe = MU
12 2
Ppy = —muoy/1 - &

Widaé, ze catkowity ped nie jest zachowany.

’U2
Pyszz—i—pBy:muo(l— 1—62) >0
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Rozpatrzono te sama sytuacje w ukladzie srodka masy CM. Najpierw znaleziono predkosci czastek w uktadzie CM
i predkoséé¢ uktadu.

CM UAx — UCM
UAy = 1 — Ydslcy = Tucm
C

cM  UBz —UCM v — Ucp

uB.t - 1— UBz’l;CM - 1— 1Ju02M — ucm
(&

2

C—2u2cM —2ucpm + v =

v? 02 \?
1 [ w2 c? v2

2 2 2 2
CM _ UBy [ _ YoM _ “ ¢ v-
Upy = 1 — 4Batcy 1 2 upy[2| 1 2 + 2 1 c?
C
oM UAy 1 uZ o(1 2 2 ) v?
YAy T 7w\ T T2 T U eVl
(&

a) Zderzenie centralne

|
=

w‘d

Zderzenia

po zderzeniu

~CM
7 = g = g
~CM

b) Musniecie
po zderzeniu

~CM
Ua ﬂ’gM = _ﬁgM
~CM

ip  =ag" = —ag"
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Rysunek 50: Ilustracja rozpatrywanych zderzen.

¢) Zderzenie pod katem
po zderzeniu

:CM_O_ oM
Upgy =Y =1Upy
ﬁAy:O:ﬂ'By

przed zderzeniem

02
Py:pAz—i-pBy:muO(l— 1_c2)>0

po zderzeniu

Klasyczna zasada zachowania pedu jest nie do pogodzenia z postulatami teorii wzglednosci.
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16.2 Ped

W dynamice relatywistycznej masa ciata zalezy od predkosci. Z nowa definicja masy ped przybiera postaé:

F=m(wi mu) "
2
0=m(0)ug — U—2 = m(v) n
C v2
T2
. mu
p =
v2
=y
16.3 Sita
Réwnanie ruchu wyglada nastepujaco:
- dp d d
F= — i) = 7
L~ (@) = (3 (wymi)

16.4 Energia

Wyprowadzono wyrazenie na energie kinetyczna:

T:/Fdx: /%(Wmu)dx: /d(wmu)% = /d(wmu)uzm/ud(\/iﬁ) =

—m/vu< du (7@ )—m/ulzJr du—[ E=2
o / 2 _2 l_uj’ 3/2 1— 2232 | du=cdé
0 1_72 ( 0 (

v/e /e
_2/€d£_21
= mc ( = mc

0

1
— —_— 2 —_—
A Ve

W granicy v << ¢, v — 0 otrzymano klasyczny wzér na energie kinetyczna:

v<<e 2 1 U2 1 2
T "=5° me (1—|— f—l):fmv
c 2
Energia calkowita czastki jest suma energii kinetycznej T’ oraz spoczynkowej mc?

2
E=T+mc = _me S5° B = mc?
2
Ji-x=
16.5 Transformacja Lorentza energii i pedu
Wyprowadzono transformacje Lorentza dla ogdlnego przypadku, gdy czastka ma pewna predkoS¢ @ o niezerowych
skladowych x, y, z, oraz ', 3/, 2’ w ukladzie primowanym poruszajacym sie wzdluz osi x z predkoscia v. Sytuacje

przedstawia Rysunek [51]

o uklad (zyz):

o . 1
E = m~c? D =myu v = =
1- 5
(&
o uklad (z'y'2'):
1
E/:m’y/CQ ﬁ/:m'y/’l,_[/ ,y/: -
1—I7
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y Y

’

£ € g

Rysunek 51: Masa poruszajaca sie z predkoscia u, oraz dwa ukltady poruszajace si¢ wzgledem siebie.

Transformacja Lorentza dla predkosci jest postaci:

v2
, Uy — U , Uy /1= =
u:z - 1— VUy uy,z - 1— VU g
c? c?
Przeksztatcono wspélezynnik v i v/ :
/2 2 2 2
izl_uizl_ﬁ_ﬂ_%
2 o2 2 2 =2
1 i u'? u'’? u'?
] =1 _ Y _ Tz
~72 2 2 2 2
2 2 _ ﬁ 2 v?
_1_l(uw_v) _iuy(l c2)_luz(17c72)_
- 2 YUz |2 2 YUy )2 2 vuz\2
(11— *%)  (1—-*%) @ (1- %)
202 2
2 Uy V 2 2 2 2 v
= 2upu 4 5 — ug + 2u,0 — 07— (ug +uz)(l— o)
- 2 UgV )2 -
(1 - > )
2
02\ (2 2 2 2
_ ( 7?)(6 7ux7uy7uz) o
02(1 _ uczéU)Q
2
2z

zatem:

1 UgV
/7 - _ xr
T v2<1 02)
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wtedy:

Py =my'u, =

1 1 UpV \ Uy — U
=my| ——— - — =
Y 2 CQ 1— uglzv

v2
1 uzv\ U -2
=m s
’y 02 62 1 _ ucl-zv
=
= py
pz :pz
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Ostatecznie transformacja Lorentza ma postaé

1
E = ——(F — vp,)
'U2
ez
, 1 E
Py = 2 Pz v62
e
py:py
pz :pz
1
ct’ = (ct — =x)
2
-2
1
' = (x — —ct)
2
1-9% ¢
=y
2=z

Ponizej rozpatrzono zderzenie w uktadzie CM dwoch czastek o tej samej masie, tej samej predkosci i przeciwnych
zwrotach. Rownoczes$nie rozpatrzono te sama sytuacje w ukladzie primowanym dla ktérego érodek masy porusza sie.

Sytuacja zostala przedstawiona na Rysunku [52}
Po
17
M
X
ﬁ\
L

Rysunek 52: Gérne rysunki przedstawiaja zderzenie dwoch mas w uktadzie CM, dolne innym ukladzie inercjalnym.

X
e B —

o uklad (zyz) :

2mc?
2
Ep’rzed = Epo = Mec
’LL2
V- &
z zasady zachowania energii otrzymano wartos¢ masy M:
2m
M =
u2
ez
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o uklad (z'y’2"):

2 2 2
9 me Mc 2mce
rzed = MC + —————— By, = ==
1— L (2u,)2 _ou? >
c2 1+% c? ¢
Wyrazenie pod pierwiastkiem w E;;rzed przeksztatcono:
1, 2u 1 2 1-2% 45 (1-1%)2
_72(7u2) :1_7 u? wt u? wr uzy2 "’
1+ Y cCl+25+% 1+25+w (I+%)
wtedy E ., jest postaci:
2
1+ % 2mc?
2 2
EI;rzed:mC <1+1_Z2>: w2
2 02
Otrzymano zaleznos¢: p’me 1= E,,, czyli spelniona jest zasada zachowania energii.

Rozwazono w jednym wymiarze ruch masy m w kierunku z, wtedy E? — p?c? jest postaci:

2 4 2,2 2 v
m2c m2v?c 1-7%
E? —p*c? = — = — = m20471 f) =m2et
2 c2 T C

czyli E? — p2c? nie zalezy od ukladu odniesienia i jest réwne E? — p?c? = m?, ¢, gdzie m;,, jest masa niezmiennicza,
rowng calkowitej energii czastek mierzonej w ukladzie CM.

81



17 Elementy rachunku wariacyjnego

Poczatki rachunku wariacyjnego siegaja konca XVII wieku. Poszukiwano wtedy rozwiazania zagadnienia brachisto-
chrony, czyli znalezienia réwnania krzywej, po ktorej porusza sie punkt materialny pod wptywem silty ciezkoéci, a ktora
minimalizuje czas podrézy pomiedzy dwoma, dowolnie zadanymi punktami. Problem ten obrazuje podstawowe zagad-
nienie rachunku wariacyjnego, mianowicie znalezienie ekstremum (zazwyczaj minimum) funkcjonatu, czyli wielkosci
wyrazonej za pomoca calki, ktorej wartoé¢ zalezy od drogi catkowania, jest wiec zalezna od postaci krzywej taczacej
kwie konkretne wartosci zmiennej catkowania.

W ogdlnej postaci problem wariacyjny sprowadza sie do znalezienia funkcji y = y(z), dla ktérej funkcjonal S, okreslony

jako:
S = /xl f (y(x),ji,x) dx,

przyjmuje warto$¢ ekstremalng. Wyprowadzenie warunku na funkcje y(z) bedacego krzywa laczaca punkty (x1,y1)
i (x2,y2) nie jest najistotniejsze dla zrozumienia tego rozdziatu, dlatego dociekliwszy czytelnik moze poszukaé wypro-
wadzen w wielu pozycjach z literatury. Bardziej istotne jest zrozumienie istoty dziatania pewnych metod, o ktérych
za chwile. Méwiac bardzo skrétowo, wyprowadzenie opiera sie na rozpatrzeniu ,nieoptymalnych” trajektorii Y (z)
bedacych odstepstwem od ,,optymalnej” trajektorii y(x) w nastepujacy sposéb:

Y(z) = y(z) + an(z),

gdzie « jest jakims$ ustalonym parametrem reprezentujacym ,rozmiar” odchylenie od trajektorii y(x). Wszystkie tra-
jektorie maja zaczynaé sie i konczy¢ w tych samych punktach, co narzuca dodatkowe wiezy. Sprowadzajac problem
do zagadnienia minimalizacji funkcji (elementarny rachunek rézniczkowy) okazuje sie, ze warunkiem na uzyskanie
optymalnej trajektorii jest:

of _dof _,

dy dwoy
Réwnanie to nazywane jest réwnaniem Eulera-Lagrange’a (E-L), a jego zastosowania sa niezwykle szerokie.
W tym rozdziale oméwione zostang dwa przyktady.

Przyklady zastosowania réwnania E-L
Najkroétsza krzywa laczaca dwa punkty

Pierwszym przyktadem na zastosowanie réwnaia E-L jest problem znalezienia najkréotszego drogi taczacej dwa punkty
na plaszczyznie. Sprowadza sie on do odnalezienia réwnania krzywej laczacej te dwa punkty, ktéra jednoczesnie
ma najkrotsza dlugosé. Cho¢ moze wydawaé sie oczywiste, ze jest to linia prosta, to na tym przyktadzie dobrze jest
przesledzié¢ zasade dzialania rachunku wariacyjnego - pomoze ona stwierdzi¢, czy oczekiwania sa zgodne ze stworzonym
modelem.

Rysunek przedstawia to zagadnienie, wraz z zaznaczona przykladowa krzywa y(z) laczaca dwa punkty (z1,y1)
i (22,y2). Dlugo$é malego wycinka krzywej jest réwna ds = /dx? + dy?. Poniewaz dodatkowo:

o dy _
dy = dxdx =y (x)dx,

wyrazenie to moze zosta¢ przepisane do postaci:

ds = \/dx? + dy? = \/1+ y/(x)2dz.

W ten sposéb catkowita dlugosé odcinka krzywej zawartego miedzy punktami 1 i 2 wynosi:

2 T2
Ez/ ds:/ V1+y'(x)de.
1 1
Wyrazenie to ma standardowa posta¢ funkcjonatu S, gdzie funkcja f dana jest wzorem:

fly.y,z) = (1+y?)3.
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Rysunek 53: Krzywa laczaca dwa punkty plaszczyzny

Aby skorzystaé teraz z réwnania E-L nalezy obliczyé dwie pochodne czastkowe:
of of Y
=0 =
dy Oy (1+y?2)2
Przy takich warunkach réwnanie E-L sprowadza si¢ do postaci:
4 of _
dz oy’

Skoro pochodna funkcji g yf, jest réwna 0, to funkcja ta jest stala, ktéra moze byé¢ oznaczona poprzez C. Oznacza to,

ze:

y? =C*(1+y?),

co po prostych przeksztalceniach pozwala uzyskaé 32 = const. Z racji tego funkcja () jest takze stala, ktéra, ktora
moze by¢ nazwana m. Calkujac teraz réwnanie:

y'(x) =m,

mozna uzyskaé ostateczna postaé¢ funkeji y(z) bedacej szukana trajektoria:
y(x) =maz + 0,

co faktycznie udowadnia, ze najkrétsza krzywa laczaca dwa punkty na plaszczyznie jest prosta.

Problem brachistochrony

Za, drugi przyktad niech postuzy poruszony we wstepie do tego rozdzialu problem brachistochrony.

Niech dane beda dwa punkty 1 i 2, z ktérych jeden jest polozony wyzej nad ziemia. Zadanie, jakiemu musi sprostac
wprowadzony wczeéniej rachunek wariacyjny to znalezienie ksztaltu beztarciowego toru kolejki gorskiej w taki sposob,
aby po puszczeniu wagonika z punktu znajdujacego sie wyzej dotart on do drugiego w najkrétszym mozliwym czasie.
Zagadnienie przedstawione jest schematycznie na Rysunku
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Rysunek 54: Zagadnienie brachistochrony jako poszukiwanie toru, po ktérym wagonik kolejki puszczony z punktu 1
dotrze do punktu 2 w najkrétszym czasie

Zgodnie z zasadg zachowania energii, predkos¢ wagonika na wysokoéci y wynosi v = /2gy. Jako, ze tutaj v jest
funkcja y, warto zeby to wladnie y zostalo wybrane jako zmienna niezalezna. Oznacza to, ze tor ruchu jest opisany
réwnaniem (ktére jest szukane):

x = a(y).

Odleglo$é ds dwéch bliskich punktéw toru mozna zapisa¢ w postaci ds = /dz? + dy? = \/2'(y)? + 1dy, gdzie 2/ (y) =
%' Czas przejazdu wagonika miedzy punktami 1 i 2 opisuje wyrazenie:

2 ds
tl—)Q = )
1 v

zatem zgodnie z wyprowadzonymi wczesniej wielko$ciami:

- 1 Y2 /x/(y)Q ¥ 1dy
o = .
V29 Jo \/27

W tej sytuacji, funkcjonatem S jaki nalezy minimalizowaé jest wladnie powyzsze wyrazenie na czas, tylko ze tutaj
zmienne x oraz y sa zamienione. Funkcja podcatkowa ma postac:

Va2 +1

Pamietajac zatem o fakcie zamiany zmiennych, nalezy wypisa¢ rownanie E-L dla tej funkcji. Dla ustalenia uwagi niech
bedzie odnotowane, ze w tej sytuacji przyjmuje ono postac:

of d of

or  dyox'’

f(x,x’,y) =

Funkcja f jest niezalezna od x, zatem rézniczkowanie po tej zmiennej da wartosé 0. Oznacza to zatem (z E-L), ze g a{,

jest stala. Obliczajac ja i podnoszac do kwadratu (dla ulatwienia) otrzymuje sie:

12

T ; 1
—————— =const = —
y(1 + 2'2) 2a’

gdzie stala (takze dla ulatwienia) zostala oznaczona jako % Réwnanie to latwo rozwigzaé wzgledem zmiennej x':

’r Yy
T = Y
\/ 2a —y
Y
= dy.
! / 2a—y"”

co prowadzi do:




Stosujac podstawienie y = a(l — cos(6)) mozna obliczy¢ te calke otrzymujac:
x = a/(l — cos(0))df = a(f — sin(f)) + const.

Ostatecznie, komplet réwnan opisujacych w sposéb parametryczny szukana krzywa to:
x = a(f — sin())

y = a(l — cos(0)),

gdzie stala catkowania zostata potozona 0, ze wzgledu na warunki poczatkowe: punkt 1 ma wspélrzedne x = y = 0, wiec
poczatkowa wartos$é 6 réwniez jest réwna 0. Stata a powinna zosta¢ dobrana w taki sposdb, zeby krzywa przechodzita
przez punkt (2, y2). Wprawne oko zauwazy, ze krzywa zadana tymi réwnaniami rozwiazujaca problem brachistochrony
to w istocie cykloida, czyli krzywa zakreslana przez punkt na obwodzie kola o promieniu a, toczacego sie w tym
przypadku po dolnej stronie osi x.
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