Wybrane zagadnienia fizyki i matematyki
(zadania domowe 2020-01-16, seria 9)

Paczka falowa, oddzialywanie i hamiltonian, komutator, zagadnienie wlasne dla hamiltonianu,
ewolucja funkcji falowej

Zad. 1. Zwiazek dyspersyjny dla fal materii towarzyszacych czastce swobodnej o masie m w przypadku niere-
latywistycznym ma postaé
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Wyprowadz ten zwiazek z zaleznosci energii kinetycznej od pedu i relacji pomiedzy energig i czestoscia oraz
pedem i liczba falows. Pokaz, ze predkos¢ fazowa fali materii rowna jest potowie predkosci czastki o pedzie
p = hk.

Zad. 2. Funkcja
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U(z,t) = Ae(pzz—E(pz)t)/h

reprezentuje fale biegnacg w kierunku dodatnim osi x, odpowiadajaca czastce o okreslonym pedzie p,. Pokaz,
ze predkosé tej fali v = E/py.
Zad. 3.& Drzialanie skltadowej z-owej X operatora polozenia na stan reprezentowany przez funkcje falowa 1 (z)
polega na pomnozeniu tej funkcji przez x

Xop(x) = xip(x).
Jaki bedzie wynik dzialania operatora X2 na stan 1 (z)?

Energia potencjalna klasycznego, jednowymiarowego oscylatora harmonicznego (ciezarek o masie m na sprezynce
o wspotezynniku sprezystosci k) ma postaé
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gdzie x jest wychyleniem z potozenia rownowagi, zas wy = \/k/m czestoscia drgari. Catkowita energia uktadu
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Zbuduj kwantowy operator energii jednowymiarowego oscylatora harmonicznego i napisz réwnanie Schréodingera

dla tego zagadnienia.

Zad. 4.% Funkcja falowa stanu podstawowego jednowymiarowego kwantowego oscylatora harmonicznego ma
postacé ,
U(a) = A,

mw
gdzie o = —0, za$ A jest stala wynikajaca z unormowania. Naszkicuj wykres o(z) = |¢(z)|? gestosci prawdo-

podobieristwa znalezienia czastki w potozeniu z. Wskaz na tym wykresie poltozenie najbardziej prawdopodobne.
Pokaz, ze funkcja 1(x) jest funkcja wtasna operatora energii, wyznaczonego w poprzednim zadaniu i znajdz
wartos$¢ energii odpowiadajacej temu stanowi.

Zad. 5.% Pokaz, ze [M? N] = M[M, N] + [M, N]M, a nastepnie wykaz, ze

(M3 N] = M?[M,N] + M[M,N]M + [M, N|M?>

Zad. 6.% Wyraz komutator = [M?, N?] przez odpowiednia sume iloczynéw operatoréw M, N, i [M, N].

Zad. 7.& Oblicz szybkos¢ zmian w czasie wartosci $redniej energii kinetycznej jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego
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Zad. 8.& Znajdz funkcje wlasne i wartosci wlasne operatora energii czgstki o masie m w nieskoriczonej studni
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Zad. 9.4 W chwili poczatkowej czastka z poprzedniego zadania znajdowala sie w stanie

R

Unormuj te funkcje i wyznacz ewolucje czasowa stanu czastki W(x,t).



