Tematy prac licencjackich dla studentow indywidualnych
Katedra Metod Matematycznych FizyKi

OPIEKUN: DR JAVIER DE LUCAS
1. Struktury Riemannowskie w rownaniach ré6zniczkowych

Zbadamy uklady réwnan rézniczkowych nieautonomicznych za pomoca algebr Liego pol
wektorowych Killinga wzgledem pewnej metryki Riemmanowskiej. W ten sposob skalar 1 tensor
krzywizny Ricciego i tensor metryczny pozwalaja nam obliczy¢ catki ruchu i symetrie tych
uktadoéw. Zastosujemy nasze metody w réwnaniach rézniczkowych pojawiajacych si¢ w fizyce i
matematyce, np. w rownaniach Schroedingera i Riccatiego i wymyslimy nowe techniki aby
przeanalizowa¢ wlasciwosci rownan rozniczkowych.

2. Metody z geometrii symplektycznej w r0wnaniach rézniczkowych

Pewne uktady rownan rézniczkowych, np. oscylatory Winternitza-Smorodynskiego, mozna
okresli¢ jako pola wektorowe hamiltonowskie zalezne od czasu na rozmaitosciach
symplektycznych. Pierwszym celem tej pracy jest zastosowanie znanych metod z geometrii
symplektycznej, zeby zbada¢ rownania rézniczkowe pojawiajace si¢ w fizyce. Drugim celem jest
znalezienie uogolnien pewnych wynikéw z geometrii symplektycznej dla ukladéow zaleznych od
czasu. Ewentualnie, zastosujemy tez inne uogolnienia struktur symplektycznych.

3. Metody rozwiazywania rownan Schroedingera zaleznych od czasu

Geometryczne podej$cie do mechaniki kwantowej, tzn. geometryczna mechanika kwantowa,
pozwala nam okresli¢ réwnanie Schroedingera zalezne od czasu jako rdéwnanie krzywych
catkowalnych pewnego pola wektorowego zaleznego od czasu. Badajac geometryczne whasciwosci
tego pola wektorowego mozna znalez¢ metody calkowania rownan Schroedingera, np. metodg¢ Wei-
-Normana. W tej pracy mamy zamiar korzysta¢ z tej i innych metod, aby znalez¢ nowe rozwigzania
1 metody catkowania réznych réwnan Schroedingera.

4. Analiza i zastosowania ukladow Liego i ich uogolnien

Uklad Liego to uktad rownan rozniczkowych. Te uktady pojawiaja si¢ w wielu dziedzinach
nauki, posiadaja wiele geometrycznych wlasciwosci 1 mozna przeanalizowac je za pomoca wielu
technik z geometrii symplektycznej, Poissona, Diraca, Riemmanowskiej, itd. Ponadto, uktady
Liego maja zastosowania w geometrycznej mechanice kwantowej i klasycznej, teorii rownan
rézniczkowych, itd. To nowe podejs$cie do znanych i nowych tematéw czgsto pozwala nam znalez¢
nowe cechy znanych problemoéw oraz nowe wyniki. Celem pracy jest przeanalizowanie uktadow
Liego lub ich uogélnien za pomoca technik z geometrii rézniczkowej i zastosowanie naszych
wynikéw w mechanice klasycznej, kwantowej i/lub teorii rownan rozniczkowych.

5. Wlasciwosci rownan rozniczkowych

Celem tej pracy jest badanie podstawowych wlasciwosci geometrycznych rownan
rézniczkowych, np. stabilno$¢, srodki, pary Laxa, symetrie Liego, czynniki catkowalnosci, itd. Te
techniki zostang wykorzystane, aby zbada¢ wiasciwosci problemow fizycznych.

6. Geometryczna kwantyzacja

Celem tej pracy jest badanie podstawowych wlasciwosci geometrycznych i algebraicznych kilku
podej$¢ do geometrycznej kwantyzacji. W tym, mamy zamiar analizowaé¢ geometryczne metody,
zeby rozwiaza¢ rownania Schroedingera problemu kwantowego za pomoca a rozwigzan
“klasycznych' tego samego problemu. To pozwoli nam poda¢ bardziej geometryczny opis metody
WKB. Dodatkowo, planujemy zbada¢ kwantyzacje Diraca, tj. problem zbudowania morfizmu
algebr Liego z zbioru funkcji gladkich na rozmaitosci symplektycznej do algebry operatoréw
przestrzeni Hilberta.



7. Uogoélnienia redukcji Marsdena-\Weinsteina

Celem tej pracy jest badanie uogdlnien teorii redukcji Marsdena--Weinsteina dla roznych typow
geometrii: k-symplektycznej, multisymplektycznej, (twisted) Diraca, Jacobiego, itp. Planujg
zbudowac¢ nowa teori¢ redukcji, aby uogo6lni¢ i uprosci¢ poprzednie prace w tym temacie. Na
przyktad, istniejaca redukcja k-symplektyczna jest oparta na zalozeniu, ze obcigcia do pewnej
podrozmaitosci wszystkich form presymplektycznych struktury k-symplektycznej maja przecigcie
jader réwne zeru. Poszukamy jak stworzy¢ teorig redukcji bez tego zatozenia.

8. Struktury k-symplektyczne, multisymplektyczne i rownania rézniczkowe zwyczajne

Zamiast zbada¢ uklady réwnan rézniczkowych czastkowych, mamy zamiar skorzystaé ze
struktur k-symplektycznych, zeby zbada¢ roéwnania rézniczkowe zwyczajne nieautonomiczne.
Takie podejscie bylo w matym stopniu wykorzystane w pracy {LV14} dla badania pewnego typu
tzw. uktadow Liego. Mamy zamiar uogo6lni¢ nasze podejscie, zeby zbada¢ bardziej ogolne
problemy. To podejscie jest bardziej naturalne niz badanie uktadow rownan rézniczkowych
czastkowych, ktore nie zawsze  mozna zbada¢ strukturami multisymplektycznymi 1 k-
symplektycznymi. Mamy zamiar zastosowa¢ nasze metody do ukladéw réwnan rézniczkowych
pojawiajacych si¢ w fizyce 1 matematyce, np. w hydrodynamice. W pracy {LV14} korzystaliSmy po
raz pierwszy z pewnego typu algebr Poissona funkcji wzgledem struktury k-symplektycznej do
obliczenia statych ruchu pewnych ukladow réwnan zwyczajnych autonomicznych. Mamy zamiar
zdefiniowaé¢ nowe narzedzia i wyniki dla analizy takich uktadow. Na przyktad, obecnie badamy
rozne mozliwe teorie redukcji k-symplektycznej i multisymplektycznej dla wymienionych uktadow.
Ponadto, mamy zamiar zbada¢ inne kwestie 1 wlhasciwosci struktur k-symplektycznych i
multisymplektycznych, aby zbada¢ takie uktady.

*k*

OPIEKUN: DR HAB. JACEK WOJTKIEWICZ
1.Wlasnosci krytyczne modeli: Isinga, XY i Heisenberga: metoda Monte Carlo’

Zastosowana bylaby metoda Monte Carlo, tzn. (losowe probkowanie przestrzeni standw i na tej
podstawie wnioskowanie o whasnosciach uktadu). Metoda Monte Carlo jest jedna z najbardziej
uniwersalnych metod w mechanice statystycznej, majacych szereg zastosowan takze w innych
gateziach wiedzy (ekonofizyka, rynki finansowe). Od licencjata oczekuje znajomos$ci podstaw
mechaniki statystycznej oraz znajomosci jezyka programowania C lub C++.

2. Model XY przez transformacj¢ Jordana-Wignera, i eksploracja termodynamiki tegoz
modelu

Kwantowy tancuch XY jest $cisle rozwiazywalny przez transformacje Jordana-Wignera,
pozwalajaca na zapisanie hamiltonianu w jezyku nieoddziatywujacych fermionéw. Celem licencjatu
jest zreprodukowanie znanych faktéw oraz przymiarka do rozwigzania otwartych probleméw:
Hamiltonian w jezyku nieoddziatujacych fermiondéw, widmo, diagram fazowy, funkcje korelacji
(znane), funkcje skalujace (znane czg§ciowo).

3. Termodynamika modelu Hubbarda

Poczatek pracy to poznanie modelu Hubbarda i1 zasadniczych faktow go dotyczacych. Nastgpny
krok to wypisanie jawnego wyrazenia na macierz hamiltonianu modelu i numeryczna
implementacja tejze, a nastgpnie numeryczna diagonalizacja macierzy i na tej podstawie liczenie
funkcji termodynamicznych. W ten sposob planuje zbadanie uktadow do 10, moze kilkunastu
weztow sieci. W zaleznosci od zaangazowania licencjata, mozliwa jest kontynuacja tematu, badanie
doktadnosci niedawno wyprowadzonych oszacowan na energie swobodna modelu Hubbarda przez
funkcje termodynamiczne modelu Falicova-Kimballa, i w przypadku pozytywnym badanie w ten
sposob wigkszych uktadow.



Od licencjata oczekuj¢ znajomo$ci podstaw mechaniki kwantowej 1 statystycznej oraz
znajomosci jezyka programowania C lub C++.

4. Zmienne grassmanowskie w dwuwymiarowym modelu Isinga

Technika catkowania po zmiennych grassmanowskich jest jedna z fundamentalnych w
(fermionowej) teorii pola; jest tez bardzo uzyteczna w przypadku sieciowych modeli spinowych.
Celem pracy bedzie zaznajomienie si¢ z ta technika 1 otrzymanie przy jej uzyciu S$cistego
rozwigzania dwuwymiarowego modelu Isinga. W przypadku duzego zaangazowania licencjata,
mozliwa jest kontynuacja tematyki: poznanie $cistej metody grupy renormalizacyjnej dla modeli
spinowych, gdzie calkowanie po zmiennych grassmanowskich jest podstawa.

Oczekiwane umiejetnosci: Dobre opanowanie kursow algebry i analizy oraz elementow mechaniki
statystycznej.

5. Technika odbiciowej dodatniosci w wersji spinowej (*'spin reflection positivity™) w
zastosowaniu do modeli Hubbarda

6. Relacja pomiedzy kwantowymi ukladami d-wymiarowymi a (d+1) wymiarowymi ukladami
klasycznymi poprzez zwiazek Lie-Trottera-Suzukiego

***k

OPIEKUN: DR HAB. MACIEJ NIESZPORSKI
1. Transformacja fundamentalna dla ro6wnan ro6zniczkowych i réoznicowych

W 1915 Hans Jonas podat transformacjg, ktéra znajduje dzi§ szerokie zastosowanie w
rozwigzywaniu pewnych nieliniowych rownan rézniczkowych czastkowych. Zapoznanie si¢ z ta
transformacja, poznanie jej pewnych uogoélnien i/lub konstrukcja tej transformacji dla pewnej klasy
rownan réznicowych beda celami tej pracy licencjackiej. Zachgcam szczeg6lnie studentéw
zainteresowanych nieliniowymi aspektami modeli fizycznych.

**k*

OPIEKUN: PROF. DR HAB. JAN DEREZINSKI
1. Unitarnos$¢ w teorii rozpraszania

Podstawowe pojgcia 1 rezultaty w teorii rozpraszania wielu cial w mechanice kwantowej
2. Harmoniki sferyczne w 4 wymiarach i wielomiany Jacobiego

Uogolnienie formalizmu harmonik sferycznych z 3 wymiaréw na 4 wymiary przy uzyciu
podwdjnych wspotrzednych sferycznych.

3.Renormalizacja w prostych modelach kwantowej teorii pola.

*k*

OPIEKUN: PROF. DR HAB. JACEK JEZIERSKI

1. Konforemne tensory Yano-Killinga (CYK tensory)

a) Badanie tych obiektow w czasoprzestrzeni typu KerrNUTAGS i ich uogoélnienia w wyzszych
wymiarach (np. 3-formy CYK dla D=5 i 6)

b) Strong asymptotic flatness warunki dostateczne na istnienie asymptotycznych CYK tensorow dla

metryk stacjonarnych
(CYK tensory sa uogolnieniem pol Killinga i maja wiele zastosowan).

2. Matematyczne aspekty fal grawitacyjnych w zlinearyzowanej teorii Einsteina



a) Cechowanie niezmiennika podtuznego i jego peeling

b) Skonstruowaé niezmienniki Regge-Wheeler-Zerilli dla dowolnej metryki sferycznie
symetrycznej

(Badania nad opisem fal grawitacyjnych w sposob niezalezny od cechowania wciaz si¢ rozwijaja).

3. Wilasnosci geometryczne horyzontu ekstremalnego Kerra.
Ekstremalne czarne dziury (ze zdegenerowanymi horyzontami) wciaz sa niezbadane do konca.
4. Twierdzenie o dodatniosci energii (dowod przy pomocy 2-par. rodziny krzywych)

Nowy dowod waznego twierdzenia w OTW.

*kk

OPIEKUN: DR HAB. PIOTR SOLTAN
1. Unitarne formy reprezentacji nieprzywiedlnych kwantowej grupy SU(2)
2. Niezmienniki ergodycznych dzialan SqU(2) na skonczenie wymiarowych algebrach

3. Skonczenie wymiarowe koreprezentacje warkoczowych algebr Hopfa

**k*

OPIEKUN: DR P. KASPRZAK.

1. Skladowa spdjna jednosSci grupy kwantowej.

***k

OPIEKUN DR SZYMON CHARZYNSKI
1. Podgrupy paraboliczne grup Liego i separacja réwnan typu Wei’a-Normana

Istnieje klasa rownan rézniczkowych zwyczajnych, dla ktorych mozna szuka¢ rozwiazania w
postaci Wei’a-Normana. Sa to rownania na krzywa na grupie Liego. Przykladem rownania, ktore
nalezy do tej klasy jest rownanie Schroedingera (z hamiltonianem zaleznym od czasu). Okazuje sig,
ze dla pewnego szczegdlnego wyboru wspotrzednych na grupie roéwnania Wei’a-Normana istotnie
si¢ upraszczaja 1 separuja - otrzymuje si¢ hierarchie rownan Riccatiego 1 calek. Wynik ten mozna
rowniez uzasadni¢ korzystajac z wilasnosci pewnej klasy podgrup parabolicznych. Celem pracy
bedzie poréwnanie tych dwdch podejs¢ do problemu, analiza konkretnych przyktadow 1 zastosowan
fizycznych.

2. Uklady rownan rézniczkowych z nieliniowg zasada superpozycji i ich zastosowania

Badanie wiasno$ci roéwnan i uktadow rownan posiadajacych nieliniowa zasadg superpozycji,
czyli posiadajacych t¢ wilasno$é, ze ogdlne rozwiazanie rownania daje si¢ przedstawi¢ jako
funkcjonat od pewnej skonczonej liczby rozwiazan szczegdlnych. Zastosowanie metod
geometrycznych i algebraicznych. Wykorzystanie metody Wei’a-Normana. Zastosowania fizyczne,
takie jak np. znajdowanie rozwiazan rownania Schroedingera zaleznego od czasu.

3. Modelowanie numeryczne w teorii wzglednosci

Ostatnie kilka lat to intensywny rozwdj metod numerycznych w OTW. Istnieje ogdlnodostgpne
oprogramowanie pozwalajace na numeryczne rozwiazywanie rownan Einsteina. Celem pracy jest
wykorzystanie istniejacego oprogramowania do wykonania nowych interesujacych z fizycznego
punktu widzenia symulacji oraz ewentualny wktad w rozwijanie istniejacego oprogramowania.
Przykladem takiej symulacji to zlewanie si¢ dwoch czarnych dziur dla r6znych konfiguracji mas i
momentow pedu elementow zlewajacego si¢ uktadu podwodjnego i analiza pochodzacego z takiego



procesu promieniowania grawitacyjnego. Analiza stabilno$ci numerycznej i1 roézne sposoby
wizualizacji otrzymanych rozwigzan beda rowniez istotnym elementem pracy.

4. Modele akrecji na czarng dziure

Celem pracy bedzie wykonanie porownania znanych analitycznych (przyblizonych lub $cistych)
modeli akrecji na czarng dziurg, takich jak na przyktad akrecja Bondiego, z wynikami symulacji
numerycznych. Drugim ewentualnie celem bedzie modelowanie akrecji nie majacych swojego
odpowiednika analitycznego. Waznym elementem bedzie analiza wlasno$ci otrzymanych rozwiazan
i ich wizualizacja.

*kk

OPIEKUN: DR MARCIN NAPIORKOWSKI
1. Matematyczne aspekty kondensacji Bosego--Einsteina.

Kondensacja Bosego--Einsteina jest jednym z najwazniejszych zjawisk w ktorych mozemy
obserwowac¢ efekty kwantowe w skali makroskopowej. Celem niniejszego projektu jest zapoznanie
si¢ studenta z podstawowymi pojeciami zwigzanymi z tym zjawiskiem, formalizmem
matematycznym uzywanym do jego analizy oraz najwazniejszymi S$cistymi wynikami w
matematycznej analizie uktadéw oddziatujacych bozonéw (np. $ciste uzasadnienie teorii Grossa--
Pitaevskiego czy teorii Bogoliubowa). Dla zainteresowanych studentéw istnieje mozliwosé
kontynuacji tej tematyki w ramach pracy magisterskiej. Temat dla 0os6b z zamitowaniem do analizy
matematycznej i analizy funkcjonalnej.

2. Stabilno$¢ materii.

Dlaczego elektrony nie spadaja na jadra atomdéw, a materia nie imploduje? Celem niniejszego
projektu jest zapoznanie si¢ studenta z najwazniejszymi wynikami dotyczacymi stabilno$ci materii
takimi jak np. nierdbwno$ci Lieba--Thirringa. Jednocze$nie student zapozna si¢ z formalizmem
matematycznym uzywanym do opisu kwantowych ukladéw wielocialowych. Temat dla osob z
zamitowaniem do analizy matematycznej i analizy funkcjonalnej.

*k*

OPIEKUN: DR HAB. KATARZYNA GRABOWSKA

W ciagu ostatnich kilku lat w czasopismach naukowych ukazato si¢ wiele artykulow
dotyczacych zastosowan metod geometrii rozniczkowej w nowoczesnej mechanice klasyczne;.
Szczegolnie intensywnie badano problemy zwiazane z lagranzowskim 1 hamiltonowskim opisem
uktadow z wigzami nieholonomicznymi. Jgzyk matematyczny uzywany do opisu tych uktadow jest
czesto dos¢ trudny, ponadto w wielu pracach brakuje przyktadow ilustrujacych zamieszczany
materiat teoretyczny. W ciagu najblizszych kilku lat chciatabym, wraz ze studentami studiéw 11 II
stopnia stworzy¢ katalog takich przykladow. Wyniki naszej pracy zostalyby utrwalone jako prace
licencjackie lub magisterskie. Najciekawsze sposrod nich mogtyby zosta¢ uzyte w publikacjach
naukowych. Kazdy z przyktadéw mozna opracowac na rdzne sposoby zaré6wno w ramach pracy
licencjackiej jak 1 magisterskiej. Mozna koncentrowaé si¢ na aspektach teoretycznych: badacd
struktury matematyczne 1 techniki wyprowadzania réwnan, ale mozna takze zaja¢ sig
rozwigzywaniem rownan przy uzyciu metod analitycznych i numerycznych. Ponizej znajduje sig
(niepetna) lista przyktadow czekajacych na opracowanie. Zainteresowani studenci moga takze
zaproponowac wilasne przyktady.

1. Problem Suslowa jako przyklad ukladu z wi¢zami nieholonomicznymi i symetria.

Przestrzen konfiguracyjna ciata sztywnego zamocowanego w jednym punkcie uzna¢ mozna za
grupe SO(3). Swobodny ruch ciata sztywnego jest niezmienniczy ze wzgledu na dziatanie grupy na



sobie, wobec tego pracuje si¢ raczej na algebrze Liego grupy SO(3). Jesli dodamy do tego liniowe
lub afiniczne wigzy na predkosci uzyskujemy wiasnie uktad Sustowa. Zadaniem studenta jest
wyprowadzenie fazowych rownan ruchu, zbadanie ich catkowalnosci i przedyskutowanie wtasnos$ci
rozwiazan.

2. Lyzwa albo ostrze noza - modelowanie wi¢zow nieholonomicznych.

Uktady z wigzami sa wygodnym przyblizeniem uktadéow poddanych dziataniu duzych sit
zewngtrznych. Fakt, ze tyzwa porusza si¢ ,,wzdtuz ostrza" wynika z tego, ze w ruchu poprzecznym
pojawia si¢ bardzo duza sita tarcia. Zadaniem studenta bgdzie pokaza¢ w jaki sposob geometria
uktadu z wigzami nieholonomicznymi pojawia si¢ jako granica uktadu bez wigzow poddanego
dziataniu duzej sily zewnetrznej. W rozwiazywaniu tego zadania przyda si¢ (cho¢ nie jest
niezbedne) doswiadczenie w numerycznym rozwiazywaniu rownan rozniczkowych.

3. Sanki Czaplygina jako przyklad ukladu z wi¢zami niecholonomicznymi.

Sanki Czaptygina to najbardziej znany uktad z wigzami nieholonomicznymi. Zadanie studenta
polegalo bedzie na opisaniu tego ukladu za pomoca odpowiedniej struktury Diraca oraz
przeanalizowaniu otrzymanych rownan fazowych pod katem calkowalnosci. W dostepnej literaturze
nie analizuje si¢ raczej rOwnan fazowych poprzestajac na rownaniach ruchu. Mozna przy okazji
dowiedzie¢ si¢ co nieco o algorytmach wydobywania czgsci caltkowalnej z niejawnych réwnan
rézniczkowych.

4. Przeddzidzie dzidy bojowej -- ruch czubka oszczepu jako przyklad ukladu mechanicznego
drugiego rze¢du.

Wigkszo$¢ uktadow mechanicznych to tak zwane uktady pierwszego rzedu, czyli takie, ktorych
lagranzjan zalezy od polozenia i1 predkosci (pierwszej pochodnej polozenia po czasie). Istnieja
réowniez jednak uklady drugiego i wyzszych rzedow. Zazwyczaj powstaja one z uktadoéw
pierwszego rzedu po zaniedbaniu niektérych stopni swobody. Przykladem takiej sytuacji jest ruch
czubka oszczepu. Jesli nie interesuje nas co dzieje si¢ z cala reszta oszczepu, ruch czubka mozemy
opisa¢ przy pomocy lagranzowskiego uktadu drugiego rzedu. Geometria takich uktadéw jest bardzo
ciekawa i niezbyt dobrze znana. Wiadomo jak wykona¢ rachunki, ale nie wiadomo jakie struktury
geometryczne za nimi stoja. Zadaniem piszacego pracg begdzie przeanalizowanie tej sytuacji z
uzyciem narzedzi geometrii rézniczkowe;j. Jest to temat raczej na prace magisterska niz licencjacka.

5. Transformacja Legendre'a dla ukladow nieregularnych.

Transformacja Legendre'a jest przejsciem od opisu lagranzowskiego do hamiltonowskiego
dynamiki uktadu, czyli rownania (na ogot uwiklanego) pierwszego rzedu na trajektorie fazowe.
Praca polega na opisie struktur geometrycznych zwiazanych z transformacja Legendre'a oraz jej
interpretacji jako skladanie obiektow tworzacych w geometrii symplektyczne;.

6. Zasady wariacyjne i kontrola dysypatywnych ukladow statycznych.

Podstawowa zasada wariacyjna jest zasada prac wirtualnych. Celem pracy jest dyskusja opisu
uktadow statycznych, wynikajacego z zasady prac wirtualnych

7. Poréwnanie wigzé6w wakonomicznych i nieholonomicznych.

Dyskusja dwoch sposobow otrzymywania réwnah ruchu ukladow z wigzami. Jest Scisle
zwigzana z dyskusja pojgcia wigzow.

8. Rownania rézniczkowe czastkowe jednej zmiennej geometrycznie.

Interpretacja roOwnania i jego rozwiazan w jezyku geometrii symplektycznej (w roOwnaniu nie
wystepuja wartosci funkcji, tylko jej pochodne) 1 geometrii kontaktowej (przypadek ogdlny).



