
Egzamin pisemny z elektrodynamiki R 2011/12 (12.06.2012)

Zad. 1
Prostoliniowy cienki przewodnik, w którym pªynie staªy pr¡d I umieszczono w pró»ni, równo-
legle do osi niesko«czonego walca o promieniu R i przenikalno±ci magnetycznej µ, w odlegªo±ci
a > R od osi. Znale¹¢ pole magnetyczne w caªej przestrzeni.

~A = A~ez
Ao =

µ0

2π
(I ln |~ρ− ~a|+ I ′ ln |~ρ−~b|+ I ′′′ ln ρ)

Ai =
µ

2π
(I ′′ ln |~ρ− ~a|+ C)

gdzie ~b = R2~a/a2, ~ρ = ~r − z~ez
We wspóªrz¦dnych walcowych, przyjmuj¡c φa = 0, |~ρ − ~a|2 = ρ2 + a2 − 2ρa cosφ, |~ρ − ~b|2 =
ρ2 + b2 − 2ρb cosφ = (R/a)2(a2(ρ/R)2 +R2 − 2ρa cosφ) Warunki zszycia w ρ = R
Bo
ρ = Bi

ρ, H
o
φ = H i

φ

Bρ = ∂φA/ρ, czyli dla B:

µ0IRa sinφ

R2 + a2 − 2Ra cosφ
+

µ0I
′Rb sinφ

R2 + b2 − 2Rb cosφ
=

µI ′′Ra sinφ

R2 + a2 − 2Ra cosφ

sk¡d mamy
µ0(I + I ′) = µI ′′

Hφ = −∂ρA, czyli dla H:

I(R− a cosφ)

R2 + a2 − 2Ra cosφ
+

I ′(R− b cosφ)

R2 + b2 − 2Rb cosφ
=

I ′′(R− a cosφ)

R2 + a2 − 2Ra cosφ
− I ′′′

R

sk¡d

I(R− a cosφ) + I ′(a2/R− a cosφ) = I ′′(R− a cosφ)− I ′′′(R + a2/R− 2a cosφ)

czyli
I + I ′ = I ′′ − 2I ′′′, R(I − I ′′ + I ′′′) + a2/R(I ′ + I ′′′)

a wi¦c I ′ = −I ′′′ oraz I = I ′′ + I ′. Ostatecznie I ′′ = 2Iµ0/(µ+ µ0), I
′ = I(µ− µ0)/(µ+ µ0)

Zad. 2
Kula o promieniu R naªadowana jednorodnie ªadunkiem Q obraca si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω
wokóª swojej osi. Znale¹¢ caªkowity moment p¦du pola kuli.

G¦sto±¢ momentu p¦du ~i = ε0~r × ( ~E × ~B).

Pole elektryczne ~E = E~er

Eo = Q/4πε0r, E
i = Qr/4πε0R

3

Pole magnetyczne
Dla cienkiej sfery o promieniu r′, pr¦dko±ci k¡towei ~ω = ω~ez i g¦sto±ci σ
wewn¡trz ~Bi = ~ezC = C(cos θ~er − sin θ~eθ)



na zewn¡trz ~Bo = −∇(M cos θ/r2) = M(~er2 cos θ + ~eθ sin θ)/r3

Warunki zszycia:
Bo
r = Bi

r dla r = r′ i θ = 0 czyli C = 2M/r′3

Ho
θ −H i

θ = r′ωσ czyli C +M/r′3 = µ0r
′σω

sk¡d C = 2µ0r
′σω/3, M = µ0σωr

′4/3.
U nas σ = 3Q/4πR3 dla r′ < R.

St¡d Bθ = sin θ(M/r3 − C) (Br niepotrzebne!), gdzie

M o = µ0ωσ/3

∫ R

0

r′4dr′ = Qµ0ωR
2/20π

M i = µ0ωσ/3

∫ r

0

r′4dr′Qµ0ωr
5/20πR3

Ci = 2µ0ωσ/3

∫ R

r

r′dr′ = µ0ω(R2 − r2)/4πR3

Mamy zatem Bo
θ = Qµ0ωR

2 sin θ/20πr3, Bi
θ = Qµ0ω sin θ(6r2 − 5R2)/20πR3

G¦sto±¢ p¦du ma tylko kierunek ~eφ. ε0( ~E × ~B)oφ = Q2ωµ0 sin θR2/80π2r5,

ε0( ~E × ~B)iφ = Q2ωµ0 sin θ(6r2 − 5R2)r/80π2R6

Zatem w ~J =
∫
d3r ~i zostaje tylko skªadowa Jz

Jz =

∫
d3r r sin θε0( ~E × ~B)φ =

Q2ωµ0/40π

∫ 1

−1
ds(1− s2)

[∫ R

0

dr r4(6r2 − 5R2)/R6 +

∫ ∞
R

dr R2/r2
]

= Q2ωRµ0/30π[6/7− 1 + 1] = Q2ωRµ0/35π

Zad. 3
Wzdªu» niesko«czonej pªyty o grubo±ci a pªynie jednorodnie pr¡d zmienny o g¦sto±ci j =
j0 cosωt. Wyznaczy¢ ±redni strumie« energii wypromieniowanej z pªyty na jednostk¦ po-
wierzchni. W jakich sytuacjach ta energia jest zerowa?

Rozwi¡zujemy przypadek cienkiej pªyty z gesto±ci¡ ~̃j = ~exκδ(z)e−iωt. Postulujemy ~A = ~exA:
Ã = αeik|z|−iωt, k = ω/c. Skok pochodnej w z = 0: −2ikα = µ0κ czyli α = iκµ0/2k.

W naszym przypadku trzeba caªkowa¢ po obszarze [0, a] czyli

Ã = ij0µ0/2k

∫ a

0

dz′eik|z−z
′|−iωt

Wystarczy policzy¢ A dla z < 0:

Ãl = ij0µ0/2k

∫ a

0

dz′eik(z
′−z)−iωt = iµ0j0(e

ika − 1)e−ikz−iωt/2k2

Wektor Poyntinga ~S = −∂tA× (∇× ~A)/µ0 Dla z < 0, 〈~S〉 = −~ezj20ωµ0|eika − 1|2/8k3
Zatem dP/dΣ = c3µ0j

2
0 sin2(ωa/2c)/ω2, znika dla ωa/c = 2nπ.


