Seria 6

Wielki zesp6l kanoniczny i gazy kwantowe

Zadanie 1

Powierzchnia adsorbenta, czyli czegos co tapie czasteczki, ma Ny miejsc, z ktorych kazde moze uwiezié¢ jedna
czasteczke otaczajacego gazu. Zlapana czasteczka ma wtedy energie —e. Traktujac gaz czastek otaczajacych
adsorbent jak rezerwuar o temperaturze T i potencjale chemicznym p, z ktérym to rezerwuarem adsorbent
pozostaje w rownowadze mogac z nim wymienia¢ materie (czasteczki) i energie, wyznaczy¢ stopieri adsorpcji,
tj. $rednia liczbe n uwiezionych czasteczek gazu oraz érednia kwadratowa fluktuacje o2 tej liczby. Poda¢ wynik
przyjmujac, ze gaz czasteczek ma taki potencjal chemiczny p (7T, p), jak klasyczny jednoatomowy gaz doskonaly
0 ciénieniu p i temperaturze T'.

Zadanie 2
Kwantowy gaz idelany
Rozwaz uktad N identycznych, nieoddzialujacych czastek z zadanym Hamiltonianem H
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gdzie p; jest operatorem pedu i-tej czastki, a m - jej masa. Jednoczastkowe poziomy energetyczne dane sa wzorem
ex = h*k?/(2m), gdzie k jest wektorek falowym. Zaleznosé k od dopuszczalnych liczb kwantowych zalezy od
warunkéw brzegowych; dla uproszczenie przyjmijmy periodyczne warunki brzegowe.

1. Stan uktadu jest jednoznacznie okreslony przez zbior liczb obsadzen {ny}, gdzie nx oznacza liczbe czastek
o pedzie hk. Pokaz, ze sume statystyczng mozna zapisa¢ w nastepujacy sposdb
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Jakie jest ograniczenie na powyzsza sume (oznaczone primem)?
2. Sume statystyczng najtatwiej obliczy¢ w wielkim zespole kanonicznym. Pokaz, ze mozna ja zapisaé w
postaci
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W powyzszym wzorze gorny znak odpowiada fermionom a dolny bozonom.

3. Policz odpowiedni potencjal termodynamiczny i za jego pomocom wyznacz $rednia liczbe czastek (N). W
szczegolnosci pokaz, ze (N) = Y (nk). Dla bozonow (nk) jest zadana rozkladem Boseego-Einsteina, dla
fermionow (nk) jest dana rozktadem Fermiego-Diraca.

4. Pokaz, ze cisnienie ma postaé

BpV =+ In(1+ (my)),
Kk

gdzie znaki odpowiadaja tym samym przypadkom co w poprzednim podpunkcie.
5. Pokaz, ze U = %pV zzaréwno dla bozondéw jak i fermionéw.

Zadanie 3
Kwantowe poprawki do gazu idealnego.
1. Pokroétce wyjasnij dlaczego w granicy klasycznej zachodzi (ny) < 1. W szczegdlnosci pokaz, ze w tej granicy

(N) =" nus(ex),
K

gdzie nyp jest rozkladem Maxwella-Boltzmanna.



2. Wyprowadz pierwsza kwantows, poprawke do réwnania stanu dla gazu idealnego, tzn.
1
B0V = (N) % 5 3 (m)” + .
k

Przeanalizuj otrzymany wynik osobno dla bozonéw i fermionow.
3. Poréwnaj powyzszy wynik z wirialnym réwnaniem stanu gazu klasycznego,

Bp =p+ Bao(T)p* + ...,

gdzie Bo(T) = (1/2) [dr {1 — exp[—B¢(r)]} jest drugim wspodlczynnikiem wirialnym, a ¢(r) oznacza po-
tencjat oddzialywania mie¢dzyczasteczkowego.



