Mechanika Klasyczna
Wyktad 1

Opis punktow materialnych w umownym uktadzie odniesienia: Przestrzen trojwymiarowa, wek-
tory: © = 7 = (r,r,13) € R® (zwyczajowo (z,y,2) jesli jest to jednoznaczne) konwencja
sumacyjna A;B; = >, A;B; (troche zmienimy ja przy teorii wzglednosci), delta Kroneckera i
epsilon (symbol Leviego-Civity)

1 dlai= +1  dla ijk = 123,231,312
O =J , €ijk = —1 dlaijk = 321,132,213 |,
J 0 dlai#j J
0 dla pozostatych

iloczyn skalarny a - b = a;b; (liczba), wektorowy a x b = ¢ (wektor), ¢; = €;;,a;b;, mieszany
la,b,c] = a- (bxc)= ejpabjcp dlugosé wektora r = |r| = /r - r. Wektory sa prostopadte,
gdy a - b =0 a rownoleglte, gdy @ x b= 0 = (0,0,0) (wektor zerowy). Czas: t € R.

Zamiana wspohrzednych, ogolnie r(u, v, w) powinna byé¢ jednoznaczna, np. sferyczne

r(r,0,¢) = (rsind cos ¢, rsinfsin ¢, cos 0)

dla r € [0,00][, 8 € [0, 7], ¢ € [0, 27[ (dla biegunéw 0 = 0,7 dowolne ¢ a dla r = 0 takze 0)

W ogolnych wspotrzednych postugujemy sie baza e, = 0r/du, itd. unormowana tj. e, =
é./é, itd. ma dtugos¢ 1. W wielu waznych przypadkach baza jest ortonormalna (wektory sa
wzajemnie prostopadle i unormowane)

Ruch ptaski, r3 = 0 nie ma 3. wymiaru (lub istnieje wirtualnie) i go pomijamy, wspoirzedne
sferyczne redukuja sie do biegunowych

e, = (cos ¢,sin¢), ey = (—sin ¢, cos @)

Obroty i izometrie przestrzeni. Odlegloéé jest zachowana (tj, |ry — re| = |7} — 7| dla
grupy translacji » = v’ + rg, odbicia r = —7’ i obrotow r = Or/ gdzie O jest macierza obrotu
(rzeczywista), tj. r; = Oyr}, iich zlozenia. Macierze obrotu spelniaja warunek 07O =
(macierz jednostkowa — identycznos¢, tj. 1,; = 0;;) tj. OiOy; = 6;; przy czym takze det O=1.
Obrot mozna wyrazi¢ wektorem w na osi, O = exp 0% gdzie W;; = e jwy. Kierunek w oznacza
0§ obrotu, a dlugo$é¢ w — kat.

Ruch (tor ruchu): ().

Pochodna po czasie da/dt = &, d*a/dt* = @, itd. (zapamigtac!)

Predkos¢ v = 7, v = |v|, przyspieszenie a = ©. Jednostkowy wektor styczny t = v/v (nie
myli¢ 7z czasem t!), droga ds = vdt, s = fg dt'v(t'). Wektor normalny N = t (prostopadty do
vitho2t-t=d(t-t)/dt =dl/dt = 0), jednostkowy n = N /N, natomiast p = v/N jest
promieniem krzywizny.

Przyspieszenie mozna roztozy¢ na sktadows styczna i normalng

= d(vt)/dt = ti + vt = ti + v’n/p

czyli a; = © (styczna), a,, = v?/p (normalna) Wektor jednostkowy binormalny b = ¢ x n (wzory
Freneta, t, n, b tworza baze ortonormalna).



W ruchu ptaskim
v =re, +roey a= (i —rd?)e, + (21¢ + ro)e,

Obracanie sie (w czasie): Predkos¢ katowa w(t),

t
O(t) = T exp / Ot
0

gdzie €;; = e;pwi, a T oznacza iloczyn chronologiczny tj.

Texp/tdtlfl( =1+ /dtQ /dtg/ At Q(t2)Q(ty)
/dtg/ dtg/ At Q(t5)Q(t2)Q(ty) +

od/dt = Qt)0, r(t) = Or(0), v =9 =w x 7

Sens predkosci katowej:

Uktady wzglednie przesuwajace i obracajace sie: r, ' potozenia w ukladzie odpowiednio U
iU
r(t) = ro(t) + O(t)r' ()
dla zmiennego przesuniecia r(t) i predkosci katowej w(t). Zmiana predkosci
v = vy + OV + Q07 = vy + OV + w x (Or')

i przyspieszenia

a=ag +Oa’+2@@v'+f2f2@r’—l—ﬁ@r' = ag+0a’ +2w x (0V') +w x (w x (0Or')) + & x (Or')

Transformacja Galileusza vg nie zalezy od czasu, tj. ro = roo+tvg a O jest ustalong macierza
obrotu (tez nie zalezy od czasu). Czas t jest TAKISAM w U i U’. Wtedy v = vg4+0v’, a = Od’.
Przyspieszenie jest takie samo, tylko obrécone.

Uklad przypieszajacy bez obrotu (np. ruszajacy/hamujacy samochod, pociag, samolot),
O=1, wtedy a = a’ + ay Uktad obracajacy sie o tym samym poczatku, tj. 79 =0

Ofr=¢', OTv=uw x7,0Ta=a" +2w x v +w X (W X))+ x7'
gdzie w = Rw'. Uwaga, korzystalismy z tozsamosci
RTQ(1)0 = Q' (1)

oraz
Eijk:OianbOkc = det Oeabc = €abc



i faktu ze rozniczkowanie po t daje

OT(OFO + O+ OO = OTA0 — &
bo O = —Q.
Przyspieszenie dosrodkowe
w' X (W' x 7
i przyspieszenie Coriolisa
2w x v

Wyktad 2

Zasady dynamiki w wersji tradycyjnej (Newton):

Dane: zbior punktow materialnych, sity powodujace ruch

1. zasada dynamiki (bezwladnosé¢). Istnieje uktad, zwany inercjalnym, w ktorym punkt
materialny, na ktéry nie dziataja zadne sity, spoczywa lub porusza si¢ ze stala predkoscia.

2. zasada dynamiki. Sita F' powoduje przyspieszenie a = F'/m gdzie m jest stala dodatnia
masq bezwtadng danego punktu materialnego, niezalezng od czasu, potozenia, predkosci, itp.

3. zasada dynamiki (akcja i reakcja). Dwa punkty materialne dzialaja na siebie silami
przeciwnymi, tj. jesli ¢ dziata na j sitg F' to j na i silg —F'.

Zasada niezaleznodci sit: Sita dzialajaca na punkt ¢ jest suma sit od innych punktow.

Uwaga: Aby uzyskaé¢ zamkniety uklad rownan ruchu, trzeba znaé¢ warto$é sit. Przewaz-
nie sily zaleza od potozenia jednego lub wiecej punktow w tej samej chwili czasu t (lokalnosé
czasowa, dlatego bedziemy pomija¢ ¢ jako argument potozenia, predkosci, itp.), moga takze
zaleze¢ od predkosci a nawet wprost od czasu. Nie mogg zalezeé¢ od przyspieszenia i wyzszych
pochodnych po czasie, bo wtedy traci sens sita jako przyczyna ruchu. Zasady sformutowane w
czasach Galileusza i Newtona trafiaja w naszych czasach na trudnosci koncepcyjne. Przykla-
dowe problemy: (grawitacja) Uklad inercjalny spoczywa na Ziemi czy spada swobodnie? Czy
sily dzialaja na odleglo$c?

Sity w innych ukltadach inercjalnych: Transformacja Galileusza nie zmienia rownan ruchu, o
ile prawidtowo transformujemy sity, w tym punkty od ktorych zalezg. Staty obrot R powoduje
jedynie konieczno$¢ obrocenia wszystkich wektorow wystepujacych w réwnaniach. Uwaga, przy
przejéciu do uktadu o stalej predkosci wzglednej vg, np. ani tadunek ¢ ani pole magnetyczne
B wystepujace w sile Lorentza ¢(E + v X B) nie zmieniaja sie (tj. zmieniaja sie zgodnie 7
transformacja potozenia i czasu, t = ¢/, B'(v',t) = B(r,t)) natomiast pole elektryczne zmienia
sie B' = E + vy x B.

Sity w uktadach nieinercjalnych: rozpatrzymy tylko sytuacje kiedy sita zalezy od potozenia
(inaczej sa komplikacje). W ogoélnosci przyjmujemy ze znamy sily w uktadzie inercjalnym i
transformujemy réownania ruchu do uktadu nieinercjalnego.

W przypadku uktadu jednostajnie przyspieszajacego F'(r' t) = F(r,t) — may a obracaja-
cego sie

F'(r' t) = OTF(r,t) — 2mw x v' — mw' x (W X 7') —mw' x 7/

gdzie —2mw’ x v’ jest sita Coriolisa, a —mw’ x (w' x 7') sita odsrodkowa.



Uktad wielu punktow opisujemy rownaniami

miai:Fi:Fio+ZFij
J#i
gdzie F'y jest sila zewnetrzng dzialajaca na punkt 7 a F';; = —F'j; jest sila pomiedzy punktami
1 0oraz j.
Wazne przypadki sit:

e zachowawcze: zalezy tylko od polozen r; i sy gradientami tj. F; = —V,;V({r}) gdzie
Vi= (0, 0i2,0i3), O = 0/0(r:)k

e centralne, F; || rj =7, —7;, Fio || 7

e Lorentza q(E+wv x B) dla punktu z tadunkiem ¢ w polu elektrycznym E i magnetycznym
B

)

e tarcia, tlumienia: stosowane zwykle empirycznie, czesto postaci F;p = —~vywv; albo z po-
wigzanymi sktadowymi np. (F,uF,0) gdzie F' sktadowa nacisku sity, puF, sktadowa sity
tarcia, a pu stalym wspolezynnikiem tarcia.

Ped (w dynamice Newtona) p, = m;v;, nie zmienia sie¢ przy przesunieciu uktadu o staly
wektor. Ped caltkowity P = ). p, spelnia P = > Fio, wiec jest zachowany (nie zalezy od
czasu) gdy sity zewnetrzne sumuja sie do zera.

Potozenie srodka masy R = 3, m;r;/M, predkosc srodka masy R = P/M, dla M =", m;
masa caltkowita.

Moment pedu: j, = r; X p,, zmienia si¢ przy przesunieciu ukltadu o staty wektor. Catkowity
moment pedu J =), j,, dla sil centralnych speinia

j:ZTiXFiO

jest zachowany przy braku sil zewnetrznych, lub gdy tez sa centralne tj. Fyg || 7;

Energia kinetyczna (Newtona) T; = mv?/2. W przypadku sit zachowawczych zachowana
jest energia catkowita czyli E =Y. T, + V.

Przyktady:

Oscylator harmoniczny (jednowymiarowy, tj. » = (z,0,0)):

mi = —kx

gdzie m,k > 0. Wtedy « = Acos(w(t — to) gdzie w = /k/m jest czestoscia (oscylacji), A —
amplituda drgan (stala) a to — ustalonym czasem poczatkowym (dla maksymalnego wychylenia).

Ruch w polu sity centralnej F' = Fe, || r. Wtedy zachowany jest moment pedu J, a ruch
odbywa sie w plaszczyznie prosotpadlej do J. W uktadzie, w ktorym J = (0,0,J) (przez
obrot zawsze mozemy taki wybra¢) ruch odbywa sie w plaszczyznie zy. Wtedy J = mrg
jest jednoczesnie staly predkoscia polowa, tj. wektor r zakre$la w czasie pole powierzchni
proporcjonalne do czasu, J/2m na jednostke czasu. Radialna sktadowa (e,) rownan ruchu we
wspotrzednych biegunowych jest

m(i —r¢?) = F

4



Wobec faktu, ze ¢ = J/mr? mamy
= gr' = Jr' Jmr? = —(J/mr), ¥ = ¢dir | = —(J/mr?)(J/mr)"
gdzie () = d/d¢ a ()" = d*/d¢?. Zatem (wzor Bineta)
w' +w = —Fm/J*w?

gdzie w = 1/r.
Przypadek szczegolny: zagadnienie Keplera (Coulomba) dla jednego ciala, F = —a/r? =
—aw?. Dla a > 0 sila jest przyciagajaca, a a < 0 — odpychajaca. Wtedy

w' +w = am/J?

ma ogoélne rozwiazanie w postaci w = am/J?+ecos ¢. Dla a > 0 oraz: € = 0 tor jest okregiem,
le| < am/J? - elipsa, |¢| = am/J? parabola. Dla |e| > am/J? (takze o < 0) tor jest hiperbola.

W fizyce czesto bada sie rozpraszanie, czyli zmiane toru ciata (punktu materialnego), ktore
w odlegtej przesztosci poruszato sie ze stala predkoscig z dala od wszelkich sit i pytamy co
sie stanie w dalekiej przysztosci. Mozliwe przypadki to (a) oddalenie sie od sit ze stala pred-
koScig ale zmienionym kierunku (b) uwiezienie w obszarze sit. Dla sit centralnych zaleznych
tylko od promienia, tj. F' = F(r) sprowadza sie to do analizy przekroju czynnego tj. analizy
zachowania cial poruszajacyh sie w przesztosci (asymptotycznie) z predkoscia v w odleglosci
b od osi zderzenia tj. prostej rownolegtej do v przechodzacej przez srodek. Ciato moze zostaé
uwiezione albo odlecie¢ z predkoscia v’ o tej samej wartosci ale innym kierunku, tworzacym
kat 0 z v. Rozniczkowy przekrdj czynny przekrdj powierzchni prostopadty do osi zderzenia, tj.
do = 2mbdb przypadajacy na jednostke brytowego kata rozproszenia tj. d€) = 27 sin 6d6

do /dSY = |bdb/ sin 0d6)|

Catkowity przekroj na wciagniecie ciala to suma pdl kota i wszystkich pierscieni, z ktorych to
nastepuje, tj.

oo =m(bs+b5—b2+...)
Badanie przekrojow sprowadza sie do znalezienia zaleznosci pomiedzy bi 6 (uwaga: 6 jest zawsze
funkcja b ale nie zawsze réznowartosciowa). W tym celu mozna wykorzysta¢ wzor Bineta,
szukajac miejsc zerowych ¢ funkcji w(¢), uwzgledniajac ze J = mbv oraz b = rsin(¢p — ¢_)
dla duzych r co przektada sie na warunki poczatkowe w(¢_) = 0, w'(¢_) = 1/b. Wtedy

0=m— ¢+ ¢
Bilans energii. W jednym wymiarze ze stalej energii dla sit zachowawczych

E =mi?/2+ V(z)

mozna znalez¢ © = £4/2(E —V)/m i warunek na ruch £ > V. Zmiana znaku nastepuje
wahadlowo w punktach E = V. Stad znajdujemy funkcje t(x)

dx
= i/ V2(E - V)/m



Np. dla oscylatora V = kx?/2 Sita radialna F = F(r)e, jest zachowawcza bo F = —VV dla
V(r) = — [drF(r). Np. dla sity Keplera mamy V = —a/r. Wykorzystujac zachowanie J i
sprowadzajac ruch do ptaszczyzny ry mamy we wspotrzednych biegunowych

E=m(r* + r2¢2)/2 +V(r)=mi?/2+ J22mr? + V(r) = mi?/2 + Vers(r)

2mEJ? = (dr/dg)?/r* + 2mV(r)/J? = (w')?* + w® + 2mV (1 /w)/J?

gdzie uwzglednilismy J = mr2¢ i zdefiniowalismy potencjat efektywny V., = V + J2/2mr2.
Dalsze rozwiazywanie jest zagadnieniem jednowymiarowym

dr
== NECEARIT

a takze

d
b= :I:/ Jdr
r2\/2m(E — Vegy)
przy warunku na ruch £ > V¢;.

Zagadnienie dwoch cial: dwa punkty materialne o masach m; i ms i potozeniach r; i ry
dziataja na siebie sita F'13 = —F'5;. Innych sil nie ma. Wtedy optlaca sie rozdzieli¢ ruch srodka
masy R = (myr;+mars)/(mq +ms) i wzgledny r» = r; — ro. Odwrotnie 7y = R+ mor/(mq +
my) oraz o = R — myr/(m; + msy) Srodek masy porusza sie ruchem jednostajnym, ze staly
predkoscig V. Natomiast ruch wzgledny mozna sprowadzi¢ do jednego ciata rownaniem

MCLZM’};’:Flg

gdzie p = myms/(mi+msy) jest masq zredukowang. Jeslinp. Fi5 = F(r)e, to pelne rozwiazanie
otrzymuje sie z rozwigzania problemu jednego ciata w polu sily radialnej, opisanego wczesniej.

Zagadnienie zmiennej masy. W niektorych problemach mechaniki klasycznej wystepuje
masa zmienna, np. rakieta albo odrzutowiec. Polega to na tym ze cialo (wyrdézniony punkt
materialny) wyrzuca z siebie 7z w czasie mase (powiekszajacy sie, w granicy ciagly, zbior punktow
materialnych). Problem jest w praktyce przyblizany, ignoruje sie zasade zachowania energii
(ktora jest czeSciowo energig ruchu wewnetrznego), za to korzysta z zachowania pedu i masy
catkowitej. Jesli cialo o masie m(t) traci mase w tempie —dm/dt to jego ped zmienia sie
dp/dt = d(mv)/dt = v'dm/dt gdzie v jest predkoscia ciala a v’ predkoscia wyrzucanej masy.
Jesli dziata dodatkowo sita zewnetrzna F' to d(mwv)/dt = v'dm/dt + F.

Wyktad 3

Wiezy: Ograniczenie na ruch. Moga mieé¢ posta¢ rownan lub nieréwnosci na wyrazenia od
polozen, czasu i predkosci. Analize wiezow ograniczymy do réwnan zawierajacych polozenia i
czas a czasem wyjatkowo predkosé w formie liniowej. Przyktadem wiezow jest ruch punktu po
ustalonej powierzchni lub krzywej. Zalozymy takze brak tarcia. Postulujemy ze wiezy w celu
utrzymania ruchu zgodnego z wiezami dzialtaja prostopadle do powierzchni/krzywej. W jezyku
geomertii rézniczowej sita wiezéw o rownaniu f(r) = 0 ma kierunek V f. Jesli sita jest suma
czesci niezaleznej od wiezow, F' i sity wiezoOw, to rownanie ruchu ma postaé

ma— F =\Vf



gdzie A jest liczba wyznaczang z warunku wiezéow f = 0, tzw. mnoznikiem Lagrange’a. Zasada
prostopadtosci wiezdéw jest ogdlniej nazywana zasada d’Alemberta albo zasada zerowej pracy
wiezoéw (jest to postulat!). Do jej napisania musimy sformutowaé klase wiezow, ktore bedziemy
rozwazacé. Przewaznie mamy do czynienia z wiezami holonomicznymi czyli funkcjami potozen
i czasu

filre,...,r,t) =0, j=1.0

Zakladamy niezaleznos¢ wiezéow czyli macierz M;, = 0f;/0r, dla a = 11,12,13,...,n1,n2,n3
ma rzad ¢. Wtedy réownania ruchu punktéw, przy znanych sitach F'; niezaleznych od wiezoéw
wg zasady d’Alemberta maja posta¢ rownan Lagrange’a pierwszego (I) rodzaju

m;a; — Fz = Z )\]Vij
J

gdzie mnozniki Lagrange’a \; wyznacza si¢ z warunkow wiezéw. Sity —\;V f; sa sitami reakc;ji
wiezo6w. Wiezy holonomiczne, niezalezne od czasu nazywamy skleronomicznymi. Niewielka
klasa problemow w praktyce (toczaca sie pitka, moneta, néz, poscig) wymaga wiezoéw nieholo-
nomicznych, tj. zawierajacych predkosci. Ograniczymy sie do funkcji liniowych tj.

Zgij(rl’ e ,T‘n,t) UV = gj(’l"l, . ,T'nat)

ktére mozna przetozyé na formy roézniczkowe

Z%j(rh coy P t) dry = gi(Ty, . Ty, t)dE

Wtedy zasada d’Alemberta daje rownania Lagrange’a I rodzaju
m;a; — Fz = Z )\jVij + Z /fjgij
J J

i do wyznaczenia sa \; oraz k;

Uwaga: Powyzsze wiezy ze wzgledu na znak réwnosci nazywa si¢ dwustronnymi; czasem
wiezy maja posta¢ nierownosci np f(r) > 0 (sa jednostronne) i wtedy gdy zachodzi réwnosé
robimy test czy dalszy ruch przy zatozeniu braku wiezow powoduje ich ztamanie. Jesli tak to
stosujemy rownania Lagrange’a jak dla dwustronnych (sprowadza sie to najczesciej do badania
zwrotu sity reakcji, czyli znaku )\, czy jest na zewnatrz obszaru zabronionego).

Rownania Lagrange’a drugiego (II) rodzaju:

Idea rownan Lagrange’a II rodzaju polega na zastapieniu wszystkich 3n wspoétrzednych dla n
punktow i réwnan wiezow holonomicznych poprzez k = 3n — ¢ zmiennych krzywoliniowych ¢;,
i = 1,...,k, zgodnych z wiezami (paramteryzujacych zbior konfiguracji zgodny z réwnaniami
wiezow). Zatem r; sg funkcjami ¢; i czasu ¢, przy czym réwnania wiezéw sa tozsamosciowo
spetnione dla wszystkich ¢;. Do opisu ruchu wystarcza wtedy funkcje g;(t). W szczegdlnosci

. . am 87"1'
T, = ;q]'a—qj + ot




Energie kinetyczna mozemy wiec zapisac
m; 8”"1' (917 . 8ri a’l"i
Smeen- T (Tage ) (Sog %)

Potraktujemy teraz 1" jako funkcje ¢;, ¢; 1 t. Wtedy

0q;
oraz
d oT or; 0%r; O*r;
Aoy, A Gy, T2 (Z 00,00, aq]at)
a z kolei
oT Pr;,  O0%r,
- = mlri .
Jdq Z (Z 94;4s 0%5%)
Zatem

Z kolei suma rownan Lagrange’a I rodzaju z wagami 0r;/0q; daje
ari arz’ afs
mit; — Fi) - o— = Asz—Vifs=) As7-=0
Sl F)- 5 = S S~ Y

poniewaz wiezy sa spelnione tozsamosciowo.

Jesli sita jest potencjalna tj. F'= —V,;V to rownania ruchu maja posta¢ rownan Lagrange’a
IT rodzaju
d oL 0L
dt 8([] n 8qj

dla L = T — V co nazywamy odtad Lagranzjanem (Lagrangian). Uwaga na wazna roznice:
znak jest przeciwny niz w energii £ = T + V. Rownania (Lagrange’a) sa stuszne takze gdy V'
jest potencjatem zaleznym od czasu i liniowo od predkosci tj. v;, ktéry wywotuje site

P OV doV
o 8’)"1' dt@vz
Jesli
V = ZCi<T1, ...,T‘n,t> . ’I”Z
to

Fyy = 0,Cyp, + Z 714 (01aCiv — 0 Cla)
]

gdzie a i b s3 indeksami sktadowych wektorow.



W przypadku wiezéw mamy
V=C+> Cilar,a)i;
J

gdzie

Traktujac V' jako funkcje g;, ¢; 1 ¢ mamy

ov _a dov
qu 77 dt Oq]

oC,; Or; Ory OCy [ Ory, Ol . Pr; . 9%r;
Z( ot dq Z 94, Ora < T2 8_q3q5> + i (Z 90,00, " agon

oraz
ov OCy Ory, [ Ora Ory . 0%*r; . 0%*r;
e T+, —t
T (Z Ir1a 04, ( T2, q) " (aqjat + 205000
. dov oV
dtdg;  dq;

8CZ 87‘1- 8015, 87% 8rla 87”la . arla arib 8% .
Z( ot g +zl: O (aqj ( ot +28:8_qsq5> e ( ot *Z g, )))
Z 0C; 873 Z 0Cp %f B %r

- ot dq; 4= O \Oq; * Og; "
0C; 81‘z ori or;
— . — F.. 2t
Z ( Zrla ala ib T bCla> aq]) ; ) aqj

Waznym przyktadem sity zalezacej od predkosci jest sita Lornetza. W tym celu korzystamy z
faktu ze pola elektryczne E(r,t) i magnetyczne B(r,t) spelniaja rownania Faradaya V x E =
—0B i Gaussa V - B = 0. Wtedy pole magnetyczne mozna zapisa¢ jako B = V x A a
elektryczne E = —V® — 0, A, gdzie ®(r,t) i A(r,t) sa odpowiednio skalarnym potencjatem
elektrycznym i wektorowym potencjatem magnetycznym. Jesli przyjmiemy V = q(® — A - 7)

to otrzymamy site Lorentza ¢(E + 7 x B) dla punktu o tadunktu g.

W obecnosci wiezéw nieholonomicznych liniowych mozemy zapisa¢ je podstawiajac wspot-

rzedne uogolnione r(q,t), tj.

D 9i(r(a1) Z a’” )= 0ur (0.0 000 = 3 g0 ). - T




zapisane jako
> Gjs(q, t)dg; = gs(q, t)dt

J

Wtedy réwnania Lagrange’a majg postac
d OL
5, Rsljs
dt aqj 8(1] zs: 9
Energia jako wielko$¢ zachowana dla réwnan Lagrange’a.
Mozna sprawdzi¢ ze energia
. OL
E=Y)_ Qo — L
FRG

jest zachowana w czasie gdy L nie zalezy wprost od czasu. Jest to prawda takze dla liniowych
wiez6w nieholonomicznych o ile dodatkowo gs = 0. Mamy bowiem

doL . 0L . 0L
E = E ; Pt § kO =
( Farag, " Yoy, " aq]) et =0

gdzie wykorzystaliSmy réwnanie wiezé6w w ostatnim kroku. Ponadto F = T + V jesli T jest
(dodatnio okreslona) forma kwadratowa od ¢; o wspolczynnikach zaleznych dowolnie od g,
natomiast V' zalezy tylko od g;.

Polozenia rownowagi. Jesli L nie zalezy od czasu znajdujemy f/(q) = —L(q,¢=0). Punk-
tem réwnowagi jest ekstremum V, przy czym rownowaga jest trwata dla minimum (nietrwata
dla maksimum lub punktu siodtowego). Male drgania. Dla rownowagi trwatej w ¢ = 0 (ewen-
tualnie przesuwamy zmienne) rozwijamy Lagrangian

L=y " (Ajsdsds — Bjst;as) + Cotyds

pomijajac stala i wyrazy liniowe w ¢ (z warunku ekstremum nie ma wyrazow liniowych w ¢) i
roOwnania ruchu sg liniowe.
Zasada wariacyjna Hamiltona (zasada najmniejszego dzialania, a Scislej ekstremalnego).

Rownania Lagrange’a II rodzaju mozna takze wyprowadzi¢ w sposob wariacyjny. Dla kazdej

trajektorii g;(t) ustalonej w chwili poczatkowej t = a i koncowej t = b dla b > a, tj. ¢;(a) i
¢;(b) jest ustalone istnieje funkcja zwana dziataniem

b
S[Q] :/ L(Qh-ankana'-'7q'kat)dt

W tym zbiorze trajektorii szukamy takiej, ktora daje ekstermalne dzialanie tj. wariacja (nie-
wielka zmiana) 05 = 0. Tymczasem

b b oL oL AL diq
(55:/6Ldt:/ ( 5 >dt / (— : J)dt
a a ; 9q; b Z L dq; dt
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b
oL d oL oL d oL
= — - — dq;dt — - — dq;dt
/azj:<aqj i 9 > +Z /Z(aqj dt@q)
Ze wzgledu na dowolno$¢ dg; otrzymujemy roéwnania Lagrange a.

Przy okazji wida¢, ze zmiana L o pochodna zupela df /dt dla f(q,t) nie moze zmieni¢
rownan ruchu. Mamy bowiem

L’:L—i-f:L—i-Zaijj-i—atf
J
czyli OL'/0¢; = OL/0¢; + 0; f, zatem
doL" d oL

q o4 dilog, + 0y f + ;(Jlajlf

a z kolei

oL L )
4, = 8_q] + zl:alijZ + 0y, f

czyli strony sa rowne.
Niezmienniczo$¢ wzgledem cechowania (pole elektromagnetyczne). Pola E i B nie zmieniaja
si¢ przy zmianie A - A'= A+ Vf, ® — & — 9,f dla dowolnej funkcji f(r,t). Wtedy

L—L=L+qr Vf+qdf=L+qdf/dt

Wspotrzedna cykliczna: jesli 0L/0q; = 0 to L/0q; jest stata ruchu.
Twierdzenie Noether (Emmy Noether, 1915): Niezmienniczosé¢ dziatania fab Ldt przy (infi-
nitezymalnej — niewielkiej, ¢ — 0) zmianie

t >t =t+€eT(q,t), q; — q}. = q; +€Q;(q, 1)
1 konsekwentnie
q;(t) = q;(t') = .(t —T) +€Q; = q; — ed;T + €Q;

G5 = o = 4y — ed(T)dt + eQ; =

. . 0Q); o7 0Q); . oT
. — ei.T § A Pl J Rl
q; —€q; 1l + ¢ : ( 20 d; 8ql> g+ € ( 5 — g 5 )

powoduje istnienie statej ruchu
oL oL
- L|T=Y 20,
( — 0g; ) — 0g;

Dowo6d: Dzialanie po zmianie ma postac
b+€Tb

b
/ L(g, ¢ 8)dt — L(d. d.¢)dt

a+ely,
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Rozwijajac do wyrazéow rzedu e otrzymamy oprocz fab Ldt wyraz € razy:

0 =T,L(q(b),4(b),b) — TaL(q(a), j(a),a)+

b oL | 0Q; . 0T 99, _ 49T\,
/adt;<8_%<Qj_TQj)+a (W—Jat QJT—FZ(@_qZ—Qja—%)(ﬂ

Z kolei zgodnie z rownaniami Lagrange’a

aoL. . _OL. 0L, OL. (0T <~OT,
dtog " T og; " T 0, T ag, Y \ o : E
oraz
doL oL 20, aQJ
o5, % = 95,9 " 5, ( + Z

czyli po podstawieniu do wczesniejszego rOwnania dosotamemy catki z pochodnych zupelnych,
a wiec

b
L
0= TL(q,4,1) +Z( Q;— aquT)‘

Wazne przyktady: T = 1, Q = 0 oznacza niezmienniczo$¢ w czasie i daje energie (L nie
zalezy wprost od czasu). W pozostatych przykladach T = 0, np. @), = 1 dla ustalonego m lub
Q jesli wspotrzedne sg kartezjanskie, tj. ¢; — q; = (q¢j1, ¢j2, ¢j3), niezmienniczo$¢ translacyjna.
Wtedy mamy ped catkowity tj.

f)q]

Z kolei dla Q; = q;x (niezmienniczo$¢ obrotowa) dostajemy moment pedu
oL
Z q; *
J

Wahadlo matematyczne. Punkt o masie m na nierozciagliwej nici o dtugosci ¢ zawieszony
w jednorodnym polu grawitacyjnym g. Wspoélrzedng niezalezng jest kat od pionu, ¢ (ruch w
jednej plaszczyznie). Wtedy x = fsing, y = lcos¢p, V = —mgy = —mglcosp. v = (6,
T = ml2¢?/2 czyli E = ml?¢*/2 — mglcos ¢. Dla E > mgl mamy ruch obrotowy w jednym
kierunku. Dla F < mg/ jest ruch wahadtowy z warunkiem E+mgf cos ¢ > 0 czyli maksymalny
kat ¢ = « spelnia cosa = —E/mgl. Wtedy okres wahani (4 razy ruch jednokierunkowy od

¢ =0do «a)
¢de

V2(E/m + gRcos ¢)
Zamieniajac zmienne k sin 6 = sin(¢/2) dla 2k* = 1 + E/mgl dostaniemy

w/2
to = 4\/6/9/
0

=4K(k)\/l/g

df
V1 —k2sin®6
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gdzie K (k) jest calka eliptyczna (zupela pierwszego rodzaju), w przyblizeniu 2K /7 = 1 +
k*/4 + .... Uwaga: niektore programy, np. Mathematica, definiuja calke eliptyczna przez
K(m) gdzie m = k2.

Suma prosta: dla L = Ly(qa, a,t) + Ly(q, Go, t) dla niezaleznych zbioréw gu1,qa2,..- oraz
Qb1,Qp2,-.- Ruchy obu zbior6w sa niezalezne i opisywane tylko L, lub L;,. Mozemy sume rozbijaé¢
dalej na zbiory niezalezne o ile to mozliwe.

Uktad dynamiczny Liouville’a (separowalny), L =T — V gdzie

T = %ZQJZ’ V= Z%(%)/U’ U= Zuj(qj)

Na mocy rownan Lagrange’a mamy

doL _doT d

Ea_q] = %8_61] = E(U%‘) = (uj(T+ V) — wj)/U

Zatem, uwzgledniajac ze T'+ V = FE jest energig — stala ruchu,

d, . C /
E(UQJ)Q = 2¢;(u; B — wj) = 2d(Eu; — wj)/dt

dostajemy zatem stala ruchu
(Ug;)?/2 +w; — Euj = ¢;

gdzie c; sg stalymi spelniajacymi Zj c¢; = 0 z zachowania energii. Stad
V2dt)U = ¢;(Euj — w; + ¢;)"2dg; = ds
z €; = £1. Wtedy
S =€j /(Eu] — Wj + Cj)il/qu]'

separuje zmienne g; wigzgc je ze wsp6lng zmienng pomocniczg s. Z kolei czas znajdziemy z

faktu ze
Vot = / Uds

gdzie q; wystepujace w U wyrazamy przez s.
Wyktad 4

Formalizm Hamiltona. Niech ¢; = v; tj. mamy Lagrangian jako funkcje L(q,¢ = v,1).

Wprowadamy pedy uogoélnione
oL 0L

Pi= 30, = a4,
Jesli macierz (symetryczna)
op; 0L
8_Uj N 0v;0v;

Mi':
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jest niezdegenerowana tj. det M # 0 to mozna wyrazi¢ v przez p. Dla realnych ukladow
fizycznych jest dodatnio okreslona tj. L jest wypukta funkcja v. Wtedy mamy L(q,v(p),t) i
nadal stuszne sa rownania Lagrange’a ktore mozna zapisa¢

o

przy czym pochodna czgstkowa po prawej stronie jest przy ustalonych ¢ i jednoznacznie tez
przy ustalonych p. Wprowadzamy funkcje Hamiltona, bedaca przeksztatceniem Legendre’a dla

Lagrangianu
H(q,p,t) ijvj L(g,v,t)

gdzie v sy funkcjami p. Zauwazmy ze

0 oL 0
o = S~ g =

na mocy definicji p;. Z kolei 0L/0q; = —0H/0q; co daje dwa rownania kanoniczne Hamiltona
OH . OH
Pi=—F%7"49%= 75—
! dq;” 7 Op;

W opisie Hamiltona jest kilka wygodnych wtasnosci. Mozemy zdefiniowaé przestrzen fazowg
z punktow (q,p) z miara dqdp a dzieki réwnaniom Hamiltona objetosé¢ przestrzeni fazowej nie
zmienia sie w czasie (jest niescisliwa, uzywaja analogii trojwymiarowej), twierdzenie Liouiville’a

i, apj) ( PH  9°H )
| = - =0
zj: (5% Ip; z]: 9p;0q;  9q;0p;

Ponadto H = E jest energia, zachowana, gdy H lub L nie zalezy jawnie od czasu.
Przydatne sa takze nawiasy Poissona dla funkeji F(q,p,t), G(q,p,t),

oF 0G  0G OF
F = - =77
6 z]: (3%’ dp;  Og; apj)

o wlasnosciach (prosto sprawdzalnych)
{F,G}=—{G,F},{F,F} =0,{A+B,F} ={A, F}+{B,F},{AB,F} ={A, F}B+A{B, F}

oF oF
{ 7q]} apj? { 7p]} aqj

i zmudnie dowodzonej tozsamosci Poissona

{A7 {Bv C}} + {B7 {C’A}} + {C’ {AvB}} =0
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Jesli badamy zachowanie F'(q,p,t) na fizycznej trajektorii ¢(t), p(t), wtedy

dFr  OF oF . oF . oOF
& ot (o )~ e

czyli takie dH/dt = OH |9t = —OL /ot
Twierdzenie Poissona-Jacobiego. Jesli F'(¢,p,t) i G(q,p,t) sa stalymi ruchu na kazdej tra-
jektorii q(t), p(t) wtedy {F, G} takze. Mamy bowiem

{F7{G7H}} +{G7{H7F}} + {H,{F,G}} =0
oraz dF'/dt = dG/dt = 0 czyli
(H,F} = 0,F, {H,G} = 0,G

a z kolei
%{F, G} = ({F.GY, HY + 0{F, G} = —{F, {H,G}} — {G, {F, H}} + {0,F. G} + {F.0,G} = 0

Suma prosta: dla H = H,(qa, Pa,t) + Hp(qs, po, t) dla niezaleznych zbiordw ¢u1,pa1,Ga2,Pa2---
OrazZ (p1,Pu1,qp2,Pe2--- Ruchy obu zbioréw sa niezalezne i opisywane tylko H, lub H,. Mozemy
sume rozbija¢ dalej na zbiory niezalezne o ile to mozliwe.

Uwaga: uktad Liouville’a ma prosty Hamiltonian

H =Y (032 +u)/U

i mozna z rownan Hamiltona ¢; = p; /U i p; = (u;H — w})/U pokazac ze
p]2-/2 +w; —u; H
jest stala ruchu ¢;.

Wyklad 5

Bryta sztywna. W zyciu codziennym bardzo czesto mamy do czynienia z brytami zbudo-
wanymi z punktéw o ustalonych odleglosciach wzajemnych. tj. |r; —r;| (potaczeniach). Sa to
wiezy holonomiczne, skleronomiczne. Czesto jest ich wiecej niz potrzeba z zasady niezalezno-
Sci. Dla zachowania sztywnosci nie musza z kolei by¢ zachowane dla wszystkich par. Wystarczy
aby z odlegltosci zachowanych z zalozenia wynikato zachowanie wszystkich (brak przegubow).
Wtedy konfiguracje bryly sztywnej okresla potozenie jednego wybranego punktu 7o (czesto
bedzie to $rodek masy) i macierzy obrotu O wzgledem uktadu spoczynkowego bryty.

Polozenie kazdego punktu jest wtedy dane

r=ry+ Or
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gdzie T’ jest stalym polozeniem punktu w uktadzie bryly. W trakcie ruchu zmienia si¢ 7¢ i
O. Macierz O ma 3 niezalezne parametry, ale zwykle traktuje sie ja jako ztozenie 3 obrotow,
uzywajac katow Eulera

R cos¢p —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0
O=|sing cos¢p 0 0 cost —sind siny cosy 0
0 0 1 0 sind cos? 0 0 1

Sa to obroty kolejno (od lewej do prawej) o kat ¢ wokol osi z, ¥ wokot x i ¢ wokot z. Wersor
e, = (cos ¢, sin ¢, 0) wyznacza kierunek osi wezlow.

W trakcie ruchu bedzie interesowaé nas predkosé ro = vg i predkosé katowa w powiazana z
macierza Qg = €W, gdzie

Q = (dO/dt)OT = OV OT, O/ = OTdO /dt

oraz w = Ow'. gdzie wielkoéci z primem (') sa w ukladzie bryly. Dla opisu za pomoca katow
Eulera mamy . _ o
w = ¢e, + Ve, + Y0e,

gdzie e, = (0,0, 1), Oe, = (sin ¥ sin ¢, — sin ¥ cos ¢, cos ) i analogicznie
W' = ¢0"e, + Ve, + e,
gdzie OTe, = (sin ) sin 1, sin ¥ cos 1), cos ) oraz e/, = OTe,, = (cos 1, — sin 1), 0)
7Z kolei predko$ci wyrazaja sie

v=T=vy+wXx (r—rgH)

a przyspieszenia
a=v=ap+wXx (r—r9) +wx(wx(r—rgy)

~ N

Wprowadzajac wektory obrocone do uktadu bryly (a nie liczone w nim) Ov
mozemy takze zapisaé
v =vy+w xr

a=ap+w xr+w x (W xr)

Zaktadamy, zgodnie z zasadg akcji i reakcji i d’Alemberta, ze sity na polaczeniach sa cen-
tralne i przeciwnego znaku. Wprowadzajac catkowity ped i moment pedu brylty

P:va,J:ZTXm'U

bedziemy mieli
P=> F(r)=F,J=) rxF(r)=D

gdzie F'(r) sa sitami zewnetrznymi dzialajacymi na punkt r. Do opisu ruchu bryty wystarczy
wiec sita wypadkowa F' i catkowity moment sity D. W ukladzie bryly mamy réwnania Eulera

J+w xJ =D
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Wprowadzimy kilka przydatnych wielkoéci, mase bryly M = S m, Srodek masy R =
ST mr/M i $rodek masy w ukladzie brylty R' = Y mr’'/M. Uwaga: dla cigglego rozkladu
masy zastepujemy Y m przez [ dr'p(r’) gdzie p jest gestoscia masy, czesto staly. Wtedy

P = Mvy+ Mw x (R—1q), P'= Mvy+ Mw' x R’

oraz

J:Zmr X (Vg +w(r — 7))
J = Mr| xv{)+MR’><v0+ZMr6 X (w’xR’)+Zmr’x (W' x 7"

Zauwazmy ze
Zmr’ X (W' x7r')= Zm(r’Qw’ —r'(r W) =T

gdzie wprowadziliSmy tensor momentu bezwtadnosci Io sktadowych
Iy = Z m(r®6a — Tars)

Bedziemy pisa¢ [ (zalezy od r) w ukladzie inercjalnym i I (zalezy od ') w uktadzie bryty.

Tensor ten jest symetryczny, jest wiec diagonalizowalny (ma rzeczywiste wartosci wlasne a z

wektorow wlasnych zbudujemy baze ortonormalna) i dodatnio okreslony (jedna warto$¢ wlasna

zeruje sie tylko dla igly-preta-kija, masy roztozonej na prostej zawierajacej poczatek uktadu).
Energia kinetyczna

T = va2/2 = va’2/2 = Zm|v6 +w' x 7?2

= Mv}/2+ Mvj, - (W' x R) + Zm|w/ x r'|?/2
Przy czym
> mlw x P2 =W Tw! /2 = Iywhw,/2

Przypadki szczegolne. Czesto oplaca sie ustawi¢ poczatek uktadu bryly w §rodku masy co daje
R’ = 0 znaczaco upraszczaja wzory:

P=mV,J=MRxV +lyw, T=MV*2+w-lw)/2

dlaV =R (predkosé srodka masy) a Iy jest momentem bezwladnosci liczonym wzgledem
srodka masy. To samo jest jesli 7o = 0 (staly punkt bryly):

P=MwxR J=Iw T=w-Ilw/2

Takze tensor bezwtadnosci mozna wyrazié I,. Dla bryty przesunietej o d wzgledem srodka
masy mamy twierdzenie Steinera

I =1Io+ M(d*1 — dd), Ly = Ioa + M(d?*6 — dody)

Czesto mamy do czynienia 7z obrotami o statej osi z (ptaski ruch obrotowy). Wtedy do opisu
wystarczy jeden kat ¢ (9 = ¢ = 0) i tylko jedna skladowa I.. = > m(z? + y?) a twierdzenie
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Steinera ma prostsza forme I, = Iy, + Md? gdzie d jest dtugo$cig rzutu d na plaszczyzne zy.
Dla ruchu jednoosiowego wystarczy pisa¢ I = I,,. Pewne bryty (np. jednorodne platonskie:
czworos$cian foremny, szescian, itd. a takze kula i sfera wokol srodka) maja izotropowy tensor
bezwladnosci wzgledem $rodka, tj. wszystkie warto$ci wlasne identyczne, réwne [ i wtedy
I =111lub I, = I8, taki tensor nie zalezy od ukladu.

Osie glowne. Zawsze mozna wybraé tak uktad wspotrzednych bryly aby tensor I byt dia-
gonalny, tj. [ = 13 = I3 = 0 (przez diagonalizacje) Wtedy 1y = I, loo = 1, I33 = I, a
energie bryly mozna zapisa¢ poprzez

pooT, o 2t 2, 2
w-l'w =Lw + Lw, + Lw,

= IL(dsinvsind + J cosy))® + I (¢ costpsin ) — Isin ) + IL(¢ + ¢ cos V)’
Bryly obrotowo symetryczne (walec, stozek, kula i sfera, takze graniastostup i ostrostup prawi-
dlowy) wokot osi z maja I, = I, = I, i wtedy
W T'w' =T (W2 4 w?) 4+ Tw? = I (0 + ¢ sin® 0) + I(¢ + ¢ cos ¥)?

Y

a bryty izotropowe
W Tw' = I(W? + w?’f + W?) = I(9? + $* 4 ) + 2¢¢ cos V)

Wiezy dla bryty sztywnej. Przewaznie bryla nie jest swobodna, ale zawieszona w 1 (ustalone
ro ale dowolne obroty) lub 2 punktach ( ustalone 7y i obrot plaski). Moga by¢ takze bryty
zawieszone jedna na drugiej. Ponadto toczenie bez poslizgu wymaga réwnosci predkosci bryt
w punkcie styku, a powierzchnia bryl musi by¢ gltadka (z doktadnoscia do drobnych nieréw-
nosci zapewniajacych tarcie statyczne). Przewaznie toczenie jest wiezem nieholonomicznym,
ale liniowym (pitka na boisku, moneta na stole). Czasem wiaz jest holonomiczny, kiedy sa 2
(lub wiecej) punkty styku. We wszystkich przypadkach obowiazuje poznana wczesniej zasada
d’Alemberta i réwnania Lagrange’a. Tam gdzie wystarcza wiezy holonomiczne bedziemy sto-
sowali rownania II rodzaju a tam gdzie sg jeszcze nieholonomiczne, uzupelimy je o te wiezy
badz odwolamy sie do ogdlnych réwnan ruchu i sit reake;ji.

Sity tarcia i reakcji. Warunek toczenia wymaga aby (wzajemna) sita w punkcie styku miala
obie sktadowe, prostopadta F'r i rownolegta F'; do powierzchni stycznej, zapewniajac rowne
predkosci. Sktadowa réwnolegla jest tarciem statycznym, spelniajacym warunek Fr < fFg
gdzie f jest statycznym wspoélczynnikiem tarcia. Ztamanie nieréwnosci umozliwia poslizg czyli
niezerowa predkos¢ wzgledng vr. W trakeie poslizgu Fr ma kierunek zgodny w vy (o ile np.
chropowatosé nie wyréznia jakiegos kierunku), ale przeciwny zwrot i wartosé Fr = uFr gdzie u
jest kinetycznym wspoélczynnikiem tarcia mniejszym od f. Wspoétczynniki f i s empiryczne,
zaleza gtownie od materialu. W opisie za pomoca réownani Lagrange’a zwykle przyjmujemy
tarcie statyczne — toczenie bez poslizgu, f = oo, lub §lizganie bez tarcia ;. = 0 a nawet f = 0.

Ruch ptaski. Jedli kazdy punkt bryly, a nawet uktadu bryl, porusza sie z predkoscia stale
prostopadla do ustalonego kierunku, umownie 2. to ruch jest ptaski. Wtedy predko$é¢ katowa
ma staly kierunek w = (0,0, w) = w’, wektor v, tylko sktadowe zy a do opisu obrotu wystarczy
jeden kat Eulera, ¢ (pozostale ¥ = ¢ = 0) przy czym w = ¢. Sily reakcji utrzymujace ruch
ptaski sa w kierunku z. Upraszcza sie takze wzor na

W Tw' = Lw?/2, J, = I.w
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Uwaga: Jesli na bryle nie dzialaja zadne sily zewnetrzne (w tym reakeji) to J jest staly. Ruch
plaski jest wtedy mozliwy tylko gdy w jest stala a takze I,. = I,. = 0, tj. z jest jedng z osi
gltownych (zobaczymy to jeszcze przy analizie baka swobodnego). Inaczej I, i I,. dawalyby
cze$¢ J w plaszezyznie xy, ktora musiataby sie obraca¢ wokoél z z czestoscig w.

Wahadlo fizyczne. Bryta zawieszona w polu grawitacyjnym g na ustalonej osi poziome;j
(prostopadtej go g) Przyjmiemy o$ z a pole g = (g,0,0). Bedzie nas interesowa¢ jedynie
cze$é polozenia Srodka masy w plaszezyznie zy, tj. R, = (R,, R,,0) oraz I = I,,. Dlugosé
R, = d jest stala. Energia potencjalna wynosi —MgR, a kinetyczna [w?/2. Przyjmujac jako
zmienng niezalezng kat R, z osia x jako ¢ mamy L = I¢2/2 + Mgdcos ¢ jest to zagadnienie
rownowazne wahadtu matematycznemu z ¢ = I/Md (czestos¢é malych drgani wynosi \/g/¢)
Jesli mamy mozliwosé zawieszenia bryly na réznych, ale rownoleglych osiach (bryle mozmy
obraca¢ tylko wokot z) to mozemy wykorzysta¢ twierdzenie Steinera I = Iy + Md?, gdzie I
jest momentem bezwtadnosci wokot osi zawierajacej srodka masy. Wtedy ¢ = d+ Ip/Md. Stad
widac ze czestos¢ wahan zalezy tylko od d. Jest ponadto taka sama dla par d; i dy spelniajacych
warunek d; + dy = ¢ a minimalna warto$¢ wynosi ¢,,, = 2d,, dla d = d,, = \/1y/M. Powyzsze
wlasnosci wykorzystuje sie w wahadle rewersyjnym Katera, aby mierzy¢ doktadnie g znajac
jedynie sume dy + dy bez znajomosci [y. Zamieniajac dwa punkty zawieszenia sprawdza sie czy
okres wahan jest ten sam.

Bak (ang. top). Przypadek swobodny. Na bryle nie dzialaja sily zewnetrzne (wypad-
kowo). Eliminujemy ewentualny ruch jednostajny srodka masy przez przejscie do uktadu z nim
zwiazanego. Wtedy J = 0 czyli

J 1w xJ =T +w x'w =0
Ponadto jest zachowany moment pedu J a wiec takze J? = J? oraz energia
T=w-J/2=w TW/2

Niech bryta ma momenty gtowne, I, < I} < I’. Jesli wszystkie sa rowne to mamy ruch o stalej
ale dowolnej predkosci katowej, a przypadek 2 rownych omoéwimy po6zniej. Mamy 2 state ruchu

2T = Iw? + Liw? + Tw?

2 12, 12 12 12 12 12
JU = 1wy + [ w,) + W)

Wektor w’ musi poruszac sie wiec po krzywej (tzw. polhodii) bedacej przecieciem obu elipsoid.
Warunkiem istnienia przeciecia jest

2TI. > J* > 2T,
a eliminujac w,, otrzymujemy
2 2 _ 12
I = I)w? + I(IL = ') = J* = 2T,

przy warunku
2T > I'wW? + ILw?

2 12,12 12, 12
J°>Irw, + [ w;
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Jest to hiperbola bo I7 — I} > 0 > I, — I a w szczegblnym przypadku proste (dla I, = I
lub I = I lub J? = 2TT). Ruch w odbywa si¢ po tzw. herpolhodii, ktora ze statodci J jest
pewna plaszczyzna prostopadta do J bo rzut w - J = 27T jest staly. Ponadto ta plaszczyzna
jest w trakcie ruchu styczna do elipsoidy wyznaczonej przez 27. Polhodia i elipsoida 27 toczy
sie po herpolhodii bez poslizgu. Mamy takze

(2T — Iw2) I — (J? — [w'?) (2T — Tw2) I, — (J2 — IPu?)

22 _ 2 _ Y
“e (I~ 1) e (I~ 1))
czyli
o 2T — T —I(IL— TP, 2TI, —J> = I)(I, — I!)u/?
“e T (I - 1,) e (I, ~ 1)

Przechodzac do réwnan ruchu otrzymujemy réwnania Eulera

Lo, = (I, = Iw,w., Ia ’:(I’—]’) wiwy, Tw, = (I, — I )w,w,

Ze $rodkowego réwnania, wyrazajac w; , przez w, dostajemy

I\ TG = i\/ (271, — J? — I!(I, — I})w?)(J? — 2T 1, — I} (I}, — I )w2)

W, = S AL sin
YV L = 1)
przy «a € [—m/2,7/2] dostajac

NIDARE i\/ OT1! — J2)(I, — I) — (J2 — 2TI,)(I. — I!) sin’ a

a okres obiegu polhodii wynosi

\/ LI
ty =4 LYz K (k)
(TI, — J*)(I, - 1)

Dla J* < 2TI; podstawiamy

(calka eliptyczna) przy
(2T - 1)
QT -1 - 1)

2

Dla J? > 2T'I; podstawiamy

, oTI — J?
w, = — - SIn «
L=

LG = :l:\/(ﬂ —2TI) (I, — It) — (2T1, — J2)(I, — I,) sin® a

a okres obiegu polhodii wynosi

\/ LI
to =4 =Y K (k)
(J2 —2TI) (I, - I)
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przy
<2T[z - JQ)( )

T (2= 2TI )(1/ - 1/)

2

Bak swobodny symetryczny. Jesli I = I} = I # I to rownania Eulera upraszczaje
sie. Przede wszystkim w! = const, co powoduje ze pozostate rownania staja sie liniowe ze stata
czedcig prostopadly W = /w2 + w2, Wektor w' kreci sie wokot osi 2 z czestoseia w, (17 /1] —1)
(precesja). Moze byc dodatnia (ruch przeciwnie do zegara patrzac od strony dodatnich z lub
ujemna — zgodnie z zegarem). Polhodia i herpolhodia sg jednostajnie obieganymi okregami
o stalym wzajemnym nachyleniu. W ukladzie inercjalnym zachowane jest J. Jesli I > I’
to J' jest bliZej osi 2/ niz w' a jesli I < I to dalej. Z kolei rzut w’' na J' jest rowny
2T = I w? + I'w?. Czesto$é precesji w ukladzie inercjalnym bedzie rowna czestosci precesji
nlelnerCJalneJ pomnozonej przez W', /wy gdzie wy jest rzutem w’ na plaszczyzne prostopadla do
J' czyli wy = (I, — I, )w' w,/J. Czestose inercjalnej precesji wynosi wiee J/I.

Bak symetryczny ciezki. Zalozymy I, = I} = I' i polozenie srodka masy na osi 2’ oraz pole
grawitacyjne g = (0,0, —g). Wtedy uzywajac katow Eulera

2T = I' (¢*sin® 0 4+ 0?) + I’ (¢ cos ¥ + )%, V = MgR cos

gdzie R jest odlegloscia srodka masy od punktu zawieszenia. Ze wzgledu na cyklicznosé ¢ i
mamy 2 stale ruchu, oprocze energii,

oT
— =TI'(pcos? +
Py = 20 (o W)
T
Py = g¢—li¢51n ¥ + py cos v

Mozemy za pomoca tych stalych wyeliminowaé ¢ i ¢ zostawiajac tylko 9 w energii
(ps — py cos9)? /21" sin® 0 4 I 9?/2 + MgRcos¥ = E' = F — p5,/21"
Podstawiajac u = cos ¥, & = —U sin 9 mamy
W’ = 2(1 —u?)(E' — MgRu) /I — (py — pyu)* /1T

Prawa strona jest wielomianem sze$ciennym od « ujemnym dla u = £1 przy czym v € [—1, 1].
Zatem bedzie istnie¢ dokltadnie okreslony przedzial [u_,u] w ktorym prawa strona jest dodat-
nia i moze sie odbywaé ruch. Doktadna zaleznos$¢ wu(t) jest znowu wyrazana catka eliptyczna,
chyba ze przedzial jest zaniedywalnie maty.

Zyroskop. Bryla symetryczna, I, = I, = I' ma o$ 2’ ograniczona do ustalonej plaszczyzny
xz 1 staly srodek masy (unieruchomiony np. odpowiednim zawieszeniem). Wtedy ¢ = 0. Niech
dodatkowo caty zyroskop znajduje sie w ukladzie nieinercjalnym, obracajacym sie ze stala
predkoscia katowa €. Dla uproszczenia zatozmy Q = (0,62, 2,) Predkosci katowe zapiszemy
nie w uktadzie bryly ale w uktadzie tworzonym przez osie y,z’ i 2” prostopadla do nich. Mamy
tylko

Wy = 197 w; = ¢
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oraz

Q) = —Q,sind, Q, = Qcos?d
Biora¢ pod uwage catkowita predko$é¢ katowa w + €2 mamy

2T = I' (2 sin® 9 4 (Q, + 9)?) + I(Q. cos 9 + )?

Przy braku innych sit mamy stata ruchu

T .
py/I. = _8 - =+ Q,cosV = w;

oy
Ponadto o7
Dy = 35 I (94 Q)
Zatem

po =110 = I' Q*sin ) cos ) — I'Q.w; sin ¥

co daje mate oscylacje wokol ¥ = 0 z czestoscia

V19 [T, — 02

Przyktady toczenia z wiezami nieholomicznymi. Jednorodna kula lub sfera na stole w
obecnosci innych sit F' dziatajacych na jej srodek masy. Wspolrzedne punktu na stole (z,y) w
ktorym kula styka sie ze stotem oraz ¢, 0, 1 katy Eulera.

mamy

T = %(:ﬁ 2+ hw?)
gdzie k = I/m jest rowne 2R?/5 dla kuli jednorodnej lub 2R?/3 dla powtloki (pilka), natomiast
w? = w? —i—wf, +w? =%+ + 0% + 269 cos f
oraz . . . . . .
wy = 0cos¢ +Ysinbhsing, w, =0singp —Psinbcos ¢, w, = ¢ + 1 cosf
natomiast réwnania wiezéw nieholonomicznych sa
& — Rw, =0, y+ Rw, =0

Z tych rownan wynika takze, ze Rw? = @ + ¢* = v®. Ponadto rownanie Lagrange’a dla ¢
daje zachowanie OL/0¢ = mkw, (bo L nie zalezy od ¢ a wiezy od ¢). Zachowana jest takze

energia E = m(1 + k/R*)v?/2 + mgzr. Uwaga, mogliby$my wprowadzi¢ dodatkowy wiaz braku
wirowania w punkcie styku wokot osi z tj. w, = 0. wtedy jednak

(mnoznik tego wiezu) ale w, = 0 czyli C' = 01 ten wiaz odpada. Pozostale rownania Lagrange’a
maja postac
mi = F, + X\, mj=F,+
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= ¢+ 1pcost —Yfsingd =0
mkd(1) 4+ ¢ cos0)/dt = mk(¢) + ¢ cos — @0 sin @) = AR sin 0 cos ¢ + pR sin 0 sin ¢
mk(0 + ¢n)sinf) = R cos g — ARsin ¢
Z tych réwnan otrzymujemy
mk(w sin @ — ¢0 + ¥f cos 0) = R(Acos ¢ + psin @)
i dalej
mkw, = Rp, mkw, = —RA

Moneta na stole. Koto o promieniu R o symetrii osiowej i momentach I i I, o ostrej
krawedzi moze toczy¢ sie tylko podtuznie. O$ 2’ jest osig monety a z jest prostopadla do
stotu, z,y sa wspotrzednymi punktu styku. Srodek masy ma polozenie z + R cossin ¢,y —
R cos v cos ¢, Rsin

T = %(mz + 9% 4+ R2¢% cos? ¥ + R*0?) + %(192 + ¢?sin® V) + %W + ¢ cos9)?
—l—mR((jﬁ cos V(& cos ¢ + ysin ¢) — ¥ sin Y(&sin ¢ — g cos @))
oraz V = mgRsin¥. Z kolei wiezy na styku majg postac
T — R1/}cosq§ =0=9— R@Z}singzﬁ
lub alternatywnie .
tsing —ycosp =0=xcos¢+ ysing — Ry
Energia T'+ V jest zachowana bo wiezy nie maja wyrazu wolnego (bez predkosci). Mamy

T . .
Py = g— =mi + mR(¢cost cosd — I sin v sin ¢)
%

Py = gz =my + mR(¢cosz931ngz5 + 19811119COS¢)
Py = gf; = mR2p cos® 0 + I' psin® 0 + I’ cos (¢ + ¢ cos ¥) + mR cos ¥(i cos ¢ + ¢ sin )
= I ¢sin® 9 + (mR? + I) cos ¥(¢) + d cos )
Dy = g?; (mR* + ]L)ﬁ mRsin (i sin ¢ — 9 cos @) = (mR* + ]l)z?
Py = gi = I’(zﬁ + ¢cosz9)

oraz rOwnania Lagrange’a
Py = Asing + Bcos¢, p, = —Acos¢ + Bsing, py, = —BR

orT

Dy = % =mR(— ﬁsinﬁ(jﬁ cos ¢ + ysin @) — q'ﬁcosq?(i’ sing — g cos @) = —mR*d sin 9
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(T -V)
oY
+mR(0 cos V(& sin ¢ — 5 cos ¢) — dsin (i cos ¢ + 3 sin ¢)) — mgR cos
= I' $*sin ) cos ¥ — (mR% + I)¢sin I(1) + ¢ cos ¥) — mgR cos ¥V

Dy = = (I, = mR®)¢*sin v cos ) — I'¢sin9(¢) 4 ¢ cos )

Wprowadzmy oznaczenia p; = p, sin ¢ — p, cos @, pa = Py cos ¢ + p, sin ¢. Wtedy
pr = mRUsind, py = mR(¥ + dcos¥) = mRpy/I.
oraz ‘ .
P1 = (P2 Sin @ — P, cos @) + padp = A + pag
P2 = (Pzcos ¢ + Py sin @) —p1o =B —pid=—pio —py/R
Zbierajac to razem
Py = I sin® 9 + (1+mR*/I)py cosd, py = (mR* + 1)V
Dy = —mR*)i sin ¥
(mR? + I' )9 = pg = I' ¢* sin cos ¥ — (1 + mR?/I.)pyésin® — mgR cos ¥
(1+mR*/I)py, = —Rp1d = —mR*$ sin ¥
I' ($sin®d + 240 cos ¥) = —py?)
Natomiast
1+mR2/I. , I+ mRQQQ2
o1, v 2

W ogoélnoscei ruch monety jest dosé chaotyczny i wrazliwy na warunki poczatkowe.

T —

I .
+ ?gﬁQ sin? ¥

Wyklad 6

Szczegblna teoria wzglednosci. Idea szczegoélnej teorii wzglednosci polega na narzuceniu wa-
runku niezmiennosci praw ruchu dla pewnych przeksztatcen czasu i przestrzeni. Wspo6lna cecha
tych przeksztaten jest stata predko$¢ $wiatta, ale nie trzeba od tego warunku zaczynaé. W
konstrukeji teorii wzglednosci istotng role odegraly nie tylko wazne do$wiadczenia np. ekspery-
ment Michelsona-Morley’a czy 19.-wiecznie badania aberracji $wiatta gwiazdowego, ale wtasnie
spojny zapis matematyczny. Trzeba tez pamietac ze szczegolna teoria wzglednosci zostata poz-
niej zastapiona przez ogdlna, gdzie predkos¢ Swiatta jest zasadniczo umowna, a takze ze nie
wynikaja z niej konkretne rownania ruchu (takie jak Newtona) a jedynie wazne ograniczenia.
Tym samym shuszno$é szczegoblnej, ale i ogélnej teorii wzglednosci jest zawsze powigzana z
konkretnym modelem dynamiki (klasycznej, kwantowej lub innej zupelnie abstrakcyjnej) i jej
do$wiadczalng weryfikacja.

Zbudujemy klase przeksztalcen czasu i przestrzeni (czasoprzestrzeni) speiniajacych okre-
Slone warunki wzgledno$ci. Przeksztalcenia te mozna rozumieé jako zmiane uktadu odniesienia,
podobnie jak robilismy to dla obrotéw lub transformacji Galileusza. Dla uproszczenia przestrzein
zredukujemy do 1 wymiaru (pézniej pokazemy ze wiecej wymiaréw niewiele zmienia). Mamy
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Rysunek 2: Osie transformacji Lorentza od uktadu U’ (czerwony) do U (niebieski). Ruch
Swiatla (zielony) nie zalezy od uktadu. Obszar przyczynowy zotty.

wiec przeksztalcenia (t',2") — (¢, z) przeprowadzajace odpowiednio czas i potozenie (jednowy-
miarowe) w ukladzie U’ do czasu i polozenia w ukladzie U. Zalozymy ze przeksztalcenie jest
liniowe t;j.

t=At + Ba', x = Ex' + Dt/

gdzie A, B,C, D sa stalymi zalezacymi tylko od przyjetych uktadéow U’ i U. Punkt (¢,0)
przechodzi na (t,z) = (At', Dt') wiec U’ porusza sie wzgledem U z predkoscia x/t = v = D/A.
Analogicznie na (t,0) przechodzi (¢, 2') = (Et/(AE—BD),tD/(BD— AFE)) wigc U porusza si¢
wzgledem U’ z predkoscia o' /t' = v = —D/E. Zalozymy wzajemna wzglednosé¢ czyli v = —v i
wtedy A = E. Zalozymy takze ze transformacja zalezy wylacznie od v i podlega sktadaniu co

w istocie oznacza ze
A BY a b
D A) TP g 4

gdzie a, b, d sa stalymi niezaleznymi od v natomiast w(v) jest pewna funkcja taka ze w(0) =0
(ten sam uklad). Dla bardzo matych predkosci v mozemy to rozwina¢ liniowo A = 1 + aw,
B =bw, D = dw. W takim razie v = dw w przyblizeniu liniowym. Mozemy przeskalowa¢ w tak
aby d = 1. Przyjmiemy ze transformacja nie wyréznia kierunku predkosci we wspotczynniku
A do daje a = 0. Zostal nam tylko jeden wolny parametr b ktéry moze by¢ dodatni lub
ujemny. Ujemny daje zwykle obroty co odrzucamy bo chcemy mieé¢ przyczynowosé tj. A > 0
dla kazdego v (zaktadamy ze czas plynie do przodu, nawet jesli przeskalowany). Natomiast dla
b > 0 przyjmiemy b = 1/c* gdzie ¢ jest pewna (stala) predkoscia. Oczywiscie teraz juz mozemy
przyjaé ze jest to predkosé $wiatta i jest zachowana w kazdym uktadzie.

Mozemy tez zapisa¢ przeksztalcenie w formie transformacji Lorentza

1

t=~(t' +va'/c?), x =y +ot'), v =
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Przechodzac do 3 wymiaréw przestrzennych wprowadzimy ogélng notacje pochodzaca od

Einsteina i Lorentza. Czteropotozenie 2° = ct (czas przeskalowany przez c), z! = x, 2? =y,

23 = 2 (polozenie w przestrzeni 3-wymiarowej). Tensor metryczny

1 0 0 0
. o =1 0 o
9=1o o -1 o0

00 0 -1

Indeksy gorne i dolne (litery greckie) z* (te zdefiniowaliSmy), z,, (beda troche inne)

+1 dlap=v=0
Jw=9g"=4q -1 dlap=v=123
0 dlapu#v

konwencja sumacyjna

3 3
A-B=A'B,=> A'B,=A,B"=> A,B"
n=0

n=0

(zawsze pary wskaznikow) i wtedy
Ty = G’

czyli 79 = 2°, 1 = —a, 29 = —2?, 13 = —23. Dla odréznienia bedziemy pisaé czterowektory
czcionka zwykla, a stare przestrzenne trojwymiarowe pogrubiona

xr = (xo,xl,xz,xz) = (xo,a:), ry=2%"—-x-y

gdzie © -y = z'yt + 2%? + x3g3 jest starym iloczynem skalarnym. Ogolne przeksztalcenia
Lorentza majg posta¢ macierzy A takich ze

ot = AR g
zachowujace interwatl czyli
-z =2y, =(2") — (") = (2*)* = (@) = — (P + P+ ) =2, =2 o
lub macierzowo ATgA = § lub wskaznikowo
Aau Aﬁyg“” — gaﬂ

Uwaga: Ogolnie te warunki dopuszczajg takze odbicie czasu 2° = —2'° i calej czasoprzestrzeni
x# = —a'". Aby pozosta¢ w grupie tradycyjnych przeksztalen zastrzezemy A%, > 0 oraz
det A = +1. W ten sposéb mamy tradycyjne transformacje Lorentza w dowolnym kierunku
v — v (jesli v = (v,0,0) to y = ¢/, 2 = 2/ i ogdlnie nie zmieniaja sie wspohrzedne prostopadte
do v), obroty bez zmiany czasu i ich kombinacje. Jest to tzw. grupa SO*(1,3) albo wlasciwa
grupa Lorentza.
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Transformacje (grupe) Lorentza mozna wyprowadzié tez z liniowosci i statosci predkosci
Swiatta w dowolnym kierunku. Zalozmy ze 2’ - 2’ = 0 (ruch z predkoscia $wiatta) implikuje
x - x = 0 (nadal ruch predkoscia $wiatta). Z czesciowej dowolnosci 2’ wynika

ATGA = N\

gdzie \ jest pewnym czynnikiem. Obliczajac wyznacznik dostaniemy \* = det? A. Widaé ze
mozemy kazda A roztozy¢ na wlasciwa tj. det A = 1 i pewnien globalny czynnik. Poniewaz
ow czynnik musialby albo by¢ niezalezny od predkosci albo wyréznia¢ jakis kierunek (np. A =
exp(a - v)), pominiemy go z zalozenia. Uwaga: w ogolnej teorii wzglednosci mozna dopusci¢
A # 1, jednak powoduje to globalne proporcjonalne przeskalowanie calej przestrzeni, ujete np.
w tzw. stalej kosmologicznej.

Dylatacja czasu: W uktadzie U’ czas plynie wolniej tj. ¢t = vt'. Skrocenie Lorentza. Obiekt
spoczywajacy w U’ o dltugosci L' (wzdtuz kierunku predkosci wzglednej) ma w U dtugosé L'/
bowiem stosujemy warunek ¢t = 0 w U. Sktadanie predkoséi. Niech U’ porusza sie z predkoscia
v = (v,0,0) wzgledem U. Jesli w U’ obiekt porusza sie z predkoscia V' = (V,V,,V]) to
o' = (ct', V', VU, V') czyli

t=ty(14+0V)/P), e =t'y(V]+v), y=Vjt', 2=Vt
to w ukladzie U porusza sie z predkoscia V = (V,,V,,V2)

x V!t y V, /v _z_ Viv

‘/;::—:—7 =
t 140V Y

t 1oVl Tt 1oV

Efekt Dopplera: Jesli w uktadzie U’ poruszajacym sie z predkoscia v = (v,0,0) wzgledem U
porusza si¢ fala z predkoscia swiatla o czestosci w w tym samym kierunku to funkcja falowa
ma postaé cos(w'(t' — 2'/c)) W uktadzie U ta funkcja ma postac

cos(w'y(t — xv/c® — (z —tv)/c) = cos(W'y(1 +v/c)(t — x/c))
co oznacza ze w U fala ma czestotliwosé

c+v
c—v

w=uwy(l+v/c)=u

Relatywistyczny punkt materialny. Punkt ma pewng trajektorie w czasoprzestrzeni x(§) =
(2°(8), 21 (&), 2%(£), 23(€)) dla parametru rzeczywistego £. Aby moc analizowaé ruch zgodnie z
teorig wzglednosci lokalnie wzdtuz trajektorii, nie mozemy wybraé t = £. Rowniez dlugosé (ele-
ment dtugosci) trajektorii \/(dz%)? + (dz')? + (dx?)? + (da3)? nie spetnia wymogu niezmienni-
czosci. Naturalnym odpowiednikiem relatywistycznym dtugosci jest infinitezymalny interwat
(ds)? = dx - dx. Przy tym zalozymy czas plynie dodatnio a chwilowa predkos$é¢ punktu = dx/dt
nie przekracza c co do wartosci. Wtedy mozemy zdefiniowa¢ rézniczkowy czas wtasny

dr =Vdx -dx/c

_ [d§ |dr dx
T_/7\/d_£'d_£
8

2
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Jesli patrzymy na ruch punktu w ustalonym uktadzie U to mozemy uzy¢ chwilowej predkosci

punktu (w tym uktadzie)
o — de/d{  dx
o odt/d¢  dt

i mozemy uzy¢ juz parametryzacji przez t (czas w U) Wtedy dr = dt/1 — v?/c? lub

r= [ayi=je

W tym zapisie nie widaé¢ jawnie niezmienniczo$ci 7 poniewaz ustaliSmy pewien uktad U. Czas
wlasny jest w praktyce czasem mierzonym przez zegar podazajacy wraz z punktem. Poniewaz
sam jest wielkoécig niezalezna od ukladu (niezmiennicza), moze by¢ parametrem trajektorii i
daje nowy czterowektor, predkos¢ wlasna u = dz/dr. Uwaga: predkos¢ wlasna spelia warunek

u-u=c? a wiec
uw = Ve +u-u=cy(v)

Zauwazmy tez ze

u = y(v)v
Masa, ped i energia. Dla danego punktu zapostulujemy dodatni parametr niezmienniczy m,
mase (spoczynkowa) i czteroped p = mu gdzie

p =mu = y(v)mv
bedzie utozsamimy z pedem przestrzennym natomiast
P’ = E/c=mecy
gdzie E utozsamimy z energig. Gdy v = 0 to £ = mc?. Dla malych predko$ci mamy
E ~mc® + mv*/2

zgodnie z teorig Newtona. Poniewaz oddzialywania na odlegtos¢ bytyby sprzeczne z relatywi-
styczng niezmienniczoscig, to nie mozemy automatycznie przenies¢ zasad dynamiki Newtona
do teorii wzglednosci. Istotnymi zasadami stusznymi nadal w relatywistyce jest zachowanie
catkowitego pedu i energii czyli czteropedu. Jesli mamy uktad punktéw materialnych o pedach
D1, P2,... to zachowany jest catkowity czteroped

P=>p
j

Zasady te mozna wykorzysta¢ do badania np. punktowych zderzen (punkty trafiaja w siebie
doktadnie). Mamy takze p - p = m?c? czyli E = /m2c* + c2|p|2. Punkty o zerowej masie
spoczynkowej m = 0 takze moga mie¢ ped i energie, ale muszg porusza¢ sie z predkoscia
Swiatta, tj. |v| = c a takze p = vE/c* oraz E = c|p|.

Z kolei do badania ruchu w polu sit zewnetrznych podejdziemy konstruujac réwnania La-
grange’a. Formalizm Lagrange’a jest akceptowalny w teorii wzglednosci gdyz zasada wariacyjna
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Hamiltona musi dawac te sama trajektorie w kazdym uktadzie odniesienia. Do niezmienniczosci
wystarczy niezmienniczos¢é dzialania czyli catki

/ dtL(zx,v,t)
Wida¢ ze w tej formie jest wyrdzniony jakis uklad odniesienia. Dlatego najpierw uogélnimy
zasade wariacyjna Hamiltona na przypadek dowolnej parametryzacji trajektorii z(§), w tym

czasu. Tym samym bedziemy mieli 4 (polozenie i czas) a nie 3 (samo polozenie) wspotrzedne
i 4 (a nie 3) predkosci dz/d¢. Uogodlniony Lagrangian £ i dzialanie ma posta¢

/dﬁﬁ(m,dm/df =1,§)

W zasadzie wariacyjnej ustalone bedzie cate poczatkowe i konicowe czteropotozenie. Mamy wiec

v=b broc oL b oL oL dox"
= ! = —_ H —oxt = a0 : By
O 5/3; dfﬁ(xw%af) /a‘ (ax“é‘x + axuéx ) df /aj (81’#61: + ax.“‘ d€ ) dg

broL d oL oL b broL  d oL
= _— H —_— H p— -_— — H
/a ( )5x ¢ + aj;u(sx ) /a <8m“ df@x’“) datdg
oL  d oL

ozt d& Ozt
dxr — dE ik

co daje

Oczekujemy formy
[ detieig

gdzie £ zawiera funkcje od niezmiennikéow tj. -, x -2 i x - . Ewentualnie £ moze zalezeé¢
od potencjatow zewnetrznych ale takze w sposéb niezmienniczy. Zauwazmy ze jesli tylko £ nie
zalezy wprost od & (a jedynie od x i &), co jest naturalne, to mamy zachowana wielkos¢

oL
w0k .
i+
Potencjal skalarny V(x) lub czteropotencjal A(z) = (A% A). Zapostulujemy postac

L=—-meVi-i—qi-Alx)

gdzie g jest tadunkiem punktu (niezmienniczym), A° = ®/c gdzie ® jest potencjalem elek-
trostatycznym a A jest wektorowym potencjatem magnetycznym. Przypomnijmy tez ze E =
—Vo—-0,A, B=V x A. W tym przypadku wspomniana wielko$¢ zachowana tozsamosciowo
sie zeruje, ale tez posta¢ dzialania nie zmieni si¢ gdy dowolnie przeskalujemy &, tj. zastapimy
przez & (€) (dowolna funkcje monotoniczng). Pole elektryczne mozna tez zapisa¢ za pomoca
tensora pola F), = d,A, — 0,A, = —F,, (antysymetrycznego) gdzie

0

B Qe
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Wtedy
0 E,/c E,/c E,/c

-E,/Jc 0 —-B, B,

—E,/c B, 0 —-B,

—-E./c -B, B, 0

dla E = (E,,E,,E.), B=(B,, By, B.), tj. Fo1 = E,/c=—F, Fy = B, = —F}5 itd.
Wyprowadzimy réwnania ruchu korzystajac z rownan Lagrange’a II rodzaju. Dlatego row-

nania wyprowadzimy w okeslonym uktadzie odniesienia, ale zobaczymy ze nadal majg forme
niezmiennicza. Mamy

Ew -

oL mcx
% iz ¥
czyli _
%\7% + it 0, A, = —% = 0,4,
czyli .
d mca* g,

Vi@
Wybierajac £ = 7 dostaniemy
mit = qi, F*

natomiast dla £ = ¢

p=q(E+vxB)

oraz I/ = qE-v czyli zmiane energii wywoluje praca pola elektrycznego. Gdyby$my wprowadzili
ogoblniejsza postaé
L=f(&-3)—qt-A

to or
e 2z, — qA,
czyli réwnania ruchu sa
—%(Qx'“f') = qi,F"

ale jednoczesnie mamy wielko$é zachowang
2t -af — f=C

bedzie to spelnione dla f = M+/& -4 — C ale to juz znamy (stala C jest nieistotna). Druga
mozliwos$é to state & - . 7Z antysymetrii F' wynika

Rozktadajac lewa strone dostaniemy
(f" +2(& - &) f")d(d - &)/d§ = 0
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czyli faktycznie f = M4 - & — C lub state & - & = R co oznacza takze cr = RY2¢. W drugim
przypadku réwnania ruchu pozostana takie same jedli 2f'(R) = —mcR™Y2 np. dla R = ¢?
wystarczy f = —mi - 1 /2

Jesli wrocimy do wersji tradycyjnej L(x, v = &,t) to w istocie t = £ i wtedy mamy

L=-mc/y—q®+qu-A

przy v = (1 — |[v|?/c?)~'/2. Wtedy otrzymamy te same réwnania ruchu co wezeéniej, mimo ze
nie wida¢ jawnie niezmienniczoSci. Mozemy takze otrzymaé pedy uogdlnione

p=myv+ ¢A

oraz hamiltonian

H = /m2c* + c2|p — qA|? + ¢®

Taki brak jawnej niezmienniczosci utrudnia tworzenie ogdélniejszych modeli dynamiki zgodnej
7 teoria wzglednosci.

Wyklad 7

Mechanika o$rodkéw ciggtych. Hydrodynamika. Uktad wielu punktéw materialnych zastapimy
ciagltym ich rozktadem. Mamy gestos¢ masy p(r,t) (rzeczywista, dodatnia funkcja czasu t i
przestrzennego potozenia r = (z,y,z) = (ry,re,r3), oraz lokalna predkos¢ v(r,t). Nie roz-
partujemy tutaj teorii wzglednosci (jest to mozliwe, ale duzo trudniejsze). W zwigzku z tym
zalozymy zasade zachowania masy. Jesli ustalimy pewna objetosé (wirtualnie) V' to zawarta w
nie masa (w danym momencie)

My (t) = / 4V p(v,t)

moze zmienia¢ sie¢ tylko poprzez przeptyw przez powierzchnie, tj.

My = — }{p(r,t)'v(r,t) -dS

gdzie dS jest elementem powierzchni skierowanym na zewnattrz bryly. Doktadniej dS = r, X
ry,dudv jesli bryla jest opisywana r(u,v,h), h € [0,1] a jej powierzchnia ma h = 1. r, =
Oyr = 0r /0, itd. oraz jakobian J = [r,,r,, 7] > 0 Na mocy twierdzenia Gaussa otrzymujemy
rozniczkowe roéwnanie cigglosci
Op+V-(vp)=0

gdzie V = (01, 02, 03) = (0, 0y, 0,) jest wektorowym operatorem rézniczkowania, w tym przy-
padku dywergencja. Jesli p jest state (nigdy nie jest tak doktadnie, patrz np. predkosé¢ dzwieku)
to V-v = 0. Z kolei réwnania dynamiki Newtona oznaczaja ze ped w danej objetosci tj.

Py(t) = /de'v

takze moze zmieniaé sie tylko przez przeplyw przez powierzchnie, tj.

PV:—]{ds-ﬂ(r,tH/de(r,t)
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gdzie II jest tensorem napie¢ (macierz 3 x 3) o sktadowych IL;; czyli
-Pi,V = dejHﬂ(r,t) —f-/del(’I“,t)

Tu i dalej stosujemy konwencje¢ sumacyjng a;b; = Zj’:l a;b;, natomiast f oznacza gestosc¢ sit

zewnetrznych. Na mocy twierdzenia Gaussa dostajemy roéwnanie rézniczkowe
d,(pv) = -V -+ f

albo na sktadowych
Oi(pvi) = =01l + f;

Moment pedu w danej objetosci jest dany

JV—/de(r,t) —/dV(rx'up)

a jednoczesnie R
Oj=-rx (V- II)+rx§f
lub
OvJi = —€ia"1kO0m 1Ly + €iri fi = —Om(€rarillog) + €Il + €imre fi

a wiec

ji,V = — f ASmeirrill + /dVGikl(fl + Ix)

Zalozymy ze sily wewnatrz plynu sa centralne czyli moment pedu zmienia sie jedynie pod
wplywem sit zewnetrznych f 1 przeplywéow odpowiadajacych catkom powierzchniowym. Mo-
zemy podzieli¢ Il na czeSC symetryczna, o, = 11+ 117 i antysymetryczna oI, = II — II7.
Dla symetrycznej jest spetnione €pllys = 0 a antysymetryczna musiataby przyjaé¢ postac
10 = €ikiOmbm; z pewnym kolejnym tensorem b. Przyjmiemy ze b=0.

Plyn idealny. Jest opisywany jedynie przez ci$nienie p(7,t) > 0

11 = pi + pow, I1;; = pds;+|rhov;v;

Zatozymy takze ze ci$nienie jest funkcja gestosci tj. p = p(p). Wymaga to zalozenia adiabatycz-
nosci tj. stalej entropii na jednostke masy, s. Wazne: w rzeczywistosci nawet w rownowadze
cisnienie zalezy od s tj. p = p(p, s) a zatem rozpatrujemy przypadek kiedy s jest stale w calej
dostepnej przestrzeni i czasie. Zaniedbujemy takze (na razie) procesy nier6wnowagowe, lepkosé
i przeptyw ciepla.

Zastosowania: Rownanie Bernoulliego. Wprowadzimy entalpie na jednostke masy

= /dp/p

co jest dobrze zdefiniowane, bo zakltadamy ze p i p sa wzajemnymi funkcjami. Zalézmy takze
potencjal grawitacyjny ® tj. f = —pVP. Wtedy otrzymujemy réwnanie na predkoscé

v+ (v-V)v=-V(w+ D)
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co mozna przepisa¢ w postaci
v —vx (Vxv)=-V(w+®+0°/2)
Dla przeplywow stacjonarnych (niezaleznych od czasu) mamy wtedy
w+ ® +v*/2 = const

wzdhuz linii przepltywu tj. krzywej stycznej do v.

Rownowaga w polu grawitacyjnym g = (0,0, —¢g). Na mocy réwnania Bernoulliego w + gz
jest stale, a kolei adiabatycznie p = Ap? gdzie v jest stalym wykladnikem (y = 7/5 dla
powietrza — gazu czasteczek 2-atomowych). co daje w = yp/p(y—1) (w = Tp/2p dla powietrza).
Z rownania gazu doskonalego p/p = kgT/m gdzie kg jest stala Boltzmanna (okreslona w
uktadzie ST) a m masa pojedynczej czasteczki. Wtedy temperatura maleje liniowo z wysokoscia.

Ruch stacjonarny ze stala predkoscia katowa w = (0,0, w). Wtedy v = w X r = w(—y, x,0)
co daje state w + @ — w(z? + y?)/2.

Predkosé dzwicku. Zalézmy falowe zaburzenie p = pg + o/, p/ < po, v < p/p. p =
Aexp(i(kz —wt)) v = e vgexp(i(kz — wt) Wtedy

—iwA + vgikpy = 0, —iwvepe + (dp/dp)ikA =0

czyli predkosé
c=w/k=+/dp/dp

jgdzie dp/dp jest $cisliwoscia adiabatyczna.
Nieciggtos¢. Szczegolny przypadek ptynu idealnego v = (v(x,t),0,0), ruch w jednym wy-

miarze
vz/cdp/pz/dp/c,o,

Wtedy funkcja z(p, t) odwrotna do p(z,t) ma wlasnosé
O = c+v, © = 2(p, 0) + t(c+v)

Przy odpowiednich warunkach poczatkowych d,x zmieni znak (np. p(x,0) = A+ Btan(z/a))
czyli rozwiazanie przestanie istnie¢ (straci ciagltosé).

Ciecz lepka. Rezygnujemy z warunku adiabatyczno$ci ale wprowadzamy dodatnia lepkosé
Scinania 7 1 1 objetosciowa (. Teraz

Hij = p(sij —+ pUin — Uij

gdzie
Uij = n(aﬂ}j + @vi — 25w8kvk/3) + Céz-jﬁkvk

Aby zamknaé¢ uklad rownan musimy uzupelnié ewolucja entropii na jednostke masy s(r,t)
Oy(ps) +V - (vps) = 0,;0,0; /T +V - (kVT)/T

gdzie T'(r,t) jest temperatura a k > 0 jest wspotczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Sposrod
wielkosci p, p, s, T zawsze 2 sa niezalezne (i nie zaleza od v) a pozostate wyznaczamy z wtasnosci
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rownowagowych plynu (potrzeba do tego fizyki statystycznej). Wspolezynniki 0, ¢, k czesto
przyjmuje sie state badz zalezne od T'i p (lub s i p). Dla gazu doskonatego ¢ = 0. Mozemy
pominac¢ ¢ takze dla cieczy niescisliwej, oprocz dyskusji zaniku fal dzwiekowych.

Sa to tzw. réwnania Naviera-Stokesa. Do tej pory nie udowodniono w ogélnym przypadku
istnienia ich globalnego rozwigzania.

Teoria sprezystosci. W odréznieniu od ptynu ciato sprezyste stara sie utrzymywac state od-
legtosci pomiedzy punktami. Statyke i dynamike okreséla wtedy Przesuniecie wzgledne punktow.
Zakladamy, ze mozemy kazdy punkt ciala moze sie przesuna¢, tj. r przesuwa sie do r’. Ist-
nieje zatem funkcja, pole wektorowe 7/'(r,t). Pewne przesuniecia dopuszczalne, ale nieistotne
z punktu widzenia sprezystosci, tj. obroty i przesuniecia, takie same dla wszystkich punk-
tow. Zalozymy takze ze przesuniecia sa niewielkie, czyli wprowadzimy przesuniecie wzgledne
u(r) = v’ — r. Przesuniecia powoduja powstanie energii potencjalnej V[u| (jest to formalnie
funkcjonal czyli funkcja od funkeji). W najprostrzym przypadku ciala izotropowego o energii
decyduje tensor 3 x 3 pochodnych

Ou;
G _ b,
87”]' J
Zalozymy oczywiscie, ze V[0] = 0 czyli brak przesunie¢ zeruje energie. Energia potencjalna

w przypadku liniowym powinna by¢ dodatnia formg kwadratowa od powyzszych pochodnych.
Zaktadajac ze bryla jest izotropowa (nie ma wyréznionych kierunkow), jedyna mozliwa postaé
to

gdzie A, B > 0 to tzw. wspélczynniki Lamé i stosujemy konwencja sumacyjng. Uwaga: teore-
tycznie dopuszczalny bytby trzeci wyraz

(@uj — (%uz)(@lu] — @uz)

ale oznaczalby niezerowa energie przy obrotach wiec jest wykluczony.
Zastosowanie. Proste rozciaganie. Zalozmy ze cialo rozciggamy liniowo tj. u = (zo, y/3, 27).
Wtedy energia jest dana

(44/9)[(20 = B =) + (28 —a =)+ (2y —a = B)’] + Bla + B +7)

razy pierwotna objetos¢. Ustalmy « (np. jest to kierunek w ktorym trzymamy ciato za korice)
i szukamy takich (i v ktoére daja najnizsza energie. Z réwnan
(44/3)(28 —a =)+ Bla+B8+7) =0, (44/3)2y—a—B)+ Bla+ S +7) =0,

dostajemy = v = —ao gdzie

3B —4A

o= ——

65 +4A
jest liczbg Poissona, spehijaca o € [—1,1/2]. Wiekszos¢ materiatéow ma o > 0 np. guma 1/2,
korek 0. Ujemne o maja tzw. auksetyki (np. specjalne pianki).

Po wstawieniu 3 i v energia bedzie réwna Ea?/2 razy objetosé gdzie

_ 36AB
" 2A+ 3B
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jest modutem Younga (proporcjonalnos¢ sity do rozciagniecia). Odwrotnie A = E/8(1 + o),
B = FE/6(1 — 20) Dynamika. Energia kinetyczna

T / dr p(r)| O/t
gdzie p jest gestoscia masy. Dalej stosujemy zwykte rownania Netwona lub Lagrange’a co daje
pOiui(r,t) = =6V /du;(r, t)

Po prawej stronie wystepuje tzw. pochodna funkcjonalna, tj. rézniczkujemy funkcjonat Vu]
po wartosciach u (mozna dla tatwiejszego zrozumienia tej konstrukeji zastapi¢ ciggte r przez
rownomierny rozktad punktow i a pochodne przez ilorazy réznic). Wtedy

pOiu = 4AAu + (2B 4+ 4A/3)V(V - u)

lub

© Aus e
—Au

2(1+o0) 2(1+0)(1 —20)
gdzie A = V-V to laplasjan. Zastosowanie. Dzwiek. Mamy dwa rodzaje fal dZzwiekowych. Po-
dtuzne np. u = e**~®!(q, 0, 0) i poprzeczne np. u = ¢**~%(0, 3,0). Predkosé¢ fal podtuznych
i poprzecznych cp/p = w/k,

pOiu = V(V - u)

cr = /(2B +164/3)/p = /(1 — 0)E/(1 + 0)(1 — 20)p, cr = \/4A/p = \/E/2(1 + o)

czyli ¢, > /4/3cr ajesli o > 0 to ¢ > V2er.
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