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Zadanie 1.

Cz¡stka o masie m i ªadunku q znajduje si¦ w staªym polu magnetycznym ~B = Bêz i w
anty-puªapce harmonicznej � czyli w potencjale −k

2
(x2+y2), gdzie x, y to wspóªrz¦dne ªadunku

a k > 0. Znale¹¢ ruch cz¡stki je±li w chwili pocz¡tkowej miaªa ona poªo»enie (x0, 0, 0) i pr¦dko±¢
(0, v0, 0). Dla jakiej warto±ci v0 i x0 nie ucieknie do niesko«czono±ci?

Ocena: Wypisanie siª, Lagran»janu, równa« E-L lub równa« Newtona + dyskusja do 3pkt
w zale»no±ci od kompletno±ci wymienionych, próba rozwi¡zania ukªadu równa« w zale»no±ci
od skuteczno±ci do 1 pkt dyskusja warunku ucieczki do 1 pkt
Rozwi¡zanie

mẍ = qBẏ + kx, mÿ = −qBẋ+ ky, mz̈ = 0

Z warunkow pocz¡tkowych wynika »e z = 0. Niech w = x+ iy. Wtedy

mẅ = −iqBẇ + kw

Podstawiaj¡c w = eλt mamy
mλ2 + iqBλ− k = 0

czyli
2mλ = −iqB ±

√
4mk − qB

Cz¡stka nie ucieknie je±li λ b¦dzie urojone czyli 4mk < qB lub je±li cz¦±¢ rzeczywista b¦dzie
ujemna tj.

2mλ = −iqB −
√

4mk − qB

Tymczasem w(0) = x0 oraz ẇ(0) = iv0 = λw(0) = λx0 St¡d λ = iv0/x0

Zadanie 2.

Koralik o masiem ±lizga si¦ bez tarcia po obr¦czy w ksztaªcie okr¦gu o promieniuR obracaj¡-
cego si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω wokóª swojej ±rednicy, równolegªej do pola grawitacyjnego
g. Znale¹¢ (a) staª¡ ruchu, (b) poªo»enia równowagi i ich trwaªo±c (c) cz¦sto±¢ maªych drga«
wokóª poªo»enia równowagi trwaªej.

Rozwi¡zanie:
T = m|v + ω × r|2/2 = mR2φ̇2 +mω2R2 sin2 φ/2

V = −mg cosφ

czyli
Ṽ = −mgR cosφ−mω2R2 sin2 φ/2

Staªa ruchu H = mR2φ̇2 + Ṽ = E. Znajdujemy ekstrema Ṽ z warunku Ṽ ′ = 0 czyli

g sinφ = ω2R sinφ cosφ



co ma rozwi¡zania φ = 0, π oraz
φ0 = arccos(g/ω2R)

o ile g < ω2R2. Dla g > ω2R jedynym minimum jest φ = 0 a cz¦sto±¢ maªych drga«√
g/R2 − ω2. Dla g > ω2R2 minimum jest w φ0. Rozwijaj¡c Ṽ w szereg Taylora dostaniemy

Ṽ ' Ṽ (φ0) + ω2R sin2 φ0(φ− φ0)
2/2

co daje cz¦sto±¢ ω sinφ0 =
√
ω2 − g2/R2ω2. Dla ω2 = g/R drgania s¡ anharmoniczne i cz¦sto±¢

formalnie jest zerowa.

Zadanie 3.

Znale¹¢ ruch cz¡stki o masie m i energii caªkowitej E w jednym wymiarze w potencjale
V (x) = −A/ cosh2(ax), A = const > 0, a = const > 0. Przyj¡¢ warunek pocz¡tkowy x(t =
0) = 0. Wskazówka: zastosowa¢ podstawienie y = sinh(ax).

Ocena: równania ruchu 2p., ich poprawne rozwi¡zanie 2p., przypadek E < 0 1p.
Rozwi¡zanie:

E = T + V = mẋ2/2− A/ cosh2(ax) =
mẏ2/2a2 − A

1 + y2

jest staª¡ czyli
mẏ2/2a2 = E + A+ Ey2

Niech s = (t/a)
√
m/2

ds/dy = ±(E + A+ Ey2)−1/2

Ruch jest mo»liwy dla E ≥ −A. St¡d dla E > 0

s = E−1/2arsinh(y
√
E/(E + A))

dla E < 0
s = (−E)−1/2 arcsin(y

√
−E/(E + A))

a dla E = 0
s = y/

√
A

Odwrotnie

y =


√

1 + A/E sinh(s
√
E) dla E > 0√

−1− A/E sin(s
√
−E) dla E < 0√

As dla E = 0

Wzory:
~F = m~a
m~a = ~Fzewn +

∑
k λk

~∇fk(~r)
d
dt
∂L
∂q̇
− ∂L

∂q
= 0

~FC = 2m~v′ × ~ω
~FO = −m~ω × (~ω × ~r′)
~Fg = m~g
~FL = q ~E + q~v × ~B



w′′ + w = −mr2Fr

J2

E = (w′)2 + w2 + 2mV (1/w)J2

dσ
dΩ

= bdb
sin θdθ

FG = −Gm1m2er/r
2


