
Mechanika Klasyczna 2019/2020

Kolokwium II, 13.01.2020

Zadanie 1.

Znale¹¢ p¦dy uogólnione, hamiltonian i nawias Poissona {vx, vy} (vx = ẋ, vy = ẏ) ªadunku
q o masie m w polu magnetycznym B = (0, 0, B) Wsk. Cechowanie A = (0, Bx, 0).

L = mv2/2 + qBxvy

st¡d px = mvx, py = mvy + qB, pz = mvz

H = (p2
x + (py − qBx)2 + p2

z)/2m

oraz
{vx, vy} = {px/m, (py −Bx)/m} = qB/m2

Zadanie 2.

Znale¹¢ ±rodek masy i macierz tensora bezwªadno±ci, jednorodnej ¢wiartki kuli o masie m i
promieniu R. Znale¹¢ momenty gªówne.

Wskazówka: 2 kierunki gªówne s¡ równolegªe do wektorów jak na rysunku, trzeci prostopadªy
do nich. Mo»na te» zrobi¢ diagonalizacj¦.

�rodek masy (3R/8, 3R/8, 0)(1p.). Tensor bezwªadno±ci (2,5p.)

2mR2/5

 1 −1/π 0
−1/π 1 0
0 0 1


Momenty gªówne 2mR2(1 ± 1/π)/5 oraz 2mR2/5 wzgl¦dem ±rodka caªej kuli (1,5p.) Alter-
natywnie, wzgl¦dem ±rodka masy, z tw. Steinera 2mR2/5, 2mR2(1 + 1/π)/5 oraz mR2(2(1 −
1/π)/5− 9/32)

Zadanie 3.

Jednorodna kulka o promieniu r stacza si¦ bez po±lizgu po nieruchomej póªkuli o promieniu
R w polu grawitacyjnym g. Na jakiej wysoko±ci kulka oderwie si¦ od póªkuli je±li na biegunie
miaªa (prawie) zerow¡ pr¦dko±¢? Mo»na zaªo»y¢ r � R.

Wskazówka: Wykorzysta¢ zachowanie energii i znale¹¢ przypieszenie do±rodkowe ±rodka
masy kulki. Moment bezwªadno±ci kuli 2mr2/5 wzgl¦dem ±rodka masy.



v = ωr, T = mv2/2 + Iω2/2 = 7mv2/10, V = mgh,

E = mg(R + r) = mgh+ 7mv2/10

mv2/(R + r) = mgh/(R + r)

czyli
R + r = h+ 7h/10

czyli h = 10(R + r)/17
Wzory:

~F = m~a
m~a = ~Fzewn +

∑
k λk

~∇fk(~r)
d
dt
∂L
∂q̇
− ∂L

∂q
= 0

~FC = 2m~v′ × ~ω
~FO = −m~ω × (~ω × ~r′)
~Fg = m~g
~FL = q ~E + q~v × ~B
w′′ + w = −mr2Fr

J2

E = (w′)2 + w2 + 2mV (1/w)J2

dσ
dΩ

= bdb
sin θdθ

FG = −Gm1m2er/r
2

pj = ∂L/∂q̇j, H(p, q, t) =
∑

j pj q̇j − L
{F,G} =

∑
j(∂F/∂qj∂G/∂pj − ∂G/∂qj∂F/∂pj)

v = ω × r, J = Îω, 2Tr = I ′xω
′2
x + I ′yω

′2
y + I ′zω

′2
z , T = Iω2/2

Izz =
∫
ρ(x2 + y2)dV , Ixy = −

∫
ρxydV , Id = I0 +md2


