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Zad. 1 (bryªa sztywna)
Walec o masie m, promieniu R i wysoko±ci h zostaª �nadziany� na metalowy pr¦t w taki sposób,
i» pr¦t przechodzi przez brzeg dolnej podstawy, ±rodek walca i brzeg górnej podstawy. Nast¦pnie
pr¦t zostaª podª¡czony do urz¡dzenia, które obraca go ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω. Jakim
momentem siªy dziaªa pr¦t na walec? W jaki sposób nale»aªoby �nadzia¢� walec na pr¦t, aby
moment ten wynosiª zero?
Podpowied¹: Najogólniejszy wzór ª¡cz¡cy moment siªy z momentem p¦du to d

dt
~J+~ω× ~J = ~M ,

gdzie ~J � moment p¦du, ~M � moment siªy, ~ω � aktualna pr¦dko±¢ k¡towa.

Momenty gªówne Iz = mR2/2, I⊥ = mR2/4 + mh2/12. Preko±¢ k¡towa w ukªadzie osi
gªównych

ω = (Rez + (h/2)e⊥)ω/
√
R2 + h2/4

Moment p¦du
J = m(R3ez/2 + (R2/2 + h2/6)(h/4)e⊥)ω/

√
R2 + h2/4

Poniewa» moment p¦du nie ulega zmianie w ukªadzie bryªy wi¦c (u kªadzie osi gªównych)

M = ω × J = mRh((R2 + h2/3)/8−R2/8)e/2(R2 + h2/4) = mRh3e/48(R2 + h2/4)

gdzie e = ez × e⊥. Moment b¦dzie zerowy je±li pr¦t nadzia¢ przez o± albo prostopadle przez
±rodek masy.

Zad. 2
Spoczywaj¡ca cz¡stka o masie m0 rozpadªa si¦ spontanicznie na dwie cz¡stki o masach m1 i
m2. Jakie b¦d¡ warto±ci energii i p¦dów powstaªych w ten sposób cz¡stek?

Rozwi¡zanie � Marianna Gªa»ewska
With the assumption that no external forces are acting on the system, and that the system

is closed, the two particles that are the result of the decay of m0 must move in the following
manner so as to conserve momentum:
Given: m0, m1, m2

To �nd: E1, E2, p1, p2

From the principle of the conservation of momentum:

p20 = (E2
2 −m2

2) + (E2
1 −m2

1)

The equation for the energy of m0 is:

E2
0 = m2

0 + p20



The initial conditions of the system state that m0 is at rest, therefore:

p0 = 0

leading to:
E2

0 = m2
0

and thus:
E0 = m0

If p0 = 0:
E2

2 −m2
2 = E2

1 −m2
1

From the principle of the conservation of energy:

m0 = E1 + E2

Therefore we have two simultaneous equations:{
E2

2 −m2
2 = E2

1 −m2
1

m0 = E1 + E2

The second equation can be rearranged in two di�erent ways to give two di�erent expressions:

E1 = m0 − E2 (1)

E2 = m0 − E1 (2)

By substituting (1) into the �rst simultaneous equation:

E2
2 −m2

2 = (m0 − E2)
2 −m2

1

E2
2 −m2

2 = m2
0 − 2m0E2 + E2

2 −m2
1

2m0E2 = m2
0 −m2

1 +m2
2

E2 =
m2

0 −m2
1 +m2

2

2m0

An identical substitution for (2) into the �rst simultaneous equation yields:

E1 =
m2

0 +m2
1 −m2

2

2m0

Finding the momentum of m1:

p1 =
√
E2

1 −m2
1

Therefore (through substitution and rearranging for a common denominator):

p1 =

√
(m2

0 +m2
1 −m2

2)
2 − 4m2

0m
2
1

2m0



Similarly for m2:

p2 =
√
E2

2 −m2
2

and so:

p2 =

√
(m2

0 −m2
1 +m2

2)
2 − 4m2

0m
2
2

2m0

Wersja �rmowa
E0 = m0c

2 = E1 + E2, p1 = −p2 zatem E2
1 −m2

1c
4 = p21c

2 = E2
2 −m2

2c
4 czyli

E2
1 − E2

2 = (m2
1 −m2

2)c
4

a wi¦c
E1 − E2 = (m2

1 −m2
2)c

2/m0

i ostatecznie

E1 = c2(m2
0+m2

1−m2
2)/2m0, E2 = c2(m2

0+m2
2−m2

1)/2m0, p
2
1 = (E2

1 +E2
2−c4(m2

1+m2
2))/2c

2 =

c2(m4
0 + (m2

1 −m2
2)

2)/4m2
0 − c2(m2

1 +m2
2)/2 = c2((m2

0 −m2
1 −m2

2)
2 − 4m2

1m
2
2)/4m

2
0

= c2(m2
0−(m1+m2)

2)(m2
0−(m1−m2)

2)/4m2
0 = c2(m0−m1−m2)(m0+m1+m2)(m0+m1−m2)(m0−m1+m2)/4m

2
0

Zad. 3
Spoczywaj¡ca cz¡stka o masie m zaabsorbowaªa foton o energii E. Jaka jest masa spoczynkowa
m′ powstaªej w takim procesie cz¡stki?

m′2c4 = (E +mc2)2 − (E/c)2c2 = mc2(mc2 + 2E)

Zad. 4
W spoczywaj¡c¡ cz¡stk¦ o masie m uderza foton o energii E. W efekcie powstaje nowy foton
(o nieznanej energii), w taki sposób, »e nowy foton oraz pocz¡tkowa cz¡stka m poruszaj¡ si¦
pod tym samym k¡tem θ wzgl¦dem pocz¡tkowego kierunku ruchu fotonu. Wyznaczy¢ θ jako
funkcj¦ m i E.

py = 0 = ((E ′/c)− p) sin θ

px = E/c = (E ′/c+ p) cos θ



mc2 + E = E ′ +
√
m2c4 + p2c2

St¡d E ′ = pc, cos θ = E/(E ′ + pc) = E/2pc, a z kolei

(mc2 + E − E ′)2 = m2c4 + p2c2

czyli
(mc2 + E)2 − 2pc(mc2 + E) = m2c4

2pc =
E(E + 2mc2)

E +mc2

i ostatecznie

cos θ =
E +mc2

E + 2mc2

Zad. 5
Znale¹¢ ruch ªadunku q o masie m w staªych polach E = (E, 0, 0) i B = (0, B, 0). Wykorzysta¢
czas wªasny τ =

∫
dt
√

1− v2/c2

mdu0/dτ = qEu1/c, mdu1/dτ = u0qE/c− u3qB, mdu2/dτ = 0, mdu3/dτ = u1qB

Zatem
u2 = const

oraz
m2d2u1/dτ 2 = q2[(E/c)2 −B2]u1

Dalej
u1 = α exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m) + β exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m)

u3 =
Bα√

(E/c)2 −B2
exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m)− Bβ√

(E/c)2 −B2
exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m)+ξB

u0 =
Eα/c√

(E/c)2 −B2
exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m)− Eβ/c√

(E/c)2 −B2
exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m)+ξE/c

przy czym u · u = c2 wi¡»e staªe α, β, u2, ξ np. dla τ = 0. Ostatecznie x2 = u2τ oraz

x1 =
mα/q√

(E/c)2 −B2
exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m)− mβ/q√

(E/c)2 −B2
exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m)

x3 =
Bmα/q

(E/c)2 −B2
exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m)− Bmβ/q

(E/c)2 −B2
exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m) + ξBτ

x0 =
Emα/cq

(E/c)2 −B2
exp(

√
(E/c)2 −B2qτ/m)− Emβ/cq

(E/c)2 −B2
exp(−

√
(E/c)2 −B2qτ/m)+ξτE/c

Uwaga: je±li E2 < c2B2 to zamieniamy
√

(E/c)2 −B2 → i
√
B2 − (E/c)2 a staªe α i β s¡

sprz¦»one β = ᾱ.

Podpowied¹ do zada« z relatywistyki: warto korzysta¢ z wynikaj¡cej ze wzorów E =
mc2√
1−v2/c2

oraz p = mv√
1−v2/c2

ogólnej to»samo±ci m2c4 = E2 − p2c2.
Seri¦ przygotowaª Wojciech Górecki


