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4. seria zada« domowych

Zad. 1

Wahadªo Foucaulta. Punkt o masie m porusza si¦ na pªaszczy¹nie poziomej pod wpªywem siªy
F = −kr. Znale¹¢ precesj¦ (szybko±¢ obrotu) waha« uwzgl¦dniaj¡c obracanie si¦ Ziemi i siª¦
Coriolisa. Siªy pionowe s¡ znoszone przez reakcj¦.

Wersja trudniejsza dla ch¦tnych: rozwi¡za¢ prawdziwe wahadªo Foucaulta, tj. mas¦ za-
wieszon¡ na nierozci¡gliwej nici. Mo»na np. napisa¢ Lagrangian, uwzgl¦dniaj¡c ruch Ziemi w
energii kinetycznej, i przybli»y¢ przez maªe drgania.

mẍ = −kx+ 2mω cos θẏ, mÿ = −ky − 2mωθẋ

albo mẅ = −kw − 2imω cos θw dla w = x + iy Podstawiaj¡c w = exp iΩt mamy mΩ2 =
k + 2Ωmω cos θ czyli (Ω− ω cos θ)2 = k/m+ ω2 cos2 θ co oznacza oscylacje z precesj¡ ω cos θ

Zad. 2

Armageddon. W kierunku Ziemi leci rój asteroid z pr¦dko±ci¡ 20km/s. Jaki jest caªkowity
przekrój czynny na zderzenie? Promie« Ziemi R = 6000km, przyspieszenie na powierzchni
g = 10m/s2.

E = mv2/2 = J2/2mR2 −mgR = mv2b2/2R2 −mgR

bo J = mvb. St¡d 2gR/v2 + 1 = (b/R)2 czyli b = R
√

1 + 2gR/v2 i σ = πb2 = πR2(1 + 2gR/v2)
Zad. 3

Znale¹¢ ró»niczkowy przekrój czynny na rozpraszanie pod wpªywem siªy F = βer/r
3 dla β > 0.

Ze wzoru Bineta w′′+w = −βwm/J2 czyli w = A cos(ωφ) dla ω2 = 1+βm/J2, −Aω sin(ωφ±) =
w′(φ±) = 1/b, J = mbv, w(φ±) = 0 czyli ωφ± = ±π/2 St¡d θ = π − 2φ+ = π(1 − ω) oraz
ω = 1− θ/π, 1 + β/mv2b2 = (1− θ/π)2

b2 = β((1− θ/π)2 − 1)−1/mv2,
dσ

dΩ
= (β/mv2)/ sin θ(1− θ/π)2 − 1)2π

Zad. 4

Punkt materialny o masie m porusza si¦ pod wpªywem siªy centralnej po lemniskacie czyli
krzywej opisanej we wspóªrz¦dnych biegunowych równaniem

r2 = 2R2 cos 2ϕ

Znale¹¢ zale»no±¢ warto±ci F tej siªy od odlegªo±ci r punktu od jej centrum oraz zale¹no±¢ k¡te
ϕ od czasu zakªadaj¡c ϕ(0) = 0.



Ze wzoru Bineta

−mFr2/J2 = w′′ + w = −2−1/2R−1 sin 2ϕ cos−3/2 ϕ+R−12−1/2 cos−1/2 ϕ =
1− tan 2ϕ√

2R cos 2ϕ

czyli
F = −(J2/m)(1−

√
1− (r/R)2/42R2/r2)/r3

Z kolei ze staªo±ci momentu p¦du
J = mr2φ̇

mamy

t =

∫
mr2dϕ/J = (2R2/J)

∫
cos 2ϕdϕ = (R2/J) sin 2ϕ

Zad. 5

Znale¹¢ ruch punktu materialnego o masie m i energii E = 0 w jednowymiarowym potencjale

V = −Kx4.

W chwili t0 punkt znajduje si¦ w poªo»eniu x(0) = x0 i ma pr¦dko±¢ v(0) = v0

0 = E = mẋ2/2−Kx4

czyli ẋ = ±
√

2K/mx2 co daje

t = ±
√
m/2K

∫
dx/x2 = ∓

√
m/2K/x

lub x = ∓
√

2K/m/(t− ta), gdzi ta ustalamy z warunków pocz¡tkowych


