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Zad. 1

W polu grawitacyjnym ~g na równi pochyªej o k¡cie nachylenia θ i masie M umieszczona jest
cegªa o masie m. Nie ma tarcia mi¦dzy równi¡ a podªo»em (równia mo»e przesuwa¢ si¦ w
poziomie), ani mi¦dzy cegª¡ a równi¡. Wyznaczy¢ warto±¢ przyspieszenia cegªy w inercjalnym
ukªadzie odniesienia.
Dla ch¦tnych: Rozwi¡za¢ to zadanie na dwa sposoby � rozpisuj¡c równania Eulera Lagrange'a,
a tak»e rozpisuj¡c siªy dziaª¡j¡ce na oba ciaªa.

Rozwi¡zanie (Wojciech Przybylski):

Niech v = ẋ pr¦dko±¢ równi (pozioma), a u = q̇ pr¦dko±¢ cegªy wzgl¦dem równi (pochyªa).
Wtedy energia kinetyczna

T =Mv2/2 +m(v2 + 2vu cos θ + u2)/2

Potencjaª V = mgq sin θ, L = T − V , ∂L/∂u = m(u+ v cos θ),

∂L

∂v
=Mv +m(v + u cos θ),

∂L/∂x = 0 daje staª¡ ruchu (M+m)ẋ+mq̇ cos θ czyli (1+ξ)x = −q cos θ, dla ξ =M/m. Drugie
równanie z ∂L/∂q = −mg sin θ daje q̈+ ẍ cos θ = −2g sin θ czyli (1− cos2 θ/(1+ ξ))q̈ = −g sin θ
czyli

q = −gt
2(1 + ξ) sin θ

2(ξ + sin2 θ)
, x =

gt2 sin θ cos θ

2(ξ + sin2 θ)

Zad. 2

Dane s¡ dwa pier±cienie o promieniach r, umieszczone równolegle do siebie w odlegªo±ci 2L. Mi¦-
dzy pier±cieniami rozpi¦ta jest ba«ka mydlana. Napisa¢ równanie na ksztaªt ba«ki, korzystaj¡c
z faktu, »e minimalizuje on jej powierzchni¦ (zaniedba¢ efekty grawitacji). Przedyskutowa¢
liczb¦ rozwi¡za« otrzymanego równania dla r � L i r � L.

Powierzchnia ba«ki
dS = 2πr

√
1 + (dr/dh)2dh

czyli L = (r, u = r′, h) = 2πr
√
1 + u2 nie zale»y od h wi¦c jest staªa energia

u∂uL− L = − 2πr√
1 + u2

= −2πE

St¡d (r/E)2 = 1 + (r′)2 oraz

r′ =
√
r2/E2 − 1

co daje

h =

∫
dr√

r2/E2 − 1



Podstawiaj¡c r/E = s

h/E =

∫
ds

s2 − 1
= arcosh s

czyli r = E cosh(h/E)

Zad. 3

Punkt materialny o masiem i ªadunku q porusza si¦ w polu indukcji magnetycznej ~B = (0, 0, B).

Dodatkowo na punkt dziaªa siªa harmoniczna ~F = −k~r. Znale¹¢ maªe drgania masy m wokóª
punktu równowagi.
Wskazówki: Potencjaª uogólniony siªy Lorentza ~FL = q~v × ~B ma posta¢ UL = −q~v · ~A, gdzie
~A potencjaª wektorowy pola indukcji magnetycznej ( ~B = ~∇ × A). Sprawdzi¢, »e dla pola
~B = (0, 0, B) mo»na przyj¡¢ ~A = (0, xB, 0).

mz̈ = −kz daje oscylacj¦ ω2 = k/m. Siªa Lorentza mẍ = qẏB − kx, mÿ = −qẋB − ky
albo, dla w = x + iy, mẅ = −iqẇB − kw. Dla w = eiωt mamy mω2 = qωB − k czyli
2mω = qB ±

√
(qB)2 + 4km
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