
Mechanika Klasyczna

Wykªad 1

Opis punktów materialnych w umownym ukªadzie odniesienia: Przestrze« trójwymiarowa, wek-
tory: r = ~r = (r1, r2, r3) ∈ R3 (zwyczajowo (x, y, z) je±li jest to jednoznaczne) konwencja
sumacyjna AiBi =

∑
iAiBi (troch¦ zmienimy j¡ przy teorii wzgl¦dno±ci), delta Kroneckera i

epsilon (symbol Leviego-Civity)

δij =

{
1 dla i = j
0 dla i 6= j

, εijk =


+1 dla ijk = 123, 231, 312
−1 dla ijk = 321, 132, 213

0 dla pozostaªych
,

iloczyn skalarny a · b = aibi (liczba), wektorowy a × b = c (wektor), ci = εijkajbk, mieszany
[a, b, c] = a · (b × c) = εijkaibjck dªugo±¢ wektora r = |r| =

√
r · r. Wektory s¡ prostopadªe,

gdy a · b = 0 a równolegªe, gdy a× b = 0 = (0, 0, 0) (wektor zerowy). Czas: t ∈ R. Stosujemy
konwencj¦ ukªadu prawoskr¦tnego (reguªa prawej dªoni), rysunki.
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Zamiana wspóªrz¦dnych, ogólnie r(u, v, w) powinna by¢ jednoznaczna, np. sferyczne

r(r, θ, φ) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, cos θ)

dla r ∈ [0,∞[, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π[ (dla biegunów θ = 0, π dowolne φ a dla r = 0 tak»e θ),
patrz rysunek
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W ogólnych wspóªrz¦dnych posªugujemy si¦ baz¡ ẽu = ∂r/∂u, itd. unormowan¡ tj. eu =
ẽu/ẽu itd. ma dªugo±¢ 1. W wielu wa»nych przypadkach baza jest ortonormalna (wektory s¡
wzajemnie prostopadªe i unormowane � dªugo±¢ 1)
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Ruch pªaski, r3 = 0 nie ma 3. wymiaru (lub istnieje wirtualnie) i go pomijamy, wspóªrz¦dne
sferyczne redukuj¡ si¦ do biegunowych

er = (cosφ, sinφ), eφ = (− sinφ, cosφ)

Obroty i izometrie przestrzeni. Odlegªo±¢ jest zachowana (tj, |r1 − r2| = |r′1 − r′2| dla
grupy translacji r = r′ + r0, odbicia r = −r′ i obrotów r = Ôr′ gdzie Ô jest macierz¡ obrotu
(rzeczywista), tj. ri = Oijr

′
j, i ich zªo»enia. Macierze obrotu speªniaj¡ warunek ÔT Ô = 1̂

(macierz jednostkowa � identyczno±¢, tj. 1ij = δij) tj. OkiOkj = δij przy czym tak»e det Ô = 1.
Obrót mo»na wyrazi¢ wektorem w na osi, Ô = exp Ŵ gdzie Wij = εikjwk. Kierunek w oznacza
o± obrotu, a dªugo±¢ w � k¡t. Przykªad, obrót o k¡t φ wokóª osi z, rysunek
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y
x'y'
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Ruch (tor ruchu): r(t).
Pochodna po czasie dα/dt ≡ α̇, d2α/dt2 ≡ α̈, itd. (zapami¦ta¢!)
Pr¦dko±¢ v = ṙ, v = |v|, przyspieszenie a = v̇. Jednostkowy wektor styczny t = v/v (nie

myli¢ z czasem t!), droga ds = vdt, s =
∫ t
0
dt′v(t′). Wektor normalny N = ṫ (prostopadªy do

v i t bo 2t · ṫ = d(t · t)/dt = d1/dt = 0), jednostkowy n = N/N , natomiast ρ = v/N jest
promieniem krzywizny.

Przyspieszenie mo»na rozªo»y¢ na skªadow¡ styczn¡ i normaln¡

a = d(vt)/dt = tv̇ + vṫ = tv̇ + v2n/ρ

czyli at = v̇ (styczna), an = v2/ρ (normalna) Wektor jednostkowy binormalny b = t×n (wzory
Freneta, t, n, b tworz¡ baz¦ ortonormaln¡).

W ruchu pªaskim

v = ṙer + rφ̇eφ,a = (r̈ − rφ̇2)er + (2ṙφ̇+ rφ̈)eφ

Obracanie si¦ (w czasie): Pr¦dko±¢ k¡towa ω(t) = (ωx, ωy, ωz),

Ô(t) = T exp

∫ t

0

dt′Ω̂(t′) = T exp

∫ t

0

dt′ω(t′)×

gdzie Ωij = εikjωk, tj.

Ω̂ =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 = ω×

oraz Ô(0) = 1̂ a T oznacza iloczyn chronologiczny tj.

T exp

∫ t

0

dt′Ω̂(t′) = 1̂ +

∫ t

0

dt′Ω̂(t′) +

∫ t

0

dt2

∫ t2

0

dt1Ω̂(t2)Ω̂(t1)
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+

∫ t

0

dt3

∫ t3

0

dt2

∫ t2

0

dt1Ω̂(t3)Ω̂(t2)Ω̂(t1) + . . .

Sens pr¦dko±ci k¡towej:

dÔ/dt = Ω̂(t)Ô, r(t) = Ôr(0), v = ṙ = ω × r

Mo»na u»y¢ zapisu z iloczynem wektorowym

Ôr = T exp

∫ t

0

dt′ω(t′)× r

Ukªady wzgl¦dnie przesuwaj¡ce i obracaj¡ce si¦: r, r′ poªo»enia w ukªadzie odpowiednio U
i U ′.

r(t) = r0(t) + Ô(t)r′(t)

dla zmiennego przesuni¦cia r0(t) i pr¦dko±ci k¡towej ω(t). Zmiana pr¦dko±ci

v = v0 + Ôv′ + Ω̂Ôr′ = v0 + Ôv′ + ω × (Ôr′)

i przyspieszenia

a = a0 + Ôa′+2Ω̂Ôv′+Ω̂Ω̂Ôr′+
˙̂
ΩÔr′ = a0 + Ôa′+2ω× (Ôv′)+ω× (ω× (Ôr′))+ ω̇× (Ôr′)

Transformacja Galileusza v0 nie zale»y od czasu, tj. r0 = r00+tv0 a Ô jest ustalon¡ macierz¡
obrotu (te» nie zale»y od czasu). Czas t jest TAKI SAM w U i U ′. Wtedy v = v0+Ôv

′, a = Ôa′.
Przyspieszenie jest takie samo, tylko obrócone.

Ukªad przypieszaj¡cy bez obrotu (np. ruszaj¡cy/hamuj¡cy samochód, poci¡g, samolot),
Ô = 1̂, wtedy v = v′ + v0, a = a′ + a0. Ukªad obracaj¡cy si¦ o tym samym pocz¡tku, tj.
r0 = 0

ÔTr = r′, ÔTv = v′ + ω′ × r′, ÔTa = a′ + 2ω′ × v′ + ω′ × (ω′ × r′) + ω̇′ × r′

gdzie ω = Ôω′. Uwaga, korzystali±my z to»samo±ci

ÔT Ω̂(t)Ô = Ω̂′(t)

oraz
εijkOiaOjbOkc = detOεabc = εabc

i faktu »e ró»niczkowanie po t daje

˙̂
Ω′ = ÔT (Ω̂T Ω̂ +

˙̂
Ω + Ω̂Ω̂)Ô = ÔT ˙̂

ΩÔ

bo Ω̂T = −Ω̂.
Przyspieszenie do±rodkowe

ω′ × (ω′ × r′)

i przyspieszenie Coriolisa
2ω′ × v′
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Wykªad 2

Zasady dynamiki w wersji tradycyjnej (Newton):

Dane: zbiór punktów materialnych, siªy powoduj¡ce ruch
1. zasada dynamiki (bezwªadno±¢). Istnieje ukªad, zwany inercjalnym, w którym punkt

materialny, na który nie dziaªaj¡ »adne siªy (s¡ w sumie zerem), spoczywa lub porusza si¦ ze
staª¡ pr¦dko±ci¡.

2. zasada dynamiki. Siªa F powoduje przyspieszenie a = F /m gdzie m jest staª¡ dodatni¡
mas¡ bezwªadn¡ danego punktu materialnego, niezale»n¡ od czasu, poªo»enia, pr¦dko±ci, itp.

3. zasada dynamiki (akcja i reakcja). Dwa punkty materialne dziaªaj¡ na siebie siªami
przeciwnymi, tj. je±li i dziaªa na j siª¡ F to j na i siª¡ −F .

Zasada niezale»no±ci siª: Siªa dziaªaj¡ca na punkt i jest sum¡ siª od innych punktów.

Uwaga: Aby uzyska¢ zamkni¦ty ukªad równa« ruchu, trzeba zna¢ warto±¢ siª. Przewa»-
nie siªy zale»¡ od poªo»enia jednego lub wi¦cej punktów w tej samej chwili czasu t (lokalno±¢
czasowa, dlatego b¦dziemy pomija¢ t jako argument poªo»enia, pr¦dko±ci, itp.), mog¡ tak»e
zale»e¢ od pr¦dko±ci a nawet wprost od czasu. Nie mog¡ zale»e¢ od przyspieszenia i wy»szych
pochodnych po czasie, bo wtedy traci sens siªa jako przyczyna ruchu. Zasady sformuªowane w
czasach Galileusza i Newtona tra�aj¡ w naszych czasach na trudno±ci koncepcyjne. Przykªa-
dowe problemy: (grawitacja) Ukªad inercjalny spoczywa na Ziemi czy spada swobodnie? Czy
siªy dziaªaj¡ na odlegªo±¢?

Ukªad wielu punktów opisujemy równaniami

miai = F i = F i0 +
∑
j 6=i

F ij

gdzie F i0 jest siª¡ zewn¦trzn¡ dziaªaj¡c¡ na punkt i a F ij = −F ji jest siª¡ pomi¦dzy punktami
i oraz j.

Wa»ne przypadki siª:

• zachowawcze: zale»¡ tylko od poªo»e« rj i s¡ gradientami tj. F i = −∇iV ({r}) gdzie
∇i = (∂i1, ∂i2, ∂i3), ∂ik = ∂/∂(ri)k

• centralne, F ij ‖ rij = ri − rj, F i0 ‖ ri

• Lorentza q(E+v×B) dla punktu z ªadunkiem q w polu elektrycznym E i magnetycznym
B,

• tarcia, tªumienia: stosowane zwykle empirycznie, cz¦sto postaci F i0 = −γvi albo z po-
wi¡zanymi skªadowymi np. (F, µF, 0) gdzie F skªadowa nacisku siªy, µF , skªadowa siªy
tarcia, a µ jest staªym wspóªczynnikiem tarcia.

Siªy w innych ukªadach inercjalnych: Transformacja Galileusza nie zmienia równa« ruchu, o
ile prawidªowo transformujemy siªy, w tym punkty od których zale»¡. Staªy obrót Ô powoduje
jedynie konieczno±¢ obrócenia wszystkich wektorów wyst¦puj¡cych w równaniach. Uwaga, przy
przej±ciu do ukªadu o staªej pr¦dko±ci wzgl¦dnej v0, np. ani ªadunek q ani pole magnetyczne
B wyst¦puj¡ce w sile Lorentza q(E + v × B) nie zmieniaj¡ si¦ (tj. zmieniaj¡ si¦ zgodnie z
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transformacj¡ poªo»enia i czasu, t = t′, B′(r′, t) = B(r, t)) natomiast pole elektryczne zmienia
si¦ E′ = E + v0 ×B.

Siªy w ukªadach nieinercjalnych: rozpatrzymy tylko sytuacje kiedy siªa zale»y od poªo»enia
(inaczej s¡ komplikacje). W ogólno±ci przyjmujemy »e znamy siªy w ukªadzie inercjalnym i
transformujemy równania ruchu do ukªadu nieinercjalnego.

W przypadku ukªadu jednostajnie przyspieszaj¡cego F ′(r′, t) = F (r, t)−ma0 a obracaj¡-
cego si¦

F ′(r′, t) = ÔTF (r, t)− 2mω′ × v′ −mω′ × (ω′ × r′)−mω̇′ × r′

gdzie −2mω′ × v′ jest siª¡ Coriolisa, a −mω′ × (ω′ × r′) siª¡ od±rodkow¡.
Uwaga: domy±lnie rozwa»amy zagadnienia w ukªadzie inercjalnym.
P¦d (w dynamice Newtona) pi = mivi, nie zmienia si¦ przy przesuni¦ciu ukªadu o staªy

wektor. P¦d caªkowity P =
∑

i pi speªnia Ṗ =
∑

i F i0, wi¦c jest zachowany (nie zale»y od
czasu) gdy siªy zewn¦trzne sumuj¡ si¦ do zera.

Poªo»enie ±rodka masy R =
∑

imiri/M , pr¦dko±¢ ±rodka masy Ṙ = P /M , dlaM =
∑

imi

masa caªkowita.
Moment p¦du: ji = ri × pi, zmienia si¦ przy przesuni¦ciu ukªadu o staªy wektor, dlatego

jest zde�niowany w ukª¡dzie o ustalonym pocz¡tku. Caªkowity moment p¦du J =
∑

i ji, dla
siª centralnych speªnia

J̇ =
∑
i

ri × F i0

Praw¡ stron¦ nazywamy momentem siªy. Moment pedu jest zachowany przy braku siª zewn¦trz-
nych, lub gdy te» s¡ centralne tj. F i0 ‖ ri

Energia kinetyczna (Newtona) Ti = miv
2
i /2. W przypadku siª zachowawczych zachowana

jest energia caªkowita czyli E =
∑

i Ti + V .
Przykªady:
Oscylator harmoniczny (jednowymiarowy, tj. r = (x, 0, 0)):

mẍ = −kx
gdzie m, k > 0. Wtedy x = A cos(ω(t − t0) gdzie ω =

√
k/m jest cz¦sto±ci¡ (oscylacji), A �

amplitud¡ drga« (staª¡) a t0 � ustalonym czasem pocz¡tkowym (dla maksymalnego wychylenia).
Ruch w polu siªy centralnej F = Fer ‖ r. Wtedy zachowany jest moment pedu J , a ruch

odbywa si¦ w pªaszczy¹nie prostopadªej do J . W ukªadzie, w którym J = (0, 0, J) (przez
obrót zawsze mo»emy taki wybra¢) ruch odbywa si¦ w pªaszczy¹nie xy. Wtedy J = mr2φ̇
jest jednocze±nie staª¡ pr¦dko±ci¡ polow¡, tj. wektor r zakre±la w czasie pole powierzchni
proporcjonalne do czasu, J/2m na jednostk¦ czasu. Jest to jednocze±nie 2. prawo Keplera.
Radialna skªadowa (er) równa« ruchu we wspóªrz¦dnych biegunowych jest

m(r̈ − rφ̇2) = F

Wobec faktu, »e φ̇ = J/mr2 mamy

ṙ = φ̇r′ = Jr′/mr2 = −(J/mr)′, r̈ = φ̇dṙ/dφ = −(J/mr2)(J/mr)′′

gdzie ()′ = d/dφ a ()′′ = d2/dφ2. Zatem (wzór Bineta)

w′′ + w = −Fm/J2w2

5



gdzie w = 1/r.
Przypadek szczególny: zagadnienie Keplera (Coulomba) dla jednego ciaªa, F = −α/r2 =

−αw2. Dla α > 0 siªa jest przyci¡gaj¡ca, a α < 0 � odpychaj¡ca. Wtedy

w′′ + w = αm/J2

ma ogólne rozwi¡zanie w postaci w = αm/J2 + ε cosφ. Dla α > 0 oraz: ε = 0 tor jest okr¦giem
(czerwony), |ε| < αm/J2 � elips¡ (»óªty), |ε| = αm/J2 parabol¡ (zielony). Dla |ε| > αm/J2

(tak»e α < 0) tor jest hiperbol¡ (niebieski). Centrum siªy znajduje si¦ w jednym z ognisk
(elipsa: suma odlegªo±ci od ognisk jest staªa, hiperbola, ró»nica jest staªa, parabola jest w
równej odlegªo±ci od jednynego ogniska i prostej zwanej kierownic¡). Jest to s¡ tre±ci¡ 1.
prawa Keplera. Odwrotnie, z tego prawa (i 2.) wynika, »e siªa musi by¢ −erα/r2. 3. prawo
Keplera mówi »e dla okresu obiegu T mamy T 2 ∝ a3, gdzie a jest dªu»sz¡ póªosi¡ elipsy.

W �zyce cz¦sto bada si¦ rozpraszanie, czyli zmian¦ toru ciaªa (punktu materialnego), które
w odlegªej przeszªo±ci poruszaªo si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ z dala od wszelkich siª i pytamy co
si¦ stanie w dalekiej przyszªo±ci. Mo»liwe przypadki to (a) oddalenie si¦ od siª ze staª¡ pr¦d-
ko±ci¡ ale zmienionym kierunku (b) uwi¦zienie w obszarze siª. Dla siª centralnych zale»nych
tylko od promienia, tj. F = F (r) sprowadza si¦ to do analizy przekroju czynnego tj. analizy
zachowania ciaª poruszaj¡cyh si¦ w przeszªo±ci (asymptotycznie) z pr¦dko±ci¡ v w odlegªo±ci
b od osi zderzenia tj. prostej równolegªej do v przechodz¡cej przez ±rodek. Ciaªo mo»e zosta¢
uwi¦zione albo odlecie¢ z pr¦dko±ci¡ v′ o tej samej warto±ci ale innym kierunku, tworz¡cym
k¡t θ z v. Ró»niczkowy przekrój czynny przekrój powierzchni prostopadªy do osi zderzenia, tj.
dσ = 2πbdb przypadaj¡cy na jednostk¦ bryªowego k¡ta rozproszenia tj. dΩ = 2π sin θdθ

dσ/dΩ = |bdb/ sin θdθ|

db
b

dθ
θ
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Caªkowity przekrój na wci¡gni¦cie ciaªa (zderzenie) to przewa»nie pole koªa z którego to
nast¦puje, tj.

σ0 = πb20

Przy skomplikowanych potencjaªach mog¡ te» doj±¢ pier±cienie. Badanie przekrojów sprowadza
si¦ do znalezienia zale»no±ci pomi¦dzy b i θ (uwaga: θ jest zawsze funkcj¡ b ale nie zawsze
ró»nowarto±ciow¡). W tym celu mo»na wykorzysta¢ wzór Bineta, szukaj¡c miejsc zerowych ±ψ
funkcji w(φ), uwzgl¦dniaj¡c »e J = mbv oraz b = r sin(ψ∓ φ) dla du»ych r co przekªada si¦ na
warunki pocz¡tkowe w(±ψ) = 0, w′(±ψ) = ∓1/b. Wtedy θ = 2ψ − π.

b

θ

φ

ψψ

= 0

Bilans energii. W jednym wymiarze ze staªej energii dla siª zachowawczych

E = mẋ2/2 + V (x)

mo»na znale¹¢ ẋ = ±
√

2(E − V )/m i warunek na ruch E > V . Zmiana znaku nast¦puje
wahadªowo w punktach E = V (rysunek). St¡d znajdujemy funkcj¦ t(x)

t = ±
∫

dx√
2(E − V )/m

Np. dla oscylatora V = kx2/2.

x

V

E
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Siªa radialna F = F (r)er jest zachowawcza bo F = −∇V dla V (r) = −
∫
drF (r). Np.

dla siªy Keplera mamy V = −α/r. Wykorzystuj¡c zachowanie J i sprowadzaj¡c ruch do
pªaszczyzny xy mamy we wspóªrz¦dnych biegunowych

E = m(ṙ2 + r2φ̇2)/2 + V (r) = mṙ2/2 + J2/2mr2 + V (r) = mṙ2/2 + Veff (r)

2mE/J2 = (dr/dφ)2/r2 + 2mVeff (r)/J
2 = (w′)2 + w2 + 2mV (1/w)/J2

gdzie uwzgl¦dnili±my J = mr2φ̇ i zde�niowali±my potencjaª efektywny Veff = V + J2/2mr2.
Dalsze rozwi¡zywanie jest zagadnieniem jednowymiarowym

t = ±
∫

dr√
2(E − Veff )/m

a tak»e

φ = ±
∫

Jdr

r2
√

2m(E − Veff )
przy warunku na ruch E > Veff .

Zagadnienie dwóch ciaª: dwa punkty materialne o masach m1 i m2 i poªo»eniach r1 i r2

dziaªaj¡ na siebie siª¡ F 12 = −F 21. Innych siª nie ma. Wtedy opªaca si¦ rozdzieli¢ ruch ±rodka
masy R = (m1r1 +m2r2)/(m1 +m2) i wzgl¦dny r = r1−r2. Odwrotnie r1 = R+m2r/(m1 +
m2) oraz r2 = R −m1r/(m1 + m2) �rodek masy porusza si¦ ruchem jednostajnym, ze staª¡
pr¦dko±ci¡ V . Natomiast ruch wzgl¦dny mo»na sprowadzi¢ do jednego ciaªa równaniem

µa = µr̈ = F 12

gdzie µ = m1m2/(m1+m2) jestmas¡ zredukowan¡. Je±li np. F 12 = F (r)er to peªne rozwi¡zanie
otrzymuje si¦ z rozwi¡zania problemu jednego ciaªa w polu siªy radialnej, opisanego wczesniej.

Zagadnienie zmiennej masy. W niektórych problemach mechaniki klasycznej wyst¦puje
masa zmienna, np. rakieta albo odrzutowiec (rysunek). Polega to na tym »e ciaªo (wyró»niony
punkt materialny) wyrzuca z siebie z w czasie mas¦ (powi¦kszaj¡cy si¦, w granicy ci¡gªy, zbiór
punktów materialnych). Problem jest w praktyce przybli»any, ignoruje si¦ zasad¦ zachowania
energii (która jest cz¦±ciowo energi¡ ruchu wewn¦trznego), za to korzysta z zachowania p¦du
i masy caªkowitej. Je±li ciaªo o masie m(t) traci mas¦ w tempie −dm/dt to jego p¦d zmienia
si¦ dp/dt = d(mv)/dt = udm/dt gdzie v jest pr¦dko±ci¡ ciaªa a u pr¦dko±ci¡ wyrzucanej masy
(umowny zwrot jak v!). Je±li dziaªa dodatkowo siªa zewn¦trzna F to d(mv)/dt = udm/dt+ F .

m

vu

Wykªad 3

Wi¦zy: Ograniczenie na ruch. Mog¡ mie¢ posta¢ równa« lub nierówno±ci na wyra»enia od
poªo»e«, czasu i pr¦dko±ci. Analiz¦ wi¦zów ograniczymy do równa« zawieraj¡cych poªo»enia i

8



czas a czasem wyj¡tkowo pr¦dko±¢ w formie liniowej. Przykªadem wi¦zów jest ruch punktu po
ustalonej powierzchni lub krzywej. Zaªo»ymy tak»e brak tarcia. Postulujemy »e wi¦zy w celu
utrzymania ruchu zgodnego z wi¦zami dziaªaj¡ prostopadle do powierzchni/krzywej. W j¦zyku
geomertii ró»niczowej siªa wi¦zów o równaniu f(r) = 0 ma kierunek ∇f . Je±li siªa jest sum¡
cz¦±ci niezale»nej od wi¦zów, F i siªy wi¦zów, to równanie ruchu ma posta¢

ma− F = λ∇f

gdzie λ jest liczb¡ wyznaczan¡ z warunku wi¦zów f = 0, tzw. mno»nikiem Lagrange'a. Zasada
prostopadªo±ci wi¦zów jest ogólniej nazywana zasad¡ d'Alemberta albo zasad¡ zerowej pracy
wi¦zów (jest to postulat!). Do jej napisania musimy sformuªowa¢ klas¦ wi¦zów, które b¦dziemy
rozwa»a¢. Przewa»nie mamy do czynienia z wi¦zami holonomicznymi czyli funkcjami poªo»e«
i czasu

fj(r1, . . . , rn, t) = 0, j = 1..`

Zakªadamy niezale»no±¢ wi¦zów czyli macierz Mia = ∂fj/∂ra dla a = 11, 12, 13, ..., n1, n2, n3
ma rz¡d `. Wtedy równania ruchu punktów, przy znanych siªach F i niezale»nych od wi¦zów
wg zasady d'Alemberta maj¡ posta¢ równa« Lagrange'a pierwszego (I) rodzaju

miai − F i =
∑
j

λj∇ifj

gdzie mno»niki Lagrange'a λj wyznacza si¦ z warunków wi¦zów. Siªy −λj∇fj s¡ siªami reakcji
wi¦zów. Wi¦zy holonomiczne, niezale»ne od czasu nazywamy skleronomicznymi. Niewielka
klasa problemów w praktyce (tocz¡ca si¦ piªka, moneta, nó», po±cig) wymaga wi¦zów nieholo-
nomicznych, tj. zawieraj¡cych pr¦dko±ci. Ograniczymy si¦ do funkcji liniowych tj.∑

i

gij(r1, . . . , rn, t) · vi = gj(r1, . . . , rn, t)

które mo»na przeªo»y¢ na formy ró»niczkowe∑
i

gij(r1, . . . , rn, t) · dri = gj(r1, . . . , rn, t)dt

Wi¡z holomomiczny fj = 0 mo»na przerobi¢ na nieholonomiczny, ró»niczkuj¡c po czasie, wtedy
dostaniemy gij = ∇ifj, gj = −∂tf , ale wi¦kszo±¢ wi¦zów nieholonomicznych nie da si¦ scaªkowa¢
do holonomicznego.

Zasada d'Alemberta dla wi¦zów holonomicznych i nieholonomicznych liniowych daje rów-
nania Lagrange'a I rodzaju

miai − F i =
∑
j

λj∇ifj +
∑
j

κjgij

i do wyznaczenia s¡ λj oraz κj
Uwaga: Powy»sze wi¦zy ze wzgl¦du na znak równo±ci nazywa si¦ dwustronnymi; czasem

wi¦zy maj¡ posta¢ nierówno±ci np f(r) ≥ 0 (s¡ jednostronne) i wtedy gdy zachodzi równo±¢
robimy test czy dalszy ruch przy zaªo»eniu braku wi¦zów powoduje ich zªamanie. Je±li tak to
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stosujemy równania Lagrange'a jak dla dwustronnych (sprowadza si¦ to najcz¦±ciej do badania
zwrotu siªy reakcji, czyli znaku λ, czy jest na zewn¡trz obszaru zabronionego), rysunek: nitka
napi¦ta dziaªa siªami do siebie i wi¡z dziaªa jak dwustronny (staªa odlegªo±¢); gdyby siªy dziaªaªy
od siebie, to nitka zrobi si¦ wiotka i wi¡z nie dziaªa (odlegªo±¢ mniejsza ni» dªugo±¢ nitki).

Równania Lagrange'a drugiego (II) rodzaju:
Idea równa« Lagrange'a II rodzaju polega na zast¡pieniu wszystkich 3n wspóªrz¦dnych dla n
punktów i równa« wi¦zów holonomicznych poprzez k = 3n− ` zmiennych krzywoliniowych qi,
i = 1, ..., k, zgodnych z wi¦zami (parametryzuj¡cych zbiór kon�guracji zgodny z równaniami
wi¦zów). Zatem ri s¡ funkcjami qj i czasu t, przy czym równania wi¦zów s¡ to»samo±ciowo
speªnione dla wszystkich qj. Do opisu ruchu wystarcz¡ wtedy funkcje qj(t). W szczególno±ci

ṙi =
∑
j

q̇j
∂ri
∂qj

+
∂ri
∂t

Energi¦ kinetyczn¡ mo»emy wi¦c zapisa¢

T =
∑
i

miṙi · ṙi/2 =
∑
i

mi

2

(∑
j

q̇j
∂ri
∂qj

+
∂ri
∂t

)
·

(∑
s

q̇s
∂ri
∂qs

+
∂ri
∂t

)

Potraktujemy teraz T jako funkcj¦ t i qj, uj,

T =
∑
i

mi

2

(∑
j

uj
∂ri
∂qj

+
∂ri
∂t

)
·

(∑
s

us
∂ri
∂qs

+
∂ri
∂t

)

Tutaj uj zast¦puje q̇j, po to aby T byªo funkcj¡ 2k + 1 niezale»nych zmiennych, a uj mo»e, ale
nie musi by¢ pr¦dko±ci¡ q̇j. Wtedy

∂T

∂uj
=
∑
i

mi

(∑
s

∂ri
∂qs

us +
∂ri
∂t

)
· ∂ri
∂qj

,

a z kolei
∂T

∂qj
=
∑
i

mi

(∑
s

us
∂ri
∂qs

+
∂ri
∂t

)
·

(∑
s

∂2ri
∂qjqs

us +
∂2ri
∂qj∂t

)
.
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Dopiero teraz podstawiamy u = q̇ i wszystko staje si¦ funkcj¡ czasu tak»e poprzez q i u,

d

dt

∂T

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

=
∑
i

mir̈i ·
∂ri
∂qj

+
∑
i

miṙi ·

(∑
s

∂2ri
∂qj∂qs

q̇s +
∂2ri
∂qj∂t

)

Zatem
d

dt

∂T

∂uj
− ∂T

∂qj
=
∑
i

mir̈i ·
∂ri
∂qj

dla u ≡ (u1, .., uk) = q̇ ≡ (q̇1, .., q̇k). Z kolei suma równa« Lagrange'a I rodzaju z wagami
∂ri/∂qj daje ∑

i

(mir̈i − F i) ·
∂ri
∂qj

=
∑
s

∑
i

λs
∂ri
∂qj
· ∇ifs =

∑
s

λs
∂fs
∂qj

= 0

poniewa» wi¦zy s¡ speªnione to»samo±ciowo.
Je±li siªa jest potencjalna tj. F = −∇iV dla potencjaªu V zale»nego od poªo»e« i czasu, to

równania ruchu maj¡ posta¢ równa« Lagrange'a II rodzaju

d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

=
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

dla L = T − V co nazywamy odt¡d funkcj¡ Lagrange'a lub Lagran»janem (Lagrangian). Zwy-
czajowy zapis

d

dt

∂L

∂q̇j
=
∂L

∂qj

jest skrótem: najpierw traktujemy L jako funkcj¦ niezale»nych q, u i t, a dopiero po pierwszym
ró»niczkowaniu podstawiamy u = q̇. Uwaga na wa»n¡ ró»nic¦: znak jest przeciwny ni» w energii
E = T + V .

Równania (Lagrange'a) s¡ sªuszne tak»e gdy V jest potencjaªem zale»nym od czasu i liniowo
od pr¦dko±ci. Wa»nym przykªadem siªy zale»¡cej od pr¦dko±ci jest siªa Lornetza. W tym
celu korzystamy z faktu »e pola elektryczne E(r, t) i magnetyczne B(r, t) speªniaj¡ równania
Faradaya ∇ ×E = −∂tB i Gaussa ∇ ·B = 0. Wtedy pole magnetyczne mo»na zapisa¢ jako
B = ∇×A a elektryczne E = −∇Φ− ∂tA, gdzie Φ(r, t) i A(r, t) s¡ odpowiednio skalarnym
potencjaªem elektrycznym i wektorowym potencjaªem magnetycznym. Je±li przyjmiemy V =
q(Φ −A · v) (bez wi¦zów, czyli q = r, u = v) to otrzymamy siª¦ Lorentza q(E + v ×B) dla
punktu o ªadunktu q.

Ogólniej, równania Lagrange'a II rodzaju pozostan¡ sªuszne z wi¦zami, je±li bez wi¦zów siªa
ma posta¢

F i = −∂V
∂ri

+
d

dt

∂V

∂vi

∣∣∣∣
v=ṙ

(zapis ∂/∂r oznacza gradient, wektor ∇, lub (∂/∂rx, ∂/∂ry, ∂/∂rz)) je±li

V =
∑
i

Ci(r1, ..., rn, t) · vi.

11



Wtedy
Fib = ∂tCib +

∑
l

ṙla(∂laCib − ∂ibCla)

gdzie a i b s¡ indeksami skªadowych wektorów.
W przypadku wi¦zów mamy

V = C̃ +
∑
j

C̃j(q1, ..., qk)uj

gdzie

C̃ =
∑
i

Ci ·
∂ri
∂t
, C̃j =

∑
i

Ci ·
∂ri
∂qj

Traktuj¡c V jako funkcj¦ qj, uj i t mamy

∂V

∂uj
= C̃j,

d

dt

∂V

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

=

∑
i

(
∂Ci

∂t
· ∂ri
∂qj

+
∑
l

∂rib
∂qj

∂Cib
∂rla

(
∂rla
∂t

+
∑
s

∂rla
∂qs

q̇s

)
+ Ci ·

(∑
s

∂2ri
∂qj∂qs

q̇s +
∂2ri
∂qj∂t

))
oraz

−∂V
∂qj

= −
∑
i

(∑
l

∂Cib
∂rla

∂rla
∂qj

(
∂rib
∂t

+
∑
s

∂rib
∂qs

us

)
+ Ci ·

(
∂2ri
∂qj∂t

+
∑
s

us
∂2ri
∂qj∂qs

))
czyli

d

dt

∂V

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

− ∂V

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

=

∑
i

(
∂Ci

∂t
· ∂ri
∂qj

+
∑
l

∂Cib
∂rla

(
∂rib
∂qj

(
∂rla
∂t

+
∑
s

∂rla
∂qs

q̇s

)
− ∂rla
∂qj

(
∂rib
∂t

+
∑
s

∂rib
∂qs

q̇s

)))

=
∑
i

(
∂Ci

∂t
· ∂ri
∂qj

+
∑
l

∂Cib
∂rla

(
∂rib
∂qj

ṙla −
∂rla
∂qj

ṙib

))

=
∑
i

(
∂Ci

∂t
· ∂ri
∂qj

+
∑
l

ṙla(∂laCib − ∂ibCla)
∂rib
∂qj

)
=
∑
i

F i ·
∂ri
∂qj

W obecno±ci wi¦zów nieholonomicznych liniowych mo»emy zapisa¢ je podstawiaj¡c wspóª-
rz¦dne uogólnione r(q, t), tj.∑

i

gis(r(q, t), t) ·
∑
j

∂ri
∂qj

dqj = gs(r(q, t), t)dt−
∑
i

gis(r(q, t), t) · ∂ri
∂t
dt

zapisane jako ∑
j

g̃js(q, t)dqj = g̃s(q, t)dt
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Wtedy równania Lagrange'a maj¡ posta¢

d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

=
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

+
∑
s

κsg̃js

Energia jako wielko±¢ zachowana dla równa« Lagrange'a.
Mo»na sprawdzi¢ »e energia

E =
∑
j

q̇j
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

− L(q, u = q̇, t)

jest zachowana w czasie gdy L nie zale»y wprost od czasu, tj. L = L(q, u). Jest to prawd¡
tak»e dla liniowych wi¦zów nieholonomicznych o ile dodatkowo g̃s = 0. Mamy bowiem

Ė =
∑
j

(
q̈j

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

+ q̇j
d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

− q̇j
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

− q̈j
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

)
=
∑
js

q̇jκsg̃js = 0

gdzie wykorzystali±my równanie wi¦zów w ostatnim kroku. Ponadto E = T + V je±li T jest
(dodatnio okre±lon¡) form¡ kwadratow¡ od uj o wspóªczynnikach zale»nych dowolnie od qj,
natomiast V zale»y tylko od qj. Uwaga: w polu magnetycznym dla L = mv2/2− q(Φ− v ·A)
jest inaczej, E = mv2/2 + qΦ (cz¦±¢ magnetyczna wypada, bo wkªad magnetyczny do siªy
Lorentza jest prostopadªy do pr¦dko±ci).

Poªo»enia równowagi (rysunek). Je±li L nie zale»y od czasu znajdujemy Ṽ (q) = −L(q, u =
0). Punktem równowagi jest ekstremum Ṽ , przy czym równowaga jest trwaªa dla minimum
(nietrwaªa dla maksimum lub punktu siodªowego). Maªe drgania. Dla równowagi trwaªej w
q = 0 (ewentualnie przesuwamy zmienne) rozwijamy Lagrangian w szereg pot¦gowy wzgl¦dem
q i u wokóª q = u = 0, zostawiaj¡c w przybli»eniu najni»sze pot¦gi u i q

L '
∑
js

(−Ajsqjqs +Bjsqjus + Cjsujus)

pomijaj¡c staª¡ i wyrazy liniowe w u (z warunku ekstremum nie ma wyrazów liniowych w q) i
równania ruchu s¡ w przybli»eniu liniowe. Macierz Â jest symetryczna i dodatnio okre±lona.

q

V~

trwała

nietrwała

Zasada wariacyjna Hamiltona (zasada najmniejszego dziaªania, a ±ci±lej ekstremalnego).
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t

q

a b

Równania Lagrange'a II rodzaju mo»na tak»e wyprowadzi¢ w sposób wariacyjny. Dla ka»dej
trajektorii qj(t) ustalonej w chwili pocz¡tkowej t = a i ko«cowej t = b dla b > a, tj. qj(a) i
qj(b) jest ustalone istnieje funkcjonaª (funkcja od funkcji) zwana dziaªaniem

S[q] =

∫ b

a

L(q1, ..., qk, u1 = q̇1, ..., uk = q̇k, t)dt

W tym zbiorze trajektorii szukamy takiej, która daje ekstermalne dziaªanie tj. wariacja (nie-
wielka zmiana) δS = 0. Tymczasem δS =∫ b

a

δLdt =

∫ b

a

∑
j

(
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

δqj +
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

δq̇j

)
dt =

∫ b

a

∑
j

(
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

δqj +
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

dδqj
dt

)
dt =

∫ b

a

∑
j

(
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

− d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

)
δqjdt+

∑
j

∂L

∂uj
δqj

∣∣∣∣∣
b

a

=

∫ b

a

∑
j

(
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

− d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

)
δqjdt

Ze wzgl¦du na dowolno±¢ δqj otrzymujemy równania Lagrange'a.
Przy okazji wida¢, »e zmiana L o pochodn¡ zupeªn¡ df/dt dla f(q, t) nie mo»e zmieni¢

równa« ruchu. Mamy bowiem

L′ = L+ ḟ = L+
∑
j

uj∂jf + ∂tf

(∂j = ∂/∂qj) czyli ∂L′/∂uj = ∂L/∂uj + ∂jf , zatem

d

dt

∂L′

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

=
d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

+ ∂tjf +
∑
l

q̇l∂jlf

a z kolei
∂L′

∂qj
=
∂L

∂qj
+
∑
l

∂ljful + ∂tjf

czyli strony s¡ równe dla u = q̇.
Niezmienniczo±¢ wzgl¦dem cechowania (pole elektromagnetyczne). PolaE iB nie zmieniaj¡

si¦ przy zmianie A→ A′ = A +∇f , Φ→ Φ′ = Φ− ∂tf dla dowolnej funkcji f(r, t). Wtedy

L→ L′(q,v = ṙ, t) = L+ qv · ∇f + q∂tf = L+ qdf/dt

Wspóªrz¦dna cykliczna: je±li ∂L/∂qj = 0 to ∂L/∂uj jest staª¡ ruchu.
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Twierdzenie Noether (Emmy Noether, 1918): Niezmienniczo±¢ dziaªania S =
∫ b
a
Ldt przy

(in�nitezymalnej � niewielkiej, ε→ 0) zmianie

t→ t′ = t+ εT (q, t), qj → q′j(t
′) = qj(t) + εQj(q, t)

i konsekwentnie

qj(t)→ q′j(t
′) = qj(t

′ − εT ) + εQj = qj(t
′)− εq̇jT + εQj

q̇j →
dq′j
dt′

= q̇j − εd(q̇jT )/dt+ εQ̇j

powoduje istnienie staªej ruchu∑
j

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(q̇jT −Qj)− L(q, u = q̇, t)T

Dowód: Dziaªanie po zmianie ma posta¢∫ b

a

L(q, q̇, t)dt→
∫ b+εTb

a+εTa

L(q′(t′), u′ = dq′/dt′, t′)dt′

Rozwijaj¡c do wyrazów rz¦du ε otrzymamy oprócz
∫ b
a
Ldt wyraz ε razy:

0 = TbL(q(b), q̇(b), b)− TaL(q(a), q̇(a), a)+∫ b

a

dt
∑
j

(
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

(Qj − T q̇j) +
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(Q̇j − d(q̇jT )/dt)

)
Z kolei zgodnie z równaniami Lagrange'a

d

dt

(
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(Qj − q̇jT )

)
= (Qj − q̇jT )

d

dt

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

+
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(Q̇j − d(q̇jT )/dt) =

(Qj − q̇jT )
∂L

∂qj

∣∣∣∣
u=q̇

+
∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(Q̇j − d(q̇jT )/dt)

czyli po podstawieniu do wcze±niejszego równania dostaniemy caªki z pochodnych zupeªnych,
a wi¦c

0 = TL(q, u = q̇, t) +
∑
j

∂L

∂uj

∣∣∣∣
u=q̇

(Qj − q̇jT )

∣∣∣∣∣
b

a

Wa»ne przykªady: T = 1, Q = 0 oznacza niezmienniczo±¢ (symetria przesuni¦cia) w czasie
i daje energi¦ (L nie zale»y wprost od czasu). W pozostaªych przykªadach T = 0, np. Qjm = 1
dla ustalonegom lubQ je±li wspóªrz¦dne s¡ kartezja«skie, tj. qj → qj = (qj1, qj2, qj3), niezmien-
niczo±¢, symetria translacyjna (dziaªanie nie zmienia si¦ przy przesuni¦ciach przestrzennych).
Wtedy mamy p¦d caªkowity tj. ∑

j

∂L

∂uj
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Z kolei dla Qj = qj× (niezmienniczo±¢, symetria obrotowa, dziaªanie nie zmienia si¦ przy
obrotach) dostajemy moment p¦du ∑

j

qj ×
∂L

∂uj

Wahadªo matematyczne. Punkt o masie m na nierozci¡gliwej nici (pr¦cie) o dªugo±ci `
zawieszony w jednorodnym polu grawitacyjnym g (rysunek). Wspóªrz¦dn¡ niezale»n¡ jest k¡t
od pionu, φ (ruch w jednej pªaszczy¹nie). Wtedy x = ` sinφ, y = ` cosφ, V = −mgy =
−mg` cosφ. v = `φ̇, T = m`2φ̇2/2 czyli E = m`2φ̇2/2 −mg` cosφ. Dla E > mg` mamy ruch
obrotowy w jednym kierunku. Dla E < mg` jest ruch wahadªowy z warunkiem E+mg` cosφ >
0 czyli maksymalny k¡t φ = α speªnia cosα = −E/mg`. Wtedy okres waha« (4 razy ruch
jednokierunkowy od φ = 0 do α)

t0 = 4

∫ α

0

`dφ√
2(E/m+ gR cosφ)

Zamieniaj¡c zmienne k sin θ = sin(φ/2) dla 2k2 = 1 + E/mg` dostaniemy

t0 = 4
√
`/g

∫ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

= 4K(k)
√
`/g

gdzie K(k) jest caªk¡ eliptyczn¡ (zupeªn¡ pierwszego rodzaju), w przybli»eniu 2K/π = 1 +
k2/4 + . . . . Uwaga: niektóre programy, np. Mathematica, de�niuj¡ caªk¦ eliptyczn¡ przez
K(m) gdzie m = k2.

m

ℓ
g φ

Wykªad 4

Formalizm Hamiltona. Mamy Lagrangian jako funkcj¦ L(q, u, t). Wprowadzamy p¦dy uogól-
nione

pj =
∂L

∂uj
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Je±li macierz (symetryczna)

Mij =
∂pi
∂uj

=
∂2L

∂ui∂uj

jest niezdegenerowana tj. det M̂ 6= 0 to mo»na wyrazi¢ u przez p (oraz q i t). Dla realnych
ukªadów �zycznych jest dodatnio okre±lona tj. L jest wypukª¡ funkcj¡ u. Wprowadzamy funkcj¦
Hamiltona, b¦d¡c¡ przeksztaªceniem Legendre'a dla Lagrangianu

H(q, p, t) =
∑
j

pjuj − L(q, u, t)

gdzie u s¡ funkcjami p, q, t. Geometrycznie H znajdujemy rysuj¡c styczn¡ (pªaszczyzn¦ lub
hiperpªaszczyzn¦ w wielu wymiarach) do funkcji u 7→ L (tj. q i t s¡ chwilowo staªymi parame-
trami) i znajdujemy jej przeci¦cie z osi¡ L, tj. warto±¢ stycznej w punkcie u = 0 (rysunek).

L

u

−H

Zauwa»my »e
∂H

∂pi
= ui +

∑
j

pj
∂uj
∂pi
−
∑
j

∂L

∂uj

∂uj
∂pi

= ui

na mocy de�nicji pj. Z kolei

∂H

∂qi
=
∑
j

pj
∂uj
∂qi
−
∑
j

∂L

∂uj

∂uj
∂qi
− ∂L

∂qi
= −∂L

∂qi

Wykorzystuj¡c równania Lagrange'a II rodzaju, otrzymujemy dwa równania kanoniczne Hamil-
tona dla �zycznej trajektorii q(t), p(t),

ṗj = −∂H
∂qj

, q̇j =
∂H

∂pj

Warto±¢ Hamiltonianu H jest na trajektorii równa energii E, zde�niowanej wcze±niej w opi-
sie Lagrange'a. W opisie Hamiltona jest kilka wygodnych wªasno±ci. Mo»emy zde�niowa¢
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przestrze« fazow¡ z punktów (q, p) z miar¡ dqdp a dzi¦ki równaniom Hamiltona obj¦to±¢ prze-
strzeni fazowej nie zmienia si¦ w czasie (jest nie±ci±liwa, u»ywaj¡c analogii hydrodynamicznej,
rysunek), twierdzenie Liouiville'a∑

j

(
∂q̇j
∂qj

+
∂ṗj
∂pj

)
=
∑
j

(
∂2H

∂pj∂qj
− ∂2H

∂qj∂pj

)
= 0

q

p

Przydatne s¡ tak»e nawiasy Poissona dla funkcji F (q, p, t), G(q, p, t),

{F,G} =
∑
j

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj
− ∂G

∂qj

∂F

∂pj

)
o wªasno±ciach (prosto sprawdzalnych)

{F,G} = −{G,F}, {F, F} = 0, {A+B,F} = {A,F}+ {B,F},

{AB,F} = {A,F}B + A{B,F}, {A, f(B)} = {A,B}f ′(B), {A, f(t)} = 0

{F, qj} = −∂F
∂pj

, {F, pj} =
∂F

∂qj
,

{qi, qj} = {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij

i »mudnie dowodzonej to»samo±ci Poissona

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0

Je±li badamy zachowanie F (q, p, t) na �zycznej trajektorii q(t), p(t), wtedy

dF

dt
=
∂F

∂t
+
∑
j

(
∂F

∂qj
q̇j +

∂F

∂pj
ṗj

)
=
∂F

∂t
+ {F,H}

czyli tak»e dH/dt = ∂H/∂t = −∂L/∂t. Wa»ne: Wielko±¢ F b¦dzie zachowana je±li ∂tF =
{H,F} a je±li F nie zale»y jawnie od czasu to warunkiem zachowania jest {F,H} = 0. Na
przykªad zachowanie F = H = E (energii) jest prawd¡ kiedy H nie zale»y jawnie od czasu.

Twierdzenie Poissona-Jacobiego. Je±li F (q, p, t) i G(q, p, t) s¡ staªymi ruchu na ka»dej tra-
jektorii q(t), p(t) wtedy {F,G} tak»e. Mamy bowiem

{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F,G}} = 0
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oraz dF/dt = dG/dt = 0 czyli

{H,F} = ∂tF, {H,G} = ∂tG

a z kolei

d

dt
{F,G} = {{F,G}, H}+ ∂t{F,G} = −{F, {H,G}}− {G, {F,H}}+ {∂tF,G}+ {F, ∂tG} = 0

Przykªad: Caªkowity moment p¦du J w ukªadzie obrotowo niezmienniczym speªnia {Ji, Jj} =
εijkJk, czyli {J1, J2} = J3 a wi¦c zachowanie dwóch skªadowych powoduje zachowanie trzeciej.

Suma prosta: dla H = Ha(qa, pa, t) + Hb(qb, pb, t) dla niezale»nych zbiorów qa1,pa1,qa2,pa2...
oraz qb1,pb1,qb2,pb2... Ruchy obu zbiorów s¡ niezale»ne i opisywane tylko Ha lub Hb. Mo»emy
sum¦ rozbija¢ dalej na zbiory niezale»ne o ile to mo»liwe. W przypadku niezale»nym od czasu
daje to podziaª energii na niezale»ne staªe, tj. Ha = Ea, Hb = Eb, E = Ea + Eb.

Separacja zmiennych: rozwi¡zuj¡c równania ruchu opªaca si¦ znale¹¢ jak nawi¦cej staªych
ruchu, które zredukuj¡ nam ilo±¢ równa« pozostaªych do rozwi¡zania. Hamiltonian

H =
A

B
, A =

∑
j

aj(qj, pj), B =
∑
j

bj(qj, pj)

jest separowalny tj. ma staªe ruchu
aj − bjH = cj

Mamy bowiem zachowanie H = E (bo nie zale»y wprost od czasu) oraz

{cj, H} = {aj, A/B} − {bj, H}H = {aj, A}/B −H{aj, B}/B − {bj, A}H/B + {bj, B}H/B2

Poniewa» {bj, B} = {bj, bj} = 0 = {aj, aj} = {aj, A} oraz {aj, B} = {aj, bj} = {A, bj} zostaje

{cj, H} = −(H/B)({aj, bj}+ {bj, aj}) = 0

Staªe cj s¡ zale»ne, bo ∑
j

cj = A−BH = A− A = 0

Z równa« Hamiltona mamy

q̇j =
∂H

∂pj
= B−1

∂aj
∂pj
− AB−2 ∂bj

∂pj

Z faktu »e H = A/B = E jest staª¡ mamy wi¦c

Bq̇j =
∂aj
∂pj
− E ∂bj

∂pj
=
∂c̃j
∂pj

gdzie c̃j = aj−Ebj formalnie równe cj ale z H zast¡pionym przez E tak »e c̃j jest funkcj¡ tylko
qj i pj. Wprowadzamy zmienn¡ pomocnicz¡ s tak¡ »e

t =

∫
Bds
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i wtedy
dqj
ds

=
∂c̃j
∂pj

co daje

s =

∫
dqj

∂c̃j/∂pj
oraz

t =
∑
j

∫
bjdqj
∂c̃j/∂pj

W powy»szych równaniach eliminujemy pj poprzez qj ze staªo±ci cj. Posªuguj¡c si¦ powy»sz¡
separacj¡, sum¡ prost¡ i innymi staªymi ruchu, mo»emy istotnie zredukowa¢ liczb¦ niezale»nych
równa« ruchu. Cz¦sto pozostan¡ do obliczenia pojedyncze caªki jednej zmiennej.

Wykªad 5

Bryªa sztywna. W »yciu codziennym bardzo cz¦sto mamy do czynienia z bryªami zbudo-
wanymi z punktów o ustalonych odlegªo±ciach wzajemnych. tj. |ri − rj| (poª¡czeniach). S¡ to
wi¦zy holonomiczne, skleronomiczne. Cz¦sto jest ich wi¦cej ni» potrzeba z zasady niezale»no-
±ci. Dla zachowania sztywno±ci nie musz¡ z kolei by¢ zachowane dla wszystkich par. Wystarczy
aby z odlegªo±ci zachowanych z zaªo»enia wynikaªo zachowanie wszystkich (brak przegubów).
Wtedy kon�guracj¦ bryªy sztywnej okre±la poªo»enie jednego wybranego punktu r0 (cz¦sto
b¦dzie to ±rodek masy) i macierzy obrotu Ô wzgl¦dem ukªadu spoczynkowego bryªy.

Poªo»enie ka»dego punktu jest wtedy dane

r = r0 + Ôr′

gdzie r′ jest staªym poªo»eniem punktu w ukªadzie bryªy. W trakcie ruchu zmienia si¦ r0 i
Ô. Macierz Ô ma 3 niezale»ne parametry, ale zwykle traktuje si¦ j¡ jako zªo»enie 3 obrotów,
u»ywaj¡c k¡tów Eulera

Ô =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1


S¡ to obroty kolejno (od lewej do prawej) o k¡t φ wokóª osi z, ϑ wokóª x i ψ wokóª z. Wersor
ew = (cosφ, sinφ, 0) wyznacza kierunek osi w¦zªów.

W trakcie ruchu b¦dzi¦ interesowa¢ nas pr¦dko±¢ ṙ0 = v0 i pr¦dko±¢ k¡towa ω powi¡zana z
macierz¡ Ωab = εacbωc gdzie

Ω̂ = (dÔ/dt)ÔT = ÔΩ̂′ÔT , Ω̂′ = ÔTdÔ/dt

oraz ω = Ôω′. gdzie wielko±ci z primem (′) s¡ w ukªadzie bryªy. Dla opisu za pomoc¡ k¡tów
Eulera mamy

ω = φ̇ez + ϑ̇ew + ψ̇Ôez

gdzie ez = (0, 0, 1), Ôez = (sinϑ sinφ,− sinϑ cosφ, cosϑ) i analogicznie

ω′ = φ̇ÔTe′z + ϑ̇e′w + ψ̇e′z

20



W

x

y

z

Z'

X'

Y'

ϕ

θ

ψ

Rysunek 1: K¡ty Eulera (wikipedia: Lionel Brits)

21



gdzie e′z = (0, 0, 1) (w ukªadzie bryªy), ÔTe′z = (sinϑ sinψ, sinϑ cosψ, cosϑ) oraz e′w = ÔTew =
(cosψ,− sinψ, 0)

Z kolei pr¦dko±ci wyra»aj¡ si¦

v = ṙ = v0 + ω × (r − r0)

a przyspieszenia
a = v̇ = a0 + ω̇ × (r − r0) + ω × (ω × (r − r0))

Wprowadzaj¡c wektory obrócone do ukªadu bryªy (a nie liczone w nim) Ôv′ = v, Ôa′ = a
mo»emy tak»e zapisa¢

v′ = v′0 + ω′ × r′

a′ = a′0 + ω̇′ × r′ + ω′ × (ω′ × r′)

Zakªadamy, zgodnie z zasad¡ akcji i reakcji i d'Alemberta, »e siªy na poª¡czeniach s¡ cen-
tralne i przeciwnego znaku. Wprowadzaj¡c caªkowity p¦d i moment p¦du bryªy

P =
∑

mv, J =
∑

r ×mv

b¦dziemy mieli zatem

Ṗ =
∑

F (r) = F , J̇ =
∑

r × F (r) = D

gdzie F (r) s¡ siªami zewn¦trznymi dziaªaj¡cymi na punkt r. Do opisu ruchu bryªy wystarczy
wi¦c siªa wypadkowa F i caªkowity moment siªy D. W ukªadzie bryªy mamy równania Eulera

J̇
′
+ ω′ × J ′ = D′

Wprowadzimy kilka przydatnych wielko±ci, mas¦ bryªy M =
∑
m, �rodek masy R =∑

mr/M i ±rodek masy w ukªadzie bryªy R′ =
∑
mr′/M . Uwaga: dla ci¡gªego rozkªadu

masy zast¦pujemy
∑
m przez

∫
dr′ρ(r′) gdzie ρ jest g¦sto±ci¡ masy, cz¦sto staª¡. Wtedy

P = Mv0 +Mω × (R− r0), P
′ = Mv′0 +Mω′ ×R′

oraz
J =

∑
mr × (v0 + ω × (r − r0))

J ′ = Mr′0 × v′0 +MR′ × v0 +Mr′0 × (ω′ ×R′) +
∑

mr′ × (ω′ × r′)

Zauwa»my »e ∑
mr′ × (ω′ × r′) =

∑
m(r′2ω′ − r′(r′ · ω′)) ≡ Î ′ω′

gdzie wprowadzili±my tensor momentu bezwªadno±ci Î o skªadowych

Iab =
∑

m(r2δab − rarb)

jub jawnie

Î =
∑

m

y2 + z2 −xy −xz
−yx z2 + x2 −yz
−zx −zy x2 + y2


22



B¦dziemy pisa¢ Î (zale»y od r) w ukªadzie inercjalnym i Î ′ (zale»y od r′) w ukªadzie bryªy.
Energia kinetyczna

T =
∑

mv2/2 =
∑

mv′2/2 =
∑

m|v′0 + ω′ × r′|2/2

= Mv′20 /2 +Mv′0 · (ω′ ×R′) +
∑

m|ω′ × r′|2/2
Przy czym ∑

m|ω′ × r′|2/2 = ω′ · Î ′ω′/2 = I ′abω
′
aω
′
b/2

Przypadki szczególne. Cz¦sto opªaca si¦ ustawi¢ pocz¡tek ukªadu bryªy w ±rodku masy, r0 = R
co daje R′ = 0 znacz¡co upraszczaj¡ wzory:

P = mV , J = MR× V + Î0ω, T = MV 2/2 + ω · Î0ω/2
dla V = Ṙ (predko±¢ ±rodka masy) a Î0 jest momentem bezwªadno±ci liczonym wzgl¦dem
±rodka masy (±rodek ukªadu). To samo jest je±li r0 = 0 (staªy punkt bryªy):

P = Mω ×R, J = Îω, T = ω · Îω/2
Tak»e tensor bezwªadno±ci mo»na wyrazi¢ Î0. Dla bryªy przesuni¦tej o d wzgl¦dem ±rodka
masy mamy twierdzenie Steinera

Î = Î0 +M(d21̂− dd), Iab = I0ab +M(d2δab − dadb)
Cz¦sto mamy do czynienia z obrotami o staªej osi z (pªaski ruch obrotowy). Wtedy do opisu
wystarczy jeden k¡t φ (ϑ = ψ = 0) i tylko jedna skªadowa Izz =

∑
m(x2 + y2) a twierdzenie

Steinera ma prostsz¡ form¦ Izz = I0zz +Md2 gdzie d jest dªugo±ci¡ rzutu d na pªaszczyzn¦ xy.
Dla ruchu jednoosiowego wystarczy pisa¢ I ≡ Izz.

Osie gªówne. Poniewa» Î jest macierz¡ rzeczywist¡ symetryczn¡ i dodatnio okre±lon¡, zawsze
mo»na wybra¢ tak ukªad wspóªrz¦dnych bryªy (przez obrót) aby tensor Î byª diagonalny, tj.

Î =

Ix 0 0
0 Iy 0
0 0 Iz


przy czym zawsze 0 ≤ Iz ≤ Ix+ Iy (analogicznie przy zamianie ról kierunków xyz). Je±li Iz = 0
to wtedy Ix = Iy i masa rozªo»ona jest na osi z . Je±li Ix = Iy = 0 to tak»e Iz = 0 i masa jest
skupiona w pocz¡tku ukª¡du. Bryªy o symetrii wokóª osi z speªniaj¡ Ix = Iy = I⊥ > Iz/2 i
wtedy Î zachowuje posta¢ w ka»dym ukª¡dzie o tej samej osi z i tym samym pocz¡tku. Bryªy
o symetrii sferycznej speªniaj¡ Ix = Iy = Iz = I i Î zachowuje posta¢ w ka»dym ukª¡dzie o
tym samym pocz¡tku. Wymienione równo±ci momentów gªównych odtycz¡ tak»e innych bryª,
o symetriach dyskretnych (tabela)

Ix = Iy = Iz = I kula, sfera, bryªy plato«skie
(czworo±cian, sze±cian, 8,12,20-±cian), piªka no»na

Ix = Iy = I⊥ < Iz ≤ 2I⊥ krótki walec, koªo (tak»e samochodowe, rowerowe),
moneta, pier±cie«, okr¡g, pªyta CD, bransoleta,
wielok¡t foremny, �dget spinner

Ix = Iy = I⊥ > Iz > 0 dªugi walec, sto»ek, ostrosªup prawidªowy,
graniastosªup prawidªowy, oªówek, gwó¹d¹

Ix = Iy = I⊥ > Iz = 0 igªa, pr¦t, kij
Ix > Iy > Iz > 0 kartka A4, cegªa, ksi¡»ka, ksi¦»yc Marsa, kometa, asteroida
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Energi¦ bryªy mo»na zapisa¢ poprzez

ω′ · Î ′ω′ = I ′xω
′2
x + I ′yω

′2
y + I ′zω

′2
z

= I ′x(φ̇ sinψ sinϑ+ ϑ̇ cosψ)2 + I ′y(φ̇ cosψ sinϑ− ϑ̇ sinψ)2 + I ′z(ψ̇ + φ̇ cosϑ)2

Dla Ix = Iy = I⊥ mamy

ω′ · Î ′ω′ = I ′⊥(ω′2x + ω′2y ) + I ′zω
′2
z = I ′⊥(ϑ̇2 + φ̇2 sin2 θ) + I ′z(ψ̇ + φ̇ cosϑ)2

a dla Ix = Iy = Iz = I

ω′ · Î ′ω′ = I(ω′2x + ω′2y + ω′2z ) = I(ϑ̇2 + φ̇2 + ψ̇2 + 2ψ̇φ̇ cosϑ)

Wi¦zy dla bryªy sztywnej. Przewa»nie bryªa nie jest swobodna, ale zawieszona w 1 (ustalone
r0 ale dowolne obroty) lub 2 punktach ( ustalone r0 i obrót pªaski). Mog¡ by¢ tak»e bryªy
zawieszone jedna na drugiej. Ponadto toczenie bez po±lizgu wymaga równo±ci pr¦dko±ci bryª
w punkcie styku, a powierzchnia bryª musi by¢ gªadka (z dokªadno±ci¡ do drobnych nierów-
no±ci zapewniaj¡cych tarcie statyczne). Przewa»nie toczenie jest wi¦zem nieholonomicznym,
ale liniowym (piªka na boisku, moneta na stole). Czasem wi¡z jest holonomiczny, kiedy s¡ 2
(lub wi¦cej) punkty styku. We wszystkich przypadkach obowi¡zuje poznana wcze±niej zasada
d'Alemberta i równania Lagrange'a. Tam gdzie wystarcz¡ wi¦zy holonomiczne b¦dziemy stoso-
wali równania II rodzaju a tam gdzie s¡ jeszcze nieholonomiczne, uzupeªnimy je o te wi¦zy b¡d¹
odwoªamy si¦ do ogólnych równa« ruchu i siª reakcji. �lizganie bez tarcia b¦dzie przewa»nie
wymagaªo wi¦zów nieholonomicznych.

Siªy tarcia i reakcji. Warunek toczenia wymaga aby (wzajemna) siªa w punkcie styku miaªa
obie skªadowe, prostopadª¡ FR i równolegª¡ F T do powierzchni stycznej, zapewniaj¡c równe
pr¦dko±ci. Skªadowa równolegªa jest tarciem statycznym, speªniaj¡cym warunek FT < fFR
gdzie f jest statycznym wspóªczynnikiem tarcia. Zªamanie nierówno±ci umo»liwia po±lizg czyli
niezerow¡ pr¦dko±¢ wzgl¦dn¡ vT . W trakcie po±lizgu F T ma kierunek zgodny w vT (o ile np.
chropowato±¢ nie wyró»nia jakiego± kierunku), ale przeciwny zwrot i warto±¢ FT = µFR gdzie µ
jest kinetycznym wspóªczynnikiem tarcia mniejszym od f . Wspóªczynniki f i µ s¡ empiryczne,
zale»¡ gªównie od materiaªu. W opisie za pomoc¡ równa« Lagrange'a zwykle przyjmujemy
tarcie statyczne � toczenie bez po±lizgu, f =∞, lub ±lizganie bez tarcia µ = 0 a nawet f = 0.

Ruch pªaski. Je±li ka»dy punkt bryªy, a nawet ukªadu bryª, porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ stale
prostopadª¡ do ustalonego kierunku, umownie z. to ruch jest pªaski. Wtedy pr¦dko±¢ k¡towa
ma staªy kierunek ω = (0, 0, ω) = ω′, wektor v0 tylko skªadowe xy a do opisu obrotu wystarczy
jeden k¡t Eulera, φ (pozostaªe ϑ = ψ = 0) przy czym ω = φ̇. Siªy reakcji utrzymuj¡ce ruch
pªaski s¡ w kierunku z. Upraszcza si¦ tak»e wzór na

ω′ · Îω′ = Izzω
2/2, Jz = J ′z = Izzω

dla ruchu zawieszonego, r0 = 0 oraz Jz = M(R × V )z + I0zzω, T = MV 2/2 + I0zzω
2/2 dla

R = r0

Uwaga: Je±li na bryª¦ nie dziaªaj¡ »adne siªy zewn¦trzne (w tym reakcji) to J jest staªy.
Ruch pªaski jest wtedy mo»liwy tylko gdy ω jest staªa a tak»e Ixz = Iyz = 0, tj. z jest jedn¡ z
osi gªównych (zobaczymy to jeszcze przy analizie b¡ka swobodnego). Inaczej Ixz i Iyz dawaªyby
cz¦±¢ J w pªaszczy¹nie xy, która musiaªaby si¦ obraca¢ wokóª z z cz¦sto±ci¡ ω.
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Wahadªo �zyczne (rysunek). Bryªa zawieszona w polu grawitacyjnym g na ustalonej osi po-
ziomej (prostopadªej do g) Przyjmiemy o± z a pole g = (g, 0, 0). B¦dzie nas interesowa¢ jedynie
cz¦±¢ poªo»enia ±rodka masy w pªaszczy¹nie xy, tj. R⊥ = (Rx, Ry, 0) oraz I = Izz. Dªugo±¢
R⊥ = d jest staªa. Energia potencjalna wynosi −MgRx a kinetyczna Iω2/2. Przyjmuj¡c jako
zmienn¡ niezale»n¡ k¡t R⊥ z osi¡ x jako φ mamy L = Iφ̇2/2 + Mgd cosφ jest to zagadnienie
równowa»ne wahadªu matematycznemu z ` = I/Md (cz¦sto±¢ maªych drga« wynosi

√
g/`)

Je±li mamy mo»liwo±¢ zawieszenia bryªy na ró»nych, ale równolegªych osiach (bryª¦ mo»my
obraca¢ tylko wokóª z) to mo»emy wykorzysta¢ twierdzenie Steinera I = I0 + Md2, gdzie I0
jest momentem bezwªadno±ci wokóª osi zawieraj¡cej ±rodka masy. Wtedy ` = d+ I0/Md. St¡d
wida¢ »e cz¦sto±¢ waha« zale»y tylko od d. Jest ponadto taka sama dla par d1 i d2 speªniaj¡cych
warunek d1 + d2 = ` a minimalna warto±¢ wynosi `m = 2dm dla d = dm =

√
I0/M . Powy»sze

wªasno±ci wykorzystuje si¦ w wahadle rewersyjnym Katera, aby mierzy¢ dokªadnie g znaj¡c
jedynie sum¦ d1 + d2 bez znajomo±ci I0. Zamieniaj¡c dwa punkty zawieszenia sprawdza si¦ czy
okres waha« jest ten sam.

B¡k (ang. top). Przypadek swobodny. Na bryª¦ nie dziaªaj¡ siªy zewn¦trzne (wypad-
kowo). Eliminujemy ewentualny ruch jednostajny ±rodka masy przez przej±cie do ukªadu z nim
zwi¡zanego. Wtedy J̇ = 0 czyli

J̇
′
+ ω′ × J ′ = Î ′ω̇′ + ω′ × Î ′ω′ = 0

Ponadto jest zachowany moment p¦du J a wi¦c tak»e J ′2 = J2 oraz energia

T = ω · J/2 = ω′ · Î ′ω′/2

Niech bryªa ma momenty gªówne, I ′x ≤ I ′y ≤ I ′z. Je±li wszystkie s¡ równe to mamy ruch o staªej
ale dowolnej pr¦dko±ci k¡towej, a przypadek 2 równych omówimy pó¹niej. Mamy 2 staªe ruchu

2T = I ′xω
′2
x + I ′yω

′2
y + I ′zω

′2
z
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J2 = I ′2x ω
′2
x + I ′2y ω

′2
y + I ′2z ω

′2
z

Wektor ω′ musi porusza¢ si¦ wi¦c po krzywej (tzw. polhodii) b¦d¡cej przeci¦ciem obu elipsoid.
Warunkiem istnienia przeci¦cia jest

2TI ′z ≥ J2 ≥ 2TI ′x

a eliminuj¡c ω′y otrzymujemy

I ′x(I
′
x − I ′y)ω′2x + I ′z(I

′
z − I ′y)ω′2z = J2 − 2TI ′y

przy warunku
2T ≥ I ′xω

′2
x + I ′zω

′2
z

J2 ≥ I ′2x ω
′2
x + I ′2z ω

′2
z

Jest to hiperbola bo I ′z − I ′y ≥ 0 ≥ I ′x − I ′y a w szczególnym przypadku proste (dla I ′x = I ′y
lub I ′z = I ′y lub J2 = 2TI ′y). Ruch ω odbywa si¦ po tzw. herpolhodii, która ze staªo±ci J jest
pewn¡ pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do J bo rzut ω · J = 2T jest staªy. Ponadto ta pªaszczyzna
jest w trakcie ruchu styczna do elipsoidy wyznaczonej przez 2T . Polhodia i elipsoida 2T toczy
si¦ po herpolhodii bez po±lizgu. Mamy tak»e

ω′2x =
2TI ′z − J2 − I ′y(I ′z − I ′y)ω′2y

I ′x(I
′
z − I ′x)

, ω′2z =
2TI ′x − J2 − I ′y(I ′x − I ′y)ω′2y

I ′z(I
′
x − I ′z)

Przechodz¡c do równa« ruchu otrzymujemy równania Eulera

I ′xω̇
′
x = (I ′y − I ′z)ω′yω′z, I ′yω̇′y = (I ′z − I ′x)ω′zω′x, I ′zω̇′z = (I ′x − I ′y)ω′xω′y

Ze ±rodkowego równania, wyra»aj¡c ω′x,z przez ω
′
y dostajemy

I ′y
√
I ′xI
′
zω̇
′
y = ±

√
(2TI ′z − J2 − I ′y(I ′z − I ′y)ω′2y )(J2 − 2TI ′x − I ′y(I ′y − I ′x)ω′2y )

Dla J2 < 2TI ′y podstawiamy

ω′y =

√
J2 − 2TI ′x
I ′y(I

′
y − I ′x)

sinα

przy α ∈ [−π/2, π/2] dostaj¡c√
I ′yI
′
xI
′
zα̇ = ±

√
(2TI ′z − J2)(I ′y − I ′x)− (J2 − 2TI ′x)(I

′
z − I ′y) sin2 α

a okres obiegu polhodii wynosi

t0 = 4

√
I ′xI
′
yI
′
z

(2TI ′z − J2)(I ′y − I ′x)
K(k)

(caªka eliptyczna) przy

k2 =
(J2 − 2TI ′x)(I

′
z − I ′y)

(2TI ′z − J2)(I ′y − I ′x)
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Dla J2 > 2TI ′y podstawiamy

ω′y =

√
2TI ′z − J2

I ′y(I
′
z − I ′y)

sinα

dostaj¡c √
I ′yI
′
xI
′
zα̇ = ±

√
(J2 − 2TI ′x)(I

′
z − I ′y)− (2TI ′z − J2)(I ′y − I ′x) sin2 α

a okres obiegu polhodii wynosi

t0 = 4

√
I ′xI
′
yI
′
z

(J2 − 2TI ′x)(I
′
z − I ′y)

K(k)

przy

k2 =
(2TIz − J2)(I ′y − I ′x)
(J2 − 2TIx)(I ′z − I ′y)

B¡k swobodny symetryczny. Je±li I ′x = I ′y = I ′⊥ 6= I ′z to równania Eulera upraszczaj¡ si¦.
Je±li I ′z = 0 To bryªa jest jednowymiarowa, np. pr¦t. Wtedy z zachowania T i J wynika, »e
rzut ω na kierunek momentu p¦du ω · J/J = 2T/J = J/I ′⊥ = ω′⊥ gdzie ω⊥ jest dªugo±ci¡
rzutu ω na pªaszczyzn¦ x′y′. Zatem pªaszczyzna ta zawiera wektor J . St¡d kierunek z′ jest
prostopadªy do J , czyli pr¦t kr¦ci si¦ wokóª osi do niego prostopadªej. Pr¦dko±¢ tego obrotu
jest staªa ale dowolna. Mo»emy ustali¢ x′ w kierunku J , wtedy ω′z = 0.

J,z

z'ω

ω
ω'

⟂

⟂

x'

θ

Je±li I ′z > 0 to ω′z = const, co powoduje »e pozostaªe równania staj¡ si¦ liniowe ze staª¡
cz¦±ci¡ prostopadª¡ ω′⊥ =

√
ω′2x + ω′2y . Wektor ω′ kr¦ci si¦ wokóª osi z′ z cz¦sto±ci¡ ω′z(I

′
z/I
′
⊥−1)

(precesja). Mo»e byc dodatnia (ruch przeciwnie do zegara patrz¡c od strony dodatnich z lub
ujemna � zgodnie z zegarem). Polhodia i herpolhodia s¡ jednostajnie obieganymi okr¦gami
o staªym wzajemnym nachyleniu. W ukªadzie inercjalnym zachowane jest J . Je±li I ′z > I ′⊥
to J ′ jest bli»ej osi z′ ni» ω′ a je±li I ′z < I ′⊥ to dalej. Z kolei rzut ω′ na J ′ jest równy
2T/J = (I ′⊥ω

′2
⊥ + I ′zω

′2
z )/J . Cz¦sto±¢ precesji w ukªadzie inercjalnym b¦dzie równa cz¦sto±ci

precesji nieinercjalnej pomno»onej przez ω′⊥/ω⊥ gdzie ω⊥ jest dªugo±ci¡ rzutu ω′ na pªaszczyzn¦
prostopadª¡ do J ′. Zatem

J2ω2
⊥ = J2(ω′2⊥ + ω′2z )− (I ′⊥ω

′2
⊥ + I ′zω

′2
z )2 =

(I ′2⊥ω
′2
⊥ + I ′2z ω

′2
z )(ω′2⊥ + ω′2z)− (I ′⊥ω

′2
⊥ + I ′zω

′2
z )2 = [(I ′⊥ − I ′z)ω′⊥ω′z]2
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St¡d ω⊥ = (Iz−I⊥)ω′⊥ω
′
z/J . Cz¦sto±¢ inercjalnej precesji wynosi wi¦c J/I⊥. Mo»na to wyja±ni¢

tak»e inaczej, niech J = Jez. Wtedy ω = ωzez + ω′′ze
′
z Pr¦dko±¢ punktów na osi z′ speªnia

v = ω × r = ωzez × r = Ω× r

poniewa» r jest równolegªe do e′z. Cz¦sto±c precesji Ω = Ωez. Zatem ωz = Ω. Rzut J na
kierunek x′ prostopadªy do z′ daje J cos θ = I ′⊥ω

′
⊥ gdzie ω = ω′⊥e

′
x + ω′′ze

′
z. Rzut Ω na x′ jest

wi¦c ω′⊥ = Ω cos θ. St¡d Ω = J/I ′⊥
B¡k symetryczny ci¦»ki. Zaªo»ymy I ′x = I ′y = I ′⊥ i poªo»enie ±rodka masy na osi z′ oraz pole

grawitacyjne g = (0, 0,−g). Wtedy u»ywaj¡c k¡tów Eulera

2T = I ′⊥(φ̇2 sin2 ϑ+ ϑ̇2) + I ′z(φ̇ cosϑ+ ψ̇)2, V = MgR cosϑ

gdzie R jest odlegªo±ci¡ ±rodka masy od punktu zawieszenia. Ze wzgl¦du na cykliczno±¢ φ i ψ
mamy 2 staªe ruchu, oprócz energii,

pψ =
∂T

∂ψ̇
= I ′z(φ̇ cosϑ+ ψ̇)

pφ =
∂T

∂φ̇
= I ′⊥φ̇ sin2 ϑ+ pψ cosϑ

Mo»emy za pomoc¡ tych staªych wyeliminowa¢ φ̇ i ψ̇ zostawiaj¡c tylko ϑ̇ w energii

(pφ − pψ cosϑ)2/2I ′⊥ sin2 ϑ+ I ′⊥ϑ̇
2/2 +MgR cosϑ = E ′ = E − p2ψ/2I ′⊥

Podstawiaj¡c u = cosϑ, u̇ = −ϑ̇ sinϑ mamy

u̇2 = 2(1− u2)(E ′ −MgRu)/I ′⊥ − (pφ − pψu)2/I ′2⊥

Prawa strona jest wielomianem sze±ciennym od u ujemnym dla u = ±1 przy czym u ∈ [−1, 1].
Zatem b¦dzie istnie¢ dokªadnie okre±lony przedziaª [u−, u+] w którym prawa strona jest dodat-
nia i mo»e si¦ odbywa¢ ruch. Dokªadna zale»no±¢ u(t) jest znowu wyra»ana caªk¡ eliptyczn¡,
chyba »e przedziaª jest zaniedywalnie maªy.

θz
z'

R

g
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�yroskop. Bryªa symetryczna, I ′x = I ′y = I ′⊥ ma o± z′ ograniczon¡ do ustalonej pªaszczyzny
xz i staªy ±rodek masy (unieruchomiony np. odpowiednim zawieszeniem). Wtedy φ = 0. Niech
dodatkowo caªy »yroskop znajduje si¦ w ukªadzie nieinercjalnym, obracaj¡cym si¦ ze staª¡
pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω. Dla uproszczenia zaªó»my Ω = (0,Ωy,Ωz) Pr¦dko±ci k¡towe zapiszemy w
ukªadzie bryªy tworzonym przez osie y = y′,z′ i x′ prostopadª¡ do nich (ze wzgl¦du na symetri¦
osiow¡ ukªad nie musi obraca¢ si¦ wokóª z′). Mamy tylko

ωy = ϑ̇, ω′z = ψ̇

oraz
Ω′x = −Ωz sinϑ, Ω′z = Ωz cosϑ

Bior¡c pod uwag¦ caªkowit¡ pr¦dko±¢ k¡tow¡ ω + Ω mamy

2T = I ′⊥(Ω2
z sin2 ϑ+ (Ωy + ϑ̇)2) + I ′z(Ωz cosϑ+ ψ̇)2

Przy braku innych siª mamy staª¡ ruchu

pψ/I
′
z =

∂T

I ′z∂ψ̇
= ψ̇ + Ωz cosϑ = ω1

Ponadto

pϑ =
∂T

∂ϑ̇
= I ′⊥(ϑ̇+ Ωy)

Zatem
ṗϑ = I ′⊥ϑ̈ = I ′⊥Ω2

z sinϑ cosϑ− I ′zΩzω1 sinϑ

co daje maªe oscylacje wokóª ϑ = 0 z cz¦sto±ci¡√
I ′zΩzω1/I ′⊥ − Ω2

z

x

z

y=y'

z'

x'

Przykªady toczenia z wi¦zami nieholonomicznymi. Jednorodna kula lub sfera na stole w
obecno±ci innych siª F dziaªaj¡cych na jej ±rodek masy. Wspóªrz¦dne punktu na stole (x, y) w
którym kula styka si¦ ze stoªem oraz φ, θ, ψ k¡ty Eulera.
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mamy
T =

m

2
(ẋ2 + ẏ2 + kω2)

gdzie k = I/m jest równe 2R2/5 dla kuli jednorodnej lub 2R2/3 dla powªoki (piªka), natomiast

ω2 = ω2
x + ω2

y + ω2
z = φ̇2 + ψ̇2 + θ̇2 + 2φ̇ψ̇ cos θ

oraz
ωx = θ̇ cosφ+ ψ̇ sin θ sinφ, ωy = θ̇ sinφ− ψ̇ sin θ cosφ, ωz = φ̇+ ψ̇ cos θ

natomiast równania wi¦zów nieholonomicznych s¡

ẋ−Rωy = 0, ẏ +Rωx = 0

Z tych równa« wynika tak»e, »e Rω2 = ẋ2 + ẏ2 = v2. Ponadto równanie Lagrange'a dla φ daje
zachowanie ∂L/∂φ̇ = mkωz (bo L nie zale»y od φ a wi¦zy od φ̇). Zachowana jest tak»e energia
E = m(1 + k/R2)v2/2 + V (x, y) w potencjale V . Uwaga, mogliby±my wprowadzi¢ dodatkowy
wi¡z braku wirowania w punkcie styku wokóª osi z tj. ωz = 0. wtedy jednak

d

dt

∂L

∂φ̇
= mkω̇z = C

(mno»nik tego wi¦zu) ale ω̇z = 0 czyli C = 0 i ten wi¡z odpada. Pozostaªe równania Lagrange'a
maj¡ posta¢

mẍ = Fx + λ, mÿ = Fy + µ

ω̇z = φ̈+ ψ̈ cos θ − ψ̇θ̇ sin θ = 0

mkd(ψ̇ + φ̇ cos θ)/dt = mk(ψ̈ + φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ) = λR sin θ cosφ+ µR sin θ sinφ

mk(θ̈ + φ̇ψ̇ sin θ) = µR cosφ− λR sinφ

Z tych równa« otrzymujemy

mk(ψ̈ sin θ − φ̇θ̇ + ψ̇θ̇ cos θ) = R(λ cosφ+ µ sinφ)

i dalej
mkω̇x = Rµ, mkω̇y = −Rλ

Równowa»nie, wystarczy skorzysta¢ z ogólnych równa« ruchu uwzgl¦dniaj¡cych siª¦ reakcji w
punkcie styku, utrzymuj¡c¡ wi¦zy.

Wykªad 6

Szczególna teoria wzgl¦dno±ci. Idea szczególnej teorii wzgl¦dno±ci polega na narzuceniu wa-
runku niezmienno±ci praw ruchu dla pewnych przeksztaªce« czasu i przestrzeni. Wspóln¡ cech¡
tych przeksztaªe« jest staªa pr¦dko±¢ ±wiatªa, ale nie trzeba od tego warunku zaczyna¢. W
konstrukcji teorii wzgl¦dno±ci istotn¡ rol¦ odegraªy nie tylko wa»ne do±wiadczenia np. ekspery-
ment Michelsona-Morley'a czy 19.-wieczne badania aberracji ±wiatªa gwiazdowego, ale wªa±nie
spójny zapis matematyczny. Trzeba te» pami¦ta¢ »e szczególna teoria wzgl¦dno±ci zostaªa pó¹-
niej zast¡piona przez ogóln¡, gdzie pr¦dko±¢ ±wiatªa jest zasadniczo umowna, a tak»e »e nie
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wynikaj¡ z niej konkretne równania ruchu (takie jak Newtona) a jedynie wa»ne ograniczenia.
Tym samym sªuszno±¢ szczególnej, ale i ogólnej teorii wzgl¦dno±ci jest zawsze powi¡zana z
konkretnym modelem dynamiki (klasycznej, kwantowej lub innej zupeªnie abstrakcyjnej) i jej
do±wiadczaln¡ wery�kacj¡.

Zbudujemy klas¦ przeksztaªce« czasu i przestrzeni (czasoprzestrzeni) speªniaj¡cych okre-
±lone warunki wzgl¦dno±ci. Przeksztaªcenia te mo»na rozumie¢ jako zmian¦ ukªadu odniesienia,
podobnie jak robili±my to dla obrotów lub transformacji Galileusza. Dla uproszczenia przestrze«
zredukujemy do 1 wymiaru (pó¹niej poka»emy »e wi¦cej wymiarów niewiele zmienia). Mamy
wi¦c przeksztaªcenia (t′, x′)→ (t, x) przeprowadzaj¡ce odpowiednio czas i poªo»enie (jednowy-
miarowe) w ukªadzie U ′ do czasu i poªo»enia w ukªadzie U . Zaªo»ymy »e przeksztaªcenie jest
liniowe tj.

t = At′ +Bx′, x = Ex′ +Dt′

gdzie A,B,C,D s¡ staªymi zale»¡cymi tylko od przyj¦tych ukªadów U ′ i U . Punkt (t′, 0)
przechodzi na (t, x) = (At′, Dt′) wi¦c U ′ porusza si¦ wzgl¦dem U z pr¦dko±ci¡ x/t = v = D/A.
Analogicznie na (t, 0) przechodzi (t′, x′) = (Et/(AE−BD), tD/(BD−AE)) wi¦c U porusza si¦
wzgl¦dem U ′ z pr¦dko±ci¡ x′/t′ = v′ = −D/E. Zaªo»ymy wzajemn¡ wzgl¦dno±¢ czyli v′ = −v i
wtedy A = E. Zaªo»ymy tak»e »e transformacja zale»y wyª¡cznie od v i podlega skªadaniu co
w istocie oznacza »e (

A B
D A

)
= expw

(
a b
d a

)
gdzie a, b, d s¡ staªymi niezale»nymi od v natomiast w(v) jest pewn¡ funkcj¡ tak¡ »e w(0) = 0
(ten sam ukªad) oraz w′(0) = 1 (w ' v dla maªych pr¦dko±ci), sk¡d d = 1. Przyjmiemy »e
transformacja nie wyró»nia kierunku pr¦dko±ci we wspóªczynniku A do daje a = 0. Zostaª
nam tylko jeden wolny parametr b który mo»e by¢ dodatni lub ujemny. Ujemny daje zwykªe
obroty co odrzucamy bo chcemy mie¢ przyczynowo±¢ tj. A > 0 dla ka»dego v (zakªadamy »e
czas pªynie do przodu, nawet je±li przeskalowany). Natomiast dla b > 0 przyjmiemy b = 1/c2

gdzie c jest pewn¡ (staª¡) pr¦dko±ci¡. Oczywi±cie teraz ju» mo»emy przyj¡¢ »e jest to pr¦dko±¢
±wiatªa i jest zachowana w ka»dym ukªadzie. Ostatecznie(

A B
D A

)
=

(
cosh(w/c) sinh(w/c)/c
c sinh(w/c) cosh(w/c)

)
Mo»emy te» zapisa¢ przeksztaªcenie w formie transformacji Lorentza

t = γ(t′ + vx′/c2), x = γ(x′ + vt′), γ =
1√

1− v2/c2

Przechodz¡c do 3 wymiarów przestrzennych wprowadzimy ogóln¡ notacj¦ pochodz¡c¡ od
Einsteina i Lorentza. Czteropoªo»enie x0 = ct (czas przeskalowany przez c), x1 = x, x2 = y,
x3 = z (poªo»enie w przestrzeni 3-wymiarowej). Tensor metryczny

ĝ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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x

ct
ct'

x'

x=ct

x=−ct

Rysunek 2: Osie transformacji Lorentza od ukªadu U ′ (czerwony) do U (niebieski). Ruch
±wiatªa (zielony) nie zale»y od ukªadu. Obszar przyczynowy »óªty.

Indeksy górne i dolne (litery greckie) xµ (te zde�niowali±my), xµ (b¦d¡ troch¦ inne)

gµν = gµν =


+1 dla µ = ν = 0
−1 dla µ = ν = 1, 2, 3

0 dla µ 6= ν

konwencja sumacyjna

A ·B = AµBµ =
3∑

µ=0

AµBµ = AµB
µ =

3∑
µ=0

AµB
µ

(zawsze pary wska¹ników) i wtedy
xµ = gµνx

ν

czyli x0 = x0, x1 = −x1, x2 = −x2, x3 = −x3. Dla odró»nienia b¦dziemy pisa¢ czterowektory
czcionk¡ zwykª¡, a stare przestrzenne trójwymiarowe pogrubion¡

x = (x0, x1, x2, x2) = (x0,x), x · y = x0y0 − x · y

gdzie x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3 jest starym iloczynem skalarnym. Ogólne przeksztaªcenia
Lorentza maj¡ posta¢ macierzy Λ̂ takich »e

xµ = Λµ
νx
′ν

zachowuj¡ce interwaª czyli

x · x = xµxµ = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = c2t2 − (x2 + y2 + z2) = x′µx′µ = x′ · x′

lub macierzowo Λ̂T ĝΛ̂ = ĝ lub wska¹nikowo

Λα
µΛβ

νg
µν = gαβ
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Uwaga: Ogólnie te warunki dopuszczaj¡ tak»e odbicie czasu x0 = −x′0 i caªej czasoprzestrzeni
xµ = −x′µ. Aby pozosta¢ w grupie tradycyjnych przeksztaªe« zastrze»emy Λ0

0 > 0 oraz
det Λ̂ = +1. W ten sposób mamy tradycyjne transformacje Lorentza w dowolnym kierunku
v → v (je±li v = (v, 0, 0) to y = y′, z = z′ i ogólnie nie zmieniaj¡ si¦ wspóªrz¦dne prostopadªe
do v), obroty bez zmiany czasu i ich kombinacje. Jest to tzw. grupa SO+(1, 3) albo wªa±ciwa
grupa Lorentza.

Transformacje (grup¦) Lorentza mo»na wyprowadzi¢ te» z liniowo±ci i staªo±ci pr¦dko±ci
±wiatªa w dowolnym kierunku. Zaªózmy »e x′ · x′ = 0 (ruch z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa) implikuje
x · x = 0 (nadal ruch pr¦dko±ci¡ ±wiatªa). Z cz¦±ciowej dowolno±ci x′ wynika

Λ̂T ĝΛ̂ = λĝ

gdzie λ jest pewnym czynnikiem. Obliczaj¡c wyznacznik dostaniemy λ4 = det2 Λ̂. Wida¢ »e
mo»emy ka»d¡ Λ̂ rozªo»y¢ na wªa±ciw¡ tj. det Λ̂ = 1 i pewien globalny czynnik. Poniewa» ów
czynnik musiaªby albo by¢ niezale»ny od pr¦dko±ci albo wyróznia¢ jaki± kierunek (np. λ =
exp(a · v)), pominiemy go z zaªo»enia. Uwaga: w ogólnej teorii wzgl¦dno±ci mo»na dopu±ci¢
λ 6= 1, jednak powoduje to globalne proporcjonalne przeskalowanie caªej przestrzeni, uj¦te np.
w tzw. staªej kosmologicznej.

Interwaª

x · x


> 0 czasowy, mo»liwa przyczynowo±¢
< 0 przestrzenny, zdarzenie niezale»ne
= 0 zerowy, ±wietlny

Dylatacja czasu: W ukªadzie U ′ czas pªynie wolniej tj. t = γt′. Skrócenie Lorentza. Obiekt
spoczywaj¡cy w U ′ o dªugo±ci L′ (wzdªu» kierunku pr¦dko±ci wzgl¦dnej) ma w U dªugo±¢ L′/γ
bowiem stosujemy warunek t = 0 w U . Skªadanie pr¦dko±ci. Niech U ′ porusza si¦ z pr¦dko±ci¡
v = (v, 0, 0) wzgl¦dem U . Je±li w U ′ obiekt porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ V ′ = (V ′x, V

′
y , V

′
z ) to

x′ = (ct′, V ′xt
′, V ′yt

′, V ′z t
′) czyli

t = t′γ(1 + vV ′x/c
2), x = t′γ(V ′x + v), y = V ′yt

′, z = V ′z t
′

to w ukªadzie U porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ V = (Vx, Vy, Vz)

Vx =
x

t
=

V ′x + v

1 + vV ′x/c
2
, Vy =

y

t
=

V ′y/γ

1 + vV ′x/c
2
, Vz =

z

t
=

V ′z/γ

1 + vV ′x/c
2
,

Efekt Dopplera: Je±li w ukªadzie U ′ poruszaj¡cym si¦ z pr¦dko±ci¡ v = (v, 0, 0) wzgl¦dem U
porusza si¦ fala z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa o cz¦sto±ci ω w tym samym kierunku to funkcja falowa
ma posta¢ cos(ω′(t′ − x′/c)) W ukªadzie U ta funkcja ma posta¢

cos(ω′γ(t− xv/c2 − (x− tv)/c) = cos(ω′γ(1 + v/c)(t− x/c))

co oznacza »e w U fala ma czestotliwo±¢

ω = ω′γ(1 + v/c) = ω′
√
c+ v

c− v

Relatywistyczny punkt materialny. Punkt ma pewn¡ trajektori¦ w czasoprzestrzeni x(ξ) =
(x0(ξ), x1(ξ), x2(ξ), x3(ξ)) dla parametru rzeczywistego ξ. Aby móc analizowa¢ ruch zgodnie z
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teori¡ wzgl¦dno±ci lokalnie wzdªu» trajektorii, nie mo»emy wybra¢ t = ξ. Naturalnym odpo-
wiednikiem relatywistycznym dªugo±ci jest in�nitezymalny interwaª (ds)2 = dx · dx. Przy tym
zaªo»ymy czas pªynie dodatnio a chwilowa pr¦dko±¢ punktu = dx/dt nie przekracza c co do
warto±ci. Wtedy mo»emy zde�niowa¢ ró»niczkowy czas wªasny

dτ =
√
dx · dx/c

lub caªkowo

τ =

∫
dξ

c

√
dx

dξ
· dx
dξ

Je±li patrzymy na ruch punktu w ustalonym ukªadzie U to mo»emy u»y¢ chwilowej pr¦dko±ci
punktu (w tym ukªadzie)

v =
dx/dξ

dt/dξ
=
dx

dt

i mo»emy u»y¢ ju» parametryzacji przez t (czas w U) Wtedy dτ = dt
√

1− v2/c2 lub

τ =

∫
dt
√

1− v2/c2

W tym zapisie nie wida¢ jawnie niezmienniczo±ci τ poniewa» ustali±my pewien ukªad U . Czas
wªasny jest w praktyce czasem mierzonym przez zegar pod¡»aj¡cy wraz z punktem. Poniewa»
sam jest wielko±ci¡ niezale»n¡ od ukªadu (niezmiennicz¡), mo»e by¢ parametrem trajektorii i
daje nowy czterowektor, pr¦dko±¢ wªasn¡ u = dx/dτ . Uwaga: pr¦dko±¢ wªasna speªnia warunek
u · u = c2 a wi¦c

u0 =
√
c2 + u · u = cγ(v)

Zauwa»my te» »e
u = γ(v)v

Masa, p¦d i energia. Dla danego punktu zapostulujemy dodatni parametr niezmienniczy m,
mas¦ (spoczynkow¡) i czterop¦d p = mu gdzie

p = mu = γ(v)mv

b¦dzie uto»samimy z p¦dem przestrzennym natomiast

p0 = E/c = mcγ

gdzie E uto»samimy z energi¡. Gdy v = 0 to E = mc2. Dla maªych pr¦dko±ci mamy

E ' mc2 +mv2/2

zgodnie z teori¡ Newtona. Mamy tak»e p · p = m2c2 czyli E =
√
m2c4 + c2|p|2 oraz p =

vE/c2. Punkty o zerowej masie spoczynkowej m = 0 tak»e mog¡ mie¢ p¦d i energi¦, ale musz¡
porusza¢ si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, tj. |v| = c a tak»e E = c|p|. Poniewa» oddziaªywania na
odlegªo±¢ byªyby sprzeczne z relatywistyczn¡ niezmienniczo±ci¡, to nie mo»emy automatycznie
przenie±¢ zasad dynamiki Newtona do teorii wzgl¦dno±ci. Istotnymi zasadami sªusznymi nadal
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w relatywistyce jest zachowanie caªkowitego p¦du i energii czyli czterop¦du. Je±li mamy ukªad
punktów materialnych o p¦dach p1, p2,... to zachowany jest caªkowity czterop¦d

P =
∑
j

pj

Zasady te mo»na wykorzysta¢ do badania np. punktowych zderze« (punkty tra�aj¡ w siebie
dokªadnie).

Z kolei do badania ruchu w polu siª zewn¦trznych podejdziemy konstruuj¡c równania La-
grange'a. Formalizm Lagrange'a jest akceptowalny w teorii wzgl¦dno±ci gdy» zasada wariacyjna
Hamiltona musi dawa¢ t¦ sam¡ trajektori¦ w ka»dym ukªadzie odniesienia. Do niezmienniczo±ci
wystarczy niezmienniczo±¢ dziaªania czyli caªki∫

dtL(x,v, t)

Wida¢ »e w tej formie jest wyró»niony jaki± ukªad odniesienia. Dlatego najpierw uogólnimy
zasad¦ wariacyjn¡ Hamiltona na przypadek dowolnej parametryzacji trajektorii x(ξ), w tym
czasu. Tym samym b¦dziemy mieli 4 (poªo»enie i czas) a nie 3 (samo poªo»enie) wspóªrz¦dne
i 4 (a nie 3) pr¦dko±ci dx/dξ. Uogólniony Lagrangian L i dziaªanie ma posta¢∫

dξL(x, dx/dξ = ẋ, ξ)

Zapostulujemy posta¢
L = −mc

√
ẋ · ẋ− qẋ · A(x)

gdzie q jest ªadunkiem punktu (niezmienniczym), A0 = Φ/c gdzie Φ jest potencjaªem elek-
trostatycznym a A jest wektorowym potencjaªem magnetycznym. Przypomnijmy te» »e E =
−∇Φ− ∂tA, B = ∇×A. W tym przypadku wspomniana wielko±¢ zachowana to»samo±ciowo
si¦ zeruje, ale te» posta¢ dziaªania nie zmieni si¦ gdy dowolnie przeskalujemy ξ, tj. zast¡pimy
przez ξ̃(ξ) (dowoln¡ funkcj¦ monotoniczn¡). Pole elektryczne mo»na te» zapisa¢ za pomoc¡
tensora pola Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = −Fνµ (antysymetrycznego) gdzie

∂µ =
∂

∂xµ

Wtedy

Fµν =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 −Bz By

−Ey/c Bz 0 −Bx

−Ez/c −By Bx 0


dla E = (Ex, Ey, Ez), B = (Bx, By, Bz), tj. F01 = Ex/c = −F10, F21 = Bz = −F12 itd.

Wyprowadzimy równania ruchu korzystaj¡c z równa« Lagrange'a II rodzaju. Dlatego rów-
nania wyprowadzimy w okre±lonym ukªadzie odniesienia, ale zobaczymy »e nadal maj¡ form¦
niezmiennicz¡. Mamy

∂L
∂ẋ

= − mcẋ√
ẋ · ẋ

− qA
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czyli
d

dξ

mcẋµ√
ẋ · ẋ

+ qẋν∂νAµ = − ∂L
∂xµ

= ẋν∂µAν

czyli
d

dξ

mcẋµ√
ẋ · ẋ

= qẋνF
µν

Równowa»nie
md2xµ/dτ 2 = mduµ/dτ = qduνF

µν

na skªadowych
mdu0/dτ = qu ·E/c, mdu/dτ = q(u0E/c+ u×B)

albo

dp/dt = q(E + v ×B)

oraz dE/dt = qE · v czyli zmian¦ energii wywoªuje praca pola elektrycznego.
Je±li wrócimy do wersji tradycyjnej L(x,v = ẋ, t) to wtedy mamy

L = −mc2/γ − qΦ + qv ·A

przy γ = (1− |v|2/c2)−1/2. Wtedy otrzymamy te same równania ruchu co wcze±niej, mimo »e
nie wida¢ jawnie niezmienniczo±ci. Mo»emy tak»e otrzyma¢ p¦dy uogólnione

p = mγv + qA

oraz hamiltonian
H =

√
m2c4 + c2|p− qA|2 + qΦ

Taki brak jawnej niezmienniczo±ci utrudnia tworzenie ogólniejszych modeli dynamiki zgodnej
z teori¡ wzgl¦dno±ci.

Niezmienniki interwaª x · x, czas wªasny τ , pr¦dko±¢ ±wiatªa u · u = c2,
masa p · p = m2c2, ªadunek

Czterowektory poªo»enie xµ, pr¦dko±¢ wªasna uµ, p¦d pµ,
pochodne ∂µ, potencjaª Aµ

Tensor metryczny gµν , elektromagnetyczny Fµν

Wykªad 7

Mechanika o±rodków ci¡gªych. Hydrodynamika. Ukªad wielu punktów materialnych zast¡pimy
ci¡gªym ich rozkªadem. Mamy g¦sto±¢ masy ρ(r, t), rzeczywista, dodatnia funkcj¡ czasu t i
przestrzennego poªo»enia r = (x, y, z) = (r1, r2, r3), oraz lokaln¡ pr¦dko±¢ v(r, t). Nie roz-
patrujemy tutaj teorii wzgl¦dno±ci (jest to mo»liwe, ale du»o trudniejsze). W zwi¡zku z tym
zaªo»ymy zasad¦ zachowania masy. Je±li ustalimy pewn¡ obj¦to±¢ (wirtualnie) V to zawarta w
nie masa (w danym momencie)

MV (t) =

∫
dV ρ(v, t)
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mo»e zmienia¢ si¦ tylko poprzez przepªyw przez powierzchni¦, tj.

ṀV = −
∮
ρ(r, t)v(r, t) · dS

gdzie dS jest elementem powierzchni skierowanym na zewn¡trz bryªy. Dokªadniej dS = ru ×
rvdudv je±li bryªa jest opisywana r(u, v, h), h ∈ [0, 1] a jej powierzchnia ma h = 1. ru =
∂ur ≡ ∂r/∂u itd. oraz jakobian J = [ru, rv, rh] > 0 Na mocy twierdzenia Gaussa otrzymujemy
ró»niczkowe równanie ci¡gªo±ci

∂tρ+∇ · (vρ) = 0

gdzie ∇ = (∂1, ∂2, ∂3) = (∂x, ∂y, ∂z) jest wektorowym operatorem ró»niczkowania, w tym przy-
padku dywergencj¡. Je±li ρ jest staªe (nigdy nie jest tak dokªadnie, patrz np. pr¦dko±¢ d¹wi¦ku)
to ∇ · v = 0. Z kolei równania dynamiki Newtona oznaczaj¡ »e p¦d w danej obj¦to±ci tj.

P V (t) =

∫
dV ρv

tak»e mo»e zmienia¢ si¦ tylko przez przepªyw przez powierzchni¦, tj.

Ṗ V = −
∮
dS · Π̂(r, t) +

∫
dV f(r, t)

gdzie Π̂ jest tensorem napi¦¢ (macierz 3× 3) o skªadowych Πij czyli

Ṗi,V =

∮
dSjΠji(r, t) +

∫
dV fi(r, t)

Tu i dalej stosujemy konwencj¦ sumacyjn¡ ajbj ≡
∑3

j=1 ajbj, natomiast f oznacza g¦sto±¢ siª
zewn¦trznych. Na mocy twierdzenia Gaussa dostajemy równanie ró»niczkowe

∂t(ρv) = −∇ · Π̂ + f

albo na skªadowych
∂t(ρvi) = −∂jΠji + fi

Pªyn idealny. Jest opisywany jedynie przez ci±nienie p(r, t) > 0

Π̂ = p1̂ + ρvv, Πij = pδij + ρvivj

Zaªo»ymy tak»e »e ci±nienie jest funkcj¡ g¦sto±ci tj. p = p(ρ). Wymaga to zaªo»enia adiabatycz-
no±ci tj. staªej entropii na jednostk¦ masy, s. Wa»ne: w rzeczywisto±ci nawet w równowadze
ci±nienie zale»y od s tj. p = p(ρ, s) a zatem rozpatrujemy przypadek kiedy s jest staªe w caªej
dost¦pnej przestrzeni i czasie. Zaniedbujemy tak»e procesy nierównowagowe, lepko±¢ i przepªyw
ciepªa.

Zastosowania: Równanie Bernoulliego. Wprowadzimy entalpi¦ na jednostk¦ masy

w =

∫
dp/ρ
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co jest dobrze zde�niowane, bo zakªadamy »e p i ρ s¡ wzajemnymi funkcjami. Zaªó»my tak»e
potencjaª grawitacyjny Φ tj. f = −ρ∇Φ. Wtedy otrzymujemy równanie na pr¦dko±¢

∂tv + (v · ∇)v = −∇(w + Φ)

co mo»na przepisa¢ w postaci

∂tv − v × (∇× v) = −∇(w + Φ + v2/2)

Dla przepªywów stacjonarnych (niezale»nych od czasu) mamy wtedy

w + Φ + v2/2 = const

wzdªu» linii przepªywu tj. krzywej stycznej do v.
Równowaga w polu grawitacyjnym g = (0, 0,−g). Na mocy równania Bernoulliego w + gz

jest staªe, a kolei adiabatycznie p = Aργ gdzie γ jest staªym wykªadnikem (γ = 7/5 dla
powietrza � gazu cz¡steczek 2-atomowych). co daje w = γp/ρ(γ−1) (w = 7p/2ρ dla powietrza).
Z równania gazu doskonaªego p/ρ = kBT/m gdzie kB jest staª¡ Boltzmanna (okre±lon¡ w
ukªadzie SI) ammas¡ pojedynczej cz¡steczki. Wtedy temperatura maleje liniowo z wysoko±ci¡.

Ruch stacjonarny ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω = (0, 0, ω). Wtedy v = ω× r = ω(−y, x, 0)
co daje staªe w + Φ− ω(x2 + y2)/2.

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku. Zaªó»my falowe zaburzenie ρ = ρ0 + ρ′, ρ′ � ρ0, v2 � p/ρ. ρ′ =
A exp(i(kz − ωt)) v = ezv0 exp(i(kz − ωt) Wtedy

−iωA+ v0ikρ0 = 0, −iωv0ρ0 + (dp/dρ)ikA = 0

czyli pr¦dko±¢
c = ω/k =

√
dp/dρ

jgdzie dρ/dp jest ±ci±liwo±ci¡ adiabatyczn¡.
Nieci¡gªo±¢. Szczególny przypadek pªynu idealnego v = (v(x, t), 0, 0), ruch w jednym wy-

miarze

v =

∫
cdρ/ρ =

∫
dp/cρ,

Wtedy funkcja x(ρ, t) odwrotna do ρ(x, t) ma wªasno±¢

∂tx = c+ v, x = x(ρ, 0) + t(c+ v)

Przy odpowiednich warunkach pocz¡tkowych ∂ρx zmieni znak (np. ρ(x, 0) = A + B tan(x/a))
czyli rozwi¡zanie przestanie istnie¢ (straci ci¡gªo±¢). Wtedy pªyn nie mo»e by¢ dªu»ej idealny
i trzeba uwzgl¦dni¢ lepko±¢.

Teoria spr¦»ysto±ci. W odró»nieniu od pªynu ciaªo spr¦»yste stara si¦ utrzymywa¢ staªe od-
legªo±ci pomi¦dzy punktami. Statyk¦ i dynamik¦ okre±la wtedy przesuni¦cie wzgl¦dne punktów.
Zakªadamy, »e mo»emy ka»dy punkt ciaªa mo»e si¦ przesun¡¢, tj. r przesuwa si¦ do r′. Ist-
nieje zatem funkcja, pole wektorowe r′(r, t). Pewne przesuni¦cia dopuszczalne, ale nieistotne
z punktu widzenia spr¦»ysto±ci, tj. obroty i przesuni¦cia, takie same dla wszystkich punk-
tów. Zaªo»ymy tak»e »e przesuni¦cia s¡ niewielkie, czyli wprowadzimy przesuni¦cie wzgl¦dne
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u(r) = r′ − r. Przesuni¦cia powoduj¡ powstanie energii potencjalnej V [u] (jest to formalnie
funkcjonaª czyli funkcja od funkcji). W najprostrzym przypadku ciaªa izotropowego o energii
decyduje tensor 3× 3 pochodnych

∂ui
∂rj

= ∂jui

Zaªo»ymy oczywi±cie, »e V [0] = 0 czyli brak przesuni¦¢ zeruje energi¦. Energia potencjalna
w przypadku liniowym powinna by¢ dodatni¡ form¡ kwadratow¡ od powy»szych pochodnych.
Zakªadaj¡c »e bryªa jest izotropowa (nie ma wyró»nionych kierunków), jedyna mo»liwa posta¢
to

V =

∫
dr[A(∂iuj + ∂jui − 2δij∂kuk/3)(∂iuj + ∂jui − 2δij∂kuk/3) +B∂iui∂juj]

gdzie A,B > 0 to tzw. wspóªczynniki Lamé i stosujemy konwencj¡ sumacyjn¡. Uwaga: teore-
tycznie dopuszczalny byªby trzeci wyraz

(∂iuj − ∂jui)(∂iuj − ∂jui)

ale oznaczaªby niezerow¡ energi¦ przy obrotach wi¦c jest wykluczony.
Zastosowanie. Proste rozci¡ganie. Zaªó»my »e ciaªo rozci¡gamy liniowo tj. u = (xα, yβ, zγ).

Wtedy energia jest dana

(4A/9)[(2α− β − γ)2 + (2β − α− γ)2 + (2γ − α− β)2] +B(α + β + γ)2

razy pierwotna obj¦to±¢. Ustalmy α (np. jest to kierunek w którym trzymamy ciaªo za ko«ce)
i szukamy takich β i γ które daja najni»sz¡ energi¦. Z równa«

(4A/3)(2β − α− γ) +B(α + β + γ) = 0, (4A/3)(2γ − α− β) +B(α + β + γ) = 0,

dostajemy β = γ = −ασ gdzie

σ =
3B − 4A

6B + 4A

jest liczb¡ Poissona, speªniaj¡c¡ σ ∈ [−1, 1/2]. Wi¦kszo±¢ materiaªów ma σ > 0 np. guma 1/2,
korek 0. Ujemne σ maj¡ tzw. auksetyki (np. specjalne pianki).

Po wstawieniu β i γ energia b¦dzie równa Eα2/2 razy obj¦to±¢ gdzie

E =
36AB

2A+ 3B

jest moduªem Younga (proporcjonalno±¢ siªy do rozci¡gni¦cia). Odwrotnie A = E/8(1 + σ),
B = E/6(1− 2σ) Dynamika. Energia kinetyczna

T =

∫
drρ(r)|∂u/∂t|2

gdzie ρ jest g¦sto±ci¡ masy. Dalej stosujemy zwykªe równania Netwona lub Lagrange'a co daje

ρ∂2t ui(r, t) = −δV/δui(r, t)
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Po prawej stronie wyst¦puje tzw. pochodna funkcjonalna, tj. ró»niczkujemy funkcjonaª V [u]
po warto±ciach u (mo»na dla ªatwiejszego zrozumienia tej konstrukcji zast¡pi¢ ci¡gªe r przez
równomierny rozkªad punktów i a pochodne przez ilorazy ró»nic). Wtedy

ρ∂2tu = 4A∆u + (2B + 4A/3)∇(∇ · u)

lub

ρ∂2tu =
E

2(1 + σ)
∆u +

E

2(1 + σ)(1− 2σ)
∇(∇ · u)

gdzie ∆ = ∇ · ∇ to laplasjan. Zastosowanie. D¹wi¦k. Mamy dwa rodzaje fal d¹wi¦kowych.
Podªu»ne np. u = eikz−iωt(0, 0, α) i poprzeczne np. u = eikz−iωt(βx, βy, 0). Predko±¢ fal
podªu»nych i poprzecznych cL/T = ω/k,

cL =
√

(2B + 16A/3)/ρ =
√

(1− σ)E/(1 + σ)(1− 2σ)ρ, cT =
√

4A/ρ =
√
E/2(1 + σ)

czyli cL >
√

4/3cT a je±li σ > 0 to cL >
√

2cT .
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