
Uzupeªnienie ¢wicze« z Metod Matematycznych Fizyki (2012/2013)

1. O± obrotu SO(3)
w(λ) = det(λ − R) dla macierzy 3 × 3 obrotu R (RTR = I) jest funkcj¡ rzeczywist¡, ci¡gª¡
i ma granice ±∞ wi¦c ma pierwiastek rzeczywisty, λ1, b¦d¡cy jednocze±nie warto±ci¡ wªasn¡,
tj. λ1v = Rv, dla rzeczywistego wektora v. Poniewa» |Rv| = |v| (bo RTR = 1), wi¦c |λ1| = 1
czyli λ1 = ±1. Je±li −1 jest jedynym pierwiastkiem rzeczywistym, to λ2 = λ̄3 czyli detR =
λ1λ2λ3 = −|λ2|2 co jest niemo»liwe, bo detR = 1. Je±li λ2,3 s¡ rzeczywiste, to te» musz¡ byc
równe ±1. Je±li λ1,2,3 = −1, to detR = −1, sprzeczno±¢. Zatem istnieje λk = 1.

2. Warstwy
H jest podgrup¡ G. Dla ka»demu g ∈ G mo»na przypisa¢ warstw¦ Hg = {hg, h ∈ H}.
Warstwy tworz¡ zbiory rozª¡czne. Przypu±¢my »e g ∈ Hg1 ∩ Hg2. Wtedy h1g1 = h2g2, dla
pewnych h1,2 ∈ H. Zatem g1 = h−11 g2, czyli g1 ∈ Hg2 a wi¦c tak»e Hg1 ⊂ Hg2. Analogicznie
Hg2 ⊂ Hg1, czyli Hg1 = Hg2. Spostrze»enie: Je±li Hg1 = Hg2 to g1g

−1
2 ∈ H. Spostrze»enie:

g−1h1g i g−1h2g s¡ równe wtedy i tylko wtedy, gdy h1 = h2 (sprawdzamy mno»¡c g · ·g−1).
Twierdzenie Lagrange'a: |G|/|H| jest liczb¡ naturaln¡, równ¡ liczbie warstw.

3. Lemat Burnside'a
Niech Gx b¦dzie podzbiorem G z punktem staªym x, tj. Gx = {g ∈ G : gx = x}. Gx jest
oczywi±cie podgrup¡ G. Podzielmy G na warstwy wzgl¦dem Gx. Je±li g1,2 nale»¡ do wspólnej
warstwy, to g2g

−1
1 = g′x ∈ Gx, wi¦c g2g

−1
1 x = x czyli g−11 x = g−12 x. Oznaczmy orbit¦ pktu

x, Gx = {gx : g ∈ G}. Na mocy powy»szego rozumowania |Gx| = |G|/|Gx| (liczba warstw).
Orbity, tak jak warstwy, s¡ rozª¡czne.

Oznaczmy Xg zbiór pktów staªych g, tj. Xg = {x : gx = x}. Zatem
∑
|Xg| = {(g, x) :

gx = x} =
∑
|Gx| =

∑
|G|/|Gx| = |G|

∑
1/|Gx| = |G||X/G| gdzie |X/G| jest liczb¡ orbit.

Równowa»nie |X/G| =
∑
|Xg|/|G|

Zastosowanie do podgrup SO(3). Ka»dy nieneutralny obrót ma 2 punkty staªe na sferze
jednostkowej, czyli |Xg| = 2 (ale |Xe| = |X|) Rozpatrzmy wszystkie elementy g−1gxg, gdzie
gx ∈ Gx. Punktem staªym takiego elementu jest g−1x, a zatem G dziaªa na zbiorze pktów
staªych X. Mamy

∑
|Xg| = 2|G| − 2 + |X|. Dla ka»dej ustalonej pary punktów staªych

mamy podgrup¦ Gx i odpowiedni¡ orbit¦ Gx. Na mocy lematu Burnside'a
∑
|Xg|/|G| =

2− 2/|G|+ |X|/|G| = |X/G|, ale jednocze±nie |X| =
∑
|Gx| gdzie sumujemy po pojedynczych

reprezentantach orbit. Zatem |X|/|G| =
∑

1/|Gx| oraz |X/G| − |X|/|G| =
∑

(1 − 1/|Gx|) i
st¡d wzór 2(1− 1/|G|) =

∑
(1− 1/|Gx|).

4. Siatki dwudziesto±cianu i dwunasto±cianu foremnego
Niech X b¦dzie zbiorem wszystkich siatek dwudziesto±cianu. Chcemy policzy¢ tylko te nieprzy-
staj¡ce a wi¦c |X/G|. Siatki dostajemy przez odpowiednie rozci¦cie dwudziesto±cianu wzdªu»
kraw¦dzi, tak aby daªo si¦ je rozpªaszczy¢ w spójn¡ �gur¦ (Uwaga: Trzeba jeszcze pokaza¢, »e
przy rozpªaszczaniu jakie± ±ciany nie zajd¡ na siebie. To wydaje si¦ oczywiste po kilku próbach
rysowania kontrprzykªadu, niemniej ±cisªy dowód wymaga komputerowego testu, patrz
http://www.al.ics.saitama-u.ac.jp/horiyama/research/unfolding/). Dowód za Ch. Hippen-
meyer, Elemente der Mathematik 34 (1979) strony 61-63,
http://retro.seals.ch/digbib/view?rid=elemat-001:1979:34::124 . Z lematu Burnside'a wynika,
»e wystarczy policzy¢ |Xg| czyli siatki niezmiennicze wgl¦dem pewnych obortów. Oczywi±cie
|Xe| = |X|. Potrzeba tak»e |X2| czyli siatki niezmiennicze wzgl¦dem obrotu o 180 stopni wo-
kóª ±rodków par równolegªych (i przeciwlegªych) kraw¦dzi (15 elementów). S¡ jeszcze obroty



wokóª wierzchoªków o wielokrotno±¢ 72 stopni (360/5, w liczbie 4 × 6) i ±cian o 120 stopni
(2 × 10), ale nie daj¡ siatek niezmienniczych (ªatwo sprawdzi¢). W sumie jest 60 elementów
Zatem |X/G| = (|X|+ 15|X2|)/60.
|X| jest liczb¡ grafów drzewiastych (tzw. drzewa Cayleya, spójne, ale bez p¦tli), które mo»na

narysowa¢ wzdªu» kraw¦dzi dwudziesto±cianu (linie ci¦cia). Na mocy twierdzenia Kirchho�a
z teorii grafów (wi¦cej na http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Kirchhoffa , na stronie
angielskiej szkic dowodu) taka liczba jest równa dowolnemu dopeªnieniu algebraicznemu, tj.
(−1)i+jMij, gdzie Mij jest minorem (wyznacznikiem po skre±leniu i-tego wiersza i j-tej ko-
lumny) macierzy laplasjanu A. Macierz A ma wymiar n× n, gdzie n jest liczba wierzchoªków
(u nas 12). Aii jest sum¡ kraw¦dzi wchodz¡cych do wierzchoªka i, Aij jest minus sum¡ kraw¦dzi
pomi¦dzy i oraz j. �atwo zobaczy¢, »e wyznacznik A jest zerowy.
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U nas (rysunek)

A =



5 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0
−1 5 −1 0 0 −1 −1 0 0 0 0 0
−1 −1 5 −1 0 0 −1 −1 0 0 0 0
−1 0 −1 5 −1 0 0 −1 −1 0 0 0
−1 0 0 −1 5 −1 0 0 −1 −1 0 0
−1 −1 0 0 −1 5 0 0 0 −1 −1 0
0 −1 −1 0 0 0 5 −1 0 0 −1 −1
0 0 −1 −1 0 0 −1 5 −1 0 0 −1
0 0 0 −1 −1 0 0 −1 5 −1 0 −1
0 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 5 −1 −1
0 −1 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 5 −1
0 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 5


Mamy |X| = M11 = 5184000. Do obliczenia |X2| musimy sparowa¢ wierzchoªki, które przecho-
dz¡ na siebie przy obrocie o 180 stopni (rysunek).

1 1'

2

2'

3

3'4

4'

5

5'

6 6'



1
2

3

4

5

6

Tym razem

A =


4 −2 −1 −1 0 0
−2 5 −1 −1 −1 0
−1 −1 5 −1 −1 −1
−1 −1 −1 5 −1 −1
0 −1 −1 −1 5 −1
0 0 −1 −1 −2 4


Otrzymujemy M11 = 720, ale dostajemy po dwa grafy rozª¡czne, które trzeba poª¡czy¢ kraw¦-
dzi¡ 11′ lub 22′ czyli |X2| = 1440. Ostatecznie wi¦c |X/G| = (5184000+15×1440)/60 = 86760.
T¦ liczb¦ trzeba podzieli¢ przez 2, aby uwzgl¦dni¢ dwustronno±¢ siatek, a ªatwo si¦ przekona¢,
»e nie ma siatki symetrycznej (uwaga: niektóre siatki sze±cianu s¡ symetryczne). St¡d wynik
43380, taki sam dla dwudziesto±cianu i dwunasto±cianu.

5. Twierdzenie Engela

Algebra Liego z elementów nilpotentnych w przestrzeni N wymiarowej V wyra»a si¦ przez
podalgebr¦ macierzy górnotrójk¡tnych w pewnej (wspólnej) bazie (e1, ..., eN)

De�nicje:

• komutator [A,B] = AB −BA

• Algebra Liego g speªnia liniowo±¢, λA+ µB ∈ g oraz [A,B] ∈ g, je±li A,B ∈ g

• Algebra jest zbudowana z elementów nilpotentnych je±li dla ka»dego A ∈ g istnieje liczba
naturalna K, taka »e AK = 0

Dowód przedstawiony poni»ej jest uszczegóªowion¡ wersj¡ dowodu z notatek prof. Kaca
(http://math.mit.edu/classes/18.745/Notes/Lecture_3_Notes.pdf)



Ogólna idea dowodu: Dowód przeprowadzimy indukcyjnie, stopniowo powi¦kszaj¡c algebr¦.
Zaªó»my (indukcyjnie), »e twierdzenie jest prawdziwe dla jakiej± podalgebry g′ ⊂ g, której
ka»dy element jest kombinacj¡ liniow¡ generatorów A1, . . . , An. �atwo zauwa»y¢ »e dowolny
iloczyn N generatorów (w dowolnej kolejno±ci, powtórzenia dopuszczalne) si¦ zeruje. Istot-
nie, macierze górnotrójk¡tne zawsze obni»aj¡ baz¦ wektorów (bo Aek =

∑
m<k amem), wi¦c

w ko«cu (po maksymalnie N krokach) ka»dy wektor si¦ wyzeruje. Chcemy doda¢ nowy ele-
ment An+1 = B do algebry (nale»¡cy do g, ale nie do g′), taki »e [A,B] ∈ g′ dla wszystkich
A ∈ g′. Gdyby przypadkowo wybrane B nie miaªo tej wªasno±ci, to wybieramy takie j1, »e
B1 = [Aj1 , B] 6∈ g′. Je±li B1 nadal nie pasuje to szukamy j2, takiego »e B2 = [Aj2 , B1] 6∈ g′,
itd. (Bk = [Ajk , Bk−1]). Poszukiwania musz¡ zako«czy¢ si¦ sukcesem dla pewnego Bm, bo
B2N = 0. Jest to bowiem kombinacja wyra»e« w których macierz B obªo»ona jest 2N macie-
rzami A, po lewej m, po prawej 2N −m, a wi¦c zawsze po której± stronie jest ich co najmniej
N , które ma mocy wcze±niejszego stwierdzenia znikaj¡. Je±li poka»emy, »e twierdzenie po do-
daniu An+1 = Bm pozostaje prawdziwe, to indukcyjnie mo»emy dodawa¢ nast¦pnie macierze,
a» dojdziemy do caªej algebry g, bo liczba generatorów g jest sko«czona (mniejsza od bazy
wszystkich macierzy czyli ≤ N2).

Drugi kierunek indukcji to przestrzenie pierwiastkowe. Dla ustalonej podgalgebry h ⊂ g
zde�niujemy poprzestrzenie wektorowe

V0 = {v : Av = 0 dla ka»dego A ∈ h}, Vk = {v : Av ∈ Vk−1 dla ka»dego A ∈ h}, dla k ∈ N+

Zauwa»my, »e Vk−1 ⊂ Vk. Je±li v0 ∈ V0 to Av0 = 0 ∈ V1, czyli v0 ∈ V1. Indukcyjnie zaªó»my
»e Vk−1 ⊂ Vk. Dla vk ∈ Vk mamy Avk ∈ Vk−1 czyli Avk ∈ Vk, a wi¦c vk ∈ Vk+1. Poka»emy,
»e V0 6= {0} oraz Vk+1 6= Vk, poza przypadkiem Vk = V . Dzi¦ki temu otrzymamy wst¦puj¡cy
ci¡g poprzestrzeni (musi zako«czy¢ si¦ caªym V , bo wymiary kolejnych Vk rosn¡ a nie mog¡
przekroczy¢ N) i mo»emy baz¦ e skonstruowa¢ kolejno z bazy V0, V1 − V0,..., Vk − Vk−1,...
(X − Y to cz¦±¢ bazy X liniowo niezale»na od Y ). W tej bazie ªatwo zobaczy¢, »e algebra jest
górnotrójk¡tna.

Dowód: Dla pojedynczej macierzy A znajdziemy v0, bior¡c dowolny niezerowy wektor v,
buduj¡c ci¡g Amv, który musi si¦ w ko«cu zerowa¢ bo A jest nilpotentna. Zatem istnieje m
takie »e v0 = Amv 6= 0 ale Av0 = Am+1v = 0. Indukcyjnie poka»emy, »e istnieje takie vk ∈ Vk,
»e vk 6∈ Vk−1 (o ile Vk−1 6= V ). We¹my dowolne v ∈ V , takie »e v 6∈ Vk−1. Podobnie jak po-
przednio, ci¡g Amv musi w ko«cu tra�¢ do Vk−1 czyli znajdziemy m, takie »e vk = Amv 6∈ Vk−1,
ale Avk = Am+1v ∈ Vk−1.

We¹my teraz algebr¦ g′ zbudowan¡ z macierzy Ai, i = 1...n, dla której twierdzenie jest
prawdziwe, i uzupeªnijmy j¡ o now¡ macierz An+1 = B, tak¡ »e [A,B] ∈ g′ dla ka»dego A ∈ g′
(wykazali±my na pocz¡tku, »e musi to by¢ to mo»liwe). Nowa algebra h = g′⊕B. Dla algebry g′
mamy (jako zaªo»enie indukcyjne) stare przestrzenie pierwiastkowe Vk, dla nowej h szukane prze-
strzenie oznaczymy V ′k . Oczywi±cie V

′
0 ⊂ V0. Poka»emy, »e V ′0 6= {0}. We¹my niezerowe v0 ∈ V0.

Niech u = Bv0, wtedy dla dowolnego A ∈ g′, Au = ABv0 = [A,B]v0 + BAv0 = [A,B]v0 = 0,
poniewa» A, [A,B] ∈ g′. W takim razie u ∈ V0. Iteracyjnie, Bmv0 ∈ V0. Jednak B te» jest
nilpotentna, a wi¦c w ko«cu dla pewnego m: v′0 = Bmv0 6= 0 oraz Bv′0 = Bm+1v0 = 0. Zatem



v′0 ∈ V ′0 .

Dalej rozpatrujemy kolejne k. Zauwa»my, »e poza k = 0 nie ma prostej relacji zawierania
pomi¦dzy Vk i V ′k . Poka»emy »e istnieje v′k ∈ V ′k takie »e v′k 6∈ V ′k (o ile Vk−1 6= V ). Tym
razem dodatkowo oznaczymy V j

k = {v : Aiv ∈ V ′k−1, dla i = 1...j}. Wida¢, »e V j+1
k ⊂ V j

k .
Chcemy pokaza¢, »e V n+1

k = V ′k 6= V ′k−1. We¹my v ∈ V takie, »e v 6∈ V ′k−1. Ci¡g Am1 vk w ko«cu
si¦ zeruje (jak poprzednio), wi¦c istnieje v1k = Am1 v 6∈ V ′k−1, takie »e A1v

1
k = Am+1

1 v1k ∈ V ′k−1.
St¡d V 1

k 6= V ′k−1. Indukcyjnie ze wzgl¦du na j, niech V j−1
k 6= V ′k−1. We¹my v ∈ V j−1

k , takie »e
v 6∈ V ′k−1. Niech u = Ajv, wtedy dla dowolnego i < j mamy Aiu = AiAjv = [Ai, Aj]v+AjAiv =
v′k−1 +Ajv

′′
k−1, gdzie v

′
k−1 = [Ai, Aj]v ∈ V ′k−1 (bo [Ai, Aj] wyra»a si¦ przez kombinacj¦ macierzy

Al, l < j na mocy naszej konstrukcji rosn¡cych algebr a ponadto wiemy »e v ∈ V j−1
k ) oraz

v′′k−1 = Aiv ∈ V ′k−1. Jednak Ajv′′k−1 = v′′k−2 ∈ V ′k−2 ⊂ V ′k−1, a wi¦c Aiu ∈ V ′k−1 dla dowolnego i,

czyli u ∈ V j−1
k . Z nilpotentno±ci Aj w ci¡gu Amj v znów znajdziemy vjk = Amj v 6∈ V ′k−1, takie »e

Ajv
j
k = Am+1

j v ∈ V ′k−1. Znale¹li±my wi¦c vjk ∈ V
j
k takie »e vjk 6∈ V ′k−1, zamykaj¡c indukcj¦ i caªy

dowód.

6. Charakterystyka ciaªa

Charakterystyk¡ ciaªa nazywamy najmniejsz¡ liczb¦ naturaln¡ dodatni¡ n, tak¡ »e

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0

czyli n ≡ 0. Je±li takiej liczby nie ma, to charakterystyka jest zerem. Sko«czona charakterystyka
musi by¢ liczb¡ pierwsz¡ ró»n¡ od 1, przykªad: reszty z dzielenia przez liczb¦ pierwsz¡. Ciaªami
o zerowej charakterystyce s¡ np. liczby wymierne, rzeczywiste i zespolone.

7. Wªasno±ci macierzy nilpotentnych

Pokazali±my, »e N -wymiarowa macierz nilpotentna A jest w pewnej bazie górnotrójk¡tna,
a wi¦c AN = 0. Jej wielomian charakterystyczny ma posta¢ det(λ − A) = λN , jak równie»
TrAk = 0 dla k > 0 (bo pot¦ga macierzy nilpotentnej jest tak»e nilpotentna). Twierdzenie
Cayleya-Hamiltona ( http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton_theorem) gªosi, »e je±li
w(λ) = det(λ−A), to w(A) = 0. Jest ono prawdziwe nie tylko dla ciaª, ale tak»e dla dowolnych
pier±cieni przemiennych (niekonieczne jest istnienie elementu neutralnego i odwrotnego dla
mno»enia). Zatem je±li det(λ− A) = λN , to AN = 0 czyli A jest nilpotentna.

Niech A b¦dzie dowoln¡ macierz¡ N -wymiarow¡, tak¡ »e TrAk = 0 dla 0 < k ≤ N . Wtedy
(a) detA = 0 je±li charakterystyka ciaªa jest nie jest dzielnikiem N , (b) A jest nilpotentne je±li
charakterystyka jest zerowa lub wi¦ksza od N .

Dowód:
(a) Niech w(λ) = det(λ − A) = λN + c1λ

N−1 + · · · + cN−1λ + cN . Wtedy detA = (−1)NcN .
Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, »e AN + c1A

N−1 + · · · + cN−1A + cNI = 0 czyli
TrAN + c1TrAN−1 + · · · + cN−1TrA + cNTrI = 0. Skoro TrAk = 0 to cNTrI = NcN = 0.
Je±li charakterystyka nie dzieli N , to N 6= 0 czyli cN = 0 czyli detA = 0. Uwaga: je±li
charakteystyka dzieli N to kontrprzykªadem jest macierz jednostkowa.
(b) Znajdujemy przestrzenie pierwiastkowe, Vk zde�niowane jak w pkt. 5. Nie wiemy jeszcze



czy A jest nilpotentna wi¦c tylko Vk ⊂ Vk+1. Niech m ≤ N b¦dzie tak¡ liczb¡ »e Vm = Vm+1

je±li Vm = V (caªa przestrze«) to teza jest prawdziwa. Zaªó»my wi¦c, »e V jest sum¡ prost¡
przestrzeni Vm i niezerowej W . Baz¦ V mo»na zbudowa¢ z bazy Vm i W . W takiej bazie A ma
posta¢ blokow¡ (

A′ B
0 C

)
gdzie A′ jest górnotrójk¡tna (Vm × Vm) a zero w W × Vm wynika z faktu »e AVm ⊂ Vm i nie
daje nic z W ). Zauwa»my, »e(

A′ B
0 C

)(
A′ B
0 C

)
=

(
A′2 A′B +BC
0 C2

)
,

(
A′ B
0 C

)k
=

(
A′k ∗
0 Ck

)
Zatem TrAk = TrA′k + TrCk = TrCk (bo A′ jest górnotrójk¡tna). Skoro TrAk = 0 to tak»e
TrCk = 0 a wi¦c na mocy (a) wiemy »e detC = 0 (bo charakterystyka nie mo»e by¢ dzielni-
kiem wymiaru C, mniejszego ni» N). Zatem C ma zerowy wektor wªasny v ∈ W , czyli taki »e
Av = Bv ∈ Vmwbrew zaªo»eniu, »e Vm = Vm+1. Uwaga: je±li charakterystyka nie przekracza N
to kontrprzykªadem jest macierz jednostkowa ograniczona do przestrzeni o wymiarze charakte-
rystyki.

8. Dodatek do twierdzenia Engela

Przy okazji twierdzenia Engela pokazali±my, »e je±li g skªada si¦ z elementów nilpotentnych,
to ci¡gi [A,X], [A′, [A,X]], [A′′, [A′, [A,X]]] itd., ostatecznie si¦ zeruj¡. Oznacza to, »e repre-
zentacja doª¡czona ǍX = [A,X] jest tak»e zbudowana z elementów nilpotentnych. Mo»na
to, pod pewnymi ograniczeniami, pokaza¢ w drug¡ stron¦. Zauwa»my jednak, »e macierz jed-
nostkowa I jest przemienna z ka»d¡ macierz¡. Z kolei ka»d¡ macierz A mo»na zapisa¢ jako
kombinacj¦ liniow¡ λI + A′, gdzie TrA′ = 0 oraz λ = TrA/N . Dlatego ograniczymy si¦ do
macierzy bez±ladowych.

Poka»emy twierdzenie:
Je±li g jest algebr¡ Liego N -wymiarowych macierzy bez±ladowych (TrA = 0 dla wszystkich A ∈
g, zamkni¦cie algebry gwarantuje fakt, »e dla sko«czonych macierzy A i B mamy Tr[A,B] = 0),
charakterystyka nie dzieli N i reprezentacja doª¡czona, dziaªaj¡ca na wszystkich macierzach
kwadratowych, jest zbudowana z elementów nilpotentnych, to g te» tworz¡ tylko elementy nil-
potentne.

Uwaga: Jest to nieprawd¡ gdy charakterystyka dzieli N (patrz zadanie domowe 33).

Dowód: Wystarczy pokaza¢, »e je±li Ǎ jest nilpotentne to A równie». Dziaªania na ma-
cierzach mo»na opisa¢ w przestrzeni tensorowej, np. operacja na X dana AXB w przestrzeni
tensorowej ma zapis A⊗ BT (transpozycja wynika z faktu »e B dziaªa z prawej strony, a wi¦c
na wiersze a nie kolumny). �atwo sprawdzi¢, »e TrA⊗BT = TrATrB. Mo»emy zde�niowa¢

ǍLX = AX, ǍR = XA, ǍL = A⊗ I, ǍR = I ⊗ AT



Wida¢, »e Ǎ = ǍL − ǍR oraz ǍLǍR = ǍRǍL czyli ǍL,R, Ǎ s¡ przemienne. Skoro Ǎ jest nilpo-
tentny to ǍkLǍ równie», bo je±li Ǎm = 0 to (ǍkLǍ)m = ǍkmL Ǎm = 0ǍkmM = 0 (wykorzystali±my
przemienno±¢ Ǎ) Korzystaj¡c punktu 7 wiemy wi¦c, »e 0 = TrǍkLǍ = TrǍk+1

L − TrǍkLǍR. Po-
nadto ǍkL = Ak ⊗ I oraz ǍkLǍR = Ak ⊗ AT czyli TrǍk = NTrAk oraz TrǍkLǍR = TrAkTrA
Zatem ostatecznie 0 = NTrAk+1 − TrAkTrA. Skoro TrA = 0 a N 6= 0 (bo charakterystyka nie
dzieli N) to TrAk+1 = 0. Jest to prawd¡ dla wszystkich k, a wi¦c na mocy pktu 7(a) wiemy, »e
detA = 0.

Podobnie jak w 7(b) chcemy pokaza¢, »e Vm = V . Przypu±¢my, »e tak nie jest i zróbmy
rozkªad blokowy A jak w 7(b). Zauwa»my »e detC 6= 0. Gdyby bowiem detC = 0 to istniaªby
taki wektor v ∈ W , »e Cv = 0 czyli Av = Bv ∈ Vm co przeczy defnicji m. Podzielmy tak»e A′

na bloki, wydzielaj¡c jak pierwsz¡ cz¦±¢ V0 (czyli AV0 = 0), która jest niezerowa bo wiemy »e
detA = 0 a wi¦c istnieje v0 6= 0 takie »e Av0 = 0. Zatem

A =

 0 A0 B0

0 A1 B1

0 0 C


We¹my teraz X w postaci blokowej  0 0 Y

0 0 0
0 0 0


gdzie Y 6= 0. Wtedy ªatwo sprawdzi¢, »e

ǍkX =

 0 0 (−1)kY Ck

0 0 0
0 0 0


Jednak detC 6= 0 czyli C jest odwracalna. Gdyby (−1)kY Ck = 0 to Y = 0(−1)kC−k = 0,
sprzeczno±¢. Zatem Vm = V co ko«czy dowód.

9. Niespójno±¢ SO(k, l), gdzie k, l > 0

Grupa SO(k, l) zachowuje iloczyn skalarny

x21 + · · ·+ x2k − y21 − · · · − y2l

Sprawd¹my czy przeksztaªcenie x1 → −x1, y1 → −y1, oraz xm, ym → xm, ym dla k > 1 daje si¦
otrzyma¢ w sposób ci¡gªy. W zapisie blokowym ka»dy element SO(k, l) dziaªa(

Rxx Rxy

Ryx Ryy

)(
x
y

)
Zachowanie iloczynu skalarnego oznacza »e(

RT
xx RT

yx

RT
xy RT

yy

)(
I 0
0 −I

)(
Rxx Rxy

Ryx Ryy

)
=

(
I 0
0 −I

)
a wi¦c

RT
xxRxx −RT

yxRyx = I, RT
yyRyy −RT

xyRxy = I



W takim razie RT
xxRxx = RT

yxRyx + I. Macierz A = RT
yxRyx jest symetryczna a wi¦c ma rze-

czywiste wektory i warto±ci wªasne i jest diagonalizowalna. Je±li Ax = λx to λxTx = xTAx =
xTRT

yxRyxx = yTy gdzie y = Ryxx. Poniewa» x
Tx oraz yTy to zwykªe iloczyny skalarne (sumy

kwadratów liczb rzeczywistych), wi¦c s¡ nieujemne czyli λ ≥ 0. Je±li λ jest warto±ci¡ wªasn¡
RT
yxRyx to λ+1 jest warto±ci¡ wªasn¡ RT

xxRxx = RT
yxRyx+I. Wyznacznik RT

xxRxx jest iloczynem
warto±ci wªasnych wi¦c jest ≥ 1. Zatem | detRxx| ≥ 1. Jednak w »¡danym przeksztaªceniu
detRxx = −1, a wi¦c musieliby±my znale¹¢ ci¡gªe przej±cie mi¦dzy detRxx ≥ 1 do detRxx = −1
co jest niemo»liwe (wyznacznik jest ci¡gªy), zgodnie z naszym wnioskiem.

10. Uogólnione grupy Lorentza

Rozwa»my ogólnie przestrze« D-wymiarow¡ (zwykle D = 4, ale rozpartujemy sytuacj¦
ogóln¡), w której jest de�niowany symetryczny tensor metryczny g, macierz liczb rzeczywistych
o skªadowych gαβ = gβα. Wprowadzimy te» konwencj¦ Einsteina AαBα ≡

∑
αA

αBα. Dla
gowolnej wielko±ci oznaczymy Aα ≡ gαβA

β. Zaªo»ymy, »e g jest niezdegenerowane (det g 6= 0)
i oznaczymy g−1 (tensor odwrotny do g) o skªadowych gαβ czyli gαβgβγ = gαγ ≡ δαγ . Tutaj
δαγ jest zwykª¡ delt¡ Kroneckera, czyli δαγ = 1 dla α = γ i 0 dla α 6= γ. Oczywi±cie Aα =
gαβAβ. Zauwa»my, »e δαα = D, bo sumujemy jedynki. Uwaga: g mo»na zawsze sprowadzi¢
w odpowiedniej bazie do formy sygnaturowej, czyli tylko ±1 na gªównej przek¡tnej, wtedy
g = g−1. W ten sposób otrzymamy SO(k, l) dla k-krotnie +1 oraz l-krotnie −1.

Grup¦ Lorentza tworz¡ przeksztaªenia zachowuj¡ce g tj. Λα
β, takie »e

ΛTgΛ = g, gαβΛα
µΛβ

ν = gµν

Niech Λ = expA (A ma skªadowe Aσρ). Poniewa» ΛTgΛg−1 = I, wi¦c expAT exp(gAg−1) =
I czyli AT = −gAg−1 co daje (gA)T = −gA a wi¦c elementy macierzy Aσρ = gσµA

µ
ρ s¡

antysymetryczne, tj. Aµν = −Aνµ. Mo»emy wi¦c zde�niowa¢ algebr¦ zbudowan¡ z elementów
Lαβ (to s¡ osobne macierze a nie elementy jednej macierzy L!),o elementach (Lαβ)µν = δµαδ

ν
β −

δναδ
µ
β . Zatem A = AαβLαβ/2. Rozpatrzmy algebr¦ rozpi¦t¡ na L. Otrzymamy

[Lµν , Lαβ] = gναLµβ − gνβLµα − gµαLνβ + gµβLνα

Taka relacja algebraiczna posostaje prawdziwa dla dowolnej reprezentacji algebry Lorentza,
dlatego w dalszym ci¡gu nie zakªadamy szczególnej postaci L. Zauwa»my, »e [Lµν , Lαβ] +
[Lαβ, Lµν ] = 0, a wi¦c (korzystamy z symetrii g)

gναL̄µβ − gνβL̄µα − gµαL̄νβ + gµβL̄να = 0

gdzie L̄αβ = Lαβ + Lβα. Mno»¡c (i sumuj¡c) powy»sz¡ równo±¢ przez gµαgνβ dostajemy

2(1−D)gµνL̄µν = 0

Przypadek D = 1 jest trywialny bo wtedy L11 jest dowolne, albo zerem z zaªo»enia, dlatego
zaªo»ymy D > 1. Mno»¡c (i sumuj¡c) poprzedni¡ równo±¢ tylko przez gµα dostajemy

2L̄νβ − gνβ(gµαL̄µα)−DL̄νβ = 0



a poniewa» ±rodkowe wyra»enie znika, dostajemy

(2−D)L̄νβ = 0

St¡d dla D > 2 mamy L̄νβ = 0 czyli Lµν = −Lνµ: L s¡ antysymetryczne. Dla D = 2
nie dostajemy wi¦cej warunków, ale wszystkie L s¡ przemienne, wi¦c algebra jest trywialna;
mo»emy oczywi±cie antysymetri¦ zaªo»y¢, jak w so(1, 1). Z powodu antysymetrii L nie s¡ one
niezale»ne: diagonalnych nie ma, a reszt¦ zadaja np. naddiagonalne, w liczbie D(D − 1)/2

Staªe struktury (nie zeruj¡ si¦ tylko dla D > 2), otrzymujemy z przyrównania

[Lµν , Lαβ] = fρτµν,αβLρτ

w postaci
2fρτ,µν,αβ = gναgµρgβτ − gναgµτgβρ − gνβgµρgατ + gνβgµτgαρ

−gµαgνρgβτ + gµαgντgβρ + gµβgνρgατ − gµβgντgαρ
Forma Cartana-Killinga ma posta¢

Kµν,αβ = fρτµν,γσf
γσ
αβ,ρτ

Jej obliczenie jest do± »mudne (w ogólno±ci mamy 8 × 8 = 64 wyrazów), ale wykorzystuj¡c
liczne symetrie okazuje si¦, »e wystarczy obliczy¢ tylko kilka wyrazów, a reszta sprowadzi si¦
do ju» obliczonych. Ostatecznie

Kµν,αβ = (2−D)(gµαgνβ − gµβgνα)

Pami¦taj¡c o antysymetrii, mo»emy zastrzec »e µ > ν oraz α > β, i wtedy

Kµν,αβ = 2(2−D)gµαgνβ

czyli otrzymujemy iloczyn tensorowy tensorów metrycznych g, K ∼ g⊗g. St¡d K jest ujemnie
okre±lona tylko, gdy g jest dodatnio/ujemnie okre±lone lub D = 2. Dla so(k, l) taka sytuacja
zachodzi tylko, gdy k = 0 lub (równowa»nie) l = 0 lub D = 2. Dlatego SO(k, l) jest grup¡
zwart¡ tylko dla kl = 0, a niezwarta w przeciwnym razie (D = 2 rozpartuje si¦ osobno, jako
zwarta SO(2) = U(1) oraz niezwarta SO(1, 1) = GL(1)).


