Uzupelnienie éwiczen z Metod Matematycznych Fizyki (2012/2013)

1. O$ obrotu SO(3)
w(A\) = det(A — R) dla macierzy 3 x 3 obrotu R (RTR = I) jest funkcja rzeczywista, ciagla
i ma granice 00 wiec ma pierwiastek rzeczywisty, \;, bedacy jednoczesnie wartoscig wlasna,
tj. \jv = Ru, dla rzeczywistego wektora v. Poniewaz |Rv| = |v| (bo RTR = 1), wigc |\ = 1

czyli A\ = £1. Jesli —1 jest jedynym pierwiastkiem rzeczywistym, to Ao = A3 czyli det R =

A Ao A3 = —\)\2\2 co jest niemozliwe, bo det R = 1. Jesli A3 sa rzeczywiste, to tez musza byc
rowne £1. Jesli A\; 23 = —1, to det R = —1, sprzeczno$¢. Zatem istnieje Ay = 1.
2. Warstwy

H jest podgrupag G. Dla kazdemu g € G mozna przypisa¢ warstwe Hg = {hg,h € H}.
Warstwy tworza zbiory roztaczne. Przypusémy ze g € Hgy N Hgs. Wtedy higy = hogs, dla
pewnych hyo € H. Zatem g; = hy'gy, czyli g1 € Hgy a wiec takie Hg; C Hgs. Analogicznie
Hgy, C Hgy, czyli Hg, = Hg,. Spostrzezenie: Jedli Hgy = Hgo to g1g, € H. Spostrzezenie:
g hig i g7 hog sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy hy = hy (sprawdzamy mnozac g - -g~!).
Twierdzenie Lagrange’a: |G|/|H| jest liczba naturalna, rowng liczbie warstw.

3. Lemat Burnside’a
Niech G, bedzie podzbiorem G z punktem stalym z, tj. G, = {g € G : gr = z}. G, jest
oczywiscie podgrupa G. Podzielmy G na warstwy wzgledem G,. Jesli ¢; 2 naleza do wspolnej
warstwy, to g29; ' = ¢, € G, wiec gog9;'x = x czyli g;'z = g, 'x. Oznaczmy orbite pktu
z, Gz = {gx : g € G}. Na mocy powyzszego rozumowania |Gz| = |G|/|G.| (liczba warstw).
Orbity, tak jak warstwy, sa roztaczne.

Oznaczmy X9 zbior pktow stalych g, tj. X9 = {z : gv = x}. Zatem > |X9| = {(g,2) :
gr =z} = Y |G| = Y |G|/|Gz| = |G| > 1/|Gzx| = |G||X/G| gdzie | X/G]| jest liczba orbit.
Rownowaznie | X/G| =Y |X9]/|G]|

Zastosowanie do podgrup SO(3). Kazdy nieneutralny obrot ma 2 punkty stale na sferze
jednostkowej, czyli | X9 = 2 (ale | X¢| = |X|) Rozpatrzmy wszystkie elementy ¢ 'g.g, gdzie
g» € G,. Punktem stalym takiego elementu jest ¢ 'z, a zatem G dziala na zbiorze pktow
statych X. Mamy > |X9| = 2|G| — 2 + |X]|. Dla kazdej ustalonej pary punktow stalych
mamy podgrupe G, i odpowiednia orbite Gz. Na mocy lematu Burnside’a ) |X9|/|G| =
2-2/|G|+|X|/|G| = |X/G|, ale jednoczesnie | X| = > |Gz| gdzie sumujemy po pojedynczych
reprezentantach orbit. Zatem |X|/|G| = Y. 1/|G,| oraz | X/G| — | X|/|G] = > (1 — 1/|G,]) i
stad wzor 2(1 — 1/|G|) = S2(1 — 1/|Gy)).

4. Siatki dwudziestos$cianu i dwunasto$cianu foremnego
Niech X bedzie zbiorem wszystkich siatek dwudziestoscianu. Chcemy policzy¢ tylko te nieprzy-
stajace a wiec | X/G|. Siatki dostajemy przez odpowiednie rozciecie dwudziestoscianu wzdluz
krawedzi, tak aby dalo sie je rozptaszczy¢ w spojna figure (Uwaga: Trzeba jeszcze pokazaé, ze
przy rozplaszczaniu jakies §ciany nie zajda na siebie. To wydaje sie oczywiste po kilku prébach
rysowania kontrprzyktadu, niemniej $cisty dowéd wymaga komputerowego testu, patrz
http://www.al.ics.saitama-u.ac.jp/horiyama/research /unfolding /). Dowo6d za Ch. Hippen-
meyer, Elemente der Mathematik 34 (1979) strony 61-63,
http://retro.seals.ch/digbib/view?rid=elemat-001:1979:34::124 . Z lematu Burnside’a wynika,
ze wystarczy policzy¢ | X 9| czyli siatki niezmiennicze wgledem pewnych obortow. Oczywiscie
| X¢| = | X|. Potrzeba takze |X?| czyli siatki niezmiennicze wzgledem obrotu o 180 stopni wo-
kot srodkow par rownoleglych (i przeciwlegtych) krawedzi (15 elementéow). Sa jeszcze obroty



wokot wierzchotkow o wielokrotnosé 72 stopni (360/5, w liczbie 4 x 6) i §cian o 120 stopni
(2 x 10), ale nie daja siatek niezmienniczych (latwo sprawdzi¢). W sumie jest 60 elementow
Zatem | X/G| = (| X| + 15|X?|)/60.

| X | jest liczba grafow drzewiastych (tzw. drzewa Cayleya, spojne, ale bez petli), ktore mozna
narysowa¢ wzdtuz krawedzi dwudziestoscianu (linie ciecia). Na mocy twierdzenia Kirchhoffa
z teorii grafow (wiecej na http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie Kirchhoffa , na stronie
angielskiej szkic dowodu) taka liczba jest réwna dowolnemu dopelnieniu algebraicznemu, tj.
(=1)"9M,;, gdzie M;; jest minorem (wyznacznikiem po skresleniu i-tego wiersza i j-tej ko-
lumny) macierzy laplasjanu A. Macierz A ma wymiar n X n, gdzie n jest liczba wierzchotkow
(unas 12). A;; jest suma krawedzi wchodzacych do wierzcholka ¢, A;; jest minus suma krawedzi
pomiedzy 7 oraz j. Latwo zobaczy¢, ze wyznacznik 7A jest zerowy.
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U nas (rysunek)

5 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 O O 0 O
-1 5 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 0 O
-1 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 O
-1 0 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 0 O
-1 0 0 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 O

A -1 -1 0 0 -1 5 0 0 0O -1 -1 O

o -1-10 o0 O 5 -1 0 0 -1 -1
o 0 -1 -1 0 0 -1 5 -1 0 0 -1
o o0 o0 -1 -1 0 O -1 5 -1 0 -1
o o0 o o0 -1 -1 0 0 -1 5 -1 -1
o -r o o0 O -1 -1 0 0 -1 5 -1
o o0 o o o0 o0 -1 -1 -1 -1 -1 5

Mamy |X| = M;; = 5184000. Do obliczenia |X?| musimy sparowa¢ wierzcholki, ktore przecho-
dza na siebie przy obrocie o 180 stopni (rysunek).
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<>

Tym razem

4 -2 -1 -1 0 O

-2 5 -1 -1 -1 0

-1 -1 5 -1 -1 -1

-1 -1 -1 5 -1 -1

o -1 -1 -1 5 -1

o 0 -1 -1 -2 4
Otrzymujemy My, = 720, ale dostajemy po dwa grafy rozlaczne, ktore trzeba polaczyé¢ krawe-
dzig 11" lub 22’ czyli | X?| = 1440. Ostatecznie wiec | X/G| = (5184000+ 15 x 1440) /60 = 86760.
Te liczbe trzeba podzieli¢ przez 2, aby uwzgledni¢ dwustronnosé siatek, a tatwo sie przekonadé,
ze nie ma siatki symetrycznej (uwaga: niektore siatki szeScianu sg symetryczne). Stad wynik
43380, taki sam dla dwudziestoscianu i dwunastoscianu.

A:

5. Twierdzenie Engela

Algebra Liego z elementéw nilpotentnych w przestrzeni N wymiarowej V' wyraza sie przez
podalgebre macierzy gornotrojkatnych w pewnej (wspolnej) bazie (e, ..., en)
Definicje:

e komutator [A, B] = AB — BA
e Algebra Liego g spelnia liniowo$¢, NA + uB € g oraz [A,B] € g, jesli A,B € g

e Algebra jest zbudowana z elementow nilpotentnych jesli dla kazdego A € g istnieje liczba
naturalna K, taka ze AX =0

Dowdd przedstawiony ponizej jest uszczegdlowiona wersja dowodu z notatek prof. Kaca
(http://math.mit.edu/classes/18.745/Notes/Lecture 3 Notes.pdf)



Ogolna idea dowodu: Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie, stopniowo powiekszajac algebre.
Zalozmy (indukcyjnie), ze twierdzenie jest prawdziwe dla jakiejs podalgebry ¢ C g, ktorej
kazdy element jest kombinacja liniows generatorow Ai, ..., A,. Latwo zauwazy¢ ze dowolny
iloczyn N generatorow (w dowolnej kolejnosci, powtorzenia dopuszcezalne) sie zeruje. Istot-
nie, macierze gornotrojkatne zawsze obnizaja baze wektorow (bo Aey = > _, amen), wiec
w konicu (po maksymalnie N krokach) kazdy wektor sie wyzeruje. Chcemy dodaé¢ nowy ele-
ment A,;1 = B do algebry (nalezacy do g, ale nie do ¢'), taki ze [A, B] € ¢’ dla wszystkich
A € ¢. Gdyby przypadkowo wybrane B nie mialo tej wtasnosci, to wybieramy takie j;, ze
By = [A;,,B] ¢ ¢'. Jesli By nadal nie pasuje to szukamy j,, takiego ze By = [A),, B1] € ¢/,
itd. (By = [Aj,, Bk-1]). Poszukiwania musza zakonczy¢ sie sukcesem dla pewnego B,,, bo
Boy = 0. Jest to bowiem kombinacja wyrazen w ktérych macierz B oblozona jest 2N macie-
rzami A, po lewej m, po prawej 2N — m, a wiec zawsze po ktorejs stronie jest ich co najmniej
N, ktore ma mocy wczesniejszego stwierdzenia znikaja. Jesli pokazemy, ze twierdzenie po do-
daniu A, = B,, pozostaje prawdziwe, to indukcyjnie mozemy dodawa¢ nastepnie macierze,
az dojdziemy do calej algebry g, bo liczba generatorow ¢ jest skoriczona (mniejsza od bazy
wszystkich macierzy czyli < N?).

Drugi kierunek indukcji to przestrzenie pierwiastkowe. Dla ustalonej podgalgebry h C g
zdefiniujemy poprzestrzenie wektorowe

Vo = {v: Av =0 dla kazdego A € h}, Vi, = {v: Av € V}_; dla kazdego A € h}, dlak € Ny

Zauwazmy, ze Vi1 C Vi. Jedli vy € Vj to Avg = 0 € Vi, czyli vy € V;. Indukcyjnie zalozmy
ze Vi1 C Vi. Dla v, € Vi mamy Av, € Vi1 czyli Avg € Vi, a wiec v, € Viyr1. Pokazemy,
ze Vo # {0} oraz Vi1 # Vi, poza przypadkiem Vi, = V. Dzieki temu otrzymamy wstepujacy
ciag poprzestrzeni (musi zakonczyé sie catym V', bo wymiary kolejnych Vj rosna a nie moga
przekroczy¢é N) i mozemy baze e skonstruowaé kolejno z bazy Vo, Vi — Vo,.o.y, Vi — Viq,...
(X =Y to czes¢ bazy X liniowo niezalezna od Y). W tej bazie tatwo zobaczy¢, ze algebra jest
gornotrojkatna.

Dowoéd: Dla pojedynczej macierzy A znajdziemy vy, biorac dowolny niezerowy wektor v,
budujac ciag A™v, ktéry musi sie w konicu zerowaé bo A jest nilpotentna. Zatem istnieje m
takie ze vy = A™v # 0 ale Avy = A™ v = 0. Indukeyjnie pokazemy, ze istnieje takie v;, € Vi,
ze vy & Vi1 (oile Vi1 # V). Wezmy dowolne v € V, takie ze v ¢ Vi_;. Podobnie jak po-
przednio, ciag A™v musi w koricu trafi¢ do Vi czyli znajdziemy m, takie ze v, = A™v & Vj_1,
ale Av, = A™ T € Vi_;.

Wezmy teraz algebre ¢’ zbudowang z macierzy A;, i = 1...n, dla ktorej twierdzenie jest
prawdziwe, i uzupelnijmy ja o nowa macierz A, = B, taka ze [A, B] € ¢’ dla kazdego A € ¢’
(wykazaliémy na poczatku, ze musi to by¢ to mozliwe). Nowa algebra h = ¢’@® B. Dla algebry ¢’
mamy (jako zalozenie indukeyjne) stare przestrzenie pierwiastkowe Vj, dla nowej h szukane prze-
strzenie oznaczymy V). Oczywiscie Vj C Vj. Pokazemy, ze Vj # {0}. Wezmy niezerowe vy € V4.
Niech u = Buy, wtedy dla dowolnego A € ¢', Au = ABvy = [A, Blvg + BAvy = [A, Blvy = 0,
poniewaz A, [A, B] € ¢. W takim razie u € V. Iteracyjnie, B™vg € Vy. Jednak B tez jest
nilpotentna, a wiec w konicu dla pewnego m: v) = B™vy # 0 oraz Bu) = B" vy = 0. Zatem



v, € Vy.

Dalej rozpatrujemy kolejne k. ZauwaZmy, ze poza k = 0 nie ma prostej relacji zawierania
pomiedzy Vi i V. Pokazemy ze istnieje v € V) takie ze v & V| (oile Vip_y # V). Tym
razem dodatkowo oznaczymy V{ = {v : Aw € V{_|, dlai = 1..j}. Wida¢, ze VJ*' c V/.
Chcemy pokazaé, ze V;"*' =V} 7é Vi, Wezmy v €V takie, ze v € V/_,. Ciag A7 Uk w koncu
sie zeruje (jak poprzednio) wiec istnieje vy = ATv &€ V], takie ze Ajv} = AWr1 € Vi
Stad V! # V/_,. Indukcyjnie ze wzgledu na j, niech Vj 1o Vi_y. Weimy v € VJ ! , takie ze
v & V/_,. Niech u = A;v, wtedy dla dowolnego i < j mamy A;u = A;A;v = [A;, A; ]U+A Av =
v+ Ay, gdzie v,’ﬂfl = [A;, Ajlv € Vii_y (bo [4;, Aj] wyraza si¢ przez kombinacje macierzy
Al, [ < j na mocy naszej konstrukeji roancych algebr a ponadto wiemy ze v € V,j_l) oraz
vy =Aw eV . Jednak Ajv) | =vl , eV ,CV/_ 1,avvi(gcAuer , dla dowolnego 17,
czyh u € V] ' Z nilpotentnosci A w Clqgu ATy znow zna3d21emy v = ATv g Vi, takie ze
Aol = Am“v € V{_,. Znalezlismy wiec vy, € VJ takie ze v & V|, zamykajadc indukcje i caty
dowdd.

6. Charakterystyka ciata

Charakterystyka ciala nazywamy najmniejsza liczbe naturalng dodatnia n, taka ze

I+1+---4+1=0
—_—

n

czylin = 0. Jesli takiej liczby nie ma, to charakterystyka jest zerem. Skonczona charakterystyka
musi by¢ liczba pierwsza rozna od 1, przyklad: reszty z dzielenia przez liczbe pierwsza. Ciatami
o zerowej charakterystyce sa np. liczby wymierne, rzeczywiste i zespolone.

7. Wlasno$ci macierzy nilpotentnych

Pokazalismy, ze N-wymiarowa macierz nilpotentna A jest w pewnej bazie gérnotrojkatna,
a wigc AN = 0. Jej wielomian charakterystyczny ma posta¢ det(A — A) = AV, jak rowniez
TrA* = 0 dla & > 0 (bo potega macierzy nilpotentnej jest takze nilpotentna). Twierdzenie
Cayleya-Hamiltona ( http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton theorem) gtosi, ze jesli
w(A) = det(A—A), to w(A) = 0. Jest ono prawdziwe nie tylko dla cial, ale takze dla dowolnych
pierscieni przemiennych (niekonieczne jest istnienie elementu neutralnego i odwrotnego dla
mnozenia). Zatem jesli det(A — A) = AV, to AN = 0 czyli A jest nilpotentna.

Niech A bedzie dowolng macierza N-wymiarows, takg ze TrA* =0 dla 0 < k < N. Wtedy
(a) det A = 0 jesli charakterystyka ciala jest nie jest dzielnikiem N, (b) A jest nilpotentne jesli
charakterystyka jest zerowa lub wicksza od N.

Dowod:
(a) Niech w(\) = det(A — A) = MW + AV + -+ ey A + oy, Weedy det A = (—1)Vey.
Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ze AN + c; ANt + ... 4 ey_1A + eyl = 0 czyli
TrAN + ¢, TrAN"! + oo 4 ey 1TrA + ey TrI = 0. Skoro TrA* = 0 to cyTr] = Ney = 0.
Jesli charakterystyka nie dzieli N, to N # 0 czyli ¢y = 0 czyli det A = 0. Uwaga: jesli
charakteystyka dzieli N to kontrprzykltadem jest macierz jednostkowa.
(b) Znajdujemy przestrzenie pierwiastkowe, Vj zdefiniowane jak w pkt. 5. Nie wiemy jeszcze



czy A jest nilpotentna wiec tylko Vi, C Viiq. Niech m < N bedzie takg liczba ze V,,, = V11
jesli V,,, = V (cala przestrzen) to teza jest prawdziwa. Zaldozmy wiec, ze V jest suma prosta
przestrzeni V,, i niezerowej W. Baze V mozna zbudowaé z bazy V,, i W. W takiej bazie A ma

postaé¢ blokowa
A" B
0 C

gdzie A’ jest gornotrojkatna (V,, x V,,,) a zero w W x V,,, wynika z faktu ze AV,, C V,, i nie
daje nic z W). Zauwazmy, ze

A B\ (A B\ [(A? AB+BC A B\' AR«

(0 e)(ve)-(0 Pe™) (v e)-(v &)
Zatem TrAF = TrA* + TrC* = TrC* (bo A’ jest goérnotrojkatna). Skoro TrAF = 0 to takze
TrC* = 0 a wiec na mocy (a) wiemy ze det C = 0 (bo charakterystyka nie moze by¢ dzielni-
kiem wymiaru C', mniejszego niz N). Zatem C' ma zerowy wektor wlasny v € W, czyli taki ze
Av = Bv € V,,wbrew zalozeniu, ze V,,, = V,,.1. Uwaga: jesli charakterystyka nie przekracza N

to kontrprzyktadem jest macierz jednostkowa ograniczona do przestrzeni o wymiarze charakte-
rystyki.

8. Dodatek do twierdzenia Engela

Przy okazji twierdzenia Engela pokazalismy, ze jesli g sktada sie z elementéw nilpotentnych,
to ciagi [A, X], [A,[A, X]], [A",[A4',[A, X]]] itd., ostatecznie si¢ zeruja. Oznacza to, ze repre-
zentacja dotaczona AX = [A, X] jest takze zbudowana z elementéw nilpotentnych. Mozna
to, pod pewnymi ograniczeniami, pokaza¢ w drugg strone. Zauwazmy jednak, ze macierz jed-
nostkowa [ jest przemienna z kazda macierza. Z kolei kazda macierz A mozna zapisaé¢ jako
kombinacje liniowa A\ + A’, gdzie TrA" = 0 oraz A = TrA/N. Dlatego ograniczymy sie do
macierzy bezsladowych.

Pokazemy twierdzenie:
Jesli g jest algebra Liego N-wymiarowych macierzy bezsladowych (TrA = 0 dla wszystkich A €
g, zamkniecie algebry gwarantuje fakt, ze dla skoniczonych macierzy A i B mamy Tr[A, B] = 0),
charakterystyka nie dzieli IV i reprezentacja dotaczona, dzialajaca na wszystkich macierzach
kwadratowych, jest zbudowana z elementéw nilpotentnych, to g tez tworza tylko elementy nil-
potentne.

Uwaga: Jest to nieprawda gdy charakterystyka dzieli N (patrz zadanie domowe 33).

Dowéd: Wystarczy pokazaé, ze jesli A jest nilpotentne to A réowniez. Dzialania na ma-
cierzach mozna opisa¢ w przestrzeni tensorowej, np. operacja na X dana AX B w przestrzeni
tensorowej ma zapis A ® BT (transpozycja wynika z faktu ze B dziala z prawej strony, a wiec
na wiersze a nie kolumny). Latwo sprawdzié¢, ze TrA @ BT = TrATrB. Mozemy zdefiniowad

A X =AX, Ap = XA, A, = A1, Ag =12 AT



Widac¢, ze A=A, — Ap oraz A, Ap = ARA, czyli /vlL,R, A s3 przemienne. Skoro A jest nilpo-
tentny to A% A rowniez, bo jesli A™ = 0 to (A¥ A)™ = AkmAm = 0 Ak = 0 (wykorzystalismy
przemiennosc¢ /1) Korzystajac punktu 7 wiemy wiec, ze 0 = Tr/l’z/l = Tr/l’z“ — Tr/l’ZAR. Po-
nadto A¥ = A* @ I oraz Ak Ap = A* @ AT czyli TrA* = NTrA* oraz TrA¥ Ap = TrA*TrA
Zatem ostatecznie 0 = NTrA*! — TrA*TrA. Skoro TrA = 0 a N # 0 (bo charakterystyka nie
dzieli N) to TrA*™! = 0. Jest to prawda dla wszystkich k, a wiec na mocy pktu 7(a) wiemy, ze
det A = 0.

Podobnie jak w 7(b) chcemy pokaza¢, ze V,,, = V. Przypusémy, ze tak nie jest i zrobmy
rozktad blokowy A jak w 7(b). Zauwazmy ze det C' # 0. Gdyby bowiem det C' = 0 to istnialby
taki wektor v € W, ze Cv = 0 czyli Av = Bv € V,,, co przeczy defnicji m. Podzielmy takze A’
na bloki, wydzielajac jak pierwsza czesé Vp (czyli AVy = 0), ktora jest niezerowa bo wiemy ze
det A = 0 a wiec istnieje vg # 0 takie ze Avy = 0. Zatem

0 Ay By
A = 0 Al Bl
0o 0 C
Wezmy teraz X w postaci blokowej
0 0Y
00 0
0 0 0
gdzie Y # 0. Wtedy tatwo sprawdzié¢, ze
) 0 0 (=1)rYyCk
AFX =100 0
0 0 0

Jednak det C' # 0 czyli C jest odwracalna. Gdyby (—1)¥YC*k = 0 to Y = 0(-=1)*C~* = 0,
sprzeczno$é. Zatem V,, =V co konczy dowdod.
9. Niespdjnosé SO(k,l), gdzie k,l >0

Grupa SO(k, 1) zachowuje iloczyn skalarny
R R e R )

Sprawdzmy czy przeksztatcenie x1 — —x1, y1 = —Yy1, Oraz Ty, Ym — Tm, Ym dla k > 1 daje sie
otrzymac w sposob ciagly. W zapisie blokowym kazdy element SO(k,[) dziala

(e w ) (0
Ry, Ry, )

Zachowanie iloczynu skalarnego oznacza ze
(et ) (o 5) (i wz )= (0 )
Rfy ng 0 —I R, Ry, 0 —I

R R,, — RLR,, =1, RL R, — R'R,, =1

a wiec



W takim razie R}, R., = R}, R, + 1. Macierz A = R} R,, jest symetryczna a wiec ma rze-
czywiste wektory i wartoéci wlasne i jest diagonalizowalna. Jesli Az = Az to AoTa = 2T Ax =
t" R} Ry.x = y"y gdzie y = Ry,x. Poniewaz 2"z oraz y"y to zwykle iloczyny skalarne (sumy
kwadratow liczb rzeczywistych), wiec sa nieujemne czyli A > 0. Jegli A jest wartoscia wlasng
Rl R, to A+1 jest wartoscia wlasng R}, Rye = R}, Ryo+1. Wyznacznik R}, R, jest iloczynem
wartosci wlasnych wiec jest > 1. Zatem |det R,,| > 1. Jednak w zadanym przeksztalceniu
det R,, = —1, a wiec musielibySmy znalez¢ ciagte przejscie miedzy det R,, > 1dodet R, = —1
co jest niemozliwe (wyznacznik jest ciagly), zgodnie z naszym wnioskiem.

10. Uogoblnione grupy Lorentza

Rozwazmy ogolnie przestrzeni D-wymiarowa (zwykle D = 4, ale rozpartujemy sytuacje
ogblna), w ktorej jest definiowany symetryczny tensor metryczny g, macierz liczb rzeczywistych
o sktadowych gog = gsa. Wprowadzimy tez konwencje Einsteina A*B, = > A®B,. Dla
gowolnej wielko$ci oznaczymy A, = g.pA°. Zalozymy, 7e g jest niezdegenerowane (det g # 0)
i oznaczymy g~' (tensor odwrotny do g) o sktadowych g*¥ czyli g*’gg, = g% = 69. Tuta]
05 jest zwykla delta Kroneckera, czyli 05 = 1 dla « = 71 0 dla a # 7. Oczywiscie A* =
g*P Ag. Zauwazmy, 7e 0% = D, bo sumujemy jedynki. Uwaga: g mozna zawsze sprowadzi¢
w odpowiedniej bazie do formy sygnaturowej, czyli tylko +1 na gléwnej przekatnej, wtedy
g =g '. W ten sposob otrzymamy SO(k, 1) dla k-krotnie +1 oraz I-krotnie —1.

Grupe Lorentza tworza przeksztalenia zachowujace g tj. A%, takie ze

ATgA = g? gO&ﬁAO;LAﬁV = g,tu/

Niech A = exp A (A ma sktadowe A% ). Poniewaz ATgAg—' = I, wiec exp AT exp(gAg?) =

I czyli AT = —gAg~! co daje (gA)fz = —gA a wiec elementy macierzy A,, = g,, 4", sa
antysymetryczne, tj. A, = —A,,. Mozemy wiec zdefiniowac algebr¢ zbudowana z elementow

Legs (to sa osobne macierze a nie elementy jednej macierzy L!),o elementach (Lag)"” = 656, —
0n0. Zatem A = AP L,5/2. Rozpatrzmy algebre rozpieta na L. Otrzymamy

[L/un La,@] = gyaLuﬁ - gV,BLp,a - guaLVﬁ + guBLua

Taka relacja algebraiczna posostaje prawdziwa dla dowolnej reprezentacji algebry Lorentza,
dlatego w dalszym ciagu nie zakladamy szczegélnej postaci L. Zauwazmy, ze [L,,, Lag| +
[Log, L] = 0, a wiec (korzystamy z symetrii g)

vaLyp = Gvs Lo = GuaLvs + gupLuve =0
gdzie Log = Lag + Lga. Mnozac (i sumujac) powyzsza rownosé przez gh®g? dostajemy
2(1 — D)g"™ "™ =0

Przypadek D = 1 jest trywialny bo wtedy L;; jest dowolne, albo zerem z zalozenia, dlatego
zalozymy D > 1. Mnozac (i sumujac) poprzednia rownosé tylko przez gt dostajemy

QI/VB — gyﬁ(guaiua) — szyﬁ = 0



a poniewaz Srodkowe wyrazenie znika, dostajemy

(2—D)L,g=0
Stad dla D > 2 mamy L,5 = 0 czyli L,, = —L,,: L sa antysymetryczne. Dla D = 2
nie dostajemy wiecej warunkoéw, ale wszystkie L sa przemienne, wiec algebra jest trywialna;
mozemy oczywiscie antysymetrie zatozy¢, jak w so(1,1). Z powodu antysymetrii L nie sa one
niezalezne: diagonalnych nie ma, a reszte zadaja np. naddiagonalne, w liczbie D(D — 1)/2
Stale struktury (nie zeruja sie tylko dla D > 2), otrzymujemy z przyréwnania

[L,uua Laﬁ] = prN,y7aﬁLpT
W postaci
2fp~r,;u/7aﬁ = Gva9up9pr — Grva9ur98p — GvBGupYar + JvB9urGap
—GuaGvp9pr + GuaGvr9sp + 9up9vpY9or — GusGvrYap

Forma Cartana-Killinga ma posta¢

Kyvop = f mewof Waﬂw
Jej obliczenie jest do§ zmudne (w ogoélnosci mamy 8 x 8 = 64 wyrazow), ale wykorzystujac
liczne symetrie okazuje sie, ze wystarczy obliczy¢ tylko kilka wyrazow, a reszta sprowadzi sie
do juz obliczonych. Ostatecznie

KM%OCﬁ = (2 - D) (g/wtguﬁ - g,uﬁguoz)

Pamietajac o antysymetrii, mozemy zastrzec ze p > v oraz o > [3, 1 wtedy

Klw,aﬂ - 2(2 - D)guagyﬁ

czyli otrzymujemy iloczyn tensorowy tensoré6w metrycznych g, K ~ g®g. Stad K jest ujemnie
okreslona tylko, gdy ¢ jest dodatnio/ujemnie okreslone lub D = 2. Dla so(k,[) taka sytuacja
zachodzi tylko, gdy k£ = 0 lub (réwnowaznie) [ = 0 lub D = 2. Dlatego SO(k,[) jest grupa
zwarta tylko dla kIl = 0, a niezwarta w przeciwnym razie (D = 2 rozpartuje sie osobno, jako
zwarta SO(2) = U(1) oraz niezwarta SO(1,1) = GL(1)).



