Zadania domowe z Metod Matematycznych Fizyki (2012/2013)

Zad. 1
Wypisa¢ tabele dzialania grupy obrotéw czworo$cianu Ay.
Zad. 2
Znalez¢ podgrupy grupy kwaterniondéw (). Z jakimi grupami sa izomorficzne? Sprawdzié, ze
Q) /Z, jest grupa ilorazowa. Z jaka grupa jest izomorficzna?
Zad. 3
Scharakteryzowaé elementy grupy trojwymiarowych obrotow SO(3), wychodzac 7 definicji i
doprowadzajac do reprezentacji przez katy Eulera.
Zad. 4
Sprawdzi¢, ze macierze
a d h
0 b f
0 0 ¢
dla abc # 0 tworza grupe (z mnozeniem macierzowym)
Zad. 5*
Wykazaé, ze wszystkie grupy rzedu 8 (elementow) sa izomorficzne z Z35, Zy x Zy, Zg, Dy lub Q.
Zad. 6
lle katow Eulera potrzeba, aby sparametryzowaé elementy grupy SO(4)? Podaé przyklad
parametryzacji.
Zad. 7
Sprawdzi¢ do korica izomorfizm SU(2) — SO(3)

Re(z? —y*) Im(z? 4+ y*) —2Re(zy)

U= ( _xg g > , R=1[ —Im(z* —y?) Re(2*+y?) 2Im(zy)
2Re(xy) 2Am(zy)  |z* - [yl
Zad. 8
Jakie macierze U odpowiadajg obrotom wokot osi x, y, 27
Zad. 9

Sprawdzi¢, ze izomorfizm z Zad. 7 mozna zapisaé

a a , ;o .
v | =R| b <:>< ‘ a+3b>:U< ‘ “Zb)UT
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Zad. 10
Znalez¢ reprezentacje grupy obrotow szescianu i (*) dwunastodcianu foremnego przez permuta-
cje $cian. Poroéwnaé z reprezentacja "automatyczng" z tw. Cayleya.

Zad. 117
Pokazaé, ze grupy kwaternionéw () nie da sie repsezentowaé¢ permutacjami na < 8 elemen-
tach. Wskazowka: zauwazy¢, ze i, j, k muszg by¢ reprezentowane przez cykle 4-elementowe i
opcjonalnie transpozycje (tj. 4-cykl lub 4-cykl i transpozycja).



Zad. 12
Pokaza¢, ze tensorowa reprezentacje R € SO(2) w R? ® R? mozna zapisaé

RBR" = R ( ez bay ) R"

byx byy
Zad. 13
Pokazaé¢, ze tensorowa reprezentacje R € SO(3) w R?> ® R? mozna zapisaé
bx:c bxy b:cz
RBR" =R | by b, b, | R"
bzm bzy bzz

Zad. 14
Pokaza¢, ze reprezentacja z poprzedniego zadania zachowuje niezaleznie sktadowe macierzy
B: macierz jednostowa ze wspotczynnikiem TrB/3, cze$¢ antysymetryczna, cze$é symetryczna
bezsladowy.

Zad. 15
Jak dziata element SO(2)

n_ ( cos¢p —sing )
sing  cos ¢
na tensory R? ® R? @ R*?
Zad. 16
Znalez¢ klasy sprzezonosci Ay.
Zad. 17
Znalez¢ orbity grupy obrotow szescianu.

Zad. 18
Znalez¢ orbity grupy macierzy trojkatnych

O O =
O~ Q
_ 0 o

Zad. 19
Roztozy¢ na sktadowe nieprzywiedlne reprezentacje tensorowa SU(2) na C? @ C2.
Wskazowka: mozna skorzystaé¢ z postaci macierzowej UBUT (jak zad. 13), szukaé¢ sktadowych
jednowymiarowych (co zostanie?).

Zad. 20
Pokazaé¢ proste fakty
(a) Grupa permutacji 3-elementowych Sj jest generowana przez a o rzedzie 3 i b o rzedzie 2,
spetniajace ab = ba?
(b) Grupa kwaternionow @Q jest generowana przez a i b o rzedzie 4, takie ze ab = ba® oraz
a? = b?

Zad. 21
Zapisaé za pomoca generatoréw grupy diedralne (symetrii wielokatow foremnych)



Zad. 22
Wypisa¢ wszystkie macierze 2-wymiarowej reprezentacji nieprzywiedlnej grupy Ss, oraz macie-
rze reprezentacji regularnej. Jak to zrobi¢, aby macierze byly rzeczywiste?

Zad. 23
Znalez¢ wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy symetrii kwadratu (D,) i pieciokata fo-
remnego (Dj). Napisa¢ tablice charakterow. Ktore reprezentacje mozna zapisa¢ w postaci
rzeczywistej?

Zad. 24
p jest dwuwymiarowa nieredukowalna reprezentacja S3. Rozlozy¢ p ® p na sktadowe nieredu-
kowalne. Wskazowka: a® = b = e, ab = ba® oraz

e2mi/s 0 1
p(a):A:( 0 e—?wi/S)vp(b):B:(l O)

Zwroci¢ uwage na wartosci wlasne A ® A i na tej podstawie typowa¢ sktadowe nieredukowalne.
Zad. 25*
Pokazaé, ze grupa obrotéw dwudziestoscianu jest izomorficzna z As.

Zad. 26
Znalez¢ macierz A taka, ze
1 =z
A _
(1)

Uwaga: Macierz nie jest diagonalizowalnal!

Zad. 27
Sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem poprawno$¢ reprezentacji jednowymiarowych Ay.

Zad. 28
Niech ¢ = 3~ x(a®)/|G|. Reprezentacja jest typu

e rzeczywistego jesli ¢ =1
e zespolonego jesli g =0
e kwaternionowego jesli ¢ = —1

Sprawdzi¢ typ kazdej reprezentacji omawianej na ¢wiczeniach i z poprzednich zadan domowych.
Zad. 29

Obliczy¢
210 0 210 0 210 0
021 -1 0 21 -1 021 -1
“Plooz2 1 |"*Ploo2 1 [*Ploo1 1
000 2 000 1 000 1
Zad. 30
Znalez¢ state struktury i forme Cartana-Killinga dla algebry macierzy
0
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Zad. 31
Znalez¢ state struktury i forme Cartana-Killinga dla algebry su(2), generowanej przez ioy, gdzie
01,23 to macierze Pauliego:

(01 (0 —i /1 0
=\ 1 0)%27 Vi 0)3 0o 21

Zad. 32
Pokaza¢, ze dowolna kombinacja liniowa macierzy
000 01 0
100,100 —1
010 00 O

jest nilpotentna, ale nie maja wspoélnej bazy gornotrojkatej (bo majg rozne wektory whasne).
Zad 33"
Pokaza¢ ze w ciele o charakterystyce p (liczba pierwsza), np. reszty z dzielenia przez p, macierz

pXp

000 -- 01
100 -+ 00
10 --- 00
A= o o
000 --- 00
000 --- 10
(ti. aij = 6ijp1 gdzie k4p = k) ma wlasnos¢ A? = 1 (nie jest niplotentna), podczas gdy AP = 0
(AX = [4, X))
Zad. 34

Obliczy¢ element SU(2): U = exp(ixoy + iyos + izos3) gdzie oy to macierze Pauliego (zad. 31),
a r,y, Z s paramterami rzeczywistymi.

Zad. 35
Pokaza¢ 7e 3-wymiarowa nieredukowalna reprezentacja SU(2) (zad. 19) jest rownowazna re-
prezentacji SO(3), dzialajacej na wektorze (x,y, z), jesli dzialanie SU(2) zapiszemy jako

U < z— 1y z ) i
r —z—1y
Zad. 36
Pokazac, ze

e"Be™" = B+ [A Bl + [A,[A, Bl /2 + [A, [A [A, B]]| /3l + -+ =
B+ AB+ A’B/2+ A%/3+ ... =exp A B
gdzie AB = [A, B).
Wskazowka: Zapisa¢ e = e dla t = 1 i rézniczkowaé iteracyjnie t. Inny sposob wymaga
pokazania np. indukcja, ze

Ap=%" (Z) (—1)k Ak B A

k=0



Zad. 37
Znalez¢ e AtB)e—t4e=tB 4 doktadnoscia do 2.
Zad. 38
Dla macierzy Pauliego (zad. 31) obliczy¢ (o103)
Zad. 39
Znalez¢ wyrazenie wprost elementow SO(1,2) przez SL(2,R) jak w zad. 7,8,9.
Zad. 40
Znalez¢ stale struktury i forme Killinga dla algebry si(2,C). Przyja¢ baze algebry: oy
(boosty w kierunkach z,y, z) oraz iy o 3 (obroty wokol x, y, z), gdzie o to odpowiednie macierze
Pauliego (zad. 31). Poréwnac z so(1, 3).
Zad. 41
Jakim elementom SO(1,3) odpowiadaja elementy SL(2,C): I cosha + oy sinh a oraz I cos ¢ +
10y sin ¢?
Zad. 42*
Znalez¢ wyrazenie wprost elementow SO(1,3) przez SL(2,C).
Zad. 43
Pokaza¢ homomorfizm SL(2,R) x SL(2,R) — SO(2,2) zadany przez Z — GZH?", gdzie

G,H € SL(2,R) oraz
Z:(a;+y z+t )
z—1 x—y

2013

wykorzystujac wyznacznik.
Zad. 44
Pokaza¢ homomorfizm SU(2) x SU(2) — SO(4) zadany przez Z — Uy ZUJ, gdzie Uy, Us, Z €

SU(2) oraz
Z:<a'7+zy z+z't)
iww—2z T —y

Sprawdzi¢, ze homomorfizm zachowuje unitarno$¢ Z. Zauwazy¢, ze mozna to takze pokazac
wykorzystujac kwaterniony, bo SU(2) = Sp(1).

Zad. 45
Pokaza¢ izomorfizm SL(2,R) = SU(1,1). Macierze U € SU(1, 1) spehiaja Uo.U' = o, (patrz
zad. 31) oraz detU = 1.
Wskazowka: przyja¢ U = SGST dla G € SL(2, R) oraz S = (I +i0,)/V/2.

Zad. 46
Relacje komutacyjne dla so(3) i su(2) mozna zapisa¢ [J;, Ji| = i€;1.J;. Operator Casimira ma
posta¢ J* = J;J;. Sprawdzi¢, ze [J?, Ji] = 0. Dla Ji. = J; £ J, oraz stanéow wlasnych Js,
J3em = me,, o wlasnosci Jyie; = 0 mamy Jie, = cener. Obliczyé ¢* przyjmujac konwencje
c>0oraz ¢l =c, ..

Zad. 47
Dla grupy Lorentza przyja¢ 2Ly = eiLj (tj. Ls = Lqo, itd.) oraz K; = Lj,. Znalez¢ relacje
komutacyjne. Pokazaé, ze operator Casimira L? — K? jest przemienny z L i K. Pokaza¢,
ze 2@;t = iL; £ K; maja relacje komutacyjne | f,Qf] = 0 oraz | ;-E,Q,f] = ie;uQf oraz
L2 - KQ — 2(Q+2 + QfQ).



Zad. 48"
Jak wygladaja operatory L dla reprezentacji funkcyjnej so(3) i so(1,3)?
Wskazowka f(v) = f(A™') =~ f(v) —vTATV f(v), jesli A = expA ~ I + A. Przydatne
oznaczenie: d,f = df/0z*

Zad. 49*
Jak wyglada operator Casimira dla reprezentacji funkcyjnej SO(3) i SO(1,3)? Znalezé po-
dzial na laplasjan i cze$¢ radialna (czynniki ror = z;0; dla r? = 22 + y* + 22 dla so(3) oraz
dalambercjan O = 00, = g"v0,0, = ¢ >0} — 07 — 97 — 02 oraz czes¢ interwalows (czynniki
2219, = ud/0u dla u = s* = ztz, = A* — 2* — y* — 2%



