
Zadania domowe z Metod Matematycznych Fizyki (2012/2013)

Zad. 1
Wypisa¢ tabel¦ dziaªania grupy obrotów czworo±cianu A4.

Zad. 2
Znale¹¢ podgrupy grupy kwaternionów Q. Z jakimi grupami s¡ izomor�czne? Sprawdzi¢, »e
Q/Z2 jest grup¡ ilorazow¡. Z jak¡ grup¡ jest izomor�czna?

Zad. 3
Scharakteryzowa¢ elementy grupy trójwymiarowych obrotów SO(3), wychodz¡c z de�nicji i
doprowadzaj¡c do reprezentacji przez k¡ty Eulera.

Zad. 4
Sprawdzi¢, »e macierze  a d h

0 b f
0 0 c


dla abc 6= 0 tworz¡ grup¦ (z mno»eniem macierzowym)

Zad. 5∗

Wykaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 8 (elementów) s¡ izomor�czne z Z3
2 , Z2×Z4, Z8, D4 lub Q.

Zad. 6
Ile k¡tów Eulera potrzeba, aby sparametryzowa¢ elementy grupy SO(4)? Poda¢ przykªad
parametryzacji.

Zad. 7
Sprawdzi¢ do ko«ca izomor�zm SU(2)→ SO(3)

U =

(
x y
−ȳ x̄

)
, R =

 Re(x2 − y2) Im(x2 + y2) −2Re(xy)
−Im(x2 − y2) Re(x2 + y2) 2Im(xy)

2Re(xȳ) 2Im(xȳ) |x|2 − |y|2


Zad. 8

Jakie macierze U odpowiadaj¡ obrotom wokóª osi x, y, z?
Zad. 9

Sprawdzi¢, »e izomor�zm z Zad. 7 mo»na zapisa¢ a′

b′

c′

 = R

 a
b
c

⇔ (
c′ a′ + ib′

a′ − ib′ −c′
)

= U

(
c a+ ib

a− ib −c

)
U †

Zad. 10
Znale¹¢ reprezentacje grupy obrotów sze±cianu i (∗) dwunasto±cianu foremnego przez permuta-
cje ±cian. Porówna¢ z reprezentacj¡ "automatyczn¡" z tw. Cayleya.

Zad. 11∗

Pokaza¢, »e grupy kwaternionów Q nie da si¦ repsezentowa¢ permutacjami na < 8 elemen-
tach. Wskazówka: zauwa»y¢, »e i, j, k musz¡ by¢ reprezentowane przez cykle 4-elementowe i
opcjonalnie transpozycje (tj. 4-cykl lub 4-cykl i transpozycja).



Zad. 12
Pokaza¢, »e tensorow¡ reprezentacj¦ R ∈ SO(2) w R2 ⊗R2 mo»na zapisa¢

RBRT = R

(
bxx bxy
byx byy

)
RT

Zad. 13
Pokaza¢, »e tensorow¡ reprezentacj¦ R ∈ SO(3) w R3 ⊗R3 mo»na zapisa¢

RBRT = R

 bxx bxy bxz
byx byy byz
bzx bzy bzz

RT

Zad. 14
Pokaza¢, »e reprezentacja z poprzedniego zadania zachowuje niezale»nie skªadowe macierzy
B: macierz jednostow¡ ze wspóªczynnikiem TrB/3, cz¦±¢ antysymetryczn¡, cz¦±¢ symetryczn¡
bez±ladow¡.

Zad. 15
Jak dziaªa element SO(2)

R =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
na tensory R2 ⊗R2 ⊗R2?

Zad. 16
Znale¹¢ klasy sprz¦»ono±ci A4.

Zad. 17
Znale¹¢ orbity grupy obrotów sze±cianu.

Zad. 18
Znale¹¢ orbity grupy macierzy trójk¡tnych 1 a b

0 1 c
0 0 1


Zad. 19

Rozªo»y¢ na skªadowe nieprzywiedlne reprezentacj¦ tensorow¡ SU(2) na C2 ⊗C2.
Wskazówka: mo»na skorzysta¢ z postaci macierzowej UBUT (jak zad. 13), szuka¢ skªadowych
jednowymiarowych (co zostanie?).

Zad. 20
Pokaza¢ proste fakty
(a) Grupa permutacji 3-elementowych S3 jest generowana przez a o rz¦dzie 3 i b o rz¦dzie 2,
speªniaj¡ce ab = ba2

(b) Grupa kwaternionów Q jest generowana przez a i b o rz¦dzie 4, takie »e ab = ba3 oraz
a2 = b2

Zad. 21
Zapisa¢ za pomoc¡ generatorów grupy diedralne (symetrii wielokatów foremnych)



Zad. 22
Wypisa¢ wszystkie macierze 2-wymiarowej reprezentacji nieprzywiedlnej grupy S3, oraz macie-
rze reprezentacji regularnej. Jak to zrobi¢, aby macierze byªy rzeczywiste?

Zad. 23
Znale¹¢ wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy symetrii kwadratu (D4) i pi¦ciok¡ta fo-
remnego (D5). Napisa¢ tablice charakterów. Które reprezentacje mo»na zapisa¢ w postaci
rzeczywistej?

Zad. 24
ρ jest dwuwymiarow¡ nieredukowalna reprezentacj¡ S3. Rozªo»y¢ ρ ⊗ ρ na skªadowe nieredu-
kowalne. Wskazówka: a3 = b2 = e, ab = ba2 oraz

ρ(a) = A =

(
e2πi/3 0

0 e−2πi/3

)
, ρ(b) = B =

(
0 1
1 0

)
Zwróci¢ uwag¦ na warto±ci wªasne A⊗A i na tej podstawie typowa¢ skªadowe nieredukowalne.

Zad. 25∗

Pokaza¢, »e grupa obrotów dwudziesto±cianu jest izomor�czna z A5.
Zad. 26

Znale¹¢ macierz A tak¡, »e

eA =

(
1 x
0 1

)
Uwaga: Macierz nie jest diagonalizowalna!

Zad. 27
Sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem poprawno±¢ reprezentacji jednowymiarowych A4.

Zad. 28
Niech q =

∑
a∈G χ(a2)/|G|. Reprezentacja jest typu

• rzeczywistego je±li q = 1

• zespolonego je±li q = 0

• kwaternionowego je±li q = −1

Sprawdzi¢ typ ka»dej reprezentacji omawianej na ¢wiczeniach i z poprzednich zada« domowych.
Zad. 29

Obliczy¢

exp


2 1 0 0
0 2 1 −1
0 0 2 1
0 0 0 2

 , exp


2 1 0 0
0 2 1 −1
0 0 2 1
0 0 0 1

 , exp


2 1 0 0
0 2 1 −1
0 0 1 1
0 0 0 1


Zad. 30

Znale¹¢ staªe struktury i form¦ Cartana-Killinga dla algebry macierzy
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗
0 0 0 0





Zad. 31
Znale¹¢ staªe struktury i form¦ Cartana-Killinga dla algebry su(2), generowanej przez iσk gdzie
σ1,2,3 to macierze Pauliego:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
Zad. 32

Pokaza¢, »e dowolna kombinacja liniowa macierzy 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 ,

 0 1 0
0 0 −1
0 0 0


jest nilpotentna, ale nie maj¡ wspólnej bazy górnotrójk¡tej (bo maj¡ ró»ne wektory wªasne).

Zad 33∗

Pokaza¢ »e w ciele o charakterystyce p (liczba pierwsza), np. reszty z dzielenia przez p, macierz
p× p

A =



0 0 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 1 0


(tj. aij = δi,j+1 gdzie k+p ≡ k) ma wªasno±¢ Ap = 1 (nie jest niplotentna), podczas gdy Ǎp = 0
(ǍX = [A,X]).

Zad. 34
Obliczy¢ element SU(2): U = exp(ixσ1 + iyσ2 + izσ3) gdzie σk to macierze Pauliego (zad. 31),
a x, y, Z s¡ paramterami rzeczywistymi.

Zad. 35
Pokaza¢ »e 3-wymiarowa nieredukowalna reprezentacja SU(2) (zad. 19) jest równowa»na re-
prezentacji SO(3), dziaªaj¡cej na wektorze (x, y, z), je±li dziaªanie SU(2) zapiszemy jako

U

(
z − iy x

x −z − iy

)
UT

Zad. 36
Pokaza¢, »e

eABe−A = B + [A,B] + [A, [A,B]]/2 + [A, [A, [A,B]]]/3! + · · · =

B + ǍB + Ǎ2B/2 + Ǎ3/3! + · · · = exp Ǎ B

gdzie ǍB = [A,B].
Wskazówka: Zapisa¢ eA = etA dla t = 1 i ró»niczkowa¢ iteracyjnie t. Inny sposób wymaga
pokazania np. indukcj¡, »e

ǍnB =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kAn−kBAk



Zad. 37
Znale¹¢ et(A+B)e−tAe−tB z dokªadno±ci¡ do t2.

Zad. 38
Dla macierzy Pauliego (zad. 31) obliczy¢ (σ1σ3)

2013

Zad. 39
Znale¹¢ wyra»enie wprost elementów SO(1, 2) przez SL(2,R) jak w zad. 7,8,9.

Zad. 40
Znale¹¢ staªe struktury i form¦ Killinga dla algebry sl(2,C). Przyj¡¢ baz¦ algebry: σ1,2,3
(boosty w kierunkach x, y, z) oraz iσ1,2,3 (obroty wokóª x, y, z), gdzie σk to odpowiednie macierze
Pauliego (zad. 31). Porówna¢ z so(1, 3).

Zad. 41
Jakim elementom SO(1, 3) odpowiadaj¡ elementy SL(2, C): I coshα+ σk sinhα oraz I cosφ+
iσk sinφ?

Zad. 42∗

Znale¹¢ wyra»enie wprost elementów SO(1, 3) przez SL(2,C).
Zad. 43

Pokaza¢ homomor�zm SL(2,R) × SL(2,R) → SO(2, 2) zadany przez Z → GZHT , gdzie
G,H ∈ SL(2,R) oraz

Z =

(
x+ y z + t
z − t x− y

)
wykorzystuj¡c wyznacznik.

Zad. 44
Pokaza¢ homomor�zm SU(2) × SU(2) → SO(4) zadany przez Z → U1ZU

†
2 , gdzie U1, U2, Z ∈

SU(2) oraz

Z =

(
x+ iy z + it
it− z x− iy

)
Sprawdzi¢, »e homomor�zm zachowuje unitarno±¢ Z. Zauwa»y¢, »e mo»na to tak»e pokaza¢
wykorzystuj¡c kwaterniony, bo SU(2) = Sp(1).

Zad. 45
Pokaza¢ izomor�zm SL(2,R) = SU(1, 1). Macierze U ∈ SU(1, 1) speªniaj¡ UσzU

† = σz (patrz
zad. 31) oraz detU = 1.
Wskazówka: przyj¡¢ U = SGS† dla G ∈ SL(2, R) oraz S = (I + iσx)/

√
2.

Zad. 46
Relacje komutacyjne dla so(3) i su(2) mo»na zapisa¢ [Jj, Jk] = iεjklJl. Operator Casimira ma
posta¢ J2 = JjJj. Sprawdzi¢, »e [J2, Jk] = 0. Dla J± = J1 ± J2 oraz stanów wªasnych J3,
J3em = mem o wªasno±ci J+ej = 0 mamy J±em = c±mem±1. Obliczy¢ c

± przyjmuj¡c konwencj¦
c ≥ 0 oraz c+m = c−m+1.

Zad. 47
Dla grupy Lorentza przyj¡¢ 2Lk = εkjlLjl (tj. L3 = L12, itd.) oraz Kj = Lj0. Znale¹¢ relacje
komutacyjne. Pokaza¢, »e operator Casimira L2 − K2 jest przemienny z L i K. Pokaza¢,
»e 2Q±j = iLj ± Kj maj¡ relacje komutacyjne [Q±j , Q

∓
k ] = 0 oraz [Q±j , Q

±
k ] = iεjklQ

±
l oraz

L2 −K2 = 2(Q+2 +Q−2).



Zad. 48∗

Jak wygl¡daj¡ operatory L dla reprezentacji funkcyjnej so(3) i so(1, 3)?
Wskazówka f(v) = f(Λ−1v) ' f(v) − vTAT∇f(v), je±li Λ = expA ' I + A. Przydatne
oznaczenie: ∂µf = ∂f/∂xµ

Zad. 49∗

Jak wygl¡da operator Casimira dla reprezentacji funkcyjnej SO(3) i SO(1, 3)? Znale¹¢ po-
dziaª na laplasjan i cz¦±¢ radialn¡ (czynniki r∂r = xj∂j dla r

2 = x2 + y2 + z2 dla so(3) oraz
dalambercjan � = ∂µ∂µ = gµν∂µ∂ν = c−2∂2t − ∂2x − ∂2y − ∂2z oraz cz¦±¢ interwaªow¡ (czynniki
2xµ∂µ = u∂/∂u dla u = s2 = xµxµ = c2t2 − x2 − y2 − z2.


