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Rozdzia l 1Podstawy termodynamiki1.1 Wst ,epTermodynamika jest jedn ,a z fenomenologicznych teorii �zyki wsp�o lczesnej opisuj ,acych zjawiska zachodz ,acew makroskopowych uk ladach �zycznych. Przedmiotem zainteresowania termodynamiki s ,a zjawiska cieplne.Nale_zy jednak pami ,eta�c, _ze efekty cieplne towarzysz ,a bardzo wielu zjawiskom �zycznym, np. od-kszta lcaniu cia l. W przypadku gdy efekt ten nie jest pomijalnie ma ly, zjawisko jako ca lo�s�c staje si ,eprzedmiotem zainteresowania termodynamiki.Fenomenologiczno�s�c termodynamiki znajduje swe odbicie w fakcie, _ze wszystkie rozwa_zania abstrahuj ,aod atomistycznej struktury materii, traktuj ,ac j ,a jako pewien o�srodek ci ,ag ly opisany przy pomocy kilkuwielko�sci �zycznych. Stan uk ladu opisujemy nie poprzez podanie po lo_ze�n i pr ,edko�sci wszystkich cz ,astekwchodz ,acych w jego sk lad, tak jak to czyni si ,e w mechanice klasycznej, lecz poprzez kilka wielko�sciodnosz ,acych si ,e do uk ladu jako ca lo�sci, np. temperatury, obj ,eto�sci, sk ladu chemicznego. W ramachpodej�scia termodynamicznego znajdujemy pewne og�olne zwi ,azki pomi ,edzy wielko�sciami �zycznymi, niejeste�smy natomiast w stanie wyznaczy�c z osobna ka_zdego parametru charakteryzuj ,acego dany uk lad -musimy je wyznaczy�c w do�swiadczeniu lub wyliczy�c w ramach jednej z teorii statystycznych. Termody-namika opiera si ,e na kilku postulatach b ,ed ,acych uog�olnieniem obserwacji do�swiadczalnych.1.2 Uk lady termodynamiczne i ich opisPod poj/eciem uk/ladu termodynamicznego rozumie si/e zbi�or wyodr ,ebnionych makroskopowych cia l�zycznych lub ich fragment/ow. , na przemianach kt�orych koncentrujemy swoj ,a uwag ,e. Granica mi ,edzyuk ladami termodynamicznymi mo_ze mie�c charakter czysto my�slowy (np. gdy rozwa_zamy wsp�o listnieniefaz jakiej�s substancji) lub realny jako powierzchnia nieci ,ag lo�sci okre�slonych wielko�sci �zycznych zwi ,azanaz istnieniem �scianki. Wyr�o_zniamy kilka rodzaj�ow �scianek oddzielaj ,acych uk lady termodynamiczne. I tak: Pod poj ,eciem �scianki adiabatycznej rozumiemy �sciank ,e, kt�ora dopuszcza zmian ,e stanu uk ladu jedyniepoprzez wykonanie pracy mechanicznej. �Sciank ,e nieadiabatyczn ,a nazywamy �sciank ,a diatermiczn ,a .Pod poj ,eciem �scianki ruchomej rozumiemy �sciank ,e, kt�ora dopuszcza zmian ,e stanu uk ladu przezzmian ,e jego obj ,eto�sci. �Scianka, kt�ora nie jest ruchoma, nazywamy �sciank ,a nieruchom ,a .Ze wzgl ,edu na dopuszczenie mo_zliwo�sci wymiany materii mi ,edzy uk ladem a otoczeniem wyr�o_zniamy�scianki : nieprzepuszczalnie - uniemo_zliwiaj ,ace wymian ,e materii, p�o lprzepuszczalne - przepuszczaj ,aceniekt�ore sk ladniki materii, przepuszczalne - nie narzucaj ,ace _zadnych przeszk�od wymianie materii. Uk ladotoczony �sciankami nieprzepuszczalnymi nazywamy uk ladem zamkni ,etym .7



8 ROZDZIA L 1. PODSTAWY TERMODYNAMIKIUk lad os loni ,ety nieruchomymi, nieprzepuszczalnymi �sciankami adiabatycznymi nazywamy uk lademizolowanym .Wielko�sci, kt�ore okre�slaj ,a stan uk ladu, nazywamy parametrami stanu. Parametry stanu dzielimy naekstensywne - proporcjonalne do wielko�sci uk ladu (np. masa, obj ,eto�s�c, liczno�s�c materii) i intensywne- niezale_zne od wielko�sci uk ladu, cz ,estokro�c odnosz ,ace si ,e do ka_zdego punktu uk ladu z osobna (np.temperatura, g ,esto�s�c, ci�snienie).Na stan uk ladu wp lywa zazwyczaj jego otoczenie, kt�ore tak_ze mo_zna traktowa�c jako uk lad termo-dynamiczny (na og�o l bardzo du_zy). Otoczenie mo_ze by�c �zr�od lem p�ol elektrycznych, magnetycznych,grawitacyjnych, pod wp lywem kt�orych znajduje si ,e uk lad. Cho�c stan uk ladu mo_ze by�c w pe lni okre�slonyprzez podanie odpowiednio dobranego zestawu parametr�ow stanu, to w pewnych wypadkach wygodniejjest charakteryzowa�c go za pomoc ,a wielko�sci okre�slaj ,acych w lasno�sci otoczenia maj ,ace wp lyw na stanuk ladu, gdy�z s ,a one znacznie  latwiejsze do do�swiadczalnego wyznaczenia.Przez odniesienie wielko�sci ekstensywnych do wielko�sci uk ladu otrzymujemy wielko�sci intensywne,zwane wielko�sciami w la�sciwymi . W zale_zno�sci od obranej charakterystyki wielko�sci uk ladu mog ,a to by�cwielko�sci molowe, masowe, itd. Jako przyk lady wielko�sci w la�sciwych mo_zemy poda�c� u lamek molowy k - tego sk ladnika nk = NkPrj=1Nj (1.1)gdzie r - liczba sk ladnik�ow w uk ladzie, Nj - liczba moli j-tego sk ladnika w uk ladzie� obj ,eto�s�c molowa V = VPrj=1Nj (1.2)gdzie r - liczba sk ladnik�ow w uk ladzie, Nj - liczba moli1.3 Stan r�ownowagiW�sr�od zbioru stan�ow, jakie mog ,a przyjmowa�c uk lady termodynamiczne, wyr�o_zniamy szczeg�olnie prostypodzbi�or - podzbi�or stan�ow r�ownowagi. Klasyczna termodynamika (w la�sciwie nale�za loby m�owi�c o ter-modynamice stan�ow r�ownowagi) dotyczy w lasno�sci uk lad�ow termodynamicznych w stanach r�ownowagi.Stanem r�ownowagi nazywamy stan, w kt�orym nie nast ,epuj ,a makroskopowe zmiany i nie wyst ,epuj ,amakroskopowe przep lywy pomi ,edzy r�o_znymi cz ,e�sciami uk ladu. Uk lad b ,ed ,acy w stanie r�ownowagi, oile warunki zewn ,etrzne nie ulegaj ,a zmianie, pozostanie w nim niesko�nczenie d lugo.Termodynamika postuluje, _ze w stanie r�ownowagi uk lad termodynamiczny jest scharakteryzowanyca lkowicie przez podanie energii wewn ,etrznej U i zbioru parametr�ow ekstensywnych fXigni=1, gdzie noznacza liczb ,e niezale_znych parametr�ow stanu.Nale_zy zdawa�c sobie spraw ,e z tego, _ze poj ,ecie stanu r�ownowagi jest poj ,eciem wyidealizowanym- w rzeczywisto�sci nigdy nie uda si ,e uchroni�c badanego uk ladu od wp lywu zmiennych w czasie p�olzewn ,etrznych. Aby w praktyce dany uk lad traktowa�c za uk lad w stanie r�ownowagi je_zeli wp lyw pro-ces�ow w nim przebiegaj ,acych jest ma ly i zaniedbywalny, a skala czasu, w jakiej one zachodz ,a jest znaczniewi ,eksza od czasu obserwacji. Przyk ladowo mimo _ze szk lo jest stanem metatrwa lym i po odpowiedniod lugim czasie przejdzie do stanu krystalicznego, to w czasie obserwacji trwaj ,acej kilka godzin mo_zna jeuzna�c za znajduj ,ace si ,e w stanie r�ownowagi.Jak wspomnieli�smy termodynamika stosuje si ,e do bardzo r�o_znych uk lad�ow, takich jak ciecze, gazy,cia la sta le, magnetyki, ferroelektryki, itd., lecz do zrozumienia jej struktury dobrze jest zacz ,a�c od prostego



1.4. PROCESY TERMODYNAMICZNE 9przypadku. Wtedy konstrukcja termodynamiki staje si ,e przejrzysta, a uog�olnienie na bardziej skomp-likowane uk lady -  latwe. Z tej przyczyny rozwa_zymy uk lad zwany prostym uk ladem termodynamicznym.Pod poj ,eciem prostego uk ladu termodynamicznego rozumiemy uk lad termodynamiczny niena ladowanyelektrycznie i magnetycznie, nieczynny chemicznie, kt�ory w stanie r�ownowagi jest makroskopowo jed-norodny i izotropowy. Warto zauwa_zy�c, _ze jednorodno�s�c i izotropowo�s�c narzucaj ,a dalsze warunki nauk lad, z kt�orych najwa_zniejszy jest brak zewn ,etrznych p�ol si l i mo_zliwo�s�c zaniedbania efekt�ow brze-gowych.Do opisu stanu prostego uk ladu termodynamicznego u_zywamy pr�ocz energii wewn ,etrznej, kt�orazostanie zde�oniowana przy okazji omawianiapierwszej zasady termodynamiki, nast ,epuj ,acych wewn ,etrznychparametr�ow stanu� obj ,eto�sci V� liczby moli ka_zdego ze sk ladnik�ow chemicznych fNkgri=1, gdzie Nk oznacza liczb ,e moli k-tegosk ladnika, a r - liczb ,e sk ladnik�ow. Przypominamy, _ze mol jest jednostk ,a liczno�sci materii, okre�slon ,aw uk ladzie SI jako jednostka podstawowa r�owna liczbie atom�ow w pr�obce w ,egla 12C o wadze 12 g.Nk = NkNA (1.3)gdzie Nk - liczba cz ,astek k-tego sk ladnika, a NA - liczba AvogadroNA = 6; 02 � 1023 1mol (1.4)1.4 Procesy termodynamiczneUk lad termodynamiczny - w zale_zno�sci od na lo_zonych na niego wi ,ez�ow realizowanych poprzez r�o_znegorodzaju �scianki, w tym wewn ,etrzne - mo_ze si ,e znajdowa�c w r�o_znych stanach. Przej�scie uk ladu z jednegostanu do drugiego nazywamy procesem termodynamicznym lub przemian ,a termodynamiczn ,a . Badaniezupe lnie og�olnych proces�ow jest zadaniem skomplikowanym. Aby pozosta�c przy opisie zjawisk za pomoc ,aniewielkiej liczby parametr�ow stanu musimy rozwa_za�c pewn ,a szczeg�oln ,a klas ,e proces�ow termodynam-icznych - proces�ow pseudostatycznych. Proces nazywamy pseudostatycznym je_zeli w jego trakcie uk ladprzechodzi przez ci ,ag stan�ow r�ownowagi.Je_zeli w trakcie przemiany pseudostatycznej praca nad uk ladem jest wykonywana wy l ,acznie przezte same si ly, kt�ore utrzymuj ,a uk lad w stanie r�ownowagi to taka przemiana nosi nazw ,e quasistaty-cznej . W szczeg�olno�sci przemiana polegaj ,aca na dostatecznie powolnym mieszaniu gazu mieszade lkiemjest przemian ,a pseudostatyczn ,a, ale nie jest przemian ,a quasistatyczn ,a. W przypadku in�nitezymalnejprzemiany quasistatycznej zwi ,azanej ze zmianami parametr�ow ekstensywnych fXkg praca wykonana naduk ladem jest form ,a Pfa�a d�W = Xk PkdXk (1.5)gdzie wsp�o lczynniki Pk zale_z ,a od aktualnego stanu uk ladu. W szczeg�olno�sci, gdy nad uk ladem wykony-wana jest jedynie tzw. praca obj ,eto�sciowa , tj. praca zwi ,azana wy l ,acznie ze zmian ,a obj ,eto�sci dV to: d�W = �pdV (1.6)gdzie p oznacza ci�snienie w uk ladzie (wewn ,etrzne).Nale_zy tu doda�c, _ze w termodynamice zak ladamy, _ze ilekro�c nad uk ladem wykonywana jest pracamechaniczna to dysponujemy mo_zliwo�sci ,a wyznaczenia wielko�sci tej pracy. Postulat znajomo�sci pracy



10 ROZDZIA L 1. PODSTAWY TERMODYNAMIKImechanicznej wykonywanej nad uk ladem i towarzysz ,acej r�o_znego rodzaju przemianom zachodz ,acym wuk ladzie jest istotny, np. z punktu widzenia de�nicji ciep la (pierwsza zasada termodynamiki).Przemiana jest cykliczna je_zeli w jej trakcie uk lad powraca do stanu pocz ,atkowego.M�owimy, _ze przemiana jest odwracalna je_zeli mo_zliwe jest przywr�ocenie stanu pocz ,atkowego uk ladu iotoczenia. A priori nie jest oczywiste, _ze w przyrodzie istniej ,a procesy nieodwracalne. Ich istnienie jestjednym z podstawowych praw przyrody. Proces quasistatyczny jest odwracalny (mo_zna to pokaza�c), toczy ka_zdy proces odwracalny jest quasistatyczny pozostaje postulatem. Mimo to bardzo cz ,esto zwrotyodwracalny i quasistatyczny traktujemy jako synonimy.



Rozdzia l 2Zasady termodynamiki2.1 Zerowa zasada termodynamiki i temperatura empirycznaW poprzednim rozdziale wprowadzili�smy poj ,ecie uk ladu termodynamicznego. Teraz wprowadzimy w ichzbiorze pewn ,a relacj ,e r�ownowa_zno�sci - relacj ,e bycia w r�ownowadze termicznej (cieplnej). Przypominamy,_ze relacja jest relacj ,a r�ownowa_zno�sci je_zeli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.M�owimy, _ze uk lad pierwszy jest w stanie r�ownowagi termicznej (cieplnej) z drugim uk ladem, je_zelipo zetkni ,eciu ich przy pomocy nieruchomej, nieprzepuszczalnej �scianki diatermicznej b ,ed ,a one nadalpozostawa�c w tych samych stanach, w kt�orych by ly przed diatermicznym zetkni ,eciem.Z samej de�nicji wynika, _ze jest to relacja zwrotna i symetryczna. Jej przechodnio�s�c jest natomiastzagwarantowana przez zerow ,a zasad ,e termodynamiki , kt�ora brzmi nast ,epuj ,aco : Je_zeli uk lad 1 jest wstanie r�ownowagi z uk ladem 3 oraz uk lad 3 jest w stanie r�ownowagi z uk ladem 2, to uk lad 2 jest w stanier�ownowagi z uk ladem 1.Zbi�or wszystkich uk lad�ow termodynamicznych rozpada si ,e wi ,ec na klasy r�ownowa_zno�sci (abstrakcji),kt�ore mo_zemy scharakteryzowa�c poprzez wyb�or dowolnego przedstawiciela. Wyboru tego dokonajmyw ten spos�ob, by stan uk ladu opisywany by l tylko jedn ,a zmienn ,a niezale_zn ,a. Je_zeli ka_zdy z reprezen-tant�ow jest okre�slony przez t ,e sam ,a zmienn ,a niezale_zn ,a przyjmuj ,ac ,a r�o_zne warto�sci na klasach abstrakcjimo_zemy je zinterpretowa�c jako jeden uk lad w r�o_znych stanach termodynamicznych. Przyk ladem uk laduspe lniaj ,acego powy_zsze warunki mo_ze by�c np. gaz zamkni ,ety w naczyniu o ustalonej obj ,eto�sci.Pytamy jakie s ,a mo_zliwe stany uk ladu 1, kt�ory pozostaje w stanie r�ownowagi z uk ladem 3, kt�ory touk lad 3 jest ca ly czas w zadanym stanie t�. Okazuje si ,e do�swiadczalnie, _ze ka_zdy taki stan uk ladu 1opisany przez komplet zmiennych x1; : : : ; xn spe lnia warunek : istnieje funkcja t1(x1; : : : ; xn) taka _ze wtrakcie tych proces�ow t1(x1; : : : ; xn) = t� (2.1)Z kolei stany uk ladu 2 pozostaj ,acego w kontakcie termicznym z uk ladem 3 b ,ed ,acym w ustalonym staniet� spe lniaj ,a t2(y1; : : : ; yn) = t� (2.2)Funkcje t1(x1; : : : ; xn) i t2(y1; : : : ; yn) nazywamy temperaturami empirycznymi odpowiednio pierwszegoi drugiego uk ladu. A zatem ka_zdemu uk ladowi mo_zemy przypisa�c pewn ,a temperatur ,e empiryczn ,a i dwauk lady s ,a w stanie wzajemnej r�ownowagi termicznej wtedy i tylko wtedy, gdy ich temperatury empirycznes ,a takie same.Zauwa_zmy, _ze temperatura empiryczna nie jest zde�niowana jednoznacznie : je_zeli t jest temperatur ,aempiryczn ,a jakiego�s uk ladu, za�s � jest monotonicz ,a funkcj ,a swojego argumentu to �(t) jest tak_ze dobrze11



12 ROZDZIA L 2. ZASADY TERMODYNAMIKIzde�niowan ,a temperatur ,a empiryczn ,a t1 = t2 ) �(t1) = �(t2) (2.3)Ta dowolno�s�c w de�niowaniu temperatury empircznej odzwierciedlona jest w istnieniu kilku r�o_znych skaltemperatury. Z zasady tak wybieramy temperatur ,e empiryczyn ,a t, aby by la rosn ,ac ,a funkcj ,a energiiwewn ,etrznej.2.2 Pierwsza zasada termodynamikiPierwsz ,a zasad ,e termodynamiki mo_zemy wyrazi�c w spos�ob nast ,epuj ,acy : Praca mechaniczna wykonananad uk ladem zamkni ,etym, os loni ,etym adiabatycznie zale_zy wy l ,acznie od stanu pocz ,atkowego i ko�ncowego.Praca mechaniczna wykonana nad takim uk/ladem nie zale_zy wi ,ec od rodzaju drogi w przestrzeniparametr�ow stanu  l ,acz ,acej stan pocz ,atkowy z ko�ncowym.Z zasady tej wynikaj ,a wa_zne konsekwencje. Niech proces przebiega mi ,edzy stanami A1 i A3 poprzezstan przej�sciowy A2 A1 ! A2 ! A3 (2.4)Z pierwszej zasady termodynamiki wynika, _ze praca wykonana nad uk ladem W (xi; xj) spe/lnia zwi/azekW (x1; x3) = W (x1; x2) +W (x2; x3) (2.5)B ,edzie tak tylko wtedy, gdy W (xi; xj) = U (xj)� U (xi) (2.6)Praca wykonana w danym procesie mo_ze by�c wi ,ec wyra_zona jako r�o_znica warto�sci pewnej funkcji stanuobliczonych odpowiednio na stanie ko�ncowym i stanie pocz ,atkowym. Funkcj ,e t ,e nazywamy energi ,awewn ,etrzn ,a U . W termodynamice pod poj ,eciem energii wewn ,etrznej U rozumiemy funkcj ,e parametr�owstanu uk ladu termodynamicznego o tej w lasno�sci, _ze jej zmiana w trakcie procesu przebiegaj ,acego wuk ladzie os loni ,etym �sciankami adiabatycznymi i nieprzepuszczalnymi jest r�owny pracy wykonanej naduk ladem.Zauwa_zmy, _ze je�sli mamy dane dwa dowolne stany A1 i A2 o tej samej liczbie moli, to w niekt�orychprzypadkach nie uda si ,e przeprowadzi�c uk ladu os loni ,etego �sciankami adiabatycznymi i nieprzepuszczal-nymi ze stanu A1 do stanu A2. W�owczas jednak zawsze mo_zna go przeprowadzi�c ze stanu A2 do stanuA1. W ten spos�ob jeste�smy w stanie wyznaczy�c prac ,e mechaniczn ,a potrzebn ,a do przeprowadzenia uk ladumi ,edzy dowolnymi dwoma stanami, a co za tym idzie - r�o_znic ,e energii wewn ,etrznej mi ,edzy dowolnymidwoma stanami o ustalonej liczbie moli.Bezpo�srednio z de�nicji energii wewn ,etrznej wynika, _ze energia wewn ,etrzna uk ladu izolowanego po-zostaje sta la.Aby znale_z�c przejrzyst ,a interpretacj ,e energii wewn ,etrznej musimy wyj�s�c poza ramy termodynamikii spojrze�c na uk lad mikroskopowo. Stwiedzimy w�owczas, _ze cz ,astki uk ladu posiadaj ,a energi ,e kinety-czn ,a i energi ,e potencjaln ,a wzajemnego oddzia lywania. Energia wewn ,etrzna cia la zwi ,azana jest z sum ,atych wszystkich form energii mikroskopowej. Analiza zwi ,azk�ow pomi ,edzy wielko�sciami termodynam-icznymi takimi jak np. energia wewn ,etrzna i ich mikroskopowymi odpowiednikami wykracza jednakpoza zakres termodynamiki pozostaj ,ac domen ,a mechaniki statystycznej. W ramach termodynamiki en-ergia wewn ,etrzna zde�niowana jest poprzez I zasad ,e termodynamiki przy wykorzystaniu poj ,ecia pracymechanicznej.Wykorzystuj ,ac poj ,ecie energii wewn ,etrznej mo_zemy zde�niowa�c poj ,ecie energii przekazywanej naspos�ob ciep la (lub m�owi ,ac skr�otowo - poj ,ecie ciep la). Ciep lo przekazane do uk ladu w okre�slonym procesie



2.3. DRUGA ZASADA TERMODYNAMIKI 13(przy sta lej liczbie moli) jest r�o_znic ,a pomi ,edzy r�o_znic ,a energii wewn ,etrznej w tych stanach �UA!B =UB � UA a prac ,a wykonan ,a nad uk ladem w tym procesie WA!B :QA!B = �UA!B �WA!B (2.7)Ciep lo Q jest zatem zde�niowane jako r�o_znica dw�och wielko�sci mechanicznych : pracy wykonanej wprocesie adiabatycznym i pracy wykonanej w rozpatrywanej przemianie.Pierwsza zasada termodynamikiwyklucza istnienie perpetuum mobile pierwszego rodzaju . Pod poj ,eciemperpetuum mobile pierwszego rodzaju rozumiemy hipotetyczny uk lad zamkni ,ety, dzia laj ,acy cyklicznie wten spos�ob _ze jedynym efektem jego dzia lania jest wykonanie pracy nad otoczeniem. R�ownowa_znie,mo_zemy powiedzie�c _ze jest to uk lad os loni ,ety adiabatycznie dzia laj ,acy cyklicznie w ten spos�ob, �zewykonuje on prac ,e nad otoczeniem. Jest to jednak niemo_zliwe, gdy_z z pierwszej zasady termodynamikiwynika _ze po up lywie cyklu �U = 0. Poniewa_z energia przekazana na spos�ob ciep la jest r�owna zeruQ = 0, to r�ownie_z praca wykonana przez otoczenie nad uk ladem jest zerowa (W = 0).W przemianie in�nitezymalnej wz�or (2.7) mo_zemy zapisa�c w postacidU = d�Q + d�W (2.8)gdzie dU - r�o_zniczka energii wewn ,etrznej, d�Q - forma r�o_zniczkowa ciep la, d�W - forma r�o_zniczkowa pracy.Uwaga notacyjna : w ramach analizy matematycznej formy r�o_zniczkowe oznacza si ,e symbolem d. W�zyce symbol ten jest zwi ,azany z r�o_zniczk ,a - b ,edziemy wi ,ec stosowa�c d�.2.3 Druga zasada termodynamikiJednym z podstawowych zada�n termodynamiki jest wyznaczenie stanu r�ownowagi, kt�ory ukszta ltuje si ,ew uk ladzie po usuni ,eciu co najmniej cz ,e�sci wi ,ez�ow wyst ,epuj ,acych w uk ladzie. Narz ,edzi niezb ,ednych dorozwi ,azania tego zadania dostarcza nam druga zasada termodynamiki. Drug ,a zasad ,e termodynamikimo_zna sformu lowa�c na r�o_zne sposoby. Tutaj podamy eleganck ,a, cho�c do�s�c abstrakcyjne sformu lowanie wduchu neo-Gibbsowskim :1. Istnieje funkcja stanu z lo_zonego uk ladu termodynamicznego zwana entropi ,a S zde�niowana nawszystkich stanach r�ownowagi.2. (Zasada maksimum entropii) Entropia jest fukcj ,a parametr�ow ekstensywnych i posiada t ,e w lasno�s�c,_ze warto�sci parametr�ow ekstensywnych osi ,agni ,ete pod nieobecno�s�c wi ,ez�ow maksymalizuj ,a entropi ,euk ladu izolowanego (jako ca lo�s�c) na zbiorze wszystkich stan�ow r�ownowagi z wi ,ezami.3. Entropia jest ci ,ag l ,a, r�o_zniczkowaln ,a i monotonicznie rosn ,ac ,a funkcj ,a energii.( @S@U )V;N > 0 (2.9)4. Entropia systemu z lo_zonego jest addytywna ze wzgl ,edu na poduk lady.S =X� S� (2.10)Za lo_zenie pkt 2 nale_zy to rozumie�c w ten spos�ob, _ze po usuni ,eciu wi ,ez�ow uk lad wybiera jeden zwielu mo_zliwych stan�ow jako stan (ko�ncowej) r�ownowagi, przy czym ka_zdy taki stan bez wi ,ez�ow mo_zeby�c r�ownie_z zrealizowany przy pomocy stosownych wi ,ez�ow. Dla ka_zdego takiego stanu z wi ,ezami en-tropia posiada �sci�sle okre�slon ,a warto�s�c i dla pewnego (wyr�o_znionego) stanu z wi ,ezami ta warto�s�c jestnajwi ,eksza. Pod nieobecno�s�c wi ,ez�ow uk lad wybiera w la�snie taki stan z najwi ,eksz ,a entropi ,a. Zwr�o�cmy



14 ROZDZIA L 2. ZASADY TERMODYNAMIKIuwag ,e na aspekty tego podstawowego postulatu : skoro w stanach r�ownowagi entropia osi ,aga maksimum,to postulat ten ujawnia nieodwracalno�s�c pewnych proces�ow. Gdyby�smy bowiem chcieli przeprowadzi�cuk lad izolowany z powotem ze stanu B do stanu A manipuluj ,ac tylko wi ,ezami to zgoadnie z zasad ,amaksimum entropii z jednej strony entropia musia laby wzrosn ,a�c, ale z kolei wiemy _ze SB > SA, co jestniemo_zliwe. Mo_zna sobie wyobrazi�c taki wyidealizowany proces przebiegaj ,acy w uk ladzie izolowanym,kt�oremu towarzyszy zerowy wzrost entropii. Wtedy nie ma przeszk�od, aby pojawi l si ,e proces odwrotny- proces od A do B b ,edzie odwracalny.Zgodnie z powy_zszym postulatem aby wyznaczy�c stan r�ownowagi prostego uk ladu termodynamicznegomusimy zna�c S jako funkcj ,e energii wewn ,etrznej U i odpowiedniego zestawu parametr�ow ekstensywnychX1; : : : ; Xn. S = S(U;X1; : : : ; Xn) (2.11)Funkcj ,e tak ,a nazywamy zwi ,azkiem podstawowym w reprezentacji entropii . Poniewa_z zgodnie z pkt 3 jestto funkcja monotoniczna energii wewn ,etrznej mo_zemy odwr�oci�c zwi ,azek uzyskuj ,ac zwi ,azek podstawowyw reprezentacji energii wewn ,etrznej : U = U (S;X1; : : : ; Xn) (2.12)Z faktu addytywno�sci entropii ze wzgl ,edu na poduk lady mo_zemy wyci ,agn ,a�c pewien istotny wniosek.Rozdzielmy my�slowo pewien jednorodny uk lad na � identycznych poduk lad�ow. W�owczasS(�U; �X1; : : : ; �Xn) = �S(U;X1; : : : ; Xn) (2.13)czyli entropia jest funkcj ,a jednorodn ,a pierwszego rz ,edu parametr�ow ekstensywnych. Odwracaj ,ac uzyskanyzwi ,azek mo_zemy pokaza�c, _ze r�ownie_z energia wewn ,etrzna jest funkcj ,a jednorodn ,a rz ,edu pierwszegoparametr�ow ekstensywnych U (�S; �X1; : : : ; �Xn) = �U (S;X1; : : : ; Xn) (2.14)Za l�o_zmy, _ze powy�zszy wz�or obowi ,azuje dla wszystkich nieujemnych rzeczywistych �. R�o_zniczkujemyobustronnie po � i uzyskany wynik obliczamy dla � = 1(@U (�S; �X1; : : : ; �Xn)@�S )�X1;::: ;�Xn;�=1S +nXi=1(@U (�S; �X1; : : : ; �Xn)@�Xi )�S;�X1;::: ;�Xi�1;�Xi;::: ;�Xn;�=1Xi =U (S;X1; : : : ; Xn) (2.15)W przypadku prostego uk ladu termodynamicznego zwi ,azek podstawowy w reprezentacji energii wewn ,etrznejma posta�c U = U (S; V;N1; : : : ; Nr) (2.16)Obliczmy r�o_zniczk ,e tego_z zwi ,azku podstawowego :dU = (@U@S )V;N1;::: ;NrdS + (@U@V )S;N1;::: ;NrdV + rXj=1( @U@Nj )S;V;N1;:::Nj�1;Nj+1 ;::: ;NrdNj (2.17)Odpowiednie wsp�o lczynniki de�niujemy



2.3. DRUGA ZASADA TERMODYNAMIKI 15� wsp�o lczynnik przy r�o_zniczce entropii - temperatura bezwzgl ,ednaT = (@U@S )V;N1;::: ;Nr (2.18)� wsp�o lczynnik przy r�o_zniczce obj ,eto�sci - ci�snienie ze znakiem ujemnymp = �(@U@V )S;N1;::: ;Nr (2.19)� wsp�o lczynnik przy r�o_zniczce liczby moli j-tego sk ladnika - potencja l chemiczny j-tego sk ladnika�j = ( @U@Nj )S;V;N1;:::Nj�1 ;Nj+1;::: ;Nr (2.20)W oparciu o powy_zsze de�nicje stwierdzamy, _zedU = TdS � pdV + rXj=1�jdNj (2.21)Przyjmijmy _ze Nj = const. W�owczas r�o_zniczka energii wewn ,etrznej wyra_za si ,e wzoremdU = TdS � pdV (2.22)Z por�ownania powy_zszej formy z pierwsz ,a zasad ,a termodynamiki stwierdzamy _zed�Q = TdS (2.23)co oznacza, _ze temperatura jest czynnikiem ca lkuj ,acym formy r�o_zniczkowej ciep la. Quasistatyczny stru-mie�n ciep la do uk ladu zwi ,azany jest ze wzrostem entropii uk ladu. Ze wzoru (2.15) w przypadku prostegouk ladu termodynamicznego uzyskujemyU (S; V;N ) = TS � pV + rXj=1�jNj (2.24)Zgodnie z tym wzorem dU = TdS + SdT � pdV � V dp+ rXj=1(�jdNj +Njd�j) (2.25)Poprzez por�ownanie z r�o_zniczk ,a energii wewn ,etrznej uzyskujemySdT � V dp+ rXj=1Njd�j = 0 (2.26)Powy_zsze r�ownanie nosi nazw ,e wzoru Gibbsa - Duhema . M�owi on, _ze parametry intensywne nie s ,aniezale_zne, nie mog ,a si ,e zmienia�c niezale_znie w przemianie quasistatycznej. Ich zmiany w in�nitezymal-nym procesie spe lniaj ,a w la�snie wz�or Gibbsa - Duhema. Dla uk ladu jednosk ladnikowegoSdT � V dp+Nd� = 0 (2.27)sk ,ad d� = �sdT + vdp (2.28)gdzie s = SN - entropia molowa, v = VN - obj ,eto�s�c molowa.



16 ROZDZIA L 2. ZASADY TERMODYNAMIKI2.4 Temperatura bezwzgl ,ednaW poprzednim podrozdziale zde�niowali�smy temperatur ,e bezwzgl ,edn ,a T . Teraz przyst ,apimy do analizyjej w lasno�sci i znalezienia zwi ,azku ze zde�niowan ,a wcze�sniej tempeatur ,a empiryczn ,a.W pierwszym kroku wyka_zemy, _ze temperatura bezwzgl ,edna posiada intuicyjnie oczekiwane w lasno�sci- w stanie wzajemnej r�ownowagi termicznej dw�och poduk lad�ow ich temperatury bezwzgl ,edne s ,a sobier�owne oraz _ze ciep lo przep lywa od cia la scharakteryzowanego temperatur ,a wy_zsz ,a do cia la o temper-aturze ni_zszej. W tym celu we_zmy uk lad izolowany podzielony na dwa poduk lady nieruchom ,a �sciank ,aadiabatyczn ,a. Niech parametry opisuj ,ace poduk lady s ,a odpowiednio : T1;p, V1, N1 oraz T2;p, V2, N2,przy czym r�o_znica temperatur mi ,edzy poduk ladami jest niewielkaT1;p � T2;pT1;p � 1; T1;p > T2;p (2.29)W pewnej chwili czynimy �sciank ,e rozdzielaj ,ac ,a uk lady diatermiczn ,a. Interesuje nas stan r�ownowagijaki ustali si ,e po tej zmianie. Ko�ncowy stan r�ownowagi zgodnie z drug ,a zasad ,a termodynamiki musimaksymalizowa�c entropi ,e. St ,ad ( @Sk@U1;k )V1;V2;N1;N2 = 0 (2.30)Wobec addytywno�sci entropii ze wzgl ,edu na poduk lady(@S1;k@U1;k )V1;N1 + (@S2;k@U1;k )V1;V2;N1;N2 = 0 (2.31)Poniewa_z uk lad jest izolowany, to zmiana energii wewn ,etrznej w jednym poduk ladzie musi si ,e r�owna�czmianie energii wewn ,etrznej w drugim poduk ladzie wzi ,etej ze znakiem przeciwnym(@S1;k@U1;k )V1;N1 � (@S2;k@U2;k )V2;N2 = 0 (2.32)czyli 1T1(U1;k; V1; N1) � 1T2(U2;k; V2; N2) = 0 ) T1(U1;k; V1; N1) = T2(U2;k; V2; N2) (2.33)W stanie ko�ncowej r�ownowagi temperatury bezwzgl ,edne b ,ed ,a jednakowe. Wyznaczymy teraz kierunekprzep lywu energii. Z drugiej zasady termodynamiki�S > 0 (2.34)Przyrost entropii mo_zemy wyrazi�c wzorem�S = Z K1P1 ( @S@U1 )dU1 = Z K1P1 ( 1T1 � 1T2 )dU1 (2.35)Mo_zemy teraz zapisa�c T1 = T1;p + �T1 (2.36a)T2 = T2;p + �T2 (2.36b)



2.5. JAK ZMIERZY�C POTENCJA L CHEMICZNY 17przy czym �T1 < 0, a �T2 > 0.�S = Z K1P1 ( 1T1;p + �T1 � 1T2;p + �T2 dU1 (2.37)Wobec naszego za lo_zenia o niewielkiej r�o_znicy temperatur pocz ,atkowych poduk lad�ow mo_zemy dokona�crozwini ,ecia wzgl ,edem �T1T1;p i �T2T2;p . Z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow liniowych uzyskujemy�S = Z K1P1 ( 1T1;p (1� �T1T1;p � 1T2;p (1� �T2T2;p )dU1 = ( 1T1;p � 1T2;p )�U1 + Z K1P1 (�T2T 22;p � �T1T 21;p )dU1 (2.38)Poniewa_z 1T1;p � 1T2;p < 0 wi ,ec wobec �S > 0 otrzymujemy �U1 < 0, czyli cia lo o wy_zszej temperaturzeoddaje energi ,e na spos�ob ciep la cia lu o temperaturze ni_zszej.Interesuje nas teraz wyznaczenie zwi ,azku mi ,edzy temperatur ,a bezwzgl ,edn ,a T a temperatur ,a em-piryczn ,a t : T = T (t). W procesie quasistatycznymd�Q = T � dS (2.39)Rozwa_zmy quasistatyczny proces polegaj ,acy na przekazywaniu energii na spos�ob ciep la do uk ladu utrzymy-wanego w sta lej temperaturze w wyniku zmian jego ci�snienia. W�owczas ilo�s�c ciep la przypadaj ,acego najednostkow ,a zmian ,e ci�snienia wynosiLp = (d�Qdp )T = T (@S@p )T = �T (@V@T )p (2.40)Zak ladaj ,ac, _ze istnieje jednoznaczny zwi ,azek pomi ,edzy T i t otrzymujemyLp = �T (@V@t )p dtdT (2.41)St ,ad d lnTdt = � (@V@t )pLp(t) (2.42)Praw ,a stron ,e r�ownania mo_zemy wyznaczy�c (w do�swiadczeniu jako funkcje) temperatury empirycznej t.Odca lkowanie prowadzi do wzoru lnT = f(t) + const (2.43)czyli do zwi ,azku temperatury bezwzgl ,ednej i empirycznej. Jego posta�c zale_zy od konkretnego anali-zowanego uk ladu - informacja o nim tkwi w funkcji f .T (t) = c exp(f(t)) (2.44)Temperatura bezwzgl ,edna jest okre�slona z dok ladno�sci ,a do sta lego mno_znika, co odpowiada wyborowijednostki temperatury bezwzgl ,ednej.2.5 Jak zmierzy�c potencja l chemicznyRozwa_zane dotychczas procesy zachodzi ly przy ustalonym sk ladzie chemicznym. Wyst ,epuj ,acy we wzorze(2.21) �jdNj opisuje quasistatyczn ,a prac ,e polegaj ,ac ,a na dostarczeniu do uk ladu in�nitezymalnej ilo�sci



18 ROZDZIA L 2. ZASADY TERMODYNAMIKIj-tego sk ladnika. Praca ta jest proporcjonalna do dNj a wsp�o lnczynnikiem proporcjonalno�sci jest �j.W celu poznania tej pracy rozwa_zmy dwa uk lady 1 i 2, o tej samej temperaturze T rozdzielone b lon ,ap�o lprzepuszczaln ,a dla j-tego sk ladnika. Pocz ,atkowo ci�snienie w uk ladzie drugim jest tak dobrane bysk ladnik Nj nie przechodzi l przez membran ,e. Zmniejszamy in�nitezymalnie obj ,eto�s�c przy ustalonejtemperaturze T = const oraz V1 = const. W konsekwencji dNj j-tego sk ladnika przechodzi do pierwszegonaczynia. Praca wykonana nad uk ladem 2 w tym in�nitezymalnym procesie jest w la�snie prac ,a wykonan ,anad uk ladem 1 przy wprowadzeniu do niego dNj j-tego sk ladnika.2.6 Dalsze w lasno�sci entropiiEntropia jest wkl ,es l ,a funkcj ,a U i V , tj.S(�U1 + (1� �)U2; �V1 + (1 � �)V2) � �S(U1; V1) + (1� �)S(U2; V2) (2.45)przy czym � 2 [0; 1].Aby udowodni�c t ,e w lasno�s�c we�zmy na pocz ,atku dwa uk lady scharakteryzowane odpowiednio przezzestawy parametr�ow �U1, �V1, �N1, �S1 oraz (1 � �)U2,(1 � �)V2, (1 � �)N2, (1 � �)S2. Nast ,epnie l ,aczymy te uk lady. Stan ko�ncowy jest opisany przez zestaw U12 = �U1+(1��)U2, V12 = �V1+(1��)V2,N12 = �N1 + (1� �)N2 orazS12 = supU1;U2:U1+U2=U12;V1;V2:V1+V2=V12;N1;N2:N1+N2=N12(S1(U1; V1; N1) + S2(U2; V2; N2)) (2.46)Wynika st ,ad S12(�U1 + (1 � �)U2; �V1 + (1� �)V2) � �S1(U1; V1) + (1 � �)S2(U2; V2) (2.47)Je_zeli dwa uk lady s ,a wykonane z tego samego materia lu w�owczas funkcje S1, S2 oraz S12 s ,a takie samei dostajemy tez ,e.Rozwa_zmy uk lad izolowany sk ladaj ,acy si ,e z dw�och poduk lad�ow A i B pozostaj ,acych ze sob ,a w kon-takcie diatermicznym. Rozwa_zmy pseudostatyczny cykl uk ladu A. Entropia uk ladu jako ca lo�sci niemaleje �SA+B � 0 (2.48)podczas gdy entropia poduk ladu A pozostaje sta la, gdy_z w poduk ladzie tym zachodzi cykl�SA = 0 (2.49)Wobec addytywno�sci entropii uzyskujemy st ,ad wniosek�SB � 0 (2.50)Za l�o_zmy teraz, _ze proces B jest quasistatyczny. W�owczas�SB = Z BkBp dSB = Z BkBp d�QBTB (2.51)Poduk lady s ,a w kontakcie termicznym wi ,ec TA = TB, a uk lad jako ca lo�s�c jest izolowany, czyli d�QA+d�QB =0. St ,ad �SB = � I d�QATA (2.52)



2.7. TRZECIA ZASADA TERMODYNAMIKI 19Ostatecznie uzyskujemy I d�QATA � 0 (2.53)Powy_zsza nier�owno�s�c nosi nazw ,e nier�owno�sci Clausiusa. Poniewa_z w A zachodzi proces pseudostatycznywi ,ec d�QA 6= TAdSA2.7 Trzecia zasada termodynamikiU podstaw trzeciej zasady termodynamiki le_z ,a dwa fakty do�swiadczalne1. zd ,a_zanie ciep la w la�sciwego do zera co najmniej liniowo, gdy temperatura d ,a_zy do zera bezwzgl ,ednegolimT!0 cXT� = 0; � 2 [0; 1[ (2.54)2. niemo_zno�s�c osi ,agni ,ecia w quasistatycznym procesie adiabatycznym temperatury zera bezwzgl ,ednego(T = 0).Zbadajmy konsekwencje tego faktu. Za l�o_zmy, _ze zwi ,azek podstawowy w reprezentacji energii wewn ,etrznejjest postaci U = U (S;X), gdzie parametru ekstensywnego X na razie nie precyzujemy, przyk ladowo mo_zeby�c X = V . Wtedy dU = TdS � PdX (2.55)gdzie P jest parametrem intensywnym sprz ,e_zonym z X. Poniewa_zdS = 1T dU + PT dX = 1T �@U@T �X dT + 1T ��@U@X �T + P�dX (2.56)to w przemianie izoentropowej dT = � ( @U@X )T + P(@U@T )X dX (2.57)Wobec r�owno�sci drugich pochodnych mieszanych entropii @2S@X@T = @2S@T@X uzyskujemyP +� @U@X �T = T �@P@T �X (2.58)czyli dla ma lych przyrost�ow �T = �T (@P@T )XCX �X (2.59)Aby temperatura zera bezwzgl ,ednego by la nieosi ,agalna jest konieczne by �T ! 0, gdy T ! 0. Jednak_zewobec w lasno�sci ciep la w la�sciwego jest to mo_zliwe jedynie gdylimT!0�@P@T �X = 0 (2.60)



20 ROZDZIA L 2. ZASADY TERMODYNAMIKIZ drugiej jednak strony wiadomo _ze � @S@X �T = �@P@T �X (2.61)wi ,ec limT!0� @S@X �T = 0 (2.62)A zatem warunkiem nieosi ,agalno�sci T = 0 jest by entropia stawa la si ,e niezale_zna od X w granicy T ! 0.Fakt ten postuluje trzecia zasada termodynamiki , zwana inaczej postulatem Nernsta - Plancka :Entropia uk ladu zamkni ,etego ma t ,e sam ,a sko�nczon ,a warto�s�c dla wszystkich stan�ow o T = 0.Trzecia zasada termodynamiki stosuje si ,e do stan�ow r�ownowagi. Jej rezultatem nie jest pojawieniesi ,e nowych wielko�sci termodynamicznych, tak jak to ma miejsce w przypadku pierwszej zasady termo-dynamiki (ciep lo, energia wewn ,etrzna) i drugiej zasady termodynamiki (entropia), lecz jedynie na lo_zenieogranicze�n na wielko�sci ju_z wprowadzone. Om�owienie wniosk�ow ze�n wyp lywaj ,acej przeniesiemy do dal-szej cz ,e�sci skryptu.



Rozdzia l 3Potencja ly termodynamiczne3.1 Energia wewn ,etrzna jako potencja l termodynamicznyDruga zasada termodynamiki okre�slana jest cz ,esto jako zasada wzrostu entropii : Warto�s�c r�ownowagowanie ograniczonego wi ,ezami parametru jest taka, _ze maksymalizuje entropi ,e uk ladu izolowanego na zbiorzejego stan�ow r�ownowagi z wi ,ezami.Okazuje si ,e, _ze mo_zna sformu lowa�c r�ownowa_zn ,a jej zasad ,e ekstremaln ,a - zasad ,e minimum energii :Warto�s�c r�ownowagowa nieograniczonego wi ,ezami parametru pewnego uk ladu jest taka, _ze minimalizujeenergi ,e wewn ,etrzn ,a przy zadanej warto�sci ca lkowitej entropii na zbiorze stan�ow r�ownowagi z wi ,ezami.Udowodnimy teraz ich r�ownowa_zno�s�c.� maxS ) minUDowiedziemy tego wykazuj ,ac :minU ) :maxS. Za l�ozmy, _ze dla ustalonej entropii S0 energiawewn ,etrzna U0 nie jest minimalna. W�owczas istnieje stan (U; S0), taki _ze U < U0. Nast ,epnieodbieramy od uk ladu w stanie (U0; S0) energi ,e w formie pracy mechanicznej. Prac ,e t ,e zamieniamyca lkowicie na ciep lo, a nast ,epnie dostarczamy je ponownie do uk ladu powi ,ekszaj ,ac zarazem jegoentropi ,e. Symbolicznie mo_zna to zapisa�c jako :(U0; S0) ! (U 0; S0) + W ! (U 0; S0) +Q! (U0; S) (3.1)przy czym S > S0. Zatem je_zeli (U0; S0) nie by l stanem o minimalnej energii przy ustalonej entropii,to nie jest tak_ze stanem o maksymalnej entropii przy zadanej energii.� minU ! maxSPodobnie jak poprzednio przeprowadzimy dow�od przez sprowadzenie do niedorzeczno�sci. Za l�ozmy,_ze mamy stan (U0; S0) przy czym entropia nie jest maksymalna, tj. istnieje stan (U0; S), taki _zeS > S0. Nast ,epnie uk lad w stanie (U0; S) wprowadzamy w kontakt z termostatem i odbieramyenergi ,e w formie ciep la Q tak, _ze (U0; S) ! (U; S0) +Q (3.2)przy czym (U; S0) : U < U0. Wobec tego je_zeli stan (U0; S0) nie by l stanem o maksymalnej entropiito nie jest tak_ze stanem o minimalnej energii.Energia wewn ,etrzna jest wypuk l ,a funkcj ,a S i V , tj.U (�S1 + (1� �)S2; �V1 + (1� �)V2) � �U (S1; V1) + (1� �)U (S2; V2) (3.3)przy czym � 2 [0; 1]. 21



22 ROZDZIA L 3. POTENCJA LY TERMODYNAMICZNE3.2 Transformata Legendre'aW zwi�azkach podstawowych w reprezentacji energii wewn�etrznej oraz entropii parametry ekstensywneodgrywaj�a rol�e niezale_znych zmiennych, podczas gdy parametry intensywne stanowi�a pochodne zwi�azkupodstawowego. W pomiarach do�swiadczalnych na og�o l mierzymy parametry intensywne; wygodniejby loby wi ,ec mie�c do dyspozycji takie zwi ,azki podstawowe, w kt�orych przynajmniej cz ,e�s�c zmiennychniezale_znych by loby parametrami intensywnymi. Problem sprowadza si�e do stworzenia formalizmu, kt�oryumo_zliwia lby nam zamian�e jednego zwi ,azku podstawowego na drugi, przy czym w tym drugim zwi ,azkupodstawowym cz ,e�s�c zmiennych niezale_znych by ,aby parametrami intensywnymi, tj. mamy zadany zwi ,azekpodstawowy w postaci Y = Y (X0; X1; : : : ; Xn) (3.4)Chcemy zast ,api�c cz ,e�s�c zmiennych ekstensywnych przez zmienne intensywnePk = @Y@Xk (3.5)w ten spos�ob by zachowa�c wszystkie informacje wynikaj ,ace ze zwi ,azku podstawowego. Zauwa_zmy, _zeproste wstawienie odwik lanej z r�ownania (3.5) postaci Xk = Xk(X0; : : : ; Xk�1; Pk; Xk+1; : : : ; Xn) dozwi ,azku postawowego nie spe lnia tego warunku - prowadzi bowiem z matematycznego punktu widzeniado r�ownania r�o_zniczkowego cz ,astkowego pierwszego rz ,edu wzgl ,edem Xk bez na lo_zonych warunk�ow brze-gowych. Rozwi ,azanie problemu by loby w�owczas niejednoznaczne, co wynika loby z zagubienia cz ,e�sciinformacji ze zwi ,azku podstawowego.Narz ,edziem, kt�ore nam pos lu_zy do tego celu b ,edzie transformata Legendre'a.Y (X0; : : : ; Xk�1; Pk; Xk+1; : : : ; Xn) = infXk (Y (X0; : : : ; Xn)�XkPk) (3.6)W przypadku, gdy Y jest �sci�sle wypuk l ,a funkcj ,a Xk de�nicja ta sprowadza si ,e do postaciY (X0; : : : ; Xk�1; Pk; Xk+1; : : : ; Xn) = Y (X0; : : : ; Xn) �Xk(X0; : : : ; Xk�1; Pk; Xk+1; : : : ; Xn)Pk (3.7)3.3 Zestawienie potencja l�ow termodynamicznychDo najwa_zniejszych potencja l�ow termodynamicznych powstaj ,acych jako transformaty Legendre'a zwi ,azkupodstawowego w reprezentacji energii wewn ,etrznej nale_z ,a :� F (T; V;N ) - energia swobodna Helmholtza :F (T; V;N ) = infS (U (S; V;N ) � T � S) (3.8)gdzie wielko�s�c T wyst ,epuj ,aca po prawej stronie r�ownania jest parametrem. W przypadku gdy Ujest �sci�sle wypuk l�a, r�o_zniczkowaln ,a funkcj�a S de�nicj�e mo_zemy sprowadzi�c do postaciF (T; V;N ) = U (S(T; V;N ); V;N )� T � S(T; V;N ) (3.9)przy czym entropi�e wyznaczamy z warunku :(@U@S )V;N = T ) S = S(T; V;N ) (3.10)R�o_zniczka energii swobodnej wynosi :dF = �S � dT � p � dV + � �N (3.11)



3.3. ZESTAWIENIE POTENCJA L �OW TERMODYNAMICZNYCH 23� H(S; p;N ) - entalpia H(S; p;N ) = infV (U (S; V;N ) + p � V ) (3.12)W przypadku gdy funkcja jest �sci�sle wypuk la i r�o_zniczkowalna :p = �(@U@V )S;N ) V = V (S; p;N ) (3.13)i entalpi�e mo_zemy zapisa�c jako :H(S; p;N ) = U (S; V (S; p;N ); N ) + p � V (S; p;N ) (3.14)R�o_zniczka entalpii : dH = T � dS + V � dp+ � � dN (3.15)� G(T; p;N ) - energia swobodna Gibbsa, zwana tak_ze potencja lem Gibbsa, entalpi ,a swobodn ,aG(T; p;N ) = infS;V (U (S; V;N )� T � S + p � V (3.16)W przypadku, gdy U jest �sci�sle wypuk l ,a, r�o_zniczkowaln ,a funkcj ,a S i V de�nicja sprowadza si ,e dopostaci : G(T; p;N ) =U (S(T; p;N ); V (T; p;N ); N )� T � S(T; p;N ) + p � V (T; p;N ) (3.17)R�o_zniczka entalpii swobodnej : dG = �S � dT + V � dp+ � � dN (3.18)� 
(T; V; �) - potencja l wielki kanoniczny
(T; V;N ) = infS;N(U (S; V;N )� T � S � � �N ) (3.19)W przypadku, gdy U jest �sci�sle wypuk l ,a, r�o_zniczkowaln ,a funkcj ,a S i N :
(T; V;N ) = U (S(T; V; �); V;N (T; V; �)) � T � S(T; V; �) � � �N (T; V; �) (3.20)R�o_zniczka potencja lu wielkiego kanonicznegod
 = �S � dT � p � dV � N � d� (3.21)Potencja ly termodynamiczne mo_zemy r�ownie_z wyprowadza�c jako transformaty Legendre'a zwi ,azkupodstawowego w reprezentacji entropii. Uzyskane w ten spos�ob potencja ly nosz ,a nazw ,e potencja l�owMassieu.Uzasadnienie nazwy potencja l termodynamiczny w odniesieniu do wprowadzonych powy_zej funkcjiom�owione zostanie w rozdziale (3.5)



24 ROZDZIA L 3. POTENCJA LY TERMODYNAMICZNE3.4 To_zsamo�sci MaxwellaPoj ,eciem to_zsamo�sci (zwi ,azk�ow) Maxwella obejmujemyzwi ,azki pomi ,edzy pochodnymi cz ,astkowymi parametr�owtermodynamicznych. Wynikaj ,a one z r�owno�sci drugich pochodnych mieszanych potencja l�ow termody-namicznych. Je_zeli dany potencja l termodynamiczny zale_zy od n (naturalnych) zmiennych, to mo_znaskonstruowa�c n�(n�1) drugich pochodnych mieszanych i wobec r�owno�sci pochodnych mieszanych uzyska�cn(n�1)2 to_zsamo�sci. Przyk ladowo energia wewn ,etrzna dla prostego uk ladu termodynamicznego jest zale_znaod trzech zmiennych, a wi ,ec zgodnie z powy_zsz ,a analiz ,a prowadzi do trzech to_zsamo�sci Maxwella :�@T@V �S;N = �� @p@S �V;N (3.22a)� @T@N �S;V = �@�@S �V;N (3.22b)�� @p@N �S;V = � @�@V �S;N (3.22c)Procedura wyprowadzania to_zsamo�sci Maxwella jest prosta1. Ustalamy zbi�or zmiennych niezale_znych dla zadanej pochodnej. B ,ed ,a to : zmienna, po kt�orejr�o_zniczkujemy oraz zmienne, kt�ore pozostaj ,a ustalone podczas r�o_zniczkowania2. Ustalamy potencja l termodynamiczny, dla kt�orego zbi�or zmiennych niezale_znych wyznaczony w pkt1 jest naturalnym zbiorem zmiennych3. Wielko�s�c r�o_zniczkowan ,a zapisujemy jako odpowiedni ,a pochodn ,a potencja lu termodynamicznego;interesuj ,aca nas pochodna cz ,astkowa zostaje wi ,ec zapisana jako druga pochodna odpowiedniegopotencja lu termodynamicznego.4. Zamieniamy kolejno�s�c r�o_zniczkowania5. Wyznaczamy pochodn ,a potencja lu termodynamicznego (pochodn ,a wewn ,etrzn ,a)Przyk ladowo�@T@V �S;N = @@V jS;N �@U@S �V;N = � @2U@V @S�N = � @2U@S@V �N = @@S jV;N �@U@V �S;N = �@ � p@S �V;N = �� @p@S �V;N(3.23)Warto doda�c, _ze istniej ,a regu ly mnemotechniczne u latwiaj ,ace zapami ,etanie kompletu to_zsamo�sci Maxwelladla prostego uk ladu termodynamicznego, w kt�orym nie ulega zmianie liczba moli. Nie podajemy ich wtym miejscu uznaj ,ac _ze przedstawiona powy_zej procedura wyprowadzania to_zsamo�sci Maxwella jest nat-uralna i wystarczaj ,aco klarowna.Wprowad_zmy teraz de�nicje kilku wielko�sci makroskopowych, przy pomocy kt�orych wygodnie jestcharakteryzowa�c r�o_zne substancje. S ,a to� wsp�o lczynnik rozszerzalno�sci cieplnej � = 1V �@V@T �p;N (3.24)



3.5. ZASADA PRACY MAKSYMALNEJ 25� wsp�o lczynnik �sci�sliwo�sci izotermicznej �T = � 1V �@V@p �T;N (3.25)� molowe ciep lo w la�sciwe przy sta lej obj ,eto�scicV = TN �@S@T �V;N (3.26)� molowe ciep lo w la�sciwe przy sta lym ci�snieniucp = TN �@S@T �p;N (3.27)Warto zwr�oci�c uwag ,e, _ze o ile cv = 1N �@U@T �V;N (3.28)to cp 6= 1N �@U@T �p;N = cp � VN p� (3.29)3.5 Zasada pracy maksymalnejOdwracalnym _zr�od lem pracy nazywamy uk lad os loni ,ety �sciank ,a adiabatyczn ,a i nieprzepuszczaln ,a oraztaki, _ze przebiegaj ,ace w nim procesy s ,a quasistatyczne (co implikuje sta lo�s�c entropii odwracalnego �zr�od lapracy). Odwracalne _zr�od lo pracy, kt�ore jest na tyle du_ze, _ze ci�snienie w nim panuj ,ace pozostaje sta lenazywamy zbiornikiem obj ,eto�sci .Odwracalnym _zr�od lem ciep la nazywamy uk lad os loni ,ety �sciank ,a nieruchom ,a i nieprzepuszczaln ,a oraztaki, _ze przebiegaj ,ace w nim procesy s ,a quasistatyczne. Odwracalny zbiornik ciep la na tyle du_zy, _ze jegotemperatura pozostaje sta la nazywamy zbiornikiem ciep la .Niech badany uk lad Z pozostaje w kontakcie termicznym ze zbiornikiem ciep la Zc i w kontakciemechanicznym ze zbiornikiem obj ,eto�sci Zw. Poza tym mo_ze on pozostawa�c w kontakcie mechanicznymz uk ladem Z0, z kt�orym wymienia wy l ,acznie nieobj ,eto�sciow ,a prac ,e mechaniczn ,a. Zak ladamy, _ze ca lyuk lad sk ladaj ,acy si ,e z Z, Zc, Zw oraz Z 0 jest uk ladem izolowanym. W uk ladzie Z przebiega proces,kt�ory przeprowadza go z zadanego stanu r�ownowagi pocz ,atkowej do zadanego stanu r�ownowagi ko�ncowej.Interesuje nas wyznaczenie maksymalnej pracy jak ,a uk lad Z mo_ze wykona�c nad uk ladem Z0, to znaczyokre�slenie warunk�ow w jakich powienien przebiega�c proces od zadanego stanu pocz ,atkowego do zadanegostanu ko�ncowego, tak aby praca nieobj ,eto�sciowa wykonana nad uk ladem Z0 by la mo_zliwie najwi ,eksza.Poniewa_z uk lad jako ca lo�s�c jest uk ladem izolowanym wi ,ec zmiany energii wewn ,etrznych ka_zdego zpoduk lad�ow musz ,a si ,e sumowa�c do zera�U + �Uc + �Uw + �U 0 = 0 (3.30)W przypadku zbiornika ciep la i zbiornika pracy zmiany ich energii wewn ,etrznych mo_zna wyrazi�c poprzezzmiany entropii i obj ,eto�sci : �Uc = Tc�Sc (3.31)



26 ROZDZIA L 3. POTENCJA LY TERMODYNAMICZNEgdzie Tc - temperatura zbiornika ciep la �Uw = �pw�Vw (3.32)gdzie pw - ci�snienie panuj ,ace w zbiorniku pracy. W ten spos�ob�U + Tc�Sc � pw�Vw + �U 0 = 0 (3.33)Poniewa_z obj ,eto�sciowa praca mechaniczna jest wykonywana wy l ,acznie nad zbiornikiem pracy wi ,ec�Vw = ��V (3.34)Ponadto, w dowolnym procesie �(Sc + S) � 0, przy czym r�owno�s�c zachodzi wy l ,acznie w przypadkuuk ladu odwracalnego. St ,ad �U � Tc�S + pw�V + �U 0 � 0 (3.35)co prowadzi do wniosku, _ze nieobj ,eto�sciowa praca mechaniczna wykonana nad uk ladem Z0 spe lnianier�owno�s�c �U 0 � ��(U � TcS + pwV ) (3.36)Zatem maksymalna praca nieobj ,eto�sciowa wykonana zostaje w procesach odwracalnych i wynosi�U 0max = ��(U � TcS + pwV ) (3.37)Zwr�o�cmy uwag ,e, _ze gdy �U 0max < 0, to zr ,eczniej jest m�owi�c o pracy wykonywanej przez uk lad Z0nad uk ladem Z. A zatem praca wykonana przez uk lad Z0 nad uk ladem Z jest minimalna w procesieodwracalnym i wynosi �U 0min = �(U � TcS + pWV ).Rozwa_zmy teraz poszczeg�olne przypadki1. przemiana izoentropowo - izochoryczna : �S = 0, �V = 0. W�owczas�U 0 � ��U , �U � ��U 0 (3.38)Oznacza to, _ze je�sli w przemianie izoentropowo - izochorycznej wykonywana jest praca nieobj ,eto�sciowa,to warunkiem zachodzenia procesu jest zmiana energii wewn ,etrznej o warto�s�c niewi ,eksz ,a od wyko-nanej pracy nieobj ,eto�sciowej wzi ,etej ze znakiem minus. W szczeg�olno�sci, gdy uk lad Z0 jest odi-zolowany �U 0 = 0 i �U � 0, czyli energia wewn ,etrzna nie ro�snie.2. przemiana izoentropowo - izobaryczna : �S = 0, p = pp = const. W�owczas�(U + pV ) = �H � ��U 0 (3.39)a st ,ad �U 0max = ��H (3.40)Gdy uk lad Z0 jest od l ,aczony to �H � 0, czyli przy sta lej entropii i sta lym ci�snieniu entalpia niewzrasta spontanicznie i w stanie r�ownowagi jest minimalna.3. przemiana izochoryczno-izotermiczna : �V = 0, T = TT = const. W�owczas�(U � TS) = �F � ��U 0 (3.41)



3.6. STABILNO�S�C STAN �OW R �OWNOWAGI 27a st ,ad �U 0max = ��F (3.42)Gdy uk lad Z0 jest od l ,aczony to �F � 0, czyli przy sta lej temperaturze i obj ,eto�sci energia swobodnaHelmholtza nie ro�snie i w stanie r�ownowagi jest minimalna. Tak wi ,ec np. wszelkie wi ,ec reakcjechemiczne izotermiczno - izochoryczne, w kt�orych nie ma pracy nieobj ,eto�sciowej zachodz ,a tylkowtedy, gdy nast ,epuje ubytek energii swobodnej.4. przemiana izotermiczno - izobaryczna : T = TT = const, p = pp = const. W�owczas�(U � TS + pV ) = �G � ��U 0 (3.43)a st ,ad �U 0max = ��G (3.44)Gdy uk lad Z0 jest od l ,aczony to �G � 0, czyli przy ustalonej temperaturze i ci�snieniu energiaswobodna Gibbsa nie ro�snie spontanicznie i w stanie r�ownowagi jest minimalna.3.6 Stabilno�s�c stan�ow r�ownowagiW poprzednim podrozdziale wskazali�smy spos�ob wyznaczenia stan�ow r�ownowagi uk ladu termodynam-icznego. Rozwa_zymy teraz stabilno�s�c tych_ze stan�ow. W tym celu z badanego uk ladu wydzielamy ma l ,a,ale tak_ze makroskopow ,a cz ,e�s�c. Reszt ,e uk ladu - ze wzgl ,edu na jej rozmiary - mo_zemy traktowa�c jakozbiornik ciep la i zbiornik pracy. Wtedy zgodnie z rozwa_zaniami z poprzedniego rozdzia lu�U � To�S + po�V � ��U 0 (3.45)przy czym �U , �S, �V oznaczaj ,a odpowiednio zmiany energii, entropii i obj ,eto�sci poduk Ladu, wprocesach przebiegaj ,acych spontanicznie, tzn. w kierunku nowego stanu r�ownowagi. W przypadkuin�nitezymalnych, spontanicznych zmian spe lniona jest wi ,ec nier�owno�s�c�U � To�S + po�V � ��U 0 (3.46)Rozwa_zmy teraz proces odwrotny, tzn. taki, _ze w wyniku wykonania pracy przez uk lad zewn ,etrzny Z0cz ,e�s�c cia la zostaje wyprowadzona ze stanu r�ownowagi. Wtedy(�U � To�S + po�V )wym = �(�U � To�S + po�V )spont � �U 0spont = ��U 0wym = W 0wypr: � 0 (3.47)Aby stabilny uk lad wyprowadzi�c ze stanu r�ownowagi to trzeba wykona�c nad nim (dodatni ,a) prac ,e. Je�sliwi ,ec cz ,e�s�c uk ladu zostaje wyprowadzona ze stanu r�ownowagi to�U + po�V � To�S � 0 (3.48)Potraktujmy teraz U jako funkcj ,e S oraz V przy ustalonym N . Dokonamy rozwini ,ecia �U w funkcji�S = Sk � Sp i �V = Vk � Vp z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow kwadratowych. Pami ,etamy przy tym, _ze stanpocz ,atkowy Sp; Vp; Up to stan r�ownowagi w obecno�sci zbiornika ciep la i obj ,eto�sci, czyli Tp = To, pp = po: �U =U (Sk; Vk)� U (Sp; Vp) � @U@S �S + @U@V �V + 12 �@2U@S2 (�S)2 + 2 @2U@S@V �S�V + @2U@V 2 (�V )2� =To�S � po�V + 12 �@2U@S2 (�S)2 + 2 @2U@S@V �S�V + @2U@V 2 (�V )2� (3.49)



28 ROZDZIA L 3. POTENCJA LY TERMODYNAMICZNEPo podstawieniu do wzoru (3.48) otrzymujemy@2U@S2 (�S)2 + 2 @2U@S@V �S�V + @2U@V 2 (�V )2 > 0 (3.50)Powy_zsz ,a form ,e kwadratow ,a �S i �V sprowadzamy do postaci kanonicznej. W tym celu przed ca lo�s�cwy l ,aczamy (@2U@S2 )�1(@2U@S2 )�1�(@2U@S2 )2(�S)2 + 2@2U@S2 @2U@S@V �S�V + @2U@S2 @2U@V 2 (�V )2� (3.51)i pierwsze dwa sk ladniki dope lniamy do pe lnego kwadratu. W konsekwencji uzyskujemy(@2U@S2 )�1�@2U@S2 �S + @2U@S@V �V�2 + @2U@V 2 �� @2U@S@V �2 (@2U@S2 )�1! (�V )2 > 0 (3.52)Powy_zsza nier�owno�s�c musi obowi ,azywa�c dla dowolnych odchyle�n od po lo_zenia r�ownowagi. Z powy_zszegowzoru wynikaj ,a wi ,ec dwa warunki1. @2U@S2 > 0 (3.53)Ale @2U@S2 = (@T@S )V;N = 1( @S@T )V;N = TCv (3.54)Poniewa_z temperatura bezwzgl ,edna jest nieujemna wi ,ecCv > 0 (3.55)2. @2U@V 2 � ( @2U@S@V )2(@2U@S2 )�1 > 0 (3.56)Powy_zsz ,a nier�owno�s�c mo_zna przekszta lci�c w nast ,epuj ,acy spos�ob :0 <@2U@S2 @2U@V 2 � ( @2U@S@V )2 = �( @p@V )S(@T@S )V + ( @T@V )S( @p@S )V =� @(T; p)@(S; V ) = � @(T; p)@(T; V ) @(T; V )@(S; V ) = �( @p@V )T 1( @S@T )V = � TCv � @p@V �T (3.57)A zatem ( @p@V )T;N < 0 (3.58)Warunek ten mo_zemy zapisa�c, pos luguj ,ac si ,e de�nicj ,a wsp�o lczynnika �scis liwo�sci izotermicznej, wpostaci r�ownowa_znej �T = � 1V (@V@p )T > 0 (3.59)Z powy_zszej nier�owno�sci wynika, _ze zawi ,ekszaniu obj ,eto�sci stabilnego uk ladu termodynamicznegotowarzyszy zmniejszanie si ,e jego ci�snienia.



3.7. KONSEKWENCJE TRZECIEJ ZASADY TERMODYNAMIKI 29Na postawie powy_zszych wzor�ow stwierdzamy nast ,epnie, _zecp = cV + TV �2�T > cV (3.60)Rozwa_zmy jeszcze ograniczenia na ( @p@V )S wynikaj ,ace z warunk�ow stabilno�sci uk ladu termodynam-icznego ( @p@V )S = @(p; S)@(V; S) = @(p; S)@(V; T ) @(V; T )@(V; S) =�� @p@V �T �@S@T �V � � @p@T �V � @S@V �T��@T@S �V =� @p@V �T �� @p@T �V �@T@S �V = � @p@V �T � TCV � @p@T �V (3.61)Z powy_zszego wzoru wobec wcze�sniej wyprowadzonych warunk�ow r�ownowagi stwierdzamy �ze� @p@V �S < 0 (3.62)Na zako�nczenie nale_zy przypomnie�c, _ze przy wyprowadzaniu warunk�ow stabilno�sci istotne by lo za lo_zenieo jednorodno�sci rozwa_zanego poduk ladu. Gdy uk lad nie jest jednorodny, np. pod wp lywem oddzia lywa�njego cz ,astek z zewn ,etrznymi polami wtedy warunki stabilno�sci mog ,a ulec zmianie.3.7 Konsekwencje trzeciej zasady termodynamikiPosiadaj ,ac wiedz ,e o potencja lach termodynamicznych mo_zemy przyst ,api�c do analizy konsekwnecji trze-ciej zasady termodynamiki. Przy okazji uczynimy dygresj ,e i prze�sledzimy jedn ,a z dr�og, kt�ore do-prowadzi ly do sformu lowania postulatu Nernsta - Plancka. U jej pocz ,atk�ow le_zy empiryczna zasadaThomsena - Berthelota . Zosta la ona sformu lowana w toku bada�n reakcji chemicznych. Na podstawiewynik�ow do�swiadczalnych, chemicy stwierdzili, _ze stanem r�ownowagi, kt�ory ustali si ,e po zmieszaniudw�och reagent�ow w uk ladzie utrzymywanym w sta lej temperaturze i pod sta lym ci�snieniem, jest ten stan,kt�orego osi ,agni ,eciu towarzyszy najwi ,ekszy wyp lyw ciep la. Oczywi�scie zasada Thomsena - Berthelota niemo_ze by�c og�olnie s luszna, gdy_z wiemy, _ze samorzutnie mog ,a przebiega�c zar�owno reakcje egzotermiczne,jak i endotermiczne. Zasad ,e Thomsena - Berthelota mo_zemy sformu lowa�c precyzyjniej stwierdzaj ,ac, _zestan r�ownowagi minimalizuje entalpi ,e, gdy_z ciep lo wydzielone w reakcji chemicznej wyra_za si ,e wzoremQp;T = ��H (3.63)Jednak_ze wiemy, _ze stan r�ownowagi uk ladu podleg lego przemianie izotermiczno - izobarycznej podnieobecno�s�c pracy nieobj ,eto�sciowej jest okre�slony przez zasad ,e minimum potencja lu Gibbsa (entalpiiswobodnej). Na podstawie og�olnych w lasno�sci stwierdzamy, _ze w procesie izotermicznym�G = �H � T�S (3.64)Z powy_zszego wzoru wynika, _ze zasada Thomsena - Berthelota jest s luszna jedynie w punkcie T = 0,podczas gdy w innych temperaturach jest spe lniona jedynie w przybli_zeniu. Z tej przyczyny w latachp�o�zniejszych pod poj ,eciem zasady Thomsena - Berthelota okre�slano regu l ,e g losz ,ac ,a, _zelimT!0�G = limT!0�H (3.65)



30 ROZDZIA L 3. POTENCJA LY TERMODYNAMICZNEJak wykaza ly p�o�zniejsze badania zakres stosowalno�sci powy_zszej zasady by l znacznie szerszy. Uog�olnieniazasady dokona l Nernst twierdz ,ac, _ze �G i �H w punkcie T = 0 nie tylko przybieraj ,a t ,a sam ,a warto�s�c,lecz r�ownie_z limT!0 @�G@T = limT!0 @�H@T (3.66)Uog�olnienie powy_zsze nosi nazw ,e postulatu Nernsta . Aby zbada�c konsekwencje postulatu Nernstapodzielmy r�ownanie (3.64) obustronnie przez T i przejd�zmy do granicy T ! 0limT!0 �H ��GT = limT!0�S (3.67)Z lewej strony wyst ,epuje symbol nieoznaczony, wi ,ec pos luguj ,ac si ,e do wyznaczenia granicy regu l ,a del'Hospitala uzyskujemy limT!0(@�G@T � @�H@T ) = limT!0�S (3.68)Wobec postulatu Nernsta stwierdzamy limT!0�S = 0 (3.69)czyli _ze zmiana entropii zanika w dowolnym odwracalnym procesie izotermicznym w temperaturze T = 0,lub izoterma T = 0 jest r�ownie_z izoentrop ,a. Kilka lat p�o�zniej ostatecznego sformu lowania trzeciej zasadytermodynamiki dokona l Planck stwierdzaj ,ac, _ze izoterma T = 0 jest r�ownie_z adiabat ,a S = 0.Przejdziemy teraz do wniosk�ow p lyn ,acych z trzeciej zasady termodynamiki. R�o_zniczka entropiimolowej w spos�ob og�olny mo�ze by�c zapisana w postacids(T; x) = ( @s@T )xdT + ( @s@x )T dx (3.70)gdzie x oznacza odpowiedni parametr stanu (np. ci�snienie lub obj ,eto�s�c) Ca lkuj ,ac w granicach od 0 do Tuzyskujemy s(T; x) = Z T0 cx(T 0; x)T 0 dT 0 + l(x) (3.71)Aby w granicy T ! 0 entropia znika la l(x) musi by�c to_zsamo�sciowo r�owne zeru. St ,ad entropi ,e dowolnego??? cia la prostego mo_zemy zapisa�c wzorem s(T; x) = Z T0 cx(T; x)T dT (3.72)Aby ca lka wyst ,epuj ,aca w powy_zszym wzorze by la zbie_zna ciep lo w la�sciwe przy dowolnie ustalonymparametrze musi znika�c w granicy T ! 0, i to co najmniej liniowo.limT!0 cx = 0 (3.73)Istotnie, badania do�swiadczalne potwierdzi ly t ,a w lasno�s�c.Rozwa_zaj ,ac izotermiczn ,a zmian ,e entropii wywo lan ,a in�nitezymaln ,a zmian ,a ci�snienia lub obj ,eto�scistwierdzamy limT!0(@s@p )T = 0 , limT!0p�T = 0 (3.74a)limT!0(@s@v )T = 0 , limT!0v� = 0 (3.74b)czyli w temperaturze T = 0 znikaj ,a wsp�o lczynniki �sci�sliwo�sci izotermicznej i rozszerzalno�sci termicznej.



Rozdzia l 4Przyk lady uk lad�owtermodynamicznych i ich przemian4.1 Gaz doskona lyTermodynamicznie gaz doskona ly jest zde�niowany w og�olno�sci poprzez r�ownaniap(T; V;N ) = NV RT (4.1a)U (T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)dT 0 + f1(V;N ) (4.1b)Zwr�o�cmy uwag ,e, _ze we wzorze (4.1b) wbudowali�smy za lo_zenie o niezale_zno�sci cV od V i N . W pierwszejkolejno�sci wyznaczmy posta�c funkcji f1. Obliczaj ,ac pochodn ,a energii wewn ,etrznej po obj ,eto�sci przyustalonej temperaturze i liczbie cz ,astek (@U@V )T;N = (@f1@V )T;N (4.2)oraz pami ,etaj ,ac, _ze (@U@V )T;N = T ( @S@V )T;N � p (4.3)( @S@V )T;N = ( @p@T )V;N (4.4)uzyskujemy (@U@V )T;N = T N �RV � p = p � p = 0 (4.5)A zatem f1(V;N ) = f1(N ) (4.6)31



32 ROZDZIA L 4. PRZYK LADY UK LAD �OW TERMODYNAMICZNYCH I ICH PRZEMIANWobec warunku jednorodno�sci (pierwszego rz ,edu) energii wewn ,etrznej funkcja f1 musi mie�c posta�cf1(N ) = N U0N0 (4.7)W ten spos�ob wz�or na energi ,e wewn ,etrzn ,a ma posta�cU (T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)dT 0 +N U0N0 (4.8)Aby uzyska�c zwi ,azek podstawowy w postaci parametrycznej musimy teraz wyznaczy�c entropi ,e w funkcjitemperatury, obj ,eto�sci i liczby moli. Zale_zno�s�c t ,a mo_zemy wyznaczy�c na dwa sposoby.Z de�nicji ciep la w la�sciwego przy sta lej obj ,eto�sciNcV = T (@S@T )V;N (4.9)przez odca lkowanie uzyskujemyS(T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)T 0 dT 0 + f2(V;N ) (4.10)Musimy teraz wyznaczy�c jawn ,a posta�c f2(V;N ). Z to_zsamo�sci( @S@V )T;N = ( @p@T )V;N (4.11)uzyskujemy (@f2@V )T;N = NRV (4.12)co po odca lkowaniu prowadzi do f2(V;N ) = NR ln( VV0 ) + f3(N ) (4.13)Funkcja f3(N ) musi by�c tak dobrana, by entropia by la funkcj ,a jednorodn ,a obj ,eto�sci i liczby cz ,astek.St ,ad f3(N ) = NR ln(N0N ) +N S0N0 (4.14)i ostatecznie S(T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)T 0 dT 0 + NR ln(VN N0V0 ) + N S0N0 (4.15)Inna metoda wyprowadzenia powy_zszego wzoru opiera si ,e na bezpo�srednim wykorzystaniu zwi ,azkuS = UT + pVT � N�T (4.16)Podstawiaj ,ac (4.1a) i (4.1b) uzyskujemyS(T; V;N ) = NT U0N0 + NT Z TT0 cv(T 0)dT 0 + NR�N �T (4.17)



4.1. GAZ DOSKONA LY 33Musimy teraz obliczy�c warto�s�c �T . Poniewa_zd(�T ) = �� 1T 2 dT + 1T d(�) (4.18)to po wykorzystaniu relacji Gibbsa - Duhema dostajemyd(�T ) = �� 1T 2 dT + 1T (�sdT + vdp) (4.19)Podstawiaj ,ac og�oln ,a posta�c entropii oraz wz�or na ci�snienie (4.1a) uzyskujemyd( �T ) = �� 1T 2 dT + 1T (�( uT +R� �T )dT + vR(1v dT � Tv2 dv)) = � uT 2 dT � Rv dv (4.20)Podstawiamy wyznaczon ,a posta�c energii wewn ,etrznejd( �T ) = � u0T 2dT � ( 1T 2 Z TT0 cv(T 0)dT 0)dT � Rv dv (4.21)i dokonujemy obustronnego odca lkowania uzyskuj ,ac�T = �0T0 + u0T � u0T0 + 1T Z TT0 cv(T 0)dT 0 � Z TT0 cv(T 0)T 0 dT 0 � R ln( vv0 ) (4.22)Wykorzystali�smy przy tym fakt, _ze1T 2 (Z TT0 cv(T 0)dT 0)dT = d(Z TT0 1(T 00)2 (Z T 00T0 cv(T 0)dT 0)dT 00) =d(Z TT0 Z T 0T0 cv(T 00)(T 0)2 dT 00dT 0) = d(Z TT0 Z TT 00 cv(T 00)(T 0)2 dT 0dT 00) = d(Z TT0 cv(T 00)( 1T 00 � 1T )dT 00) (4.23)W ten spos�ob uzyskali�smy wz�or okre�slaj ,acy potencja l chemiczny. Wz�or ten mo_zemy zapisa�c w postacir�ownowa_znej jako � = RT (�(T ) + ln p) (4.24)gdzie : �(T ) = 1R Z TT0 cv(T 0)( 1T � 1T 0 )dT 0 + 1RT (�0T0 + u0T � u0T0 ) � 1T ln( vv0 )� ln p (4.25)Mo_zemy dokona�c uproszenia powy_zszego wzoru podstawiaj ,acs0 = u0T0 + p0v0T0 � �0T0 (4.26) spr.Po podstawieniu wzoru na �T do (4.17) uzyskujemy ponownie (4.15). W ten spos�ob zwi ,azek podsta-wowy dla gazu doskona lego w postaci parametrycznej ma posta�cU (T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)dT 0 +N U0N0 (4.27a)



34 ROZDZIA L 4. PRZYK LADY UK LAD �OW TERMODYNAMICZNYCH I ICH PRZEMIANS(T; V;N ) = N Z TT0 cv(T 0)T 0 dT 0 + NR ln(VN N0V0 ) + N S0N0 (4.27b)Jako przypadek szczeg�olny rozpatrzmy gaz o sta lym cieple w la�sciwym. W�owczas powy_zsze wzorysprowadzaj ,a si ,e do postaci U (T; V;N ) = Ncv(T � T0) +N U0N0 = NcvT (4.28a)S(T; V;N ) = Ncv ln( TT0 ) + NR ln(VN N0V0 ) + N S0N0 (4.28b)Z pierwszego z r�owna�n mo_zemy wyznaczy�c temperatur ,eT = UNcv (4.29)i po podstawieniu do drugiego r�ownania uzyska�c zwi ,azek podstawowy w reprezentacji entropii dla gazudoskona lego o sta lym cieple w la�sciwymS(U; V;N ) = N S0N0 + NR ln(( UU0 )cv=R VV0 ( NN0 )�(1+cv=R)) (4.30)Nale_zy pami ,eta�c, _ze uzyskany wz�or nie stosuje si ,e w dowolnym zakresie temperatur (w szczeg�olno�sci dlaniskich temperatur - sama idea gazu doskona lego traci w�owczas sens). Jednak_ze o zakresie stosowalno�scipowy_zszego wzoru do opisu gaz�ow rzeczywistych nie dowiemy si ,e na podstawie analizy tego wzoru.Informacj ,e t ,e musimy w lo_zy�c do teorii z zewn ,atrz, np. w wyniku por�ownania z do�swiadczeniem albouzyska�c j ,a na podstawie mechaniki statystycznej.4.2 Gaz van der WaalsaR�ownanie stanu gazu van der Waalsa (p+ av2 )(v � b) = RT (4.31)Zwi ,azek podstawowy w postaci parametrycznej dla gazu van der WaalsaU (T; V;N ) = N U0N0 +N Z TT0 cv(T 0)dT 0 � aN2V (4.32a)S(T; V;N ) = N S0N0 +N Z TT0 cv(T 0)T 0 dT 0 +NR ln(V � NbN ) (4.32b)Widzimy, _ze U zale_zy od a, nie zale_zy od b, natomiast S zale_zy od b i nie zale_zy od a.4.3 Do�swiadczenie Joule'a - ThomsonaDo�swiadczenie Joule'a - Thomsona polega na powolnym przeciskaniu gazu poprzez porowat ,a przegrod ,erozdzielaj ,ac ,a dwie cz ,e�sci cylindra. Zak ladamy, _ze gaz wype lnia pocz ,atkowo jedn ,a cz ,e�s�c cylindra oobj ,eto�sci V1 i zostaje przepchni ,ety do drugiej cz ,e�sci; wtedy jego obj ,eto�s�c wynosi V2. Proces ten jest



4.3. DO�SWIADCZENIE JOULE'A - THOMSONA 35tak kontrolowany, _ze ca ly czas w trakcie jego trwania ci�snienie w pierwszej cz ,e�sci wynosi p1, a w drugiejp2. Uk lad jako ca lo�s�c jest izolowany adiabatycznie.Wyka_zemy teraz, _ze jest to proces izoentalpowy. Niech w stanie ko�ncowym z pierwszego obszaru dodrugiego zosta la przeci�sni ,eta ilo�s�c gazu odpowiadaj ,aca zmniejszeniu si ,e obj ,eto�sci pierwszego obszaru oV1, a zwi ,ekszeniu si ,e obj ,eto�sci drugiego o V2. Obliczmy zmian ,e energii wewn ,etrznej w takim procesieU2 = U1 +W (4.33)gdzie W - praca wykonana w trakcie procesu nad gazem w obu cz ,e�sciach cylindra.W = �p1 Z 0V1 dV � p2 Z V20 = p1V1 � p2V2 (4.34)St ,ad U2 = U1 + p1V1 � p2V2 (4.35)czyli rzeczywi�scie proces odbywa si ,e przy sta lej entalpiiH1 = H2 (4.36)Interesuje nas zmiana temperatury gazu zwi ,azana z jego przepchni ,eciem z obszaru pierwszego dodrugiego. Dla ma lych zmian ci�snienia �p = p2 � p1 < 0 (proces jest mo_zliwy jedynie w�owczas, gdy wpierwszej cz ,e�sci cylindra ci�snienie b ,edzie wy_zsze) otrzymujemy�T = T2 � T1 = T (p2;H;N )� T (p1;H;N ) � (@T@p )H�p (4.37)Wyznaczamy posta�c wyst ,epuj ,acej w powy_zszym wzorze pochodnej pos luguj ,ac si ,e procedur ,a redukcjipochodnych cz ,astkowych (@T@p )H = � (@H@p )T(@H@T )p (4.38)Wykorzystuj ,ac (@H@p )T = T (@S@p )T + V = �T (@V@T )p) + V = �V (T�� 1) (4.39)oraz (@H@T )p = T (@S@T )p = Cp (4.40)otrzymujemy (@T@p )H = vcp (T�� 1) (4.41)Zmiana temperatury w procesie Joule'a - Thomsona wyra_za si ,e wzorem�T = vcp (T� � 1)�p (4.42)



36 ROZDZIA L 4. PRZYK LADY UK LAD �OW TERMODYNAMICZNYCH I ICH PRZEMIANZachowanie si ,e uk ladu jest zale_zne od znaku wyra_zenia T� � 1. W przypadku, gdy jest ono wi ,eksze odzera mamy do czynienia ze spadkiem temperatury; gdy jest mniejsze od zera - ze wzrostem temperatury;gdy jest r�owne zeru - temperatura nie ulega zmianie. Krzywa w przestrzeni (p; T ) okre�slona r�ownaniemT�� 1 = 0 (4.43)nosi nazw ,e krzywej inwersji .Zmiana entropii w procesie Joule'a - Thomsona wynosi�S = (@S@p )H�p = �VT �p > 0 (4.44)Proces Joule'a - Thomsona jest wi ,ec procesem nieodwracalnym.



Rozdzia l 5Maszyny termodynamiczne5.1 WprowadzenieProblem przemiany ciep la na prac ,e leg l u korzeni termodynamiki i do dnia dzisiejszego jest jednym z jejklasycznych zagadnie�n. Urz ,adzenie, kt�orego zadaniem jest wykonanie pracy kosztem pobranego ciep lanazywamy maszyn ,a ciepln ,a . Maszyn ,e ciepln ,a dzia laj ,ac ,a cyklicznie nazywamy silnikiem cieplnym .Z zagadnieniem maszyn cieplnych �sci�sle zwi ,azane s ,a zagadnienia maszyn grzewczych - urz ,adze�nprzekazuj ,acych energi ,e w formie ciep la do cia la o wy_zszej temperaturze kosztem energii cieplnej cia lao temperaturze ni_zszej oraz pobranej pracy, oraz maszyn ch lodniczych , tj. urz ,adze�n kt�orych zadaniemjest utrzymanie uk ladu w temperaturze ni_zszej od temperatury otoczenia Maszyn ,e grzewcz ,a dzia laj ,ac ,acyklicznie nazywamy pomp ,a ciepln ,a , a maszyn ,a ch lodnicz ,a dzia laj ,ac ,a cyklicznie - ch lodziark ,a .5.2 Zasada Kelvina i zasada ClausiusaDruga zasada termodynamiki narzuca pewne ograniczenia na funkcjonowanie silnik�ow i pomp cieplnych.W swoich tradycyjnych sformu lowaniach operowa la bezpo�srednio tymi ograniczeniami. Przytoczymy tusformu lowania Kelvina i Clausiusa.Zasada Kelvina : Nie istnieje taki silnik, _ze jedynym efektem jego dzia lania jest odebranie ciep la zezbiornika ciep la i wykonanie r�ownowa_znej mu pracy.Silnik o takiej w lasno�sci nazywamy perpetuum mobile drugiego rodzaju . Zasad ,e Kelvina mo_zemy wi ,ecwyrazi�c kr�ocej w s lowach : nie istnieje perpetuum mobile drugiego rodzaju.Zasada Clausiusa : Nie istnieje taka pompa cieplna, _ze jedynym efektem jej dzia lania jest przekazaniepewnej ilo�sci ciep la od cia la zimniejszego do cieplejszego.Wyka_zemy r�ownowa_zno�s�c zasady Kelvina i drugiej zasady termodynamiki. Rozwa_zmy uk lad os loni ,etyadiabatycznie z lo_zony z silnika i zbiornika ciep la o sta lej temperaturze T . Do uk ladu stosujemy drug ,azasad ,e termodynamiki (prawo wzrostu entropii) i wykorzystuj ,ac cykliczno�s�c silnika stwierdzamy�Ss + �Sz � 0;�Ss = 0 ) �Sz � 0 (5.1)gdzie Ss oznacza entropi ,e silnika, a Sz - entropi ,e zbiornika. Jednak_ze jedyn ,a zmian ,a w zbiorniku jestpobranie ze�n ciep la Q wi ,ec �Sz = � I d�QT = � 1T I d�Q = �QT � 0 (5.2)Wynika st ,ad Q � 0 (5.3)37



38 ROZDZIA L 5. MASZYNY TERMODYNAMICZNEco oznacza, _ze do zbiornika ciep lo mo_ze zosta�c jedynie dostarczone (tj. silnik mo_ze zamieni�c prac ,emechaniczn ,a na ciep lo).Aby wykaza�c s luszno�s�c zasady Clausiusa wystarczy teraz pokaza�c jej r�ownowa_zno�s�c z zasad ,a Kelvina.� Zasada Kelvina ) Zasada ClausiusaZastosujemy metod ,e sprowadzenia do niedorzeczno�sci. Za l�o_zmy, _ze istnieje urz ,adzenie, kt�oregojedynym efektem dzia lania jest przekazanie pewnej ilo�sci ciep la Q� > 0 od cia la zimniejszego docieplejszego. Dokonujemy sprz ,e_zenia z silnikiem dzia laj ,acym mi ,edzy cia lami, z cia la Z+ pobranezostaje ciep lo Q+, kt�ore zostaje w cz ,e�sci zamienione na prac ,e W = Q+�Q�, a w cz ,e�sci odprowad-zone do zbiornika Z�. Efektem tego cyklu jest pobranie ciep la Q+�Q� ze zbiornika Z+ i wykonanier�ownowa_znej mu pracy, co zaprzecza zasadzie Kelvina.� Zasada Clausiusa ) Zasada KelvinaPodobnie jak w poprzednim przypadku przeprowadzimy dow�od przez sprowadzenie do niedorzeczno�sci.Za l�o_zmy, _ze istnieje urz ,adzenie zamieniaj ,ace okre�slon ,a ilo�s�c ciep la Q+ pobranego ze zbiornika Z+w ca lo�sci na prac ,e W . Proces ten  l ,aczymy z pomp ,a ciepln ,a mi ,edzy zbiornikami Z+ i Z� - prac ,eW zu_zywamy do pobrania ciep la Q� ze zbiornika Z� i przekazania go do Z+. Jedynym efektemca lego procesu jest przekazanie ciep la Q� od zbiornika zimniejszego do zbiornika cieplejszego, cozaprzecza zasadzie Clausiusa.Ostatecznie : zasada Kelvina , zasada Clausiusa.5.3 Dzia lanie maszyn termodynamicznychZnaj ,ac ograniczenia wynikaj ,ace z drugiej zasady termodynamiki mo_zemy zobrazowa�c schematy dzia laniaposzczeg�olnych maszyn termodynamicznych w spos�ob nast ,epuj ,acy :Rozwa_zmy in�nitezymalny proces polegaj ,acy na wykonaniu przez silnik pracy W 0 przy czym zezbiornika o temperaturze T+ pobierane jest ciep lo Q+ i do zbiornika o temperaturze T� (ch lodnicy)odprowadzane ciep lo Q�. Bilans energii mo_ze by�c zapisany nast ,epuj ,aco0 = �U = Q+ � (W 0 +Q�) (5.4)sk ,ad W 0 = Q+ � Q� (5.5)Na postawie drugiej zasady termodynamikiQ+T+ � Q�T� � 0 ) Q� � T�T+Q+ (5.6)Po podstawieniu do wyra_zenia okre�slaj ,acego wykonan ,a prac ,eW 0 � Q+(1� T�T+ ) (5.7)Wydajno�s�c silnika cieplnego de�niujemy za pomoc ,a wzoru� = W 0Q+ (5.8)



5.3. DZIA LANIE MASZYN TERMODYNAMICZNYCH 39Opieraj ,ac si ,e na uzyskanej nier�owno�sci na prac ,e stwierdzamy� � 1� T�T+ (5.9)przy czym r�owno�s�c jest realizowana w przypadku, gdy proces jest odwracalny. Silnik oparty na procesienieodwracalnym ma sprawno�s�c mniejsz ,a ni_z silnik oparty na procesie odwracalnym. Ponadto ze wzorupowy_zszego wynika, _ze wobec nieosi ,agalno�sci temperatury zera bezwzgl ,ednego sprawno�s�c silnika cieplnegojest zawsze mniejsza od jedno�sci.Przejd_zmy teraz do przypadku maszyny grzewczej. In�nitezymalny proces quasistatyczny realizowanyprzez tak ,a maszyn ,e polega na przes lanu do ogrzewanego pomieszczenia o temperaturze T+ ciep la ( l ,acznieQ+) pobranego z otoczenia o temperaturze T� < T+ (Q+) kosztem wykonanej nad pomp ,a ciepln ,a pracy.Bilans energii 0 = �U = W +Q� � Q+ (5.10)czyli W = Q+ �Q� (5.11)Wobec quasistatyczno�sci procesu z r�owno�sci Clausiusad�Q+T+ � d�Q�T� = 0 (5.12)uzyskujemy Q+ = Q�T+T� (5.13)czyli praca pobrana przez lod�owk ,e wynosi W = Q�(T+T� � 1) (5.14)Sprawno�s�c pompy cieplnej de�niujemy jako stosunek przetransportowanego do pomieszczenia ciep la dopracy wykonanej nad pomp ,a ciepln ,a �p = Q+W 0 (5.15)czyli po podstawieniu pracy wykonanej nad pomp ,a ciepln ,a�l = T�T+ � T� (5.16)Zauwa_zmy, _ze nie wyst ,epuje g�orne ograniczenie sprawno�sci pompy cieplnej; �l !1, gdy T+ ! T�. Oz-nacza to, _ze pompa cieplna dzia la najsprawniej przy niewielkich r�o_znicach temperatur mi ,edzy wn ,etrzema otoczeniem. Gdy temperatura wn ,etrza otoczenia pompy cieplnej d ,a_zy do zera jej sprawno�s�c d ,a_zy dojedno�sci.Na koniec rozwa_zmy przypadek maszyny ch lodniczej. In�nitezymalny proces quasistatyczny reali-zowany przez tak ,a maszyn ,e polega na przes laniu do otoczenia lod�owki o temperaturze T+ ciep la ( l ,acznieQ+) pobranego z wn ,etrza lod�owki o temperaturze T� < T+ (Q�) kosztem wykonanej nad lod�owk ,a pracyW 0. Lod�owka dzia la wi ,ec w spos�ob analogiczny jak pompa cieplna. Oba te urz ,adzenia transportuj ,a en-ergi ,e z cia la zimniejszego do cia la cieplejszego. R�o_znica polega na tym, _ze zadaniem pompy cieplnej jest



40 ROZDZIA L 5. MASZYNY TERMODYNAMICZNEdalsze ogrzanie cia la cieplejszego (otoczenie ma ni_zsz ,a temperatur ,e), podczas gdy zadaniem ch lodziarkijest dalsze ozi ,ebienie cia la zimniejszego (otoczenie ma wy_zsz ,a temperatur ,e). Z powy_zszych przyczynanaliza bilansu energii jest identyczna jak w przypadku pompy cieplnej i prowadzi do wzoru na pracawykonan ,a nad lod�owk ,a w postaci W = Q�(T+T� � 1) (5.17)Wsp�o lczynnik sprawno�sci lod�owki de�niujemy poprzez stosunek pobranego ciep la do pobranej pracy�l = Q�W 0 (5.18)Po podstawieniu wyra_zenia na prac ,e pobran ,a przez lod�owk ,e uzyskujemy�l = T�T+ � T� (5.19)Zauwa_zmy, _ze nie wyst ,epuje g�orne ograniczenie sprawno�sci lod�owki �l !1 gdy T+ ! T�. Oznacza to,_ze lod�owka dzia la najsprawniej przy niewielkich r�o_znicach temperatur mi ,edzy wn ,etrzem a otoczeniem.Gdy temperatura wn ,etrza lod�owki d ,a_zy do zera jest sprawno�s�c r�ownie_z d ,a_zy do zera.5.4 Cykl CarnotaJednym z przyk lad�ow silnika cieplnego mo_ze by�c silnik oparty na cyklu Carnota. Cykl Carnota sk ladasi ,e z czterech przemian - dw�och izoterm T = T1 i T = T2 oraz dw�och adiabat  l ,acz ,acych te izotermy. CyklCarnota mo_zemy opisa�c nast ,epuj ,aco przyjmuj ,ac za punkt wyj�sciowy cyklu punkt, gdy gaz roboczy matemperatur ,e T1.1. Przestrze�n robocz ,a silnika  l ,aczymy �sciank ,a diatermiczn ,a ze zbiornikiem ciep la o temperaturze T1 irozpr ,e_zamy w spos�ob odwracalny i izotermiczny do okre�slonej obj ,eto�sci. W tej fazie procesu gazpobiera ciep lo Q1 i oddaje prac ,e W1.2. Przestrze�n robocz ,a silnika izolujemy adiabatycznie i rozpr ,e_zamy odwracalnie, a_z do osi ,agni ,eciatemperatury T2 ch lodniejszego zbiornika. W tej fazie procesu gaz wykonuje prac ,e W2.3. Przestrze�n robocz ,a silnika  l ,aczymy �sciank ,a diatermiczn ,a ze zbiornikiem ciep la o temperaturze T2 ispr ,e_zamy odwracalnie i izotermicznie do obj ,eto�sci le_z ,acej na adiabacie. W tej fazie procesu uk ladpobiera prac ,e W3 i oddaje ciep lo Q34. Przestrze�n robocz ,a silnika izolujemy adiabatycznie i spr ,e_zamy odwracalnie, a_z do osi ,agni ,ecia punktuwyj�scia. W tej fazie procesu uk lad pobiera prac ,e W4.Mo_zna wykaza�c, _ze wydajno�s�c odwracalnej maszyny cieplnej pracuj ,acej wed lug cyklu Carnota zale_zyjedynie od stosunku temperatur bezwzgl ,ednych obu zbiornik�ow i nie zale_zy od rodzaju u_zytej w maszyniesubstancji �C = 1� T2T1 (5.20)Ponadto wydajno�s�c dowolnego odwracalnego cyklu jest mniejsza od wydajno�sci odwracalnego cykluCarnota pracuj ,acego mi ,edzy tymi samymi ekstremalnymi temperaturami.



Rozdzia l 6Uk lady wielosk ladnikowe iwielofazowe6.1 WprowadzenieW dotychczasowych rozwa_zaniach ograniczali�smy si ,e przede wszystkim do uk lad�ow jednosk ladnikowychi jednofazowych. Teraz zajmiemy si ,e uk ladami, w kt�orych mo_zna wyr�o_zni�c kilka faz - tj. jednorodnychpoduk lad�ow r�o�zni ,acych si ,e mi ,edzy sob ,a parametrami stanu (np. g ,esto�sci ,a, sk ladem chemicznym), b ,ad�zuk ladami z lo�zonymi z kilku sk ladnik�ow - r�o_znych zwi ,azk�ow chemicznych.6.2 Mieszaniny gaz�ow doskona lychTwierdzenie Gibbsa : dla mieszaniny gaz�ow doskona lych o temperaturze T i sk ladzie chemicznym fNigri=1wype lniaj ,acych naczynie o obj ,eto�sci V r�ownanie podstawowe w postaci parametrycznej ma posta�cS(T; V; fNigri=1) = rXi=1 Si(T; V;Ni) (6.1a)U (T; V; fNigri=1) = rXi=1 Ui(T; V;Ni) (6.1b)Twierdzenie Gibbsa orzeka, _ze entropia mieszaniny gaz�ow doskona lych jest sum ,a entropii jak ,a ka_zdy zesk ladnik�ow mia lby w sytuacji, gdyby zajmowa l t ,e sam ,a obj ,eto�s�c co mieszanina i mia l t ,e sam ,a temperatur ,eco mieszanina. Podobnie energia wewn ,etrzna jest r�owna sumie energii wewn ,etrznych poszczeg�olnychsk ladnik�ow.Obliczymy ci�snienie mieszaninyp = �(@U@V )S;N1;::: ;Nr = ( @S@V )U;N1;::: ;Nr( @S@U )V;N1;::: ;Nr = ( @S@V )U;N1;::: ;Nr � (@U@S )V;N1;::: ;Nr = T ( @S@V )U;N1;::: ;Nr (6.2)Zauwa_zmy _ze w gazie doskona lym ustalenie U;N1; : : : ; Nr jest r�ownowa_zne ustaleniu T;N1; : : : ; Nr wi ,ecwykorzystuj ,ac wyra_zenie na entropi ,e gazu doskona legop = T � @S@V �T;N1;::: ;Nr = T rXi=1 �@Si@V �T;N1;::: ;Nr = T rXj=1Nj RV = RTV Xj Nj (6.3)41



42 ROZDZIA L 6. UK LADY WIELOSK LADNIKOWE I WIELOFAZOWEZauwa_zmy, _ze pj = NjRTV okre�sla ci�snienie gazu doskona lego o temperaturze T , obj ,eto�sci V i liczbie moliNj . Ci�snienie mieszaniny jest wi ,ec sum ,a ci�snie�n parcjalnych wywieranych przez poszczeg�olne sk ladnikip = rXi=1 pi (6.4)6.3 Reakcje chemiczneRozwa_zmy uk lad, w kt�orym zachodz ,a reakcje chemiczne, tj. proces, w wyniku kt�orego ulegaj ,a zmianieliczby moli poszczeg�olnych sk ladnik�ow.Ka_zd ,a reakcj ,e chemiczn ,a mo_zemy zapisa�c symolicznie w postaciXj �jAj = 0 (6.5)gdzie Aj oznacza zwi ,azek chemiczny bior ,acy udzia l w reakcji, a �j stanowi wsp�o lczynnik stechiome-tryczny j-tego zwi ,azku. Pod poj ,eciem wsp�o lczynnika stechiometrycznego rozumiemy algebraicznewsp�o lczynniki. Tradycyjnie przyjmujemy, _ze warto�sci wsp�o lczynnik�ow stechiometrycznych s ,a ujemnedla substrat�ow i dodatnie dla produkt�ow. Jest to oczywi�scie kwestia konwencji.Dla przyk ladu : reakcj ,e miedzi z kwasem siarkowym zapisywan ,a w tradycyjnej notacji chemicznejCu+ 2H2SO4 ! CuSO4 + 2H2O + SO2 (6.6)b ,edziemy zapisywa�c �Cu� 2H2SO4 +CuSO4 + 2H2O + SO2 = 0 (6.7)Je_zeli reakcja chemiczne przebiega przy sta lej temperaturze i przy sta lym ci�snieniu to w stanier�ownowagi minimum osi ,aga potencja l GibbsaG(T; p; fNjg) = rXj=1 �jNj (6.8)Wielko�sci Nj nie mog ,a si ,e zmienia�c niezale_znie, ich r�o_zniczki s ,a bowiem powi ,azane r�ownaniem stechiom-etrycznym dNi = �i�1dN1; i = 1; : : : ; r (6.9)Spo�sr�od wszystkich r�o_zniczek liczby moli poszczeg�olnych sk ladnik�ow tylko jedna jest liniowo niezale_zna.Minimalizacj ,e potencja lu Gibbsa mo_zemy wi ,ec sprowadzi�c do wyznaczenia jego minimum ze wzgl ,edu naN1, tj. @G@N1 = 0 (6.10)Prowadzi to do wzoru rXj=1 �j(T; p;N1;0 + �N1; N2;0 + �2�1�N1 ; : : : ; Nr;0 + �r�1 )�j = 0 (6.11)gdzie Ni;0 oznaczaj ,a pocz ,atkowe warto�sci liczby moli poszczeg�olnych sk ladnik�ow. Jest to warunekr�ownowagi chemicznej, tak jak np. r�owno�s�c potencja l�ow chemicznych jest warunkiem r�ownowagi przy



6.3. REAKCJE CHEMICZNE 43przep lywie materii. Stan r�ownowagi znajdziemy wyznaczaj ,ac z powy�zszego r�ownania �N1, a nast ,epnieza pomoc ,a wsp�o lczynnik�ow stechiometrycznych pozosta le przyrosty.Rozwa_zmy reakcje chemiczne zachodz ,ace w mieszaninie gaz�ow doskona lych. Pami ,etamy, _ze potencja lchemiczny gazu doskona lego dany jest wzorem�i = RT (�i(T ) + ln pi) (6.12)gdzie pi oznacza ci�snienie parcjalne i-tego sk ladnika. Wykorzystuj ,ac wz�or�i = RT (�i(T ) + lnni + lnp) (6.13)gdzie ni - u lamek molowy i-tego sk ladnika. Po podstawieniu do (6.11) uzyskujemy wz�or, kt�ory mo�znazapisa�c w postaci rXj=1(�j(T ) + ln pj)�j = 0 (6.14)lub r�ownowa_znie Yi n�ii = p�Pi �i exp(�Xi �i�i(T )) (6.15)De�niujemy sta l ,a r�ownowagi chemicznejK(p; T ) = p�Pj �j exp(�Xj �j�j(T )) (6.16)Prowadzi to do prawa dzia lania mas Yi n�ii = K(p; T ) (6.17)W czasie reakcji chemicznej liczno�sci poszczeg�olnych sk ladnik�ow zmieniaj ,a si ,e tak d lugo, a_z osi ,agn ,awarto�sci odpowiadaj ,ace prawu dzia lania mas.Ciep lo reakcji zachodz ,acej przy sta lej temperaturze i ci�snieniu. Rozwa_zmy in�nitezymaln ,a reakcj ,edNj = �jdN . Obliczmy r�o_zniczk ,e entalpiidH = dHdN dN = dGdN dN � T @@T ( dGdN )p;N1;::: ;NrdN (6.18)Poniewa_z dGdN znika w stanie r�ownowagi wi ,ecdHdN = �T @@T 0@ rXj=1 �j�j1Ap;N1;::: ;Nr (6.19)Wielko�s�c ta jest ciep lem reakcji, czyli ilo�sci ,a ciep la zaadsorbowanego na jednostkow ,a reakcj ,e w pobli_zustanu r�ownowagi. Gdy ciep lo reakcji jest dodatnie reakcj ,e nazywamy endotermiczn ,a, gdy jest ujemne -egzotermiczn ,a. Dla mieszaniny gaz�ow doskona lychdHdN = �T @@T (RTXj �j(ln pj + �j(T ))) = �RT 2 @@T (Xj �j(ln pj + �j(T ))) (6.20)



44 ROZDZIA L 6. UK LADY WIELOSK LADNIKOWE I WIELOFAZOWE6.4 Wsp�o listnienie fazStabilny jednorodny uk lad �zyczny spe lnia warunki stabilno�sci. Mo_ze si ,e tak zdarzy�c, _ze zmieniaj ,ac stantermodynamiczny uk ladu dojdziemy do punktu, gdzie warunki stabilno�sci przestan ,a by�c spe lnione. Wt-edy uk lad rozpada si ,e na co najmniej dwie jednorodne cz ,e�sci (fazy) i mamydo czynienia ze wsp�o listnieniemfaz .Problem polega na znalezieniu zwi ,azku podstawoweego, czyli jednego z potencja l�ow termodynam-icznych, kt�ory w pewnym zakresie parametr�ow termodynamicznych, np. w pewnym zakresie temperaturi ci�snie�n nie spe lnia warunk�ow stabilno�sci i wobec tego implikuje przemian ,e fazow ,a.Mamy do dyspozycji r�ownanie stanu uzyskane w wyniku interpolacji pomi ,edzy dwoma zakresamiparametr�ow termodynamicznych, w kt�orych wiadomo, _ze jest dobrym r�ownaniem. Pe lne, interpolacyjner�ownanie stanu nie musi by�c "dobre". Mo_ze si ,e okaza�c, _ze uzyskany z niego potencja l termodynamicznynarusza warunki stabilno�sci w pewnym zakresie parametr�ow termodynamicznych.Dla przyk ladu rozwa_zmy fenomenologiczne r�ownanie stanu van der Waalsa.p = RTv � b � av2 (6.21)Wykre�slmy je dla kilku temperatur. Okazuje si ,e, _ze poni_zej pewnej temperatury na wykresie p(v) pojawiasi ,e odcinek, na kt�orym (@p@v )T > 0, tzn. naruszony zostaje warunek stabilno�sci stanu jednorodnego.Zbadajmy konsekwencje tego faktu. W tym celu rozwa_zmy r�ownanie stanu o kszta lcie odpowiadaj ,acymr�ownaniu stanu van der Waalsa. B ,edziemy poszukiwa�c stanu r�ownowagi w ustalonej temperaturze ici�snieniu. Jest on okre�slony przez minimumentalpii swobodnej. Poniewa_z dla uk ladu jednosk ladnikowegoGN = � (6.22)musimy wyznaczy�c posta�c potencja lu chemicznego w funkcji ci�snienia (z parametryczn ,a zale_zno�sci ,a odtemperatury). Dokonamy tego odca lkowuj ,ac r�ownanie Gibbsa - Duhemad� = �sdT + vdp (6.23)Zale_zno�s�c wyznaczamy dla ustalonej temperatury wi ,ecd� = vdp (6.24)Wynik odca lkowania przedstawia rysunek. Z warunku minimalizacji otrzymujemy zale_zno�s�c wykre�slon ,ana rysunku lini ,a ci ,ag l ,a. Mo_zemy w �zycznej zale_zno�sci wyr�o_zni�c stany le_z ,ace :� na ga l ,ezi P0 � P2 odpowiadaj ,acej jednorodnemu uk ladowi o ma lym ���( @p@V )T ���, tj. du_zej �sci�sliwo�sci(para)� w punkcie P2 = P6 odpowiadaj ,acej uk ladowi niejednorodnemu� na ga l ,ezi P6 � P8 odpowiadaj ,acej jednorodnemu uk ladowi o du_zym ���( @p@V )T ���, tj. ma lej �sci�sliwo�sci(ciecz)W danej temperaturze w punkcie P2 = P6 pojawia si ,e r�ownowaga faz. Przyst ,apimy do wyznaczeniaparametr�ow tego punktu. Wobec faktu �2 = �6Z P6P2 v(p0)dp0 = 0 (6.25)



6.4. WSP �O LISTNIENIE FAZ 45lub dokonuj ,ac rozpisaniaZ P3P2 v(p0)dp0 + Z P4P3 v(p0)dp0 + Z P5P4 v(p0)dp0 + Z P6P5 v(p0)dp0 = 0 (6.26)St ,ad Z P3P2 v(p0)dp0 � Z P3P4 v(p0)dp0 = Z P4P5 v(p0)dp0 � Z P6P5 v(p0)dp0 (6.27)Wz�or powy_zszy wyra_za regu l ,e r�ownych p�ol Maxwella - ci�snienie odpowiadaj ,ace wsp�o listnieniu faz jestr�owne ci�snieniu, dla kt�orego obszary ograniczone izobar ,a i wykresem r�ownania stanu maj ,a r�own ,a powierzchni ,e.Obj ,eto�s�c molowa (podobnie jak i inne wielko�sci) doznaje nieci ,ag lej zmiany przy ci�snieniu r�ownymci�snieniu przemiany. Rozwa_zmy w la�sciw ,a izoterm ,e i ci�snienie niech b ,edzie r�owne ci�snieniu, przy kt�orymwyst ,epuje r�ownowaga faz. Oznacza to, _ze uk lad mo_ze by�c r�ownie dobrze w stanie P2, w stanie P6, albote_z dowolny u lamek uk ladu mo_ze by�c w stanie P2, a reszta w stanie P6. Niech cz ,e�s�c x2 obj ,eto�sci uk ladub ,edzie w stanie P2, a cz ,e�s�c x6 - w stanie P6. Oczywi�sciex2 + x6 = 1 (6.28)�Srednia molowa obj ,eto�s�c uk ladu jest zde�niowanavT = x2v2 + x6v6 (6.29)gdzie v2 - obj ,eto�s�c molowa w stanie P2, v6 - obj ,eto�s�c molowa w stanie P6. Zapisuj ,ac z lewej stronyjedynk ,e za pomoc ,a wzoru (6.28) uzyskujemy x6x2 = v2 � vTv6 � vT (6.30)Nale_zy pami ,eta�c, _ze cho�c obj ,eto�s�c molowa jest matematycznie nieci ,ag la wzd lu_z izotermy, tzn. posiadar�o_zne warto�sci odpowiadaj ,ace wsp�o listniej ,acym to fakt ten nie oznacza, _ze przebiegaj ,acy �zyczny procesprzechodzenia uk ladu z jednej fazy do drugiej jest nieci ,ag ly.Obliczmy teraz zmian ,e entropii uk ladu. W tym celu odca lkujemyds = �@s@v�T dv (6.31)wzd lu_z hipotetycznej izotermy P6 � P2. Uzyskujemy�s = s2 � s6 = Z6�5�4�3�2( @p@T )vdv (6.32)Ze skokiem entropii zwi ,azane jest utajone ciep lo przemiany l6;2, tzn. ciep lo poch laniane przez jeden moluk ladu podczas przemiany z P6 do P2 l6;2 = T (s2 � s6) (6.33)Powy_zsze rozwa_zania by ly przeprowadzane dla ustalonej temperatury, mo_zemy je jednak powt�orzy�cdla r�o_znych temperatur. W efekcie uzyskamy zbi�or punkt�ow w przestrzeni parametr�ow stanu (T; p)odpowiadaj ,acych wsp�o listnieniu faz. Wykres w przestrzeni termodynamicznych parametr�ow stanu uk laduprzedstawiaj ,acy zakresy parametr�ow termodynamicznych, kt�orym odpowiada wyst ,epowanie okre�slonychstabilnych faz uk ladu oraz wsp�o listnienie faz nazywamy diagramem fazowym .



46 ROZDZIA L 6. UK LADY WIELOSK LADNIKOWE I WIELOFAZOWEPunktem krytycznym nazywamy punkt na diagramie fazowym, w kt�orym zanika r�o_znica mi ,edzywsp�o listniej ,acymi fazami. W przypadku gazu van der Waalsa wyznaczamy z r�owna�np = p(v; T ) (6.34a)( @p@V )T = 0 (6.34b)( @2p@V 2 )T = 0 (6.34c)Z powy_zszych r�owna�n uzyskujemy nast ,epuj ,ace warto�sci dla punktu krytycznegovc = 3b; Tc = 827 abR; 127 ab2 (6.35)Wprowadzaj ,ac zmienne zredukowane �p = ppc ; �v = vvc ; �T = TTc (6.36)r�ownanie stanu van der Waalsa mo_zemy zapisa�c w postaci(�p+ 3�v2 )(3�v � 1) = 8 �T (6.37)Zauwa_zmy, _ze w tej postaci r�ownanie nie zale_zy od sta lych a i b charakteryzuj ,acych konkretny p lyn - jestto wi ,ec uniwersalna posta�c r�ownania stanu gazu van der Waalsa. Jednocze�snie je�sli dwa cia la opisywaner�ownaniami stanu van der Waalsa maj ,a jednakowie dwie spo�sr�od trzech zmiennych zredukowanych, tor�ownie_z i trzeci ,a wielko�s�c maj ,a identyczn ,a - zdanie to wyra_za wniosek zwany prawem stan�ow odpowiednich.6.5 Regu la faz GibbsaRozwa_zmy uk lad sk ladaj ,acy si ,e z kilku wsp�o listniej ,acych ze sob ,a faz. Uk lad taki traktujemy jako uk ladz lo_zony z jednorodnych poduk lad�ow, przy czym �scianki oddzialaj ,ace poszczeg�olne poduk lady (fazy),ka_zdy z nich b ,ed ,acy jednorodnym uk ladem otwartym, nie stanowi ,a w istocie _zadnych ogranicze�n (s ,adiatermiczne, ruchome oraz przepuszczalne). Ich istnienie u latwia nam jedynie traktowanie uk ladu wielo-fazowego jako uk ladu z lo_zonego z jednorodnych poduk lad�ow otwartych.Za l�o_zmy, _ze uk lad sk lada si ,e z z sk ladnik�ow i wyst ,epuje w nim M wsp�o listniej ,acych faz. �Scianki s ,adiatermiczne i ruchome, co prowadzi do wniosku _ze temperatura T� i ci�snienie p� w ka_zdej z faz s ,a takiesame, tj. : T1 = : : : = TM = T (6.38a)p1 = : : : = pM = p (6.38b)Jako pozosta lych zmiennych niezale_znych u_zyjemy liczb poszczeg�olnych sk ladnik�ow w danej fazieN�1 ; : : : ; N�z .St ,ad ��j = ��j (T; p;N�1 ; : : : ; N�z ) (6.39)



6.6. KLASYFIKACJA PRZEMIAN FAZOWYCH 47Potencja l chemiczny jest jednak wielko�sci ,a intensywn ,a, czyli mo_ze zale_ze�c od N�j , j = 1; : : : ; z jedyniepoprzez ich intensywne kombinacje. Tradycyjnie u_zywa si ,e st ,e_zenia molowegon�i = N�iPzj=1N�i (6.40)Widzimy, _ze dla ka_zdej fazy jest z � 1 zmiennych niezale_znych, gdy_z Pj n�j = 1. Mamy zatem dodyspozycji nast ,epuj ,ace zmienne T; p; ffn�i gz�1i=1 gM�=1 (6.41)Jest ich w sumie 2 + M (z � 1). Mamy ponadto do dyspozycji r�owno�sci potencja l�ow chemicznychposzczeg�olnych sk ladnik�ow, czyli z(M�1) r�owno�sci. Wobec tego liczba niezale_znych termodynamicznychparametr�ow intensywnych, nazywana liczb ,a termodynamicznych stopni swobody wynosif = 2 + M (z � 1)� z(M � 1) = 2 + z �M (6.42)Wz�or ten stanowi tre�s�c regu ly faz Gibbsa .Regu l ,e faz Gibbsa mo_zemy wyprowadzi�c r�ownie_z w inny spos�ob. W uk ladzie z-sk ladnikowym mamydo dyspozycji 2 + z niezale_znych parametr�ow intensywnych (temperatura, ci�snienie i z potencja l�owchemicznych). Spe lniaj ,a one dodatkowo w ka_zdej z faz relacj ,e Gibbsa - Duhema (M zwi ,azk�ow). St ,adliczba zmiennych niezale_znych f = 2 + z �M (6.43)W szczeg�olno�sci� w uk ladzie jednosk ladnikowymtrzy fazy mog ,a wsp�o listnie�c jedynie w izolowanych punktach, zwanychpunktami potr�ojnymi� w uk ladzie jednosk ladnikowym dwie fazy wsp�o listniej ,a wzd lu_z krzywej� w mieszaninie podw�ojnej dwie fazy wsp�o listniej ,a wzd lu_z powierzchni, a trzy - wzd lu_z linii (punkt�owpotr�ojnych).6.6 Klasy�kacja przemian fazowychZa Ehrenfestem mo_zemy dokona�c klasy�kacji przemian fazowych. I tak� przemian ,a fazow ,a pierwszego rodzaju jest przemiana, w kt�orej energia swobodna Gibbsa jest ci ,ag lalecz jej pierwsze pochodne s ,a nieci ,ag le. Przemiany fazowe pierwszego rodzaju s ,a chyba najbardziejpowszechne - mo_zemy tu wymieni�c np. parowanie, czy topnienie.Znajd�zmy teraz posta�c zale_zno�sci ci�snienia od temperatury wzd lu_z krzywej wsp�o listnienia faz � i�. Obierzmy na krzywej wsp�o listnienia dwa punkty : A i B. Oczywi�scie�A;� = �A;� ^ �B;� = �B;� (6.44)sk ,ad �B;� � �A;� = �B;� � �B;� (6.45)Dla in�nitezymalnych r�o_znic d�� = d�� (6.46)



48 ROZDZIA L 6. UK LADY WIELOSK LADNIKOWE I WIELOFAZOWEJednak_ze d�� = �s�dT + v�dp (6.47a)oraz d�� = �s�dT + v�dp (6.47b)sk ,ad dpdT = s� � s�v� � v� (6.48)R�ownanie powy_zsze nosi nazw ,e r�ownania Clapeyrona - Clausiusa .� przemian ,a fazow ,a drugiego rodzaju jest przemiana, w kt�orej energia swobodna Gibbsa i jej pier-wsze pochodne s ,a ci ,ag le, natomiast drugie pochodne s ,a nieci ,ag le. Przyk ladem przemiany fazowejdrugiego rodzaju wg klasy�kacji Ehrenfesta jest przemiana fazowa od fazy normalnej do nadprze-wodz ,acej w zerowym polu magnetycznym.Wobec ci ,ag lo�sci pierwszych pochodnych entalpii swobodnejs(T; p) = s0(T; p) ) ( @s@T )p + (@s@p )T dpdT = (@s0@T )p + (@s0@p )T dpdT (6.49a)v(T; p) = v0(T; p) ) ( @v@T )p + (@v@p )T dpdT = (@v0@T )p + (@v0@p )T dpdT (6.49b)Z powy�zszego dpdT = 1Tv cp � c0p�� �0 (6.50a)dpdT = �� �0�T � �0T (6.50b)R�ownanie powy_zsze nosi nazw ,e r�ownania Ehrenfesta .� og�olnie przemian ,a fazow ,a n-tego rodzaju jest przemiana, w kt�orej energia swobodna Gibbsa i jej pier-wszych (n�1) pochodnych jest ci ,ag lych, natomiast pochodne n-tego rz ,edu s ,a nieci ,ag le. Przyk lademprzemiany fazowej trzeciego rodzaju jest np. kondensacja Bosego - Einsteina.
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Cz ,e�s�c IIFizyka statystyczna
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Rozdzia l 7Podstawy klasycznej mechanikistatystycznej7.1 WprowadzenieTermodynamika, kt�or ,a zajmowali�smy si ,e w ubieg lym semestrze, pozwala nam na znalezienie zwi ,azk�owpomi ,edzy r�o_znymi wielko�sciami opisuj ,acymi uk lad makroskopowy, nie pozwala nam jednak na zalezie-nie jawnych zale_zno�sci mi ,edzy wielko�sciami makroskopowymi i mikroskopowymi. Ten w la�snie problemstanowi domen ,e �zyki statystycznej.Rozwa_zmy uk ladN cz ,asteczek gazu zamkni ,etych w tr�ojwymiarowymnaczyniu o obj ,eto�sci V . Mikroskopowystan uk ladu w chwili czasu t okre�slony jest przez po lo_zenia ~q1(t); : : : ; ~qN(t) oraz p ,edy ~p1(t); : : : ; ~pN(t)cz ,asteczek - jest wi ,ec on reprezentowany przez punkt w 6N -wymiarowej przestrzeni fazowej uk ladu.Ewolucja czasowa po lo_ze�n i p ,ed�ow cz ,asteczek opisana jest r�ownaniami Lagrange'a lub - r�ownowa_znie -r�ownaniami Hamiltona. Zastosujemy formalizm kanoniczny jako wygodniejszy w obliczeniach. Hamilto-nian uk ladu ma posta�c nast ,epuj ,ac ,aH(~q1; : : : ; ~qN ; ~p1; : : : ; ~pN) =NXi=1 ~pi22m + NXi=1 i�1Xj=1 V (j~qi � ~qjj) =NXi=1 ~pi22m + 12 NXi=1 NXj=1j 6=i V (j~qi � ~qjj) (7.1)przy czym przyj ,eli�smy, _ze w uk ladzie nie wyst ,epuj ,a oddzia lywania wi ,ecej ni_z dwucia lowe. Energiapotencjalna wzajemnego oddzia lywania dw�och cz ,asteczek V (j~qi � ~qjj) zale_zy wy l ,acznie od ich wza-jemnej odleg lo�sci. Zauwa_zmy i_z w hamiltonianie (7.1) nie jest zawarta informacja o kszta lcie naczy-nia; musimy dodatkowo na lo_zy�c warunki ograniczaj ,ace dopuszczalne po lo_zenia cz ,asteczek, np. podczasca lkowania po po lo_zeniach cz ,asteczek zamkni ,etych w naczyniu o obj ,eto�sci V oraz zadanym kszta lcie.Inn ,a mo_zliwo�sci ,a uwzgl ,ednienia kszta ltu naczynia jest dodanie do hamiltonianu energii potencjalnej odd-zia lywania cz ,asteczek ze �sciankami naczynia w postaci modelowanej przez funkcj ,e :�H(q1; : : : ; qN) = NXi=1 VV (~qi) (7.2)53



54 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJgdzie VV (qi) = (0 dla "~qi zawartego w naczyniu"1 dla "pozosta lych ~qi" (7.3)W dalszej cz ,e�sci b ,edziemy zazwyczaj stosowali pierwszy spos�ob uwzgl ,edniania kszta ltu naczynia.Aby wyznaczy�c ruch cz ,astek musimy rozwi ,aza�c r�ownania Hamiltona :_~qi = @H@~pi ^ _~pi = �@H@~qi ; (7.4)gdzie i = 1; : : : ; N . Jest to uk lad 6N r�owna�n r�o_zniczkowych. Aby jego rozwi ,azanie by lo okre�slonejednoznacznie nale_zy zada�c 6N warunk�ow pocz ,atkowych :~q1(0); : : : ; ~qN(0); ~p1(0); : : : ; ~pN (0): (7.5)Oszacujemy teraz liczb ,e N . Jak wiemy z elementarnego kursu �zyki liczba cz ,asteczek gazu doskona legozawartych w 1 cm3 naczynia jest r�owna liczbie Loschmidta NL maj ,acej w warunkach normalnych warto�s�cNL = 2; 6868 � 1019cm�1 (7.6)Wynika st ,ad _ze w typowym przypadku liczba cz ,astecczek badanego uk ladu jest tak du_za, _ze praktyczniewyklucza mo_zliwo�s�c pe lnego wyznaczenia ewolucji czasowej uk ladu. Jednak jak wskazali�smy na pocz ,atkurozdzia lu naszym celem nie jest wyznaczenie ewolucji czasowej po lo_ze�n i p ,ed�ow poszczeg�olnych cz ,asteczek,a jedynie pewnej niewielkiej liczby wielko�sci makroskopowych. Aby uzyska�c informacje o tych wielko�sciachmakroskopowych nale_zy dokona�c u�srednienia odpowiednich wielko�sci mikroskopowych.Rozwa_zmy pewn ,a, zale_zn ,a od czasu, funkcj ,e mikroskopowego stanu uk ladu A(t) = A(q(t); p(t)), gdziewprowadzili�smy skr�otowe oznaczenie :(q; p) = (~q1; : : : ; ~qN ; ~p1; : : : ; ~pN ): (7.7)De�niujemy wielko�s�c makroskopow ,a �A jako u�srednion ,a po czasie warto�s�c zmiennej dynamicznej A(q; p).�A = limT!1 1T Z T0 A(t)dt = limT!1 1T Z T0 A(q(t); p(t))dt (7.8)Obliczenie tej ca lki wymaga znajomo�sci q(t); p(t), a zatem uprzedniego rozwi ,azania r�owna�n ruchu. Poniewa_zanalitycznie nie da si ,e tego zrobi�c cz ,esto odwo lujemy si ,e do metood numerycznych zastosowanych doniewielkiej (w por�ownaniu z 1019) liczby cz ,asteczek modelowanego uk ladu. Taki spos�ob analizy w lasno�sciuk ladu nazywa si ,e metod ,a dynamiki molekularnej (MD). W metodzie MD za pomoc ,a komputera rozwi ,azujesi ,e r�ownania ruchu dla uk ladu cz ,asteczek (np. dla N = 104) stosuj ,ac metod ,e dyskretyzacji (krok czasowyo wielko�sci np. 10�14 s). Umo_zliwia to obliczenie �sredniej po czasie1T Z T0 A(t)dt (7.9)przy czym sko�nczony czas u�sredniania T dobierany jest w ten spos�ob optymalny, tak by przy jegozwi ,ekszaniu warto�s�c �sredniej nie ulega la zmianie.Alternatywnym do obliczania �sredniej po czasie podej�sciem do problemu jest zastosowanie kon-cepcji zespo lu statystycznego. Ka_zd ,a sytuacj ,e makroskopow ,a, okre�slon ,a np. poprzez energi ,e uk laduE, obj ,eto�s�c V i liczb ,e cz ,asteczek N , mo_zemy bowiem zrealizowa�c na wiele sposob�ow mikroskopowych.Rozwa_zmy wi ,ec wielk ,a liczb ,e kopii uk ladu. Ka_zda z nich cho�c jest scharakteryzowana przez takie samewarunki makroskopowe mo_ze r�o_zni�c si ,e od pozosta lych na poziomie mikroskopowym. Taki zesp�o l kopii



7.2. TWIERDZENIE LIOUVILLE'A 55rozwa_zanego uk ladu znajduj ,acych si ,e w r�o_znych stanach mikroskopowych nazywamy zespo lem statysty-cznym. Ka_zdemu zespo lowi statystycznemu odpowiada zatem pewien uk lad punkt�ow w przestrzeni fa-zowej. Gdy wyobrazimy sobie, _ze punkty te s ,a - w granicy niesko�nczonej liczby kopii uk ladu nale_z ,acychdo zespo lu statystycznego - roz lo_zone w spos�ob ci ,ag ly, to na przestrzeni fazowej mo_zemy okre�sli�c funkcj ,erozk ladu �(q; p; t) zde�niowan ,a jako g ,esto�s�c prawdopodobie�nstwa znalezienia w chwili czasu t uk ladu wstanie (q; p). A zatem iloczyn �(q; p; t)dqdp (7.10)jest proporcjonalny do prawdopodobie�nstwa znalezienia w chwili czasu t (w zespole statystycznym) uk ladule_z ,acego w przestrzeni fazowej w elemencie obj ,eto�sci ]q; q + dq[�]p; p+ dp[, czyli jest proporcjonalny dostosunku liczby uk lad�ow w chwili czasu t o stanach w przedziale ]q; q+dq[�]p; p+dp[ do ca lkowitej liczbyuk lad�ow w zespole. Dok ladniej, miar ,e obj ,eto�sci w przestrzeni fazowej przyjmujemy jakod� = dq � dpN ! � h3N (7.11)Wyst ,epuj ,acy w powy_zszym wzorze czynnik N ! zwi ,azany jest z nierozr�o_znialno�sci ,a kwantowych cz ,astekidentycznych, za�s h3 (h - sta la Plancka) jest (zwi ,azan ,a z zasad ,a nieoznaczono�sci Heisenberga) miar ,aelementarnej kom�orki w przestrzeni fazowej jednej cz ,astki.Maj ,ac dany zesp�o l statystyczny mo_zemy w �slad za Gibbsem wyznaczy�c warto�s�c �sredni ,a wielko�scidynamicznej A w spos�ob nast ,epuj ,acy< A(t) >= Z A(p; q)�(p; q; t)d� (7.12)Jest to tzw. �srednia po zespole. O ile w przypadku �sredniej po czasie wielko�sci q(t); p(t) by ly jednoz-nacznie wyznaczone poprzez warunki pocz ,atkowe, o tyle zmienne q; p we wzorze na �sredni ,a po zespole s ,awielko�sciami przypadkowymi.Pojawia si ,e tu pytanie czy zde�niowana powy_zej warto�s�c �sredniej po zespole jest r�owna warto�sci�sredniej po czasie, a je�sli tak to przy spe lnieniu jakich warunk�ow. Pytanie to stanowi istot ,e zagadnieniaergodycznego, kt�ore rozpatrzymy w rozdziale 8.7.2 Twierdzenie Liouville'aW poprzednim podrozdziale wprowadzili�smy poj ,ecie zespo lu statystycznego oraz funkcji rozk ladu. Terazmusimy znale_z�c metod ,e, kt�ora pozwoli nam na jej skonstruowanie. W tym celu wykorzystamy znane zmechaniki klasycznej twierdzenie Liouville'a o niezmienniczo�sci obj ,eto�sci w przestrzeni fazowej.W chwili pocz ,atkowej (t = 0) punkty reprezentuj ,ace uk lady nale_z ,ace do zespo lu statystycznego zaj-muj ,a pewien obszar G0 w przestrzeni fazowej. Po czasie t punkty te zmieni ,a swoje po lo_zenie zajmuj ,acobszar Gt. Obj ,eto�s�c w przestrzeni fazowej de�niujemy jako ca lk ,e z miary obj ,eto�sci po interesuj ,acym nasobszarze. St ,ad : �0 = ZG0 dq(0) � dp(0)N !h3N (7.13)�t = ZGt dq(t) � dp(t)N !h3N (7.14)Twierdzenie Liouville'a orzeka : �0 = �t (7.15)



56 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJW celu jego udowodnienia w wyra_zeniu na �t dokonajmy zamiany zmiennych :(q(t); p(t)) ! (q(0); p(0)) (7.16)tj q(t) = q(q(0); p(0); t) (7.17a)p(t) = p(q(0); p(0); t) (7.17b)W�owczas : �t = ZGt dq(t) � dp(t)N !h3N = ZG0 J dq(0) � dp(0)N !h3N (7.18)gdzie J = @(q(t);p(t))@(q(0);p(0)) oznacza jakobian zamiany zmiennych :J = ����������� @q1x(t)@q1x(0) @q1x(t)@q1y(0) : : : @q1x(t)@pNz(0)@q1y(t)@q1x(0) @q1y(t)@q1y(0) : : : @q1y(t)@pNz(0)... ... ...@pNz (t)@q1x(0) @pNz(t)@q1y(0) : : : @pNz(t)@pNz(0) ����������� (7.19)Zauwa_zmy, _ze korzystaj ,ac z w lasno�sci jakobianu mo_zna rozpisa�c :J = @(q(t); p(t))@(q(0); p(0)) = @(q(t); p(t))@(q(t0); p(t0)) � @(q(t0); p(t0))@(q(0); p(0)) (7.20)Obliczmy pochodn ,a J w punkcie t0 :dJdt jt=t0 =ddt ( @(q(t); p(t))@(q(t0); p(t0)) � @(q(t0); p(t0))@(q(0); p(0)) )jt=t0 = @(q(t0); p(t0))@(q(0); p(0)) ddt @(q(t); p(t))@(q(t0); p(t0)) jt0=t (7.21)Dokonajmy ujednolicenia oznacze�n wprowadzaj ,ac :x� = q�(t) ^ x3N+� = p�(t) gdzie � = 1; : : : ; 3N (7.22)y� = q�(t0) ^ y3N+� = p�(t0) gdzie � = 1; : : : ; 3N (7.23)oraz � = ddt @(q(t); p(t))@q(t0); p(t0)) : (7.24)W�owczas mo_zemy zapisa�c :�jy=x = ddt @(x1; : : : ; x6N)@y1; : : : ; y6N ) jy=x =6NXi=1 @(x1; : : : ; xi�1; _xi; xi+1; : : : ; x6N)@(y1; : : : ; y6N) jy=x =6NXi=1 @(x1; : : : ; xi�1; _xi; xi+1; : : : ; x6N)@(x1; : : : ; x6N) : (7.25)



7.2. TWIERDZENIE LIOUVILLE'A 57Rozpisuj ,ac pojedynczy sk ladnik sumy uzyskujemy :�������������� 1 0 : : : 0 : : : 00 1 : : : 0 : : : 0... ... ... ...@ _xi@x1 @ _xi@x2 : : : @ _xi@xi : : : @ _xi@x6N... ... ... ...0 0 : : : 0 : : : 1 �������������� = @ _xi@xi (7.26)St ,ad : � = 6NXi=1 @ _xi@xi = 3NXi=1(@ _qi@qi + @ _pi@pi ) (7.27)Uwzgl ,edniaj ,ac r�ownania Hamiltona (7.4) uzyskujemy :� = 3NXi=1( @2H@qi@pi � @2H@pi@qi ) (7.28)sk ,ad : ddt @(q(t); p(t))@(q(0); p(0)) = 0 ) @(q(t); p(t))@(q(0); p(0)) = const (7.29)Warto�s�c sta lej wyznaczamy podstawiaj ,ac t = 0.@(q(t); p(t))@(q(0); p(0)) = @(q(0); p(0))@(q(0); p(0)) = 1: (7.30)Po ostatecznym podstawieniu do wzoru uzyskujemy :�t = ZGt dq(t)dp(t)N !h3N = ZG0 dq(0)dp(0)N !h3N = �0: (7.31)Korzystaj ,ac z twierdzenia Liouville'a w wersji in�nitezymalnejdq(t)dp(t) = dq(0)dp(0) (7.32)oraz z faktu, _ze wielko�s�c �(q(t); p(t); t)dq(t)dp(t) (proporcjonalna do liczby uk lad�ow w zespole, kt�ore wchwili t znajduj ,a si ,e w elemencie obj ,eto�sci dq(t)dp(t) jest sta la w czasie tj.�(q(t); p(t); t)dq(t)dp(t) = �(q(0); p(0); 0)dq(0)dp(0) (7.33)wynika _ze �(q(0); p(0); 0) = �(q(t); p(t); t) (7.34)R�ownanie to nosi nazw ,e r�ownania Liouville'a. Wprowadzaj ,ac oznaczenia:�(0) = (q(0); p(0)) (7.35)�(t) = (q(t); p(t)) (7.36)



58 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJmo_zemy je przepisa�c w postaci : �(�(0); 0) = �(�(t); t) (7.37)Wyprowadzimy teraz r�o_zniczkow ,a posta�c r�ownania Liouville'a korzystaj ,ac z postaci�(�(t); t) = �(�(t + dt); t+ dt) (7.38)Praw ,a stron ,e r�ownania rozwijamy w pot ,egach dt.�(�(t + dt); t+ dt) = �(�(t); t) + 3NXi=1( @�@qi _qidt+ @�@pi _pidt+ @�@t dt+ O(dt2) (7.39)W�owczas uzyskujemy zale_zno�s�c( 3NXi=1( @�@qi _qi + @�@pi _pi) + @�@t )dt+ O(dt2) = 0 (7.40)Dziel ,ac obustronnie przez dt i przechodz ,ac do granicy dt! 0 uzyskujemy :@�@t = 3NXi=1(� _qi @�@qi � _pi @�@pi ) (7.41)Wykorzystuj ,ac r�ownania Hamiltona i de�nicj ,e nawias�ow Poissone'a mo_zemy zapisa�c :@�@t = fH; �g (7.42)Na podstawie uzyskanego wzoru mo_zemy wskaza�c na pewn ,a analogi ,e z przep lywem cieczy. Liczbapunkt�ow w przestrzeni fazowej nie ulega zmianie w czasie; podobnie w przypadku przep lywu cieczy mate-ria nie jest ani kreowana ani anihilowana, a mo_ze si ,e jedynie przenosi�c z miejsca na miejsce. Konsekwencj ,atego jest r�ownanie ci ,ag lo�sci dla cieczy, kt�ore ma posta�c :@n@t +r(n � ~v) (7.43)gdzie n(~r; t) oznacza skalarne pole g ,esto�sci cieczy, a ~v(~r; t) wektorowe pole pr ,edko�sci cieczy. Je_zeliuto_zsamimy n(~r; t) ! �(q; p; t) (7.44)oraz ~v ! ( _q; _p) = ( _~q1; : : : ; _~qN ; _~p1; : : : ; _~pN) (7.45)to r�ownanie ci ,ag lo�sci przybiera posta�c@�@t + NXi=1( @@~qi (� _~qi + @@~pi (� _~pi)) = 0 (7.46)@�@t + NXi=1( _~qi @�@~qi + �@ _~qi@~qi + _~pi @�@~pi + �@ _~pi@~pi ) = 0 (7.47)



7.3. ZESP �O L MIKROKANONICZNY 59@�@t + NXi=1( _~qi @�@~qi + _~pi @�@~pi ) = 0 (7.48)Uzyskali�smy w ten spos�ob r�o_zniczkow ,a posta�c r�ownania Liouville'a.W stanie r�ownowagi rozk lad nie zale_zy od czasu tj.@�@t = 0 (7.49)�Srednia po zespole statystycznym z zale_znej od czasu zmiennej dynamicznej A(q; p) ma w�owczas posta�c :< A >= Z A(q; p)�(q; p)d� (7.50)Z r�ownania Liouville'a (7.42) wynika, i_z w stanie r�ownowagi funkcja rozk ladu powinna wyra_za�c si ,eprzez kombinacje zmiennych p i q stanowi ,ace ca lki ruchu tj. b ,ed ,ace sta lymi w czasie ruchu zamkni ,etegopoduk ladu. Pami ,etamy jednak, i_z funkcja rozk ladu dla dw�och niezale_znych poduk lad�ow jest r�ownailoczynowi funkcji rozk ladu poszczeg�olnych poduk lad�ow. St ,ad po zlogarytmowaniu stronami dostajemyln �1;2 = ln�1 + ln�2 (7.51)Poniewa_z logarytm funkcji rozk ladu jest wielko�sci ,a addytywn ,a wi ,ec winien zale_ze�c od addytywnych ca lekruchu. Z mechaniki klasycznej wiemy, i_z s ,a to : liczba cz ,astek N , ca lkowita energia E, ca lkowity p ,ed ~Poraz ca lkowity moment p ,edu ~J . Musimy pami ,eta�c, i_z p ,ed oraz moment p ,edu zazwyczaj nie s ,a ca lkamiruchu w przypadku gdy uwzgl ,edniamy oddzia lywanie ze �sciankami.W dalszej cz ,e�sci notatek b ,edziemy z zasady rozpatrywa�c uk lady, dla kt�otych ~P = 0 oraz ~J = 0.Oznacza to _ze dla uk ladu o zadanej liczbie cz ,asteczek funkcja rozk ladu jest funkcj ,a ca lkowitej energiiuk ladu oraz dodatkowo ewentualnych parametr�ow intensywnych charakteryzuj ,acych uk lad.7.3 Zesp�o l mikrokanonicznyPodstawowym postulatem klasycznej mechaniki statystycznej w odniesieniu do uk lad�ow o ustalonejobj ,eto�sci V , liczbie cz ,asteczek N oraz energii E (z dok ladno�sci ,a do �E) - czyli do uk lad�ow izolowanych -jest postulat r�ownych prawdopodobie�nsta a priori : w przypadku gdy uk lad jest w r�ownowadze termody-namicznej, jego stanem mo_ze by�c z r�ownym prawdopodobie�nstwem dowolny ze stan�ow mikroskopowychzgodnych z warunkami makroskopowymi.Z postulatu r�ownych prawdopodobie�nstw a priori wynika i_z w r�ownowadze termodynamicznej uk ladlicz ,acy N cz ,asteczek w obj ,eto�sci V oraz o ca lkowitej energii r�ownej E z dok ladno�sci ,a do �E nale_zy dozespo lu mikrokanonicznego opisywanego funkcj ,a rozk ladu�mik(p; q) = � 1
(E;V;N;dE) dla E < H(q; p) < E + dE0 dla H(q; p) 62]E;E + dE[ (7.52)Wyra_zaj ,ac zale_zno�s�c s lowami mo_zemy stwierdzi�c _ze mi ,edzy hiperpowierzchniamiE iE+�E w przestrzenifazowej prawdopodobie�nstwo jest sta le, r�o_zne od zera, natomiast w pozosta lym obszarze - r�owne zeru.Warunek odpowiada postulatowi r�ownych prawdopodobie�nstw a priori. Poniewa_z funkcja rozk ladu jestunormowana do jedno�sci to :1 = Z �mik(q; p)d� = ZE�H(q;p)�E+dE 1
(E; V;N; dE)d� (7.53)



60 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJSt ,ad : 
(E; V;N; dE) = ZE�H(q;p)�E+dE d� (7.54)Funkcja 
(E; V;N; dE) stanowi miar ,e obszaru mi ,edzy hiperpowierzchniami - okre�sla liczb ,e stan�ow mikroskopowychzgodnych z okre�slonymi warunkami makroskopowymi.7.4 EntropiaMikroskopowa de�nicja entropii ma posta�c :S = �kB� < ln(�) > (7.55)gdzie kB = 1; 38 � 10�23 JK (7.56)W zasadzie tak zde�niowan ,a wielko�s�c nale_za loby nazwa�c entropi ,a mikroskopow ,a i nast ,epnie odpowiedzie�cna pytanie, czy jest to ta sama entropia, kt�ora wyst ,epuje w termodynamice fenomenologicznej. Ad-dytywno�s�c entropii jest zagwarantowana przez addytywno�s�c logarytmu funkcji rozk ladu, trudniejszymzadaniem jest wykazanie tych w lasno�sci, kt�ore wynikaj ,a z drugiej zasady termodynamiki. Problem tenjedynie sygnalizujemy - nie b ,edziemy si ,e nim tu zajmowa�c.Podstawiaj ,ac jawn ,a posta�c funkcji rozk ladu w rozk ladzie mikrokanonicznym uzyskujemyS = �kB Z � ln �d� =� kB ZE�H(q;p)�E+dE 1
 ln( 1
)d� =� kB 1
 ln( 1
) ZE�H(q;p)�E+dE d� =� kB 1
 ln( 1
)
 = kB ln 
: (7.57)Entropi ,e w rozk ladzie mikrokanonicznym jest zatem r�ownaS1(E; V;N; dE) = kB ln 
(E; V;N; dE) (7.58)Cz ,esto jednak_ze spotykamy si ,e z dwiema innymi de�nicjami entropiiS2 = kB ln � (7.59)gdzie �(E; V;N ) = ZH(q;p)�E d� = Z �(E �H(q; p))d� (7.60)oraz S3 = kB ln(! �E) (7.61)



7.4. ENTROPIA 61gdzie !(E; V;N ) = Z �(H(q; p)� E)d� (7.62)Jaki jest zwi ,azek mi ,edzy tymi trzema de�nicjami ? Jak  latwo zauwa_zy�cS1 6= S2 6= S3 (7.63)Dlaczego wi ,ec wszystkie te wzory okre�slamy jako de�nicje entropii ? Aby odpowiedzie�c na to pytanierozwa_zymy wa_zne poj ,ecie granicy termodynamicznej. Przechodzenie do granicy termodynamicznej oz-nacza rozwa_zanie uk lad�ow o coraz wi ,ekszej obj ,eto�sci V i liczbie cz ,astek N , ale takich _ze ilorazNV = n (7.64)pozostaje sta ly. Celem przej�scia do granicy termodynamicznej jest uniezale_znienie zachowania uk laduod specy�cznych dla danego przypadku warunk�ow brzegowych np. zwi ,azanych ze �sciankami naczynia, wkt�orym zamkni ,ety jest gaz. Nale_zy jednak pami ,eta�c, i_z jest to mo_zliwe jedynie w przypadku zwi ,ekszaniaobj ,eto�sci w spos�ob �niepatologiczny", r�ownomierny we wszystkich kierunkach. Granic ,e termodynamiczn ,ab ,edziemy oznacza�c symbolem lim1 = limN!1V!1n=const (7.65)Wielo�sci ekstensywne takie jak np. energia wewn ,etrzna U , entropia S s ,a wra_zliwe na przechodzenie dogranicy termodynamicznej, podczas gdy wielko�sci intensywne s ,a zale_zne. Pami ,etajmy, _ze intensywne s ,aw szczeg�olno�sci : temperatura T , ci�snienie p, potencja l chemiczny � a tak_zeu = UN s = SN 1n = VN (7.66)Wyka_zemy teraz _ze : lim1 S1N = lim1 S2N = lim1 S3N (7.67)Z de�nicji : 
(E; V;N;�E) = ZE�H(q;p)�E+�E d� = ZH(q;p)�E+�E d�� ZH(q;p)�E d� =�(E + �E; V;N )� �(E; V;N ) (7.68)Rozwinijamy �(E + �E; V;N ) w szereg Maclaurina wzgl ,edem �E :�(E + dE; V;N ) = �(E; V;N ) + @�(E; V;N )@E �E +O(�E2) (7.69)co prowadzi do zale_zno�sci 
(E; V;N; dE) = @�(E; V;N )@E dE +O(dE2) (7.70)Znajdziemy jawn ,a posta�c pochodnej �(E; V;N )@�(E; V;N )@E = @@E Z �(E �H(q; p))d� (7.71)



62 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJWchodz ,ac z r�o_zniczkowaniem pod znak ca lki@�(E; V;N )@E dE = Z @@E�(E �H(q; p))d� = Z �(E �H(q; p))d� (7.72)i por�ownuj ,ac z de�nicj ,a (7.62) uzyskujemy@�(E; V;N )@E = !(E; V;N ) (7.73)czyli 
(E; V;N;�E) = !(E; V;N )�E +O(�E2) (7.74)Wyka_zemy teraz r�ownowa_zno�s�c pierwszej i trzeciej de�nicji entropii. Z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow rz ,edupierwszego s1 = lim1 kBN ln(
(E; V;N;�E)) =lim1 kBN ln(!(E; V;N )�E) = lim1 kBN (ln(!(E; V;N )E) + ln(�EE )) =lim1 kBN ln(!(E; V;N )E) = s3 (7.75)Niech b ,edzie dana funkcja A(q; p). Jej warto�s�c �sredni ,a mo_zemy wyznaczy�c za pomoc ,a wzoru< A > = R A(q; p)�(H(q; p)� E)d�R �(H(q; p)� E)d� =R A(x1; : : : ; x6N)�(H(x1; : : : ; x6N )�E)dx1 : : : dx2R �(H(x1; : : : ; x6N) �E)dx1 : : : dx6N (7.76)Dokonujemy zamiany zmiennych :(x1; : : : ; x6N�1; x6N ) ! (x1; : : : ; x6N�1; e) (7.77)gdzie e = H(x). Jakobian zamiany mo_zemy wyrazi�c@(x1; : : : ; x6N )@(x1; : : : ; x6N�1; e) = ����������� 1 0 : : : 0 @x1@e0 1 : : : 0 @x2@e... ... ... ...0 0 : : : 1 @x6N�1@e0 0 : : : 0 @x6N@e ����������� = @x6N@e = 1@e@x6N = 1@H@x6N (7.78)W ten spos�ob uzyskujemy wz�or na warto�s�c �sredni ,a A w postaci< A > =R 1@H@x6N A(x1; : : : ; x6N�1; e)�(e �E)dx1 : : :dx6N�1deR 1@H@x6N �(e� E)dx1 : : :dx6N�1de =RH(x)=E 1@H@x6N A(x1; : : : ; x6N�1; e)dx1 : : :dx6N�1deRH(x)=E 1@H@x6N dx1 : : : dx6N�1de (7.79)



7.5. TWIERDZENIE O WIRIALE 63Z prostej analizy wektorowej wynika i_z miara dx1 : : :dx6N�1 mo_ze by�c wyra_zona za pomoc ,a _zrzutowanej"na kierunek x6N miary na hiperpowierzchni energiidx1 : : :dx6N�1 = d�E � cos(b(x6N);rH) = d�E � @H@x6NjrHj (7.80)wi ,ec : < A >= RH(x)=E A(x) d�EjrHjRH(x)=E d�EjrHj (7.81)Wyra_zenie : d�EjrHj = d� (7.82)stanowi niezmiennicz ,a miar ,e, wzagl ,edem kt�orej ca lkujemy po hiperpowierzchni energii E.7.5 Twierdzenie o wirialeRozwa_zmy uk lad N cz ,asteczek zamkni.etych w naczyniu o obj ,eto�sci V . Na cz ,asteczki dzia laj ,a si ly ~Fiw l ,aczaj ,ac si ly pochodz ,ace od �scianek naczynia. R�ownania ruchu maj ,a w�owczas post ,ac :_~pi = ~Fi (7.83)Rozwa_zmy wielko�s�c : � = NXi=1 ~pi � ~qi (7.84)zwan ,a cz ,esto wiria lem si l. Obliczymy pochod ,a zupe ln ,a wiria lu po czasie :d�dt =NXi=1 _~pi � ~qi + NXi=1 ~pi � _~qi = NXi=1 _~Fi � ~qi + NXi=1 ~pi � @H@~pi =NXi=1 _~Fi � ~qi + NXi=1 ~pi2m (7.85)a nast ,epnie jej warto�s�c �sredni ,a po czasie. Z de�nicji :_� = lim�!1 1� Z �0 _�(t)dt = lim�!1 1� (�(� )� �(0)) (7.86)Zauwa_zmy, _ze je�sli mamy do czynienia z ruchem ograniczonym w przestrzeni (sko�nczona obj ,eto�s�c) aenergia uk ladu ma warto�s�c sko�nczon ,a (co implikuje sko�nczon ,a warto�s�c wszystkich p ,ed�ow) to wiria l mazawsze warto�s�c sko�nczon ,a. W�owczas : _� = 0 (7.87)



64 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJPodstawiaj ,ac wyznaczon ,a posta�c wiaria lu uzyskujemy :NXi=1 _~Fi � ~qi + NXi=1 ~pi2m = 0 (7.88)Roz l�o_zmy wektor si l na cz ,e�s�c odpowiadaj ,ac ,a silom zewn ,etrznym i si lom wewn ,etrznym (tj. oddzia lywaniami ,edzycz ,asteczkowego) : NXi=1 _~Fwew;i � ~qi + NXi=1 _~Fzew;i � ~qi + NXi=1 ~pi2m = 0 (7.89)Zak ladamy, _ze si la zewn ,etrzna pochodzi wy l ,acznie od oddzia lywa�n ze �sciankami i jest zlokalizowana na�sciankach. W�owczas : NXi=1 _~Fzew;i � ~qi = � Z�V ~r � (p � ~n)d� (7.90)gdzie p oznacza ci�snienie panuj ,ace wewn ,atrz naczynia, za�s ~n wektor normalny do �scianki skierowany nazewn ,atrz naczynia. Wykorzystuj ,ac twierdzenie Stokesa otrzymujemy :NXi=1 _~Fzew;i � ~qi = �p ZV r(~r)dV = �3 � p ZV dV = �3 � p � V (7.91)Cz lon zawieraj ,acy si ly oddzia lywa�n mi ,edzycz ,asteczkowych mo_zemy zapisa�c z kolei jako :NXi=1 ~qi � ~Fwew;i = 12 NXi=1 NXj=1;j 6=i (~qi � ~Fij + ~qj � ~Fji) = NXi=1 NXj=1;j 6=i (~qi � ~qj) � ~Fij (7.92)Podstawiaj ,ac do wzoru uzyskujemy :3 � p � V = 2 � NXi=1 ~pi22m + 12 � NXi=1 NXj=1;j 6=i(~qi � ~qj) � ~Fij (7.93)p = 23V � NXi=1 ~pi22m + 16V � NXi=1 NXj=1;j 6=i(~qi � ~qj) � ~Fij (7.94)Powy_zszy wz�or nosi nazw ,e twierdzenia o wiriale. Pozwala on wyznaczy�c wielko�s�c makroskopow ,a -ci�snienie p jako wynik u�sredniania po czasie odpowiedniej funkcji zmiennych mikroskopowych.Wyprowadzimy teraz twierdzenie o wiriale dokonuj ,ac �sredniowania po zespole. Z zespo lu mikrokanon-icznego : !(E; V;N ) = 1h3NN ! ZV �(H(q; p)� E)d� (7.95)gdzie hamiltonian ma posta�c : H = NXi=1 ~pi22m + 12 NXi NXj=1;j 6=iV (j~qi � ~qjj) (7.96)



7.5. TWIERDZENIE O WIRIALE 65a V (j~qi � ~qjj) jest energi ,a potencjaln ,a wzajemnego oddzia lywania cz ,astek i oraz j; sko�nczon ,a obj ,eto�s�cuk ladu uwzgl ,edniamy ca lkuj ,ac po po lo_zeniach cz ,astek le_z ,acych tylko wewn ,atrz naczynia. Wprowadzamyparametr � i obliczamy : !(E; �3V;N ) = Z�3V �(H(q; p)�E)d� (7.97)Dokonujemy transformacji q = �q0 ^ p = ��1p0 (7.98)Bezpo�srednio widzimy, _ze jakobian zamiany zmiennych jest r�owny jedno�sci. St ,ad :!(E; �3V;N ) = 1h3NN ! ZV �(H(�q0; ��1p0)� E)dq0dp0 (7.99)Obliczamy pochodn ,a cz ,astkow ,a powy_zszego wyra_zenia po � w punkcie � = 1 :@!(E; �3V;N )@� j�=1 = @@� 1h3NN ! ZV �(H(�q0; ��1p0) �E)dq0dp0j�=1 (7.100)3 � V @!(E; V;N )@V = � 1h3NN ! ZV @@E �(H(q; p)� E)@H(�q0; ��1p0@� j�=1dq0dp0 (7.101)3 � V @!(E; V;N )@V = � 1h3NN ! @@E ZV �(H(q; p)� E)@H(�q0; ��1p0@� j�=1dq0dp0 (7.102)Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e �sredniej po zespole mo_zemy zapisa�c :3 � V @!@V = � @@E (< @H(�q0; ��1p0)@� j�=1 > �!) (7.103)3 � V @!@V = � @!@E < @H(�q0; ��1p0)@� j�=1 > �!@ < @H(�q0;��1p0)@� >@E j�=1 (7.104)Dziel ,ac powy_zszy wz�or obustronnie przez ! mo_zemy zapisa�c :3 � V @ ln(!)@V = �@ ln(!)@E < @H(�q0; ��1p0)@� j�=1 > �@ < @H(�q0;��1p0)@� >@E j�=1 (7.105)Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e entropii uzyskujemy :3 � V @S@V = � @S@E < @H(�q0; ��1p0)@� j�=1 > �@ < @H(�q0;��1p0)@� >@E j�=1 � kB (7.106)Przechodzimy do granicy termodynamicznej. W�owczas drugi wyraz po prawej stronie jest zaniedbywalnyw por�ownaniu z pozosta lymi dwoma wyrazami i wz�or przybiera posta�c :3 � V @S@V = � @S@E < @H(�q0; ��1p0)@� j�=1 > (7.107)



66 ROZDZIA L 7. PODSTAWY KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJKorzystaj ,ac ze wzor�ow okre�slaj ,acych pochodne entropii( @S@V )E;N = pT (7.108a)( @S@E )V;N = � 1T (7.108b)oraz postaci hamiltonianuH(�q0; ��1p0) = 1�2 NXi=1 ~pi22m + 12 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (j�~qi � ~qjj) (7.109)dostajemy 3 � V pT = � 1T < �2 NXi=1 ~pi22m + 12 NXi=1 NXj=1;j 6=i j~qi � ~qjjV 0(j~qi � ~qjj) > (7.110)Po ostatecznym uporz ,adkowaniu uzyskujemy :p = 23V < NXi=1 ~pi22m > + 16V < NXi=1 NXj=1;j 6=i(~qi � ~qj) � ~Fij(j~qi � ~qjj) > (7.111)Powy_zszy wz�or ma tak ,a sam ,a posta�c jak wz�or (7.94) z tym _ze obecnie zamiast �srednich po czasie wyst ,epuj ,a�srednie po zespole (mikrokanonicznym).



Rozdzia l 8Zagadnienie ergodyczne8.1 Twierdzenia ergodyczneJak pami ,etamy w poprzednim rozdziale zde�niowali�smy dwie �srednie - �sredni ,a po czasie :�A = limT!1 1T Z T0 A(q(t); p(t))dt (8.1)oraz �sredni ,a po zespole : < A >= RH(q;p)=E A(q; p)d�RH(q;p)=E d� (8.2)Zagadnienie ergodyczne polega na zbadaniu czy obie �srednie s ,a sobie r�owne,a je�sli tak to w jakich warunk-ach. Cz ,e�sciowej odpowiedzi na to pytanie udzieli/ ju_z Boltzmann dziel ,ac hiperpowierzchni ,e sta lej energiina fragmenty, kt�ore w trakcie swojej ewolucji czasowej odwiedza punkt reprezentuj ,acy uk lad �zyczny.Boltzmann zdawa l sobie spraw ,e z tego _zeje_zeli (�iT = �i� ) to ( �A =< A >) (8.3)gdzie : �i - czas przebywania w i-tym fragmencie hiperpowierzchni sta lej energii, T - czas ca lkowity �i -miara i-tego fragmentu, � - ca lkowita miara. Argument jest bardzo prosty�A = limT!1 1T Z T0 A(q(t); p(t))dt = limT!1 1T Xi Ai�i = limT!1Xi Ai �iT =Xi Ai�i� = PiAi�i� =< A > (8.4)Bardzo istotnym wk ladem do zagadnienia ergodycznego jest twierdzenie Birkho�a, kt�ore dotyczy w lasno�scipojedynczych trajektorii na powierzchni sta lej energii.Niech A(q; p) - zmienna dynamiczna, taka _ze:Z jA(q; p)jd� <1 (8.5)Wtedy : 67



68 ROZDZIA L 8. ZAGADNIENIE ERGODYCZNE1. �A istnieje dla prawie wszystkich stan�ow pocz ,atkowych2. �A mo_ze zale_ze�c od trajektorii lecz nie zale_zy od punktu pocz ,atkowego na trajektorii3. R A(q; p)d� = R �Ad�4. �sredniowanie po hiperpowierzchni sta lej energii mo_ze by�c zast ,apione �sredniowaniem po jakimkolwiekpodzbiorze niezmienniczym tej hiperpowierzchni (nieopuszczanym przez trajektorie)Zauwa_zmy, _ze gdyby �srednia po czasie nie zale_za la od trajektorii to mieliby�smy udowodnion ,a ergody-czno�s�c. W�owczas w trzeciej tezie twierdzenia Birkho�a �sredni ,a po czasie mogliby�smy wyci ,agn ,a�c przedznak ca lki uzyskuj ,ac Z A(q; p)d� = Z �Ad� = �A Z d� (8.6)sk ,ad �A = R A(q; p)d�� =< A > (8.7)Wida�c wi ,ec, _ze zagadnienie ergodyczne mo_zna bada�c analizuj ,ac warunki jakie musi spe lnia�c uk lad by �Aby lo sta le na hiperpowierzchni sta lej energii.Z kolei twierdzenie Poincare'go o powrocie m�owi, _ze ka_zdy punkt "w ,edruj ,acy" po hiperpowierzchnista lej energii powr�oci po odpowiednio d lugim czasie w dowolnie ma le otoczenie swego po lo_zenia pocz ,atkowego.Dok ladniej je_zeli przestrze�n fazowa posiada sko�nczon ,a miar ,e to miara zbioru punkt�ow tej przestrzeni,kt�ore nie powr�oca do swojego punktu pocz ,atkowego jest r�owna zeru.Rzeczywi�scie, niech A stanowi pewien podzbi�or przestrzeni fazowej. Niech B0 stanowi podzbi�or Ao takiej w lasno�sci, _ze punkty do�n nale_z ,ace opuszcz ,a zbi�or A po czasie � i nigdy do niego nie powr�oc ,a.Rozwa_zmy ci ,ag zbior�ow przestrzeni fazowej stanowi ,acych obrazy po czasach n� , gdzie n = 1; 2; : : : zbioruB0. W trakcie ewolucji czasowej B0 �! B1 �! B2 �! : : : �! Bn (8.8)Wyka_zemy teraz : 8k; n : k > n Bk \Bn = ; (8.9)Zastosujemy metod ,e dowodu nie wprost. Niech :Bk \Bn 6= ; (8.10)W�owczas : 9xn 2 Bk \Bn (8.11)Jednak_ze z de�nicji ka_zdy ze zbior�ow Bi jest obrazem zbioru Bi�1 po czasie � . St ,ad przy za lo_zeniu i > 0: 8xi 2 Bi 9xi�1 2 Bi�1 : xi�1 �! xi (8.12)Wykorzystuj ,ac t ,a w lasno�s�c mo_zemy stworzy�c zst ,epuj ,ac ,a drabink ,e niepustych zbior�ow :xn�1 2 Bk�1 \Bn�1 6= ; (8.13)



8.2. DOCHODZENIE UK LAD �OW DO STANU R �OWNOWAGI 69... (8.14)x0 2 Bk�n \B0 6= ; (8.15)co jednak przeczy za lo_zeniu, gdy_z oznacza _ze punkt B0 powr�oci l do A po czasie (k � n) � � , i dowodziroz l ,aczno�sci zbior�ow Bi. Po czasie n�� ca lkowita miara tych zbior�ow b ,edzie sum ,a miar zbior�ow nawzajemsi ,e nie przecinaj ,acych : �( n[i=0Bi) = (n+ 1) � �(B0) (8.16)Dla r�o_znej od zera miary zbioru B0 powy_zsza miara mo_ze przyj ,a�c dowolnie du_z ,a warto�s�c (wystarczyodczeka�c odpowiednio d lugi czas), a wi ,ec w szczeg�olno�s�ci przekroczy�c sko�nczon ,a miar ,e przestrzeni fazowej- co stanowi sprzeczno�s�c. W ten spos�ob : �(B0) = 0 (8.17)Twierdzenie Poincare'go o powrocie ma powa_zne implikacje, m.in. po odpowiednim czasie pojawi ,asi ,e w uk ladzie nietypowe kon�guracje cz ,asteczek. Mo_zemy to udwododni�c obieraj ,ac wyra_znie niejed-norodn ,a kon�guracj ,e pocz ,astkow ,a. Na mocy twierdzenia Poincare'go cz ,astki powr�oc ,a do tej kon�guracjipo odpowiednio d lugim czasie. Sta lo si ,e to przyczyn ,a polemiki mi ,edzy Zermello a Boltzmanem. Pier-wszy z nich stwierdzi l, i_z wobec tego nie nale_zy pr�obowa�c godzi�c drugiej zasady termodynamiki z prawamimechaniki. Drugi przyr�owna l Zermello do gracza, kt�ory uznaje kostk ,e za fa lszywa, gdy_z nigdy nie uda losi ,e mu wyrzuci�c 1000 razy z rz ,edu jedynki. Rzeczywi�scie, oszacowanie pokazuje _ze czas powrotu typowegouk ladu do nietypowego stanu pocz ,atkowego jest bardzo du_zy.8.2 Dochodzenie uk lad�ow do stanu r�ownowagiW�sr�od uk lad�ow dynamicznych wyr�o_zniamy szczeg�oln ,a klas ,e uk lad�ow tzw. uk lady typu mixing. M�owimy,_ze uk lad jest typu mixing je_zeli8B : �(B) 6= 0 limt!1 �(B \Dt)�(B) = �(D)�(E) (8.18)gdzie Dt jest obrazem zbioru D po czasie t, gdzie �(E) jest miar ,a powierzchni sta lej energii, na kt�orejzachodzi ewolucja uk lad�ow. Z twierdzenia Liouville'a wiemy _ze�(D) = �(Dt) (8.19)Zbadamy teraz jak dla uk lad�ow typu mixing zale_zna od czasu �srednia po zespole< A >t= Z A(�)�(�; t)d� (8.20)gdzie �(�; t) stanowi rozwi ,azanie r�ownania Liouville'a, d ,a_zy w miar ,e up lywu czasu do �sredniej r�ownowagowej.W tym celu podzielimy hiperpowierzchni ,e sta lej energii na niewielkie fragmenty. Przez �i oznaczymyfunkcj ,e charakterystyczn ,a i-tego fragmentu. W�owczas :A(�) = Xj Aj � �i (8.21)



70 ROZDZIA L 8. ZAGADNIENIE ERGODYCZNEgdzie Aj jest warto�sci ,a funkcji A w j-tej kom�orce. Analogicznie mo_zemy rozpisa�c rozk lad :�(�; 0) =Xj �j � �j (8.22)Z twierdzenia Liouville'a : �(�; t) = �(��t; 0) (8.23)gdzie ��t jest obrazem punktu � podczas ewolucji wstecz o czas t. W�owczas zale_zna od czasu �sredniafunkcji A po zespole :< A(�) >t =R A(�)�(�; t)d�R �(�; t)d� = R PjPkAj�k�j(�)�k(��t)d�R Pk �k�k(��t)d� (8.24)Rozwa_zmy iloczyn funkcji charakterystycznych wyst ,epuj ,acych w liczniku :�j(�) � �k(��t) = � 1 dla � 2 j ^ ��t 2 k0 dla � 62 j _ ��t 62 k = � 1 dla � 2 j \ kt0 dla � 62 j \ kt (8.25)Dokonuj ,ac zamiany kolejno�sci sumowania i ca lkowania oraz uzyskujemy :Z �j(�) � �k(��t)d� = �(j \ kt) (8.26)Z �k(��t)d� = �k (8.27)< A(�t) >= PjPkAj�k�(j \ kt)Pk �k�k (8.28)Przy czasie d ,a_z ,acym do niesko�nczono�sci wykorzystujemy de�nicj ,e uk ladu typu mixing :limt!1 < A(�t) >= PjPkAj�k �(j)�(k)�(E)Pk �k�k (8.29)St ,ad : limt!1 < A(�) >t=PjPkAj � �k � �(j)�(k)�(E)Pk �k�k = 1�(E) Xj Aj�j =< A(�) >mikrokanoniczny (8.30)A zatem dla dowolnej, dostatecznie regularnej zmiennej dynamicznej A, zale_zna od czasu �srednia pozespole d ,a_zy do warto�sci r�ownowagowej przy t!1.



Rozdzia l 9Zesp�o l kanoniczny i jegozastosowania9.1 Zesp�o l kanoniczny GibbsaW ramach zespo lu mikrokanonicznego rozwa_zali�smy uk lady o okre�slonej energii, obj ,eto�sci i liczbie cz ,astek.W zastosowaniach praktycznych znacznie cz ,e�sciej mamy do czynienia z uk ladami o ustalonej obj ,eto�sciV , liczbie cz ,astek N i temperaturze T . Sta lo�s�c temperatury zapewniona jest poprzez kontakt termicznyz termostatem, tj. uk ladem na tyle du_zym, _ze wymiana energii z innym uk ladem nie powoduje zmianyjego temperatury. Zesp�o l statystyczny takich uk lad�ow nosi nazw ,e zespo lu kanonicznego Gibbsa, a g ,esto�s�cprawdopodobie�nstwa znalezienia uk ladu w stanie (q; p) przy zadanych warunkach makroskopowychT; V;Nwyra_za si ,e wzorem �(q; p) = 1Q(T; V;N ) exp(�� �H(q; p)) (9.1)gdzie � = 1kBT . Czynnik normalizacyjny Q(T; V;N ) nosi nazw ,e kanonicznej sumy statystycznej (sumystan�ow) i jest wyznaczany z warunku normalizacji rozk ladu :Z �(q; p)d� = 1 ) Q(T; V;N ) = Z exp(�� �H(q; p))d� (9.2)Postaramy si ,e teraz uzasadni�c rozk lad kanoniczny korzystaj ,ac z postulatu r�ownych prawdopodobie�nstwa priori. W tym celu rozwa_zamy mikrokanoniczny zesp�o l statystyczny sk ladaj ,acy si ,e z uk lad�ow zamkni ,etych,spo�sr�od kt�orych ka_zdy sk lada si ,e z kolei z termostatu o temperaturze T i interesuj ,acego nas uk ladu �zy-cznego. Hamiltonian takiego z lo_zonego uk ladu mo_zemy zapisa�c jako :H = Huklad(q; p) + Htermostat(q0; p0) + �H(q; p; q0; p0) (9.3)gdzie ostatni cz lon opisuje oddzia lywanie mi ,edzy uk ladem i termostatem ustalaj ,ace stan wzajemnejr�ownowagi. Cho�c obecno�s�c tego oddzia lywania jest wa_zna z punktu widzenia konstrukcji zespo lu, tozak ladamy _ze jego warto�sci s ,a dla typowych kon�guracji makroskopowych zaniedbywalnie ma le w por�ownaniuz warto�sciami pozosta lych cz lon�ow. Ca lo�s�c uk ladu jest opisana przez rozk lad mikrokanoniczny :�(q; p; q0; p0) = � 1
(E;V;N;�E) dla E � H(q; p; q0; p0) � E + �E0 dla pozosta�lych (9.4)71



72 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAAby otrzyma�c funkcj ,e rozk ladu dla uk ladu musimy dokona�c wyca lkowania powy_zszej g ,esto�sci praw-dopodobie�nstwa po wszystkich stanach termostatu.�(q; p) = Z �(q; p; q0; p0)d�0 =ZE�H(q;p)�H(q0 ;p0)�E+�E�H(q;p) 1
(E; V; V 0; N;N 0;�E) dq0dp0h3NN ! =
0(E �H(q; p))
(E) (9.5)Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e entropii mo_zemy zapisa�c :�(q; p) = exp(S0(E �H(q; p))� S(E)kB ) (9.6)Z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow liniowych w H(q; p) otrzymujemy�(q; p) = exp(S0(E)� @S0@E H(q; p) + O(H2(q; p))� S(E))kB �exp(S0(E) � 1TH(q; p)� S(E)kB ) =const � exp(�� �H(q; p)) = exp(�� �H(q; p))Q(T; V;N ) (9.7)gdzie Q(T; V;N ) = Z exp(��H(q; p))d� (9.8)Obliczymy teraz energi ,e wewn ,etrzn ,a uk ladu jako �sredni ,a warto�s�c hamiltonianuU =< H >= R H(q; p) exp(�� �H(q; p))d�exp(�� �H(q; p)d� = �@Q(T;V;N)@�Q(T; V;N ) = �@ lnQ(T; V;N )@� (9.9)Przechodz ,ac do pochodnej po temperaturze mo_zemy zapisa�c :U = kB � T 2 @ lnQ(T; V;N )@T (9.10)Obliczymy entropi ,e : S = �kB < ln�(q; p) >=� kB Z (�� �H(q; p)� lnQ(T;N; V ))�(q; p)d� =1T � < H > +kB lnQ(T; V;N ) =UT + kB lnQ(T; V;N ) (9.11)Dokonuj ,ac obustronnego wymno_zenia przez T i uporz ,adkowania uzyskujemy�kB � T � lnQ(T; V;N ) = U (T; V;N )� T � S(T; V;N ) (9.12)



9.1. ZESP �O L KANONICZNY GIBBSA 73i po wykorzystaniu de�nicji energii swobodnej Helmholtza�kB � T � lnQ(T; V;N ) = F (T; V;N ) (9.13)A zatem, tak jak w przypadku zespo lu mikrokanonicznegoS(E; V;N ) = kB ln 
(E; V;N ) (9.14)tak w przypadku zespo lu kanonicznegoF (T; V;N ) = �kBT lnQ(T; V;N ) (9.15)Parametry makroskopowe charakteryzuj ,ace uk lady nale_z ,ace do zespo lu kanonicznego Gibbsa s ,a natu-ralnymi zmiennymi dla energii swobodnej Helmholtza. Analogiczna sytuacja wyst ,epuje w przypadkuzespo lu mikrokanonicznego i entropii, dla kt�orej naturalnymi zmiennymi s ,a E; V;N .Energia w zespole kanonicznym 
uktuuje. Obliczymy jej odst ,epstwa od warto�sci �sredniej mierzoneprzy pomocy wariancji< (H� < H >)2 >=< H2 � 2 �H� < H > + < H >2>=< H2 > �2 < H >2 + < H >2=< H2 > � < H >2 (9.16)Pierwszy z cz lon�ow mo_zemy obliczy�c jako :< H2 >= R H2 exp(��H)d�R exp(��H)d� = � @<H>�Q(T;V;N)@�Q(T; V;N = �@ < H >@� + < H >2 (9.17)sk ,ad uzyskujemy : < H2 > � < H >2= �@ < H >@� (9.18)lub przy wykorzystaniu zale_zno�sci (9.9)< H2 > � < H >2= @2 lnQ(T; V;N )@�2 (9.19)Fluktuacje mo_zemy r�ownie_z zapisa�c za pomoc ,a sta lej Boltzmana, pojemno�sci cieplnej przy sta lej obj ,eto�scioraz temperatury< H2 > � < H >2= kB � T 2 ��@U@T �V;N = kB � T 2 �CV = kB � T 2 �N � cV (9.20)Zauwa_zmy, i_z wzgl ,edne 
uktuacje malej ,a jak odwrotno�s�c pierwiastka liczby cz ,astek w uk ladzie :p< H2 > � < H >2< H > � pNN = 1pN (9.21)Wynika st ,ad, _ze w granicy termodynamicznej wzgl ,edne 
uktuacje energii znikaj ,a, a sytuacja upodabniasi ,e do opisywanej przez rozk lad mikrokanoniczny, w kt�orym energia uk lad�ow jesy ustalona (z dok ladno�sci ,ado �E).



74 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAJe_zli uk lad �zyczny opisywany jest przez hamiltonian (7.1) to zmienne p ,edowe i po lo_zeniowe s ,a w nimrozseparowane. Wtedy sum ,e statystyczn ,a mo_zemy zapisa�c w postaci :Q(T;V;N ) =Z exp(�� � NXi=1 ~pi22m ) exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (~qi � ~qj))d~q1 : : : d ~qNd~p1 : : : d ~pNN !h3N =(Z 1h3N NYi=1 exp(��~pi22m )d~pi) � (Z exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (~qi � ~qj))QNi=1 d~qiN ! ) (9.22)Drugi z cz lon�ow nazywamy kon�guracyjn ,a sum ,a statystyczn ,a i oznaczamy Z(T; V;N ):Z(T; V;N ) = Z exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (~qi � ~qj))QNi=1 d~qiN ! (9.23)Obliczamy pierwszy czynnik :Z 1h3N NYi=1 exp(��~pi22m )d~pi =1h3N NYi=1 3Y�=1Z 1�1 exp(�� � p2�2m )dp� = ( 1� )3N (9.24)gdzie : � = hp2 � � �m � kB � T (9.25)i nosi nazw ,e d lugo�sci termicznej fali de Broglie'a. A zatemQ(T; V;N ) = Z(T; V;N )�3N (9.26)Zwr�o�cmy uwag ,e na to, _ze w ramach zespo lu kanonicznego  latwo jest obliczy�c �sredni ,a energi ,e kinetyczn ,aj-tej cz ,asteczki uk ladu : < ~pi22m >= 32kBT (9.27)Wida�c, _ze ta �srednia jest taka sama dla ka_zdej cz ,asteczki i zale_zy wy l ,acznie od temperatury uk ladu. Azatem �srednia energia kinetyczna przypadaj ,aca na ka_zdy stopie�n swobody ruchu post ,epowego cz ,asteczkiwynosi 12kBT . Ten rezultat okre�sla si ,e mianem zasady ekwipartycji energii - r�ownego rozdzia lu en-ergii na poszczeg�olne stopnie swobody. Zwr�o�cmy uwag ,e, i_z jest on niezale_zny od typu oddzia lywaniami ,edzycz ,asteczkowego. Zasad ,e ekwipartycji energii mo_zna wyprowadzi�c tak_ze w og�olniejszej postaci :je�sli zastosujemy notacj ,e (7.22) to  latwo stwierdzi�c< x� @H@x� >= ��;�kBT (9.28)Przyjmuj ,ac w powy_zszym wzorze x� = x� jako kolejno r�owne poszczeg�olnym sk ,adowym p ,edu j-tejcz ,asteczki, a nast ,epnie dokonuj ,ac wysumowania stronami uzyskanych r�owna�n uzyskujemy wz�or (9.27).W analogiczny spos�ob rozwa_zaj ,ac uk lad oscylator�ow harmonicznych mo_zemy wykaza�c, _ze �srednia energiakinetyczna oscylatora jest r�owna �sredniej warto�sci jego energii potencjalnej.



9.2. GAZ DOSKONA LY 759.2 Gaz doskona lyPod poj ,eciem gazu doskona lego rozumiemy gaz, kt�orego cz ,asteczki wzajemnie nie oddzia luj ,a, czy raczejtaki gaz, dla kt�orego energia potencjalna wzajemnego oddzia lywania jest zaniedbywalnie ma la (w por�ownaniuz energi ,a kinetyczn ,a).Rozwa_zmy gaz doskona ly w jednorodnym polu si ly ci ,e_zko�sci, tj. do energii kinetycznej nale_zy doda�cenergi ,e potencjaln ,a w zewn ,etrznym poluVzewn(q) = Xk m~g � ~qk (9.29)gdzie ~g stanowi przyspieszenie grawitacyjne. Rozk lad dla wsp�o lrz ,ednej ~ql uzyskujemy ca lkuj ,ac rozk ladpo wszytskich p ,edach i pozosta lych po lo_zeniach. W ten spos�ob uzyskujemy :w(~ql) = C � exp(�m � ~g~qlkBT ) (9.30)gdzie C = 1A� kBTmg , a A stanowi pole powierzchni przekroju poprzecznego naczynia. Wz�or powy_zszy nosinazw ,e wzoru barometrycznego Boltzmanna. Poniewa_z g ,esto�s�c cz ,asteczek n(z) � w(z) ton(z) = n0 � exp(�m � g � zkBT ) (9.31)gdzie n0 - g ,esto�s�c cz ,asteczek na dnie naczynia.Wyprowadzimy teraz wz�or barometryczny Boltzmana w nieco inny spos�ob - obliczaj ,ac g ,esto�s�c n(q)jako warto�s�c �sredni ,a z odpowiedniej zmiennej dynamicznej. Rozwa_zmy mikroskopow ,a g ,esto�s�c cz ,asteczekw punkcie ~q. Wprowadzamy g ,esto�s�c mikroskopow ,a zde�niowan ,a jako :n̂(~q) = NXi=1 �(~qi � ~qj) (9.32)Makroskopowa g ,esto�s�c jest r�owna �sredniej g ,esto�sci mikroskopowej :n(~q) =< n̂(~q) >=< NXi=1 �(~qi � ~q) >= NXi=1 < �(~qi � ~q) > (9.33)Liczymy �sredni ,a warto�s�c wyra_zenia stoj ,acego pod znakiem sumy :< �(~qk � ~q) >=R exp(��PNi=1m � ~g � ~qi)�(~qk � ~q)d~q1 : : :d ~qNR exp(��PNi=1m � ~g � ~qi)d~q1 : : :d ~qN =QNi=1(R exp(��m~g~qi)�(~qk � ~q)dqi)QNi=1(exp(��m~g~qi)d~qi (9.34)Wszystkie cz lony w liczniku i mianowniku za wyj ,atkiem cz lonu odpowiadaj ,acego i = k s ,a identyczne,wi ,ec przy przyj ,eciu ~g k ẑ < �(~qk � ~q >= exp(��mgzk )A�mg (9.35)uzyskujemy ostatecznie wz�or barometryczny Boltzmanna.



76 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIARozwa_zymy mieszanin ,e dw�och gaz�ow doskona lych. Hamiltonian uk ladu mo_zemy zapisa�c w postaci :H(q; p) = H1(q1; p1) + H2(q2; p2) (9.36)gdzie Hi stanowi hamiltonian opisuj ,acy i-ty gaz. Kanoniczna suma statystyczna jest r�owna :Q(T; V;N1; N2) = Z Z exp(��H1(q1; p1) � � �H2(q2; p2)) dq1dp1N1!h3N1 dq2dp2N2!h3N2 (9.37)Zauwa_zmy, i_z w mianowniku wyst ,epuje czynnik N1! �N2! a nie (N1 +N2)!. Wynika to z faktu, i_z czynnikten ma swoj ,a genez ,e w nierozr�o_znialno�sci cz ,asteczek a badany uk lad jest mieszanin ,a cz ,asteczek dw�ochr�o_znych gaz�ow. Wprowadzaj ,ac termiczn ,a d lugo�s�c fali de Broglie'a dla poszczeg�olnych gaz�ow mo_zemyzapisa�c : Q(T; V;N1; N2) = V N1N1!�3N11 � V N2N2!�3N22 (9.38)Energia swobodna :F (T;V;N1; N2) =� (N1 +N2)kBT � kBT �N1 ln( VN1�31 )� kBT �N2 ln( VN2�32 ) =F1(T; V;N1) + F2(T; V;N2) (9.39)Znaj ,ac posta�c energii swobodnej mo_zemy wyznaczy�c entropi ,eS = �(@F@T )V;N1;N2 =(N1 + N2)kB + N1kB ln( VN1�31 ) +N2kB ln( VN2�32 ) + 32(N1 +N2)kB =52(N1 +N2)kB +N1kB ln( VN1�31 ) + N2kB ln( VN2�32 ) (9.40)Ostatecznie : S(T; V;N1; N2) = S1(T; V;N1) + S2(T; V;N2) (9.41)W ten spos�ob uzyskali�smy potwierdzenie termodynamicznego twierdzenia Gibbsa orzekaj ,acego, _ze en-tropia mieszaniny gaz�ow doskona lych jest r�owna sumie entropii, jak ,a ka_zdy z tych gaz�ow posiada lby,gdyby zdajdowa l w tej samej obj ,eto�sci i temperaturze co mieszanina. Poniewa_z U = F + T � S wi ,ecuwzgl ,edniaj ,ac (9.39) i (9.41) mamyU (V; T;N1; N2) = U1(V; T;N1) + U2(V; T;N2) (9.42)W oparciu o wz�or na energi ,e swobodn ,a mo_zemy wyznaczy�c ci�snienie mieszaniny gaz�ow :p = �(@F@V )T;N1;N2 = kBT � N1V + kBT � N2V = p1 + p2 (9.43)Jest to tzw. prawo Daltona. W oparciu o ten wz�or posta�c entropii w funkcji temperatury, ci�snienia iliczby moli S = 52(N1 + N2)kB +N1kB ln( VN1�1 ) +N2 � kB ln( VN2�32 ) =52(N1 + N2)kB + N1kB ln( (N1 +N2) � kBTp �N1�31 ) +N2kB ln( (N1 +N2) � kBTp �N2�32 ) (9.44)



9.3. GAZY RZECZYWISTE 77Suma entropii poszczeg�olnych sk ladnik�ow w stanach (T; p;N1) i (T; p;N2) wynosi :S1 + S2 = 52(N1 +N2)kB +N1kB ln(kBTp�31 ) +N2kB ln( kBTp � �32 ) 6= S (9.45)A zatem addytywno�s�c entropii w zmiennych T; V;N nie poci ,aga za sob ,a addytywno�sci w zmiennychT; p;N . R�o_znica pomi ,edzy entropi ,a mieszaniny w stanie ko�ncowym T; p;N1 + N2 oraz sum ,a entropiisk ladnik�ow w stanach (T; p;N1) i (T; p;N2) nosi nazw ,e entropii mieszania i wyra_za si ,e wzorem :�S = S12 � (S1 + S2) = N1kB � ln(N1 +N2N1 ) +N2kB � ln(N1 + N2N2 ) (9.46)Rozpatrzmy teraz konsekwencje pomini ,ecia w mierze przestrzeni fazowej czynnika N !. W�owczasotrzymaliby�smy ~Q(T; V;N ) = V N�3N (9.47)Wynika st ,ad w szczeg�olno�sci : ~F (T; V;N ) = �N � kBT � ln( V�3 ) (9.48)oraz ~S(T; V;N ) = 32N � kB +N � kB � ln( V�3 ) (9.49)_zadna z tych wielko�sci nie jest ekstensywna. Posta�c wzoru na entropi ,e prowadzi laby r�ownie_z do tzw.paradoksu Gibbsa. We_zmy dwa identyczne gazy doskona le znajduj ,ace si ,e w identycznych warunkachT; V;N . Entropia pocz ,atkowa uk ladu :~Sp(T; V;N ) = ~S1(T; V;N ) + ~S2(T; V;N ) = 3N � kB + 2N � kB � ln( V�3 ) (9.50)Dokonujemy po l ,aczenia naczy�n zawieraj ,acych gaz. St ,ad :~Sk(T; 2V; 2N ) = 3N � kB + 2 �N � kB � ln(2V�3 (9.51)R�o_znica entropii ko�ncowej i pocz ,atkowej wynosi :~Sk � ~Sp = 2 � ln 2 �N � kB > 0 (9.52)co oznacza, i_z entropia wzros laby. W ten spos�ob dziel ,ac - w do�swiadczeniu my�slowym - uk lad pocz ,atkowona wiele identycznych poduk lad�ow po czym usuwaj ,ac hipotetyczne �scianki mogliby�smy osi ,agn ,a�c prakty-cznie nieograniczony wzrost warto�sci entropii.9.3 Gazy rzeczywisteZanim przejdziemy do og�olnych rozwa_za�n dotycz ,acych gaz�ow rzeczywistych w trzech wymiarach rozpa-trzymy pewien model jednowymiarowy tzw. gaz Tonksa.Pod poj ,eciem gazu Tonksa rozumiemy uk lad N sztywnych pr ,et�ow o d lugo�sci � (tzw. N jednowymi-arowych twardych kul) mog ,acych si ,e porusza�c wzd lu_z odcinka o d lugo�sci L. Hamiltonian uk ladu maposta�c H = NXi=1 p2i2m + NXi=1 i�1Xj=1 Vij(jxi � xjj) (9.53)



78 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAgdzie Vij(jxi � xj j) jest potencja lem oddzia lywania pr ,et�owVij(jxi � xjj) = (0 dla jxi � xjj < sigma1 w pozosta lych przypadkach (9.54)Obliczenie cz ,e�sci p ,edowej kanonicznej sumy statystycznej jest proste i daje czynnik 1�N , zajmiemy si ,ewi ,ec jedynie obliczeniem kon�guracyjnej sumy statystycznej.Z = Z L��2N���2 : : :Z x3��32� Z x2��12� dx1dx2 : : :dxN (9.55)Zauwa_zmy, _ze w powy_zszym wzorze nie wyst ,epuje czynnik N !. Jego brak zwi ,azany jest z tym, _ze wtrakcie ewolucji czasowej tego jednowymiarowego uk ladu sztywne pr ,ety nie mog ,a si ,e wzajemnie przenika�ci zmienia�c swojego wzajemnego uporz ,adkowania - a zatem pozostaj ,a r�ownowa_zne.Dokonujemy zamiany zmiennych xi = yi + (i � 12) � � (9.56)co pozwala nam zapisa�cZ = Z L�(N� 12 )�0 : : :Z y30 Z y20 dy1dy2 : : : dyN = 1N ! (L� (N � 12)�)N (9.57)Dla du_zych warto�sci N : Z � 1N !(L �N�)N (9.58)Ci�snienie gazu Tonksa wynosip = �(@F@L )N;T = kBT (@ lnZ@L )N;T = NkBTL� N� (9.59)Por�ownuj ,ac uzyskany wynik z ci�snieniem gazu doskona lego stwierdzamy, i_z takie r�ownanie stanu gazumo_ze by�c interpretowane jako r�ownanie stanu gazu doskona lego, w kt�orym jednowymiarowa obj ,eto�s�czostaje zast ,apiona przez efektywn ,a obj ,eto�s�c, kt�ora jest r�owna obj ,eto�sci naczynia L pomniejszonej oca lkowit ,a obj ,eto�s�c twardych pr ,et�ow (N�).Zajmijmy si ,e teraz gazami rzeczywistymi, tj. takimi w kt�orych oddzia lywanie mi ,edzycz ,asteczkowe niemo_ze zosta�c zaniedbane. Niech potencja l oddzia lywania wynosi V (rij). Chc ,ac obliczy�c kanoniczn ,a sum ,estatystyczn ,a dla gazu rzeczywistego napotykamy na problem obliczenia ca lki kon�guracyjnej pochodz ,acejod oddzia lywa�n wzajemnych wszystkich par cz ,astek :Z(T; V;N ) = Z exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (rij))d~r1 : : : ~rNN ! (9.60)Energi ,e swobodn ,a Helmholtza mo_zemy zapisa�c w postaci :F = �kBT � lnQ =� kB � T � ln( 1N !�3n Z exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (rij))d~r1 : : : ~rN =Fid � kBT � ln( 1V N Z exp(��2 NXi=1 NXj=1;j 6=iV (rij))d~r1 : : : ~rN (9.61)



9.3. GAZY RZECZYWISTE 79gdzie : Fid = �N � kBT ln( V � eN � �3 ) (9.62)odpowiada energii swobodnej gazu doskona lego. Drugi cz lon mo_zemy przekszta lci�c do postaci :F = Fid � kBT � ln( 1V N Z (exp(�� NXi=1 NXj=1j<i V (rij))� 1)d~r1 : : : ~rN + 1) (9.63)Wprowadzamy funkcj ,e Mayera de�niowan ,a jako :fij = f(rij) = exp(�� � V (rij)) � 1 (9.64)Pos luguj ,ac si ,e funkcj ,a Mayera mo_zemy przepisa�c czynnik boltzmanowski do postaci :exp(��2 NXi=1 NXj=1;i6=j V (rij)) = exp(��2 N�1Xi=1 NXj=i+1V (rij)) =N�1Yi=1 NYj=i+1 exp(�� � V (rij)) = N�1Yi=1 NYj=i+1(f(rij) + 1) (9.65)W ten spos�ob : Fodd = �kBT � ln( 1V N Z (N�1Yi=1 NYj=i+1(f(rij) + 1)� 1)d~r1 : : : ~rN + 1) (9.66)Obliczmy warto�s�c ca lki stoj ,acej pod logarytmem dla kilku najmniejszych warto�sci N :� N=1 � 1V Z d~r1 = �1 (9.67)� N=2 1V 2 Z Z ((f(r12) + 1)� 1)d~r1d~r2 = 1V Z f(r12)d ~r12 (9.68)� N=31V 3 Z Z Z ((f12 + 1)(f13 + 1)(f23 + 1)� 1)d~r1d~r2d~r3 =1V 3 Z Z Z (1 + f12 + f13 + f23 + f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23 � 1)d~r1d~r2d~r3 =3V Z f12d ~r12 + 3V 2 (Z f12d ~r12)(Z f13d ~r13) + 1V 3 Z Z Z f12f13f23d~r1d~r2d~r3 (9.69)Cz lony zawieraj ,ace iloczyny funkcji Mayera mo_zemy interpretowa�c jako odpowiadaj ,ace jednoczes-nym oddzia lywaniom dwucz ,astkowym odpowiednich par cz ,asteczek.



80 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAW tym miejscu uczynimy za lo_zenie ograniczaj ,ace, i_z nie rozpatrujemy wyraz�ow odpowiadaj ,acym odd-zia lywaniom wi ,ekszej liczby cz ,astek ni_z dwie tj. w ca lce kon�gruacyjnej uwzgl ,edniamy jedynie te, kt�oreodpowiadaj ,a zderzeniom dw�och cz ,asteczek :1V N Z : : :Z (exp(��2 N�1Xi=1 NXj=i+1V (rij)) � 1)d~r1 : : : d ~rN �1V N Z : : :Z 12 NXi=1 N�1Xj=1;j 6=id~r1 : : :d ~rN = N � (N � 1)2 � V N V N�2 Z Z f12d~r1d~r2 =N � (N � 1)2 � V Z f(r12)d ~r12 � N22 � V Z f(r12)d ~r12 (9.70)Ca lk ,e wyst ,epuj ,ac ,a w powy_zszym wzorze oznaczymy przez �(T ). W ramach powy_zszego przybli_zeniaenergia swobodna Helmholtza : F = Fid � kBT � ln(1 + N2 � �(T )2 � V ) (9.71)Zak ladaj ,ac nast ,epnie, _ze ln(1 + N2 � �(T )2 � V ) = N2 � �(T )2 � V (9.72)uzyskujemy : F = Fid � kBT N2 � �(T )2 � V (9.73)Wyznaczymy teraz �(T ) :�(T ) = Z f(j~rj)d~r =4 � � Z 10 f(r) � r2dr = 4 � � Z 10 (exp(�� ��(r)) � 1)r2dr (9.74)Rozpisujemy ca lk ,e na dwa cz lony odpowiadaj ,ace odpowiednio kr�otkozasi ,egowemu silnemu odpychaniuoraz d lugozasi ,egowemu s labemu przyci ,aganiu :�(T ) = 4 � � � (Z �0 (exp(�� ��(r)) � 1)r2dr + Z 1� (exp(�� ��(r)) � 1)r2dr (9.75)W pierwszej ca lce przyjmujemy _ze potencja l jest niesko�nczony jako odpowiadaj ,acy zakazowi przenikaniasi ,e cz ,astek, natomiast funkcj ,e podca lkow ,a w drugiej rozwijamy z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow liniowychjako odpowiadaj ,ac ,a s labemu oddzia lywaniu. Uzyskujemy w ten spos�ob�(T ) � �4 � �3 �3 � 4 � �� Z 1� �attr(r)r2dr (9.76)Pozwala nam to zapisa�c energi ,e swobod ,a Helmholtza w postaciF =Fid + kBT N22 � V (32 � �3 (�2 )3 � 4 � �kBT Z 1� j�attr(r)jr2dr =Fid + N2V (16 � �3 � kBT � (�2 )3 � 2� Z 1� j�attr(r)jr2dr (9.77)



9.3. GAZY RZECZYWISTE 81Wprowadzamy oznaczenia : a = 2� Z 1� j�attr(r)jr2dr (9.78)b = 163 �(�2 )3 (9.79)co prowadzi do wzoru : F = Fid + N2V (kBT � b� a) (9.80)Postawiaj ,ac jawny wz�or na Fid uzyskujemy :F = �N � kBT � ln( V � eN � �3 ) + N2V (kBT � b� a) =� N � kBT � ln( eN � �3 ) �N � kBT (lnV � N � bV )� N2aV (9.81)W przypadku gdy N�bV � 1 mo_zemy zapisa�c :F � �N � kBT � ln( eN � �3 )� N � kBT � ln(V (1� N � bV )) � N2aV (9.82)W oparciu o powy_zszy wz�or mo_zemy wyznaczy�c ci�snieniep = �(@F@V )T;N = N � kBTV � N � b � N2aV 2 : (9.83)W ramach uczynionych przybli_ze�n, cz ,esto niekontrolowanych, uzyskali�smy dobrze znane r�ownanie stanugazu van der Waalsa. R�ownanie to, przez analogi ,e pierwszego wyrazu po prawej stronie do r�ownaniastanu gazu Tonksa mo_zemy zapisa�c w postaci :p(T; V;N ) = pHS (T; V;N )� N2aV 2 (9.84)gdzie pHS (T; V;N ) = N � kBTV � N � b (9.85)jest przybli_zonym r�ownaniem stanu twardych kul (w trzech wymiarach).Analogiczn ,a posta�c r�ownania mo_zna uzyska�c w spos�ob �scis ly w ramach modelu Kaca. Potencja lmi ,edzycz ,asteczkowy w tym modelu zapisujemy w postaci�(r) = �HS(r) + 
3�attr(
 � r) (9.86)za�s potencja l oddzia lywania twardych kul wyra_za si ,e jako�HS (r) = (1 dla r < �0 dla r � � (9.87)



82 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAW ramach �scis lej analizy rozwa_za si ,e granic ,e 
 ! 0 tj. potencja lu przyci ,agaj ,acego, kt�ory jest corazs labszy, ale zarazem coraz bardziej d lugozasi ,egowy, a zatem taki, _ze ca lkaZ 
3�attr(
r)d~r (9.88)nie zale_zy od 
. Wtedy okazuje si ,e, _ze r�ownanie stanu w modelu Kaca ma posta�c (9.84) z tym _ze pHSoznacza r�ownanie stanu gazu oddzia luj ,acego potencja lem (9.87). Aby znale_z�c jawn ,a posta�c ci�snieniamusimy zna�c wz�or na ci�snienie gazu twardych kul, kt�orego jawnej postaci nie uzyskuje si ,e w ramachmodelu Kaca. Z bardzo dobrym przybli_zeniem okre�sla j ,a r�ownanie Carnahana - Starlingap = n � kBT 1 + � + �2 � �3(1� �)3 (9.89)gdzie � = 16� � n � �3 (9.90)stanowi bezwymiarow ,a g ,esto�s�c - �sredni ,a liczb ,e cz ,astek w obj ,eto�sci zajmowanej przez tward ,a kul ,e o�srednicy �.9.4 Gaz ca lkowicie zjonizowanyRozpatrzymy gaz o temperaturze T znajduj ,acy si ,e w naczyniu o obj ,eto�sci V z lo_zony z jon�ow k rodzaj�ow.Jony rodzaju � posiadaj ,a  ladunek z�e (e stanowi  ladunek elementarny) i w uk ladzie znajduje si ,e ich N�.Ca lkowita liczba jon�ow wynosi N . N = X� N� (9.91)Uk lad jako ca lo�s�c jest elektrycznie oboj ,etny tj.kX�=1N�z� � e = 0 (9.92)co mo_zemy zapisa�c w postaci r�ownowa_znej : kX�=1n�0z� = 0 (9.93)gdzie : n�0 = N�V (9.94)stanowi �sredni ,a g ,esto�s�c jon�ow rodzaju �. Wprowadzamy ponadto ca lkowit ,a �sredni ,a g ,esto�s�c jon�ow jakosum ,e g ,esto�sci jon�ow poszczeg�olnych rodzaj�ow :n0 = kX�=1n�0 (9.95)



9.4. GAZ CA LKOWICIE ZJONIZOWANY 83Zak ladamy _ze typowa energia oddzia lywania elektrostatycznego jest ma la w por�ownaniu z energi ,atermiczn ,a, tj. (z�e)(z�e)( VPk�=1 N�0 )1==3 = (z�e)2 � n 13 � kBT (9.96)Wz�or ten narzuca warunek na ca lkowit ,a g ,esto�s�c jon�ow :n� ( kBT(z�;maxq)2 )3 (9.97)gdzie z�;max stanowi warto�s�c  ladunku jonu (wyra_zonego w  ladunkach elemenarnych) najwi ,ekszego co domodu lu.Ca lkowita energia wewn ,etrzna jest sum ,a energii wewn ,etrznej gazu doskona lego oraz dodatku zwi ,azanegoz oddzia lywaniem kulombowskim. Obliczymy si ,e pos luguj ,ac si ,e nast ,epuj ,acym wzorem z elektrostatyki(zamiast obliczy�c kon�guracyjn ,a sum ,e statystyczn ,a i nast ,epnie odpowiadaj ,acy jej wk lad do energiiwewn ,etrznej) : UC = 12 NXi=1(zie)�i (9.98)gdzie �i stanowi �sredni potencja l pola elektrycznego dzia laj ,acego na i-ty jon, a pochodz ,acy od pozosta lych ladunk�ow. Jawn ,a posta�c �i wyznaczymy za pomoc ,a metody Debye'a -H�uckel'a.Wok�o l ka_zdego z jon�ow tworzy si ,e chmura innych jon�ow. Mo_zemy przyj ,a�c, _ze jest ona sferyczniesymetryczna, tzn. _ze g ,esto�s�c jon�ow w chmurze zale_zy wy l ,acznie od odleg lo�sci liczonej od jonu stanowi ,acego�srodek sfery. G ,esto�s�c jon�ow mo_ze by�c zapisana za pomoc ,a wzoru barometrycznego Boltzmannan� = n�0 exp(�E(r)kBT ) (9.99)gdzie E(r) stanowi energi ,e jonu w polu o potencjale � wytworzonym przez jon �srodkowy oraz pozosta letworz ,ace chmur ,e E = z�e� (9.100)a sta l ,a po lo_zyli�smy jako r�own ,a n�0 gdy_z w du_zej odleg lo�sci od centralnego jonu pole powinno zanika�c(dla r !1 winno zachodzi�c �! 0) co implikuje :n� ! n�0 (9.101)Potencja l � jest zwi ,azany z g ,esto�sci ,a jon�ow za pomoc ,a r�ownania Poissone'a :r2� = �� (9.102)gdzie � stanowi ca lkowit ,a g ,esto�s�c  ladunku w uk ladzie. Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e oraz wz�or (9.99) mo_zemyzapisa�c � = kX�=1 n�z�e = kX�=1 z�e � n�0 exp(�z�e � �kBT ) (9.103)Z r�ownania Poissone'a uzyskujemy wi ,ecr2� = � kX�=1 z�e � n�0 exp(�z�e � �kBT ) (9.104)



84 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAZ za lo_zenia o niewielkiej sile oddzia lywa�n elektrostatycznych w por�ownaniu z energi ,a termiczn ,a funkcj ,ewyk ladnicz ,a mo_zemy rozwin ,a�c z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow liniowych :r2� = � kXi=1 z�e � n�0 � (1� z�e�kBT ) =NXi=1 z�n�0e+ e2kBT kXi=1 z2�n�0� (9.105)Pierwszy ze sk ladnik�ow zeruje si ,e wobec oboj ,etno�sci elektrycznej uk ladu (patrz (9.92)). Ostatecznie :r2� = e2kBT � kXi=1 z2�n�0 (9.106)Dla uproszczenia wprowadzimy oznaczenie :�2 = e2kBT kXi=1 z2�n�0 (9.107)W�owczas r�ownanie przybiera posta�c : r2� = �2� (9.108)Przy za lo_zeniu sferycznie symetrycznego kszta ltu chmury  ladunku wz�or powy_zszy redukuje si ,e dopostaci1 : 1r @2@r2 (r � �) = �2� (9.110)Rozwi ,azaniem r�ownania jest : r � � = C1 exp(��r) +C2 exp(�r) (9.111)Ze wzgl ,edu na warunek zanikania potencja lu w niesko�nczono�sci C2 = 0 :� = C1 � exp(��r)r (9.112)Sta l ,a C1 wyznaczamy z warunku, by w pobli_zu jonu centralnego (tj. dla r! 0 potencja l by l potencja lemkulombowskim tego_z jonu; st ,ad C1 = zie (9.113)czyli : � = zieexp(��r)r (9.114)1Laplasjan we wsp�o lrz ,ednych sferycznych mo_zemy zapisa�c jako :r2 = 1r @2@r2 r + 1r2 ( @2@�2 + ctg � @@� + 1sin2 � @2@�2 ) (9.109)



9.4. GAZ CA LKOWICIE ZJONIZOWANY 85Potencja l jest wi ,ec potencja lem Yukawy. Potencja l zanika bardzo szybko (wyk ladniczo) i efektywny zasi ,egzwany d lugo�sci ,a ekranowania Debye'a - H�uckela wynosi :rD = 1� = ( kBTe2Pki=1 ni0 � z2i ) 12 � n�1==30 (9.115)W r�ownaniu (9.98) wyst ,epuje potencja l �i okre�slaj ,acy oddzia lywanie elektrostatyczne na i-ty jon. Oz-nacza to, _ze aby uzyska�c jego jawn ,a posta�c musimy wyznaczy�c zachowanie potencja lu � w pobli_zu jonui z wy l ,aczeniem wk ladu pochodz ,acego od tego jonu. W praktyce musimy dokona�c rozwini ,ecia  dlama lych r. Wtedy : � � ziqr � zie�+ O(r) (9.116)Pierwszy sk ladnik opisuje energi ,e pochodz ,ac ,a od centralnego jonu, wi ,ec po jej odj ,eciu uzyskujemy�i = �zie� (9.117)Pozwala na to wyznaczy�c jawn ,a posta�c wk ladu do energii ca lkowitej uk laduUC = 12 NXi=1 zi�ie =12 NXi=1 zie � (�zie�) = �12�e2 NXi=1 z2i = �12�e2 kX�=1N�z2� =� 12vuut e2kBT � V kX�=1 z2�N�e2 kX�=1N�z2� = �12r 1kBT � V ( kX�=1N�z2�e2) 32 (9.118)i ostatecznie UC = �12r 1kBT � V ( kX�=1N�z2�e2) 32 (9.119)Wyznaczymy teraz wk lad do energii swobodnej Helmholtza w oparciu o wz�orUC = T 2 @@T (�FCT ) (9.120)Ca lkuj ,ac otrzymujemy FC(T; V;N1; : : : ; Nk) = �13r 1kBT � V ( kXi=1 Niz2i e2) 32 (9.121)Mo_zemy st ,ad wyznaczy�c ci�snienie : p = �(@F@V )T (9.122)gdzie F = Fid + FC (9.123)



86 ROZDZIA L 9. ZESP �O L KANONICZNY I JEGO ZASTOSOWANIAW�owczas p = kBTV kX�=1N� � e26V 3=2r 1kBT ( kX�=1N�z2�) 32 (9.124)Widzimy zatem, _ze oddzia lywanie kulombowskie powoduje, i_z ci�snienie gazu ca lkowicie zjonizowanegojest r�o_zne od ci�snienia doskona lej mieszaniny jon�ow oraz _ze dodatek kulombowski jest nieanalityczn ,afunkcj ,a g ,esto�sci n�0 .



Rozdzia l 10Inne rodzaje zespo l�owstatystycznych10.1 Wielki zesp�o l kanonicznyW dotychczas rozpatrywanych zespo lach : mikrokanonicznym i kanonicznym obj ,eto�s�c uk ladu i liczbacz ,astek by ly wielko�sciami zadanymi dla danego uk ladu. Wielki zesp�o l kanoniczny Gibbsa dopuszczazmienno�s�c liczby cz ,astek w uk ladzie w wyniku mo�zliwej wymiany materii z otoczeniem. �Sci�slej m�owi ,ac -warunki termodynamiczne okre�slaj ,ace makroskopowy stan uk ladu b ,ed ,acego elementem wielkiego zespo lukanonicznego to temperatura T , obj ,eto�s�c V oraz potencja l chemiczny �. Mo�zemy to wyrazi�c w tenspos�ob, �ze rozwa�zamy uk lad o obj ,eto�sci V , znajduj ,acy si ,e w kontakcie z termostatem o temperaturze Ti zbiornikiem materii o potencjale chemicznym �.Funkcj ,e rozk ladu w wielkim zespole kanonicznym �N (q; p) tj. g ,esto�s�c prawdopodobie�nstwa znalezieniauk ladu w stanie o N cz ,astkach w punkcie q; p przestrzeni fazowej N - cz ,asteczkowej wynosi :�N (q; p) = exp(�Hn(q;p)���NkBT )�(T; V; �) (10.1)Wielk ,a kanoniczn ,a sum ,e statystyczn ,a znajdujemy z warunku unormowania :1XN=0 Z �N (q; p)d�N = 1 (10.2)czyli �(T; V; �) = 1XN=0 Z exp(�HN (q; p)� � �NkBT )d� =1 + 1XN=1 exp(�HN (q; p)� � �NkBT ) (10.3)Wielki rozk lad kanoniczny - podobnie jak rozk lad kanoniczny - wyprowadzamy z rozk ladu mikrokanon-icznego. Niech uk lad podlegaj ,acy rozk ladowi mikrokanonicznemu sk lada si ,e z uk ladu �zycznego orazotoczenia. Hamiltonian uk ladu z lo�zonego mo�zemy zapisa�c jako sum ,e hamiltonian�ow odpowiadaj ,acychuk ladowi �zycznemu, otoczeniu oraz oddzia lywaniu mi ,edzy nimi :~H = H(q; p) + H0(q0; p0) + �H(q; p; q0; p0) (10.4)87



88 ROZDZIA L 10. INNE RODZAJE ZESPO L �OW STATYSTYCZNYCHZak ladamy, �ze cz lon opisuj ,acy oddzia lywanie mi ,edzy uk ladem i otoczeniem jest pomijalny, czyli w hamil-tonianie separuj ,a si ,e zmienne odpowiadaj ,ace za stan uk ladu i otoczenia :~H = H(q; p) +H0(q0; p0) (10.5)Liczba cz ,astek w ca lym uk ladzie jest ustalona :N + N 0 = ~N (10.6)Ca ly uk lad jest opisywany za pomoc ,a rozk ladu mikrokanonicznego :�(q; p; q0; p0) = ( 1
( ~E;V; ~N;� ~E) dla ~E � ~H(q; p; q0; p0) � ~E + � ~E0 dla pozosta�lych (10.7)Aby uzyska�c rozk lad dla uk ladu w stanie N -cz ,asteczkowym dokonujemy odca lkowania po zmiennychodpowiadaj ,acych otoczeniu :�N (q; p) = 1
( ~E; V; ~N;� ~E) Z ~E�H�H0� ~E+� ~E�H d�0 = 
0( ~E �H; ~N � N1)
( ~E; ~N ) (10.8)Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e entropii mo�zemy zapisa�c :�(q; p) = exp(S0( ~E �H(q; p); ~N � N )� S( ~E; ~N )kB ) (10.9)Wobec za lo�ze�n H � ~E i N � ~N wyst ,epuj ,ac ,a funkcj ,e S0( ~E �H(q; p); ~N �N ) mo�zemy rozpisa�c w szeregTaylora wzgl ,edem energii i liczby cz ,astek. Z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow liniowychS0( ~E �H(q; p); ~N � N ) � S0( ~E; ~N)� @S0@ ~E H(q; p)� @S0@ ~N N =S0( ~E; ~N) � H(q; p)T + � �NT (10.10)Dzi ,eki temu rozk lad prawdopodobie�nstwa mo�zemy zapisa�c�(q; p) = exp(S0( ~E)� S( ~E)kB ) exp(��(H(q; p) � �N ))exp(��(H(q; p) � �N ))�(T; V; �)) (10.11)Obliczymy entropi ,eS(T ; V; �) = �kB < ln� >=� kBP1N=0 R exp(��(H(q; p) � �N )) � (��(H(q; p) � �N ) � ln �)d�N�(T; V; �) =< H >T � �T < N > +kB ln � (10.12)Uwzgl ,edniaj ,ac fakt r�owno�sci warto�sci �sredniej hamiltonianu i energii wewn ,etrznej po wymno�zeniu przezT i uporz ,adkowaniu wzoru uzyskujemy�kBT ln�(T; V; �) = U (T; V; �)� T � S(T; V; �) � � �N (T; V; �) = 
(T; V; �) (10.13)



10.1. WIELKI ZESP �O L KANONICZNY 89Wynika st ,ad, �ze potencja lem termodynamicznym odpowiadaj ,acym rozk ladowi wielkiemu kanonicznemujest potencja l wielki kanoniczny.�Srednia liczba cz ,astek w uk ladzie< N >= P1N=0 R N exp(��(H(q; p) � �N ))d�NP1N=0 R exp(��(H(q; p) � �N ))d�N = 1� @�(T;V;N@��(T; V; �) = 1� @ ln�(T; V; �)@� (10.14)W uk ladzie opisywanym przez rozk lad wielki kanoniczny wyst ,epuj ,a 
uktuacje liczby cz ,astek. Analogiczniedo wzoru (9.16) < (N� < N >)2 >=< N2 > � < N >2 (10.15)Wyznaczymy �sredni kwadrat liczby cz ,astek< N2 > = P1N=0 R N2 exp(��(H(q; p) � �N ))d�NP1N=0 R exp(��(H(q; p) � �N ))d�N =1� @@� P1N=0 R N exp(��(H(q; p) � �N ))d�NP1N=0 R exp(��(H(q; p) � �N ))d�N =1� @<N>�(T;V;�)@��(T; V; �) = 1� @ < N >@� + < N >2 (10.16)St ,ad : < N2 > � < N >2= 1� �@ < N >@� �V;T (10.17)Wyra�zenie okre�slaj ,ace 
uktuacje liczby cz ,astek w uk ladzie zapiszemy w postaci r�ownowa�znej. Wykorzys-tuj ,ac w lasno�sci pochodnych cz ,astkowych wyst ,epuj ,ac ,a pochodn ,a przekszta lcamy do postaci(@ < N >@� )T;V = (@ < N >@p )T;V ( @p@� )T;V (10.18)Korzystaj ,ac z relacji Gibbsa-Duhema d� = �sdT + vdp (10.19)mo�zemy uzyska�c �@ < N >@� �T;V = n2V �T (10.20)gdzie �T stanowi �sci�sliwo�s�c izotermiczn ,a. Zatem< N2 > � < N >2= kBTn2V �T (10.21)i wzgl ,edne 
uktuacje wynosz ,a p< N2 > � < N >2< N > � 1< N >1=2 (10.22)czyli s ,a zaniedbywalnie ma le w granicy termodynamicznej.Ze wzoru (10.21) wida�c, �ze 
uktuacje liczby cz ,asteczek, a zatem i ich g ,esto�sci, staj ,a si ,e niezwykledu�ze w pobli�zu punktu krytycznego. Efekt ten odpowiedzialny jest za tzw. opalescencj ,e krytyczn ,a - silnerozpraszanie �swiat la na 
uktuacjach g ,esto�sci w uk ladzie krytycznym.
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Rozdzia l 11Kwantowa mechanika statystyczna11.1 WprowadzenieW dotychczasowych rozwa�zaniach traktowali�smyuk lady w spos�ob klasyczny. Wiemy jednak, i�z mechanikaklasyczna posiada ograniczony zakres stosowalno�sci. Spodziewamy si ,e, �ze np. w niskich temperaturachniezb ,edna mo�ze si ,e okaza�c analiza oparta na mechanice kwantowej. W tym rozdziale zajmieny si ,e w la�sniekwantow ,a mechanik ,a statystyczn ,a. W analogii do mechaniki klasycznej w celu rozwa�zania w lasno�scistatystycznych danego uk ladu wprowadzamy poj ,ecie zespo lu statystycznego, przy czym rozr�o�zniamy ze-spo ly statystyczne czyste i mieszane.Zespo lem statystycznym czystym nazywamy wielk ,a liczb ,e kopii danego uk ladu znajduj ,acych si ,e wtym samym stanie kwantowym, tj. w stanie opisywanym przez t ,a sam ,a funkcj ,e falow ,a 	.Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej warto�s�c �srednia zmiennej dynamicznej (obserwabli)reprezentowanej przez operator A w uk ladzie opisywanym przez funkcj ,e falow ,a 	 wyra�za si ,e wzorem: < A >	=< 	 j A j 	 > (11.1)W przestrzeni funkcji falowych mo�zemy obra�c baz ,e - oznaczymy j ,a przez f'ng. Wykorzystuj ,ac zupe lno�s�cbazy mo�zemy dokonuj ,ac rozk ladu jedynki zapisa�c :< A >	 =< 	 j (Xn 'n >< 'n) j A j 	 >= Xn < 	 j 'n >< 'n j A j 	 >=Xn < 'n j A j 	 >< 	 j 'n >= Tr(A j 	 >< 	 j) (11.2)Warto�s�c �srednia obserwabli w stanie kwantowym 	 jest wi ,ec �sladem iloczynu operatora odpowiadaj ,acegotej obserwabli oraz pewnego operatora, kt�ory oznaczymy jako :P	 =j 	 >< 	 j (11.3)Zwr�o�cmy uwag ,e, i_z zgodnie z w lasno�sciami �sladu, warto�s�c �srednia jest (jak mogli�smy si ,e spodziewa�c)niezale�zna od wyboru bazy f'ng. Zauwa�zmy teraz �ze P	 jest operatorem rzutowym tj spe lnia warunki :P 2	 = P	 (11.4a)91



92 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAP y	 = P	 (11.4b)Tr(P	) = 1 (11.4c)Powy�zsze rozwa�zania dotyczy ly czystego zespo lu statystycznego, w praktyce jednak znacznie cz ,e�sciejspotykamy si ,e z konieczno�sci ,a rozwa�zania uk ladu mog ,acego si ,e znajdowa�c w r�o�znych stanach kwantowych.W tym celu wprowadzamy poj ,ecie mieszanego zespo lu statystycznego, kt�ory de�niujemy jako wielk ,a liczb ,ekopii danego uk ladu mog ,acych si ,e znajdowa�c w r�o�znych stanach kwantowych f	g�2I gdzie I oznaczazbi�or indeks�ow. Przyjmujemy �ze funkcje opisuj ,ace poszczeg�olne stany kwantowe s ,a unormowane a ichuk lad jest zupe lny.W zespole mieszanym zadane s ,a prawdopodobie�nstwa znalezienia uk ladu w stanach f	g�2I , kt�oreoznaczam w�, przy czym wobec w la�sno�sci prawdopodobie�nstwa :X� w� = 1 (11.5)gdzie sumowanie rozci ,aga si ,e po wszystkich dopuszczalnych warto�sciach indeksu � (pod poj ,eciem sumowa-nia nale�zy rozumie�c w przypadku ci ,ag lego zakresu � ca lkowanie; uwaga ta b ,edzie obowi ,azywa la w dalszymci ,agu rozwa�za�n).Zesp�o l statystyczny czysty jest szczeg�olnym przypadkiem zespo lu statystycznego mieszanego przy :w� = ��;� (11.6)Warto�s�c �srednia wielko�sci �zycznej reprezentowanej przez operator A okre�slamy przez wyra�zenie :< A >= X� w� < A >�= X� w� < 	�jAj	� >= X� w� < �jAj� > (11.7)Niech f'ng stanowi baz ,e ortonormaln ,a utworzon ,a przez zbi�or funkcji w lasnych hamiltonianu. Funkcjeopisuj ,ace wyst ,epuj ,ace stany uk ladu mo�zemy roz lo�zy�c w tej bazie :	� = Xn c�;n'n (11.8)W notacji Diraca wz�or powy�zszy mo�zemy zapisa�c w postaci :j� >= Xn c�;njn > (11.9)przy czym wsp�o lczynniki c�;n s ,a liczbami zespolonymi w og�olno�sci zale�znymi od czasu.Pos luguj ,ac si ,e rok ladem j� > mo�zemy przekszta lci�c wz�or przedstawiaj ,acy element macierzowy <�jAj� > : < �jAj� > = (Xm c��;m < mj)A(Xn jn > c�;n) =Xm Xn c��;m < mjAjn > c�;n (11.10)Wprowadzamy macierz o elementach Amn =< mjAjn > (11.11)



11.1. WPROWADZENIE 93uzyskuj ,ac : < �jAj� >= Xm Xn c��;mc�;nAmn (11.12)Wz�or (11.7) mo�zemy wi ,ec zapisa�c w postaci< A > =X� w� < �jAj� >= X� w�Xm Xn c��;mc�;nAmn =Xm Xn AmnX� w�c��;mc�;n (11.13)Wprowadzamy oznaczenie :�nm = X� w�c��;mc�;n = X� w�(< mj� >)� < nj� >=X� w� < nj� >< �jm >=< nj(X� w�j� >< �j)jm >=< njX� w�P	� jm > (11.14)Wyst ,epuj ,acy w ww wzorze operator oznaczamy przez �� = X� w�P	� (11.15)Operator � posiada nast ,epuj ,ace w lasno�sci : �y = � (11.16)Tr � = 1 (11.17)Ich sprawdzenie przy wykorzystaniu (11.4) jest natychmiastowe. Ostatecznie wyra�zenie na warto�s�c�sredni ,a obserwabli mo�zemy zapisa�c w postaci :< A > = Xm Xn �nmAmn =Xm Xn < nj�jm >< mjAjn >=Xn < nj�(Xm jm >< mj)Ajn >= Xn < nj�Ajn >= Tr(�A) (11.18)Obliczymy teraz pochodn ,a warto�sci �sredniej operatora A po czasie. W oparciu o wz�or (11.18) uzysku-jemy z jednej strony : d < A >dt = ddt Tr(�A) = Tr( ddt (�A)) = Tr(d�dt A) (11.19)gdy�z operator A jest niezale�zny od czasu. Z drugiej strony wykorzystuj ,ac de�nicj ,e operatora � (wz�or(11.15)) uzyskujemy : ddt Tr(�A) = ddt Tr(X� w�P	�A) =ddtX� w� Tr(P	�A) = X� w� Tr(dP	�dt A) (11.20)



94 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAZauwa�zmy teraz �ze przy wykorzystaniu r�ownania Schr�odingera wyst ,epuj ,ac ,a po prawej stronie pochodn ,amo�zemy zapisa�c jako :dP	�dt = ddt (j	� >< 	�j) =1i � h�Hj	� >< 	�j � 1i � h�j	� >< 	�jH = 1i � h�(HP	� � P	�H) (11.21)W oparciu o de�nicj ,e komutatora mo�zemy ostatecznie zapisa�c :ddt Tr(�A) = X� w� Tr( 1i � h�(HP	� � P	�H)A) =1i � h�X� w� Tr(HP	�A � P	�HA) =1i � h�Tr(H�A � �HA) =1i � h�Tr([H; �]A) = Tr( 1i � h�[H; �]A) (11.22)Por�ownuj ,ac wzory (11.19) i (11.22) uzyskujemy :Tr(d�dt A) = Tr( 1i � h�[H; �]A) (11.23)R�ownanie to musi by�c spe lnione dla dowolnego operatora A wi ,ec jest ono r�ownowa�zne r�ownaniu :d�dt = 1i � h�[H; �] (11.24)R�ownanie to nosi nazw ,e r�ownania Liouville'a - von Neumanna, a jego rozwi ,azaniem jest :�(t) = exp(�i �H � th� )�(0) exp( i �H � th� ) (11.25)gdzie �(0) okre�sla warunki pocz ,atkowe.W stanie r�ownowagi warto�sci �srednie nie zale�z ,a od czasu :d < A >dt = 0 (11.26)co wobec wzoru (11.19) prowadzi do zale�zno�sci d�dt = 0 (11.27)i przy wykorzystaniu r�ownania Liouville'a - von Neumanna pozwala uzyska�c zwi ,azek[H; �] = 0 (11.28)Operatory H i � s ,a wi ,ec komutuj ,ace, a poniewa�z oba s ,a hermitowskie wi ,ec posiadaj ,a wsp�olny uk ladfunkcji w lasnych. Prowadzi to do wniosku, i�z operator g ,esto�sci mo�ze by�c przedstawiony w postaci:� =X� w�P'� (11.29)gdzie '� stanowi ,a funkcje w lasne hamiltonianu H.



11.2. KWANTOWY ZESP �O L MIKROKANONICZNY 9511.2 Kwantowy zesp�o l mikrokanonicznyPodobnie jak w przypadku klasycznym postulat r�ownych prawdopodobie�nstw a priori prowadzi do nast ,epuj ,acegowzoru na prawdopodobie�nstwo znalezienia uk ladu w stanie 'i :wi = � 1
(E;V;N;�E) dla E � Ei � E + �E0 dla Ei 62 [E;E + �E] (11.30)gdzie Ei stanowi ,a warto�s�c w lasn ,a odpowiadaj ,ac ,a funkcji w lasnej 'i hamiltonianu H :H � 'i = Ei'i (11.31)Ze wzgl ,edu na warunek Piwi = 1 
(E; V;N;�E) stanowi liczb ,e stan�ow kwantowych uk ladu o obj ,eto�sciV i liczbie cz ,astek N zawartych w warstwie [E;E + �E].Operator g ,esto�sci w tym przypadku wyra�za si ,e jako :� = 1
(E; V;N;�E) Xk:Ek2[E;E+�E] P'k (11.32)gdzie sumowanie rozci ,aga si ,e po stanach kwantowych o energiach w lasnych nale�z ,acych do warstwy E;E+�E.Jak widzimy rozk lad mikrokanoniczny jest mo�zliwy do zastosowania pod warunkiem znajomo�scirozwi ,aza�n zagadnienia w lasnego hamiltonianu.Analogicznie jak w klasycznej �zyce statystycznej entropi ,e de�niujemy jako:S = �kB < ln � > (11.33)Wykorzystuj ,ac wz�or (11.18) mo�zemy zapisa�c :S = �kB Tr(� � ln�) (11.34)W bazie diagonalizuj ,acej � po zauwa�zeniu �ze jedno z sumowa�n mo�zemy wykona�c dzi ,eki proporcjonalno�scielementu macierzowego do delty Kroneckera �m;n uzyskujemyS = �kBXn;m < nj�jm >< mj ln�jn >=� kBXn < nj�jn >< nj ln�jn >= �kBXn �nn ln �nn (11.35)Wykorzystuj ,ac posta�c macierzy g ,esto�sci w rozk ladzie mikrokanonicznym mo�zemy zapisa�c :�nn =< nj( 1
 Xk:Ek2[E;E+�E] jk >< kj)jn >= wn (11.36)co daje nam nast ,epuj ,acy wz�or na entropi ,e :S = �kBXn wn lnwn (11.37)Z postaci tego wzoru mo�zemy wyci ,agn ,a�c pewne wnioski dotycz ,ace dopuszczalnych warto�sci entropii :wn 2 [0; 1]) lnwn 2]�1; 0] (11.38)



96 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAProwadzi to do wniosku : S � 0 (11.39)Zauwa�zmy, �ze r�owno�s�c jest uzyskiwana w przypadku, gdy � opisuje stan czysty.W szczeg�olno�sci dla rozk ladu mikrokanonicznego uzyskujemy :S = �kBXn �nn ln �nn = �kB ln 1
 = kB ln
 (11.40)11.3 Kwantowy zesp�o l kanonicznyZ przyczyn analogicznych jak w klasycznej mechanice statystycznej znacznie wygodniejszym w u�zyciuod zespo lu mikrokanonicznego jest zesp�o l kanoniczny. W mechanice kwantowej prawdopodobie�nstwoznalezienia uk ladu w stanie w lasnych ji > wyra�za si ,e wzorem :wi = 1Q(T; V;N ) exp(��Ei) (11.41)gdzie Ei jest warto�sci ,a w lasn ,a odpowiadaj ,ac ,a funkcji w lasnej ji > :Hji >= Eiji > (11.42)Wyra�zenie na kwantow ,a kanoniczn ,a sum ,e statystyczn ,a uzyskujemy z warunku normalizacji :Xi wi = 1 ) Q(T; V;N ) = Xi exp(��Ei) (11.43)przy czym nale�zy pami ,eta�c, i�z sumowanie nast ,epuje po wszystkich stanach w lasnych. Wykorzystuj ,acunormowanie funkcji falowych mo�zemy zapisa�c w postaci r�ownowa�znej :Q(T; V;N ) = Xi exp(��Ei) = Xi < ij exp(��H)ji >= Tr(exp(��H)) (11.44)Macierz g ,esto�sci w tym przypadku wyra�za si ,e jako� = Xi wiP'i = Xi wiji >< ij =Xi 1Q(T; V;N ) exp(��Ei)ji >< ij =1Q(T; V;N ) Xi exp(��H)ji >< ij =1Q(T; V;N ) exp(��H) (11.45)Analogicznie jak w przypadku klasycznym mo�zemy wykaza�c :F = �kBT � lnQ(T; V;N ) (11.46)Rozk lad kanoniczny mo�zemy, podobnie jak w przypadku klasycznym, wyprowadzi�c z rozk ladu mikrokanon-icznego rozwa�zaj ,ac zesp�o l uk lad�ow w kontakcie z termostatem. Hamiltonian opisuj ,acy pe lny uk lad



11.4. KWANTOWY WIELKI ZESP �O L KANONICZNY 97jest sum ,a hamiltonian�ow odpowiadaj ,acych uk ladowi badanemu oraz termostatowi (zaniedbujemy odd-zia lywanie mi ,edzy uk ladem i termostatem) : ~H = H +H0 (11.47)Z tego wzgl ,edu funkcja falowa pe lnego uk ladu separuje si ,e na cz ,e�s�c odpowiadaj ,ac ,a uk ladowi oraz ter-mostatowi : 	i;� = 'i �'0� (11.48)przy czym : Huk�lad'uklad;i = Euklad;i'uklad;i (11.49)H0'0� = E0�'0� (11.50)Energia ca lego uk ladu jest r�owna sumie energii uk ladu i termostatu :~Ei;� = Ei + E0� (11.51)Macierz g ,esto�sci uk ladu :� = Trtermostat � = Trtermostat(Xi;� wi;�P	i;�) =X� < �jXi X� wi;�ji; � >< i; �j� >=X� Xi X� wi;� < �j� >< �j� > ji >< ij = Xi X� wi;�ji >< ij =Xi (X� wi;�)ji >< ij = Xi wiji >< ij (11.52)gdzie : wi = X� wi;� =X� 1
( ~Ei;�) (11.53)11.4 Kwantowy wielki zesp�o l kanonicznyW analogii do przypadku klasycznego :wN;i = 1�(T; V; �) exp(��(EN;i � �N )) (11.54)Kwantow ,a wielk ,a kanoniczn ,a sum ,e statystyczn ,a wyznaczamy z warunku unormowania :1XN=0Xi wN;i = 1 ) �(T; V; �) = 1XN=0Xi exp(��(EN;i � �N )) (11.55)



98 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAKwantow ,a wielk ,a kanoniczn ,a sum ,e statystyczn ,a mo�zemy zapisa�c w postaci r�ownowa�znej :�(T; V; �) = 1XN=0Xi < N; ij exp(��(EN;i � �N ))jN; i >=1XN=0Xi < N; ij exp(��(ĤN;i � �N̂ ))jN; i >=Tr(exp(��(ĤN � �N̂ ))) (11.56) Latwo sprawdzi�c, _ze zachodzi analogiczny do przypadku klasycznego zwi ,azek
(T; V; �) = � 1� ln �(T; V; �) (11.57)11.5 Kwantowe gazy doskona le - wprowadzenieRozwa�zymy gaz doskona ly sk ladaj ,acy si ,e z N identycznych cz ,asteczek zamkni ,etych w naczyniu V . Hamil-tonian uk ladu ma posta�c : Ĥ = NXi=1 ~̂pi22m (11.58)gdzie : ~̂pi oznacza operator p ,edu i-tej cz ,asteczki. Zauwa�zmy, �ze cz ,astki mog ,a by�c obdarzone spinem,lecz energia kinetyczna nie zale�zy od spin�ow cz ,asteczek - wsp�o lrz ,edne spinowe w hamiltonianie wchodz ,ajedynie do cz lonu potencjalnego, kt�ory nie wyst ,epuje w przypadku gaz�ow doskona lych.W przyrodzie wyr�o�zniamy dwa rodzaje uk lad�ow identycznych cz ,astek:� uk lad cz ,asteczek o spinie ca lkowitym (ca lkowita krotno�s�c h�). Uk lad ten jest opisywany funkcj ,asymetryczn ,a wzgl ,edem przestawienia wsp�o lrz ,ednych dowolnej pary cz ,asteczek. Cz ,asteczki takienazywamy bozonami, a statystyk ,e je opisuj ,ac ,a statystyk ,a Bosego- Einsteina.� uk lad cz ,asteczek o spinie po l�owkowym (nieparzystej krotno�sci h�2). Uk la ten jest opisywany funkcj ,aantysymetryczn ,a wzgl ,edem przestawienia wsp�o lrz ,ednych dowolnej pary cz ,asteczek. Cz ,asteczki takienazywamy fermionami, a statystyk ,e je opisuj ,ac ,a statystyk ,a Fermiego-Diraca.Dla przypadku gazu doskona lego hamiltonian ma posta�c sumy cz lon�ow zale�znych od wsp�o lrz ,ednychpojedynczej cz ,astki wi ,ec funkcja falowa opisuj ,aca uk lad mo�ze by�c rozeparowana na cz lony zale�zne odwsp�o lrz ,ednych poszczeg�olnych cz ,astek a energia uk ladu jest sum ,a energii jednocz ,astkowych. Stany jed-nocz ,astkowe b ,edziemy oznacza�c symbolicznie indeksem k, przy czym k = (~p; sz), gdzie ~p stanowi warto�s�cw lasn ,a operatora p ,edu pojedynczej cz ,asteczki,~p = 2 � � � h�L (nx; ny; nz) (11.59a)nx;y;z = 0;�1;�2; : : : (11.59b)za�s sz stanowi spin cz ,asteczki. Energia pojedynczej cz ,asteczki wyra�za si ,e wzorem :�k = ~p22m (11.60)



11.5. KWANTOWE GAZY DOSKONA LE - WPROWADZENIE 99i nie zale�zy od jej stanu spinowego.W granicy obj ,edto�sci d ,a�z ,acej do niesko�nczono�sci sumowanie po stanach jednocz ,asteczkowych k mo�zeby�c zast ,apione ca lkowaniem po p ,edach i sumowaniem po stanach spinowych :Xk ! Vh3 sXsz=�s Z d~p (11.61)Stan uk ladu N nieoddzia luj ,acych cz ,asteczek mo�ze by�c okre�slony w spos�ob jednoznaczny poprzez po-danie liczb okre�slaj ,acych obsadzenia poszczeg�olnych stan�ow jednocz ,astkowych fnkg, przy czym ca lkowitaenergia i liczba cz ,asteczek wyra�zaj ,a si ,e w nast ,epuj ,acy spos�ob poprzez fnkg :E =Xk nk�k (11.62)N =Xk nk (11.63)gdzie wykonujemy sumowanie po stanach jednocz ,asteczkowych.Dopuszczalne warto�sci nk s ,a zale�zne od rodzaju statystyki, jakim podlegaj ,a rozpatrywane cz ,astki :� dla bozon�ow nk 2 f0; 1; 2; : : :g� dla fermion�ow nk = 0 _ nk = 1Wyprowadzimy teraz posta�c rozk lad�ow Fermiego-Diraca i Bosego- Einsteina. Wykorzystamy w tymcelu wielki zesp�o l kanoniczny :�(T; V; �) = 1XN=0Xi exp(��(EN;i � � �N )) (11.64)Przepisujemy powy�zszy wz�or wykorzystuj ,ac de�nicj ,e aktywno�sci :z = exp(��) (11.65)uzyskuj ,ac : �(T; V; �) = 1XN=0Xi zN exp(��EN;i) (11.66)Stosujemy teraz wzory (11.62) i (11.63) otrzymujemy�(T; V; �) = 1XN=0 XfnkgPk nk=N zPk nk exp(��(Xk nk�k)) =1XN=0 XfnkgPn nk=NYk (z � exp(�� � �k))nk =Xn1 Xn2 : : :Yk (z exp(���k))nk =Yk (Xnk (z exp(���k))nk) (11.67)



100 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAUwzgl ,edniaj ,ac dopuszczalne zakresy zmienno�sci nk uzyskujemy�(T; V; �) = (Qk 11�z�exp(���k) dla statystyki B.E.Qk(1 + z exp(���k)) dla statystyki F.D. (11.68)Jak  latwo obliczy�c logarytm naturalny wielkiej kanonicznej sumy statystycznej wynosi :ln �(T; V; �) = (�Pk ln(1� z � exp(���k)) dla B.E.Pk ln(1 + z � exp(���k)) dla F.D. (11.69)�Srednia liczba cz ,astek w uk ladzie :< N >= P1N=0 N � zNQ(T; V;N )P1N=0 zNQ(T; V;N ) = z @@z ln �(T; V; �) = (Pk 1exp(�(�k��))�1 dla B.E.Pk 1exp(�(�k��))+1 dla F.D. (11.70)Podobnie mo�zna obliczy�c �sredni ,a liczb ,e cz ,asteczek w stanie jednocz ,asteczkowym l< nl >= 1� 1XN=0 zN XfnkgPk nk=N nl exp(��Xk nk�k) = � 1� @@�l ln � (11.71)Wykorzystuj ,ac ten�ze wz�or uzyskujemy jawne postacie statystyk kwantowych:< nl >= ( 1exp(�(�l��))�1 dla B.E.1exp(�(�l��))+1 dla F.D. (11.72)Poniewa�z w przypadku fermion�ow 0 � nk � 1 to warto�s�c �srednia r�ownie�z musi spe lnia�c ten warunek.Jest on spe lniony dla dowolnego z � 0 co prowadzi do wniosku, �ze potencja l chemiczny gazu fermion�owmo�ze by�c dowolny.W przypadku bozon�ow nk � 0 i t ,a sam ,a nier�owno�s�c musi spe lnia�c warto�s�c �srednia wi ,ec :exp(�(�k � �)) � 1 � 0 (11.73)�(�k � �) � 0 (11.74)czyli : � � �k (11.75)Ze wzgl ,edu na fakt, i�z nier�owno�s�c powy�zsza musi by�c spe lniona dla wszystkich stan�ow k a najni�zsz ,aenergi ,e posiada stan podstawowy posiadaj ,acy energi ,e 0� � 0 (11.76)�Srednia liczba cz ,asteczek w uk ladzie o p ,edach znajduj ,acych si ,e w przedziale mi ,edzy ~p a ~p+d~p wyra�zasi ,e wzorem : dN~p = Vh3 g 1exp(��~p)z�1 � 1d~p (11.77)gdzie czynnik g zwany degeneracj ,a spinow ,a powstaje w wyniku wysumowania po wszystkich dopuszczal-nych kierunkach spinu przy za lo�zeniu niezale�zno�sci funkcji stoj ,acej pod sum ,a od zmiennej spinowej.



11.5. KWANTOWE GAZY DOSKONA LE - WPROWADZENIE 101Aby uzyska�c �sredni ,a liczb ,e cz ,astek o bezwzgl ,ednej warto�sci p ,edu pomi ,edzy p a p + dp nale�zy wykona�cca lkowanie po wszystkich dopuszczalnych kierunkach p ,edu, co jest proste ze wzgl ,edu na fakt, i�z �~p zale�zywy l ,acznie od d lugo�sci ~p. Przechodz ,ac do wsp�o lrz ,ednych sferycznych otrzymujemydNp = Z �0 Z 2�0 Vh3 g 1exp(��~p)z�1 � 1p2sin�pd'pd�pdp = 4�V gh3 p2dpexp(�(�p � �)) � 1 (11.78)Wz�or ten jest odpowiednikiem rozk ladu Maxwella w klasycznej mechanice statystycznej.dNp;M = 4�V gh3 n�3p2 exp(���p)dp (11.79)Zauwa�zmy, �ze w przypadku gdy exp(��) � 11exp(�(�p � �)) � 1 � exp(��) exp(���p) (11.80)uto�zsamiaj ,ac exp(��) z n�3 uzyskujemy ze wzoru kwantowego wz�or klasyczny. Zwr�o�cmy uwag ,e, �ze wgranicy exp(��) � 1 otrzymujemy rzeczywi�scie (dla gazu posiadaj ,acego wy l ,acznie post ,epowe stopnieswobody) : N = Xk < nk >= Xk exp(��) exp(���k) =exp(��) Vh3 Z exp(���p)d~p = exp(��) V�3 (11.81)St ,ad : exp(��) = �3NV = �3n (11.82)a zatem w granicy n�3 � 1 wyniki uzyskane w ramach teorii kwantowej powinny przechodzi�c w swojeklasyczne odpowiedniki. Rzeczywi�scie, warunek n�3 � 1 oznacza, �ze - �srednio rzecz bior ,ac - nie nast ,epujeprzekrywanie si ,e paczek falowych (N�3 � V ) poszczeg�olnych cz ,asteczek i wobec tego mo�zna je traktowa�cklasycznie.Wyznaczymy r�ownanie stanu gazu kwantowego. W tym celu ca lkujemy dNp po wszystkich dopuszczal-nych warto�sciach modu lu p ,edu :N = 4�gVh3 Z 10 p2exp(�(�p � �))� 1dp = 2 52�gV m 32h3 Z 10 � 12exp(�(� � �) � 1d� (11.83)W spos�ob analogiczny mo�zemy obliczy�c energi ,e wen ,etrzn ,a jako warto�s�c �sredni ,a ca lkowitej energii kine-tycznej : U = Z 10 �dN� = 2 52�gV m 32h3 Z 10 � 32exp(�(� � �) � 1d� (11.84)Z drugiej strony wykorzystuj ,ac wz�or pV = �
 = kBT ln� otrzymujemy w granicy du�zych obj ,eto�sciuk ladu �pV = �2 52�gV m 32h3 Z 10 � 12 ln(1� exp(��(� � �)))d� =23�(2 52�gV m 32h3 Z 10 � 32 (� exp(��(� � �)))� exp(��(��) + 1 d� =23� 2 52�gV m 32h3 Z 10 � 32exp(�(� � �)� 1d� (11.85)



102 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAPor�ownuj ,ac ze wzorem na energi ,e wewn ,etrzn ,a uzyskujemy :pV = 23U (11.86)czyli wz�or identyczny jak w przypadku klasycznego gazu doskona lego.Wyprowadzimy teraz wz�or okre�slaj ,acy ci�snienie gazu doskona lego bozon�ow i fermion�ow. W tym celumusimy znale�z�c jawn ,a posta�c ca lki wyst ,epuj ,acej we wzorze (11.83)I = Z 10 � 12exp(�(� � �))� 1d� (11.87)W pierwszym kroku dokonujemy przekszta lcenia do postaciI = 1�3=2 Z 10 z x 12exp(x)� z dx (11.88)W granicy z � 1 mo�zemy rozwin ,a�c wyra�zenie podca lkowe wzgl ,edem z w okolicy zera. Uzyskujemy wten spos�ob z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow kwadratuwych w zI � z(Z 10 x1=2 exp(�x)dx� Z 10 x1=2 exp(�2x)dx = z(�(32 )� zs�3=2�(32)) (11.89)Po podstawieniu do wzoru na N uzyskujemyN = V g�3 z(1 � z2� 32 ) (11.90)co mo�zemy zapisa�c jako n�3 = gz � gz223=2 (11.91)W oparciu o ten wz�or wyznaczymy posta�c aktywno�sci w funkcji n. Przyjmijmy, �ze z dok ladno�sci ,a dowyraz�ow kwadratowych w n mamy z = n�3g + �n2 + O(n3) (11.92)gdzie wsp�o lczynnik a nale�zy wyznaczy�c. Po podstawieniu do wzoru (11.91) uzyskujemy zwi ,azekn�3 = n�3 + �gn2 � n2�623=2g + O(n3) (11.93)sk ,ad � = � �623=2g2 + O(n) (11.94)co daje nast ,epuj ,ac ,a posta�c rozwini ,ecia wirialnego aktywno�sciz = n�3g � n2�6g223=2 + O(n3) (11.95)



11.6. PROMIENIOWANIE CIA LA DOSKONALE CZARNEGO 103Analogicznego rozwini ,ecia jak w (11.89) dokonamy w ca lce wyst ,epuj ,acej we wzorze (11.85) uzyskuj ,acI = Z 10 � 32exp(��)z�1 � 1d� = 1�5=2 z Z 10 x 32exp(x)� z dx =z� 52 (Z 10 x 32 exp(�x)dx� z Z 10 x 32 exp(�2x)dx+O(z2)) =z� 52 �(52)(1� z2 52 + O(z2)) (11.96)Podstawiaj ,ac posta�c aktywno�sci (11.92) uzyskujemy nast ,epuj ,acy wz�or na ci�snieniep = g��3 (n�3g )(1� n�3g2 32 )(1� n�3g2 52 ) (11.97)i ostatecznie p = nkBT (1� n�3g 12 52 ) + O(n3) (11.98)Oznacza to �ze w granicy n�3 � 1, w tych samych warunkach makroskopowych ci�snienie gazu fermion�owjest wi ,eksze od ci�snienia gazu bozon�ow, co jest zwi ,azane z istnieniem zakazu Pauliego.11.6 Promieniowanie cia la doskonale czarnegoPod poj ,eciem cia la doskonale czarnego rozumiemy cia lo, kt�orego wsp�o lczynnik absorpcji jest r�ownyjedno�sci dla ka�zdej d lugo�sci fali. Cho�c w przyrodzie nie wyst ,epuj ,a cia la doskonale czarne to dobrymprzybli�zeniem jest wn ,eka o �sciankach maj ,acych maksymalnie du�zy wsp�o lczynnik absorpcji posiadaj ,acaznikomo ma ly w stosunku do jej wielko�sci otw�or, kt�ory umo�zliwiaobserwacj ,e promieniowaniawype lniaj ,acegown ,ek ,e. �Scianki wn ,eki, pozostaj ,ace w temperaturze T , poch laniaj ,a padaj ,ace promieniowanie elektromag-netyczne, jak r�ownie�z je emituj ,a. Promieniowanie wype lniaj ,ace wn ,ek ,e mo�ze by�c traktowane jako gazfoton�ow. Ze wzgl ,edu na liniowo�s�c r�owna�n elektrodynamiki przy dodatkowym za lo�zeniu o s labym odd-zia lywaniu ze �sciankami wn ,eki (jest ono jednak niezb ,edne do zapewnienia stanu r�ownowagi) mo�zemyprzyj ,ac, i�z jest to gaz doskona ly. Na skutek tego oddzia lywania (absorpcji i emisji) liczba cz ,astek gazujest zmienna - musimy znale�z�c stan r�ownowagi przy ustalonych temperaturze T i obj ,eto�sci V . Wynikast ,ad �z ,adanie minimalizacji F przy ustalonych T i V( @F@N )T;V = 0 ) � = 0 (11.99)A zatem potencja l chemiczny gazu foton�ow wynosi zero. Pami ,etaj ,ac, �ze dowolna liczba foton�ow mo�zeobsadza�c stan jednocz ,asteczkowy l = (~k; �), gdzie ~k oznacza wektor falowy, za�s � - kierunek polaryzacji,dochodzimy do wniosku, �ze �srednia liczba foton�ow w danym stanie k dana jest wzorem Bosego-Einsteina< nl >= 1exp(��l))� 1 (11.100)gdzie zgodnie z warunkiem (11.99) potencja l chemiczny po lo�zyli�smy r�owny zeru. Uwzgl ,edniaj ,ac wz�or naenergi ,e fotonu �l = h�!l (11.101)



104 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAuzyskujemy tzw. rozk lad Plancka < nl >= 1exp(�h�!l))� 1 (11.102)Aby uzyska�c wz�or na �sredni ,a liczb ,e foton�ow we wn ,ece musimy dokona�c wysumowania po wszystkichmo�zliwych stanach jednocz ,astkowychXl f(�l) = X~k Xe f(�~k) = 2 �X~k f(�~k) (11.103)Dla du�zego uk ladu mo�zemy dokona�c przej�scia z sumowania na ca lkowanie. W ten spos�obXl f(�l) = 2 � V(2�)2 Z f(�~k)d~k (11.104)Poniewa�z energia zale�zy jedynie od modu lu wektora falowego� = h�� ! = h�� c � k (11.105)wi ,ec mo�zemy wykona�c ca lkowanie po k ,atach uzyskuj ,ac2 � V(2�)34� Z f(h�ck)k2dk = Vpi2 Z f(h�ck)k2dk (11.106)Przechodz ,ac nast ,epnie od wektora falowego do cz ,esto�sci otrzymujemy wz�or na �sredni ,a ilo�s�c foton�ow wprzedziale cz ,esto�sci ! do ! + d! : dN! = V�2c3 !2d!exp(�h�!) � 1 (11.107)Ca lkowit ,a liczb ,e foton�ow uzyskamy ca lkuj ,ac po wszystkich mo�zliwych warto�sciach cz ,esto�sciN = V�2c3 Z 10 !2exp(�h�!) � 1 =V (kBT )3�2c3h�3 Z 10 x2exp(x)� 1dx = V (kBT )3�2c3h�3 �(3)�(3) � 2; 4V (kBT )3�2c3h�3 (11.108)Wyst ,epuj ,aca w powy�zszym wzorze funkcja � nosi nazw ,e funkcji dzeta Riemanna i jest de�niowana dlare z > 0 za pomoc ,a ca lki lub szeregu�(z) = 1�(z) Z 10 tz�1exp(t)� 1dt = 1Xk=1 1k2 (11.109)Wymna�zaj ,ac wz�or (11.107) przez energi ,e fotonu uzyskujemy wz�or Plancka wyra�zaj ,acy widmow ,ag ,esto�s�c energii, tzn. ilo�s�c energii gazu foton�ow na przedzia l cz ,esto�sci d!.d�!d! = V h��2c3 !3exp(�h�!) � 1 (11.110)Wyznaczymy po lo�zenie maksimum tego rozk ladu. Warunek ekstremum ma posta�c0 = d�!d! = ( V h��2c3 !3exp(�h�!) � 1)0 =V h��2c3 3!2(exp(�h�!) � 1)� �h�!3 exp(�h�!)(exp(�h�!) � 1)2 (11.111)



11.6. PROMIENIOWANIE CIA LA DOSKONALE CZARNEGO 105Dwa rozwi ,azania s ,a widoczne od razu ! = 0 i ! = 1 lecz one nas nie interesuj ,a jako po lo�zenia minim�ow.Pierwsza pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny w punkcie !max spe lniaj ,acym warunek3(exp(�h�!max) � 1)� �h�!max exp(�h�!max) = 0 (11.112)3� �h�!max = 3 exp(��h�!) (11.113)Rozwi ,azanie numeryczne tego r�ownania daje zwi ,azek :!max = 2; 821 � kBTh� (11.114)co oznacza �ze cz ,asto�s�c promieniowania odpowiadaj ,acego maksimum g ,esto�sci widmowej energii ro�snieliniowo z temperatur ,a. Prawo to nosi nazw ,e prawa przesuni ,e�c Wiena.Rozpatrzymy dwa wa�zne przypadki graniczne rozk ladu Plancka� �h�! � 1 - jest to tzw. przypadek ma lych cz ,esto�sci. W tym przypadku wyst ,epuj ,ac ,a w licznikufunkcj ,e eksponencjaln ,a mo�zemy rozwin ,a�c w szereg Maclaurina z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow lin-iowych. Uzyskany wz�or d�!d! = V !2�2c3 kBT (11.115)kt�ory nosi nazw ,e wzoru Rayleigha-Jeansa. Odpowiada on statystyce klasycznej tj. na ka�zdy oscyla-cyjny stopie�n swobody przypada energia kBT . Prowadzi on jednak do tzw. katastrofy w nad�olecie.� �h�! � 1 - jest to tzw. przypadek du�zych cz ,esto�sci. W tym przypadku mo�zemy zaniedba�c jedynk ,ewyst ,epuj ,ac ,a w mianowniku uzyskuj ,ac tzw. wz�or Wienad�!d! = V h��2c3!3 exp(� h�!kBT ) (11.116)Wyznaczymy wielko�sci termodynamiczne dla gazu foton�ow. W tym celu musimy znale�z�c posta�cwielkiego potencja lu kanonicznego. 
 = 1�Xi ln(1� exp(��h�!i)) (11.117)Zamieniamy sum ,e po i na ca lk ,e analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru na widmow ,a g ,esto�s�c energii,po czym dokonujemy zamiany zmiennych x = h�! i sca lkowania przez cz ,e�sci
 = 1� V(2�)324�c3 Z 10 !2 ln(1� exp(��h�!))d! =V��2c3 Z 10 !2 ln(1� exp(��h�!))d! =V�2c3h�3�4 Z 10 x2 ln(1� exp(�x))dx = V3�2c3h�3�4 Z 10 x31� exp(�x)dx =V3�2c3h�3�4 �(4)�(4) = � V2�2c3h�3�4 6�490 = �43 �c V T 4 (11.118)gdzie zosta la wprowadzona sta la � � = �2k4B60h�3c2 = 5; 67 � 10�8 Wm2K4 (11.119)



106 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAnosz ,aca nazw ,e sta lej Stefana-Boltzmanna. Ze wzgl ,edu na warunek (11.99) wielki potencja l kanonicznyjest to�zsamy z energi ,a swobodn ,a HelmholtzaF = �43 �c V T 4 (11.120)Znaj ,ac potencja l mo�zemy wyznaczy�c wielko�sci termodynamiczne� S = �(@F@T )V = 163 �cV T 3� U = F + T � S = 4�c V T 4. Zale�zno�s�c energii wewn ,etrznej gazu foton�ow od czwartej pot ,egi temper-atury nosi nazw ,e prawa Boltzmanna.� CV = (@U@T )V = 16�cV T 3� p = �( @F@V )T = 43 �cT 4 = 13 UV Widzimy, �ze w przypadku gazu (bezmasowych) foton�ow zwi ,azekiloczynu pV z energi ,a wewn ,etrzn ,a jest podobny jak dla cz ,asteczek masowych; r�o�znica we wsp�o�czynnikachwyst ,epuj ,acych w tych wzorach (odpowiednio 13 i 23) odzwierciedla r�o�zne zale�zno�sci energii cz ,asteczekod jej p ,edu (odpowiednio � � p i � � p2).11.7 Doskona ly gaz fermion�ow w niskich temperaturachObecnie rozwa�zymy w lasno�sci doskona lego gazu fermion�ow w niskich temperaturach. Wa�znym przyk lademtakiego uk ladu jest gaz elektron�ow w metalu, w przybli�zeniu w kt�orym zaniedbujemy ich wzajemne odd-zia lywanie a tak�ze oddzia lywanie z jonami znajduj ,acymi si ,e w w ,ez lach sieci.Na pocz ,atek rozwa�zmy temperatur ,e zera bezwzgl ,ednego. W takim gazie elektrony b ,ed ,a roz lo�zonew r�o�znych stanach kwantowych w taki spos�ob, by ca lkowita energia gazu mia la warto�s�c minimaln ,a. Wka�zdym stanie kwantowym mo�ze znajdowa�c si ,e nie wi ,ecej ni�z jeden elektron - elektrony wype lniaj ,a wi ,ecwszystkie poziomy energii liczone od najni�zszej energii do pewnej najwi ,ekszej.Ruch post ,epowy elektronu traktujemy quasi-klasycznie. Ilo�s�c stan�ow kwantowych ruchu post ,epowegoelektronu o module p ,edu zawartym mi ,edzy p i dp wynosidNp = 4�V p2dph3 (11.121)Ca lkowit ,a liczb ,e elektron�ow znajdziemy ca lkuj ,ac po p ,edach od 0 do warto�sci p0 odpowiadaj ,acej energiinajwy�zszego obsadzonego stanu N = 4�gVh3 Z p00 p2dp = 4�V g3h3 p30 (11.122)Mo�zemy st ,ad wyznaczy�c p ,ed graniczny : p0 = ( 34�g NV )1=3h (11.123)i graniczn ,a energi ,e �0 = p202m = ( 34�g NV )2=3 h22m (11.124)Zauwa�zmy �ze je�sli �0 oznacza graniczn ,a warto�s�c potencja lu chemicznego w T = 0, tolimT!0 < nk >= limT!0 1exp(�(�k � �)) + 1 = (1 dla �k < �00 dla �k > �0 (11.125)



11.7. DOSKONA LY GAZ FERMION �OW W NISKICH TEMPERATURACH 107Oznacza to, _ze potencja l chemiczny gazu fermion�ow w temperaturze zera bezwzgl ,ednego jest r�ownygranicznej warto�sci energii elektronu �0. Warto�s�c t ,e nazywa si ,e umownie energi ,a Fermiego lub poziomemFermiego.Po pomno_zeniu (11.121) przez energi ,e elektronu i wyca lkowaniu po wszystkich dopuszczalnych warto�sciachmodu lu p ,edu otrzymujemy energi ,e wewn ,etrzn ,a w T = 0.U = 2�gVh3m Z p00 p4dp = 25 �gVmh3 p50 = 35N�0 (11.126)Ci�snienia gazu fermion�ow znajdziemy korzystaj ,ac w T = 0 ze wzoru (11.86). Wtedyp = 25NV �0 = 15( 34�g )2=3(NV )5=3h2m (11.127)Oznacza to �ze ci�snienie gazu Fermiego-Diraca w temperaturze zera bezwzgl ,ednego jest r�o�zne od zera (wzwi ,azku z zakazem Pauliego) i proporcjonalne do g ,esto�sci gazu w pot ,edze 53 .Obecnie przeanalizujemy energi ,e wewn ,etrzn ,a uk ladu fermion�ow w temperaturach wi ,ekszych od zerabezwzgl ,ednego, jednak na tyle ma lych by kBT � �0 (11.128)Po podstawieniu wyra�zenia na energi ,e Fermiego uzyskujemyNV ( h2kBTm ) 32 � 1 (11.129)Jest to warunek przeciwny do warunku stosowalno�sci statystyki Maxwella- Boltzmanna. Przypadek tennazywamy przypadkiem silnej degeneracji. Temperatur ,e T0 tak ,a �zekBT = �0 (11.130)nazywamy temperatur ,a zwyrodnienia.Chcemy wyznaczy�c ca lkowit ,a energi ,e uk laduU = 25=2gV �m3=2h3 Z 10 �3=2exp(�(� � �)) + 1d� (11.131)W tym celu zajmiemy si ,e analiz ,a bardziej og�olnej ca lkiI = Z 10 f(�)exp(�(� � �)) + 1dE (11.132)pami ,etaj ,ac, �ze w przypadku obliczania energii wewn ,etrznej f(�) = � 32 , za�s w przypadku obliczania �sredniejliczby cz ,asteczek f(�) = � 12 . Dokonujemy podstawienia � = kBTx+ � uzyskuj ,ac :I = Z 1��� f(� + kBTx)exp(x) + 1 kBTdx =kBT (Z 0��� f(� + kBTx)exp(x) + 1 dx+ Z 10 f(� + kBTx)exp(x) + 1 dx =kBT (Z ��0 f(� � kBTx)exp(�x) + 1 dx+ Z 10 f(� + kBTx)exp(x) + 1 dx (11.133)



108 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNAFunkcj ,e podca lkow ,a w pierwszej ca lce przekszta lcamy wg wzoru1exp(�x) + 1 = 1� 1exp(x) + 1 (11.134)uzyskuj ,acI = kBT (Z ��0 f(� � kBTx)dx� Z ��0 f(� � kBTx)exp(x) + 1 dx+ Z 10 f(� + kBTx)exp(x) + 1 dx) (11.135)W pierwszej ca lce dokonujemy zamiany zmiennych y = � � kBTx, natomiast sum ,e dw�och pozosta lychca lek rozwijamy w szereg Taylora w pot ,egach kBT� . Wobec (11.128) mo�zemy poprzesta�c na kilku pier-wszych wyrazach, np. dw�och :I � (Z �0 f(y)dy + 2(kBT )2f 0(�) Z 10 xexp(x) + 1dx+ 13(kBT )4f 000(�) Z 10 x3exp(x) + 1dx (11.136)Widzimy, �ze aby obliczy�c wsp�o lczynniki rozwini ,ecia musimy znale�z�c jawny wzor na ca lk ,eIpom = Z 10 xt�1exp(x) + 1dx = Z 10 xt�1 exp(�x)1 + exp(�x)dx (11.137)Licznik funkcji podca lkowej rozpisujemy jako sum ,e szeregu geometrycznegoIpom = Z 10 xt�1 exp(�x) 1Xk=0(�1)n exp(�nx)dx =1Xk=0(�1)n Z 10 xt�1 exp(�(n + 1)x)dx = 1Xl=1(�1)l�1 Z 10 xt�1 exp(�lx)dx (11.138)Dokonujemy zamiany zmiennych y = l � xIpom = 1Xl=1(�1)l�1 1lt Z 10 yt�1 exp(�y)dy (11.139)Wyst ,epuj ,aca we wzorze ca lka jest r�owna z de�nicji funkcji gamma Eulera. Przekszta lcamy szeregIpom = �(t) 1Xl=1 (�1)l�1lt =�(t) 1Xl=1( 1lt � 2(2l)t ) = �(t) 1Xl=1( 1lt � 22t 1lt ) =�(t)(1 � 21�t) 1Xl=1 1lt (11.140)Szereg jest rozwini ,eciem funkcji dzeta Riemanna od argumentu t wi ,ec ostatecznieIpom = (1� 21�t)�(t)�(t) (11.141)Wyprowadzony wz�or pozwala nam znale�z�c jawn ,a posta�c wzoru (11.136)I = kBT (Z �0 f(y)dy + (kBT )2f 0(�)�(2)�(2) + 724(kBT )4f 000(�)�(4)�(4) (11.142)



11.7. DOSKONA LY GAZ FERMION �OW W NISKICH TEMPERATURACH 109Dla energii wewn ,etrznej uzyskujemy z dok ladno�sci ,a do drugiego wyrazu rozwini ,eciaU � 25=2�gV m3=2h3 25�5=2(1 + 154 (kBT� )2�(2) =25 �gVmh3 (2m�)5=2(1 + 5�28 (kBT� )2) (11.143)Wyznaczymy teraz rozwini ,ecie wirialne dla UN . W tym celu wykorzystamy wz�or na N :N = 4�gV3h3 (2m�)3=2(1 + �28 (kBT� )2 + : : : ) (11.144)Dziel ,ac obustronnie przez wz�or (11.122) uzyskujemy1 = ( ��0 )3=2(1 + �28 + : : : ) (11.145)co mo�zemy zapisa�c w postaci r�ownowa�znej(kBT� )3=2 = (kBT�0 )3=2(1 + �28 (kBT� )2 + : : : ) (11.146)Poszukamy kBT� w postaci rozwini ,ecia wzgl ,edem kBT�0kBT� = kBT�0 (1 + a(kBT�0 ) + b(kBT�0 )2 + : : : ) (11.147)Wsp�o lczynniki a i b wyznaczymy podstawiaj ,ac do wzoru (11.146)(kBT�0 )3=2(1 + a(kBT�0 ) + b(kBT�0 )2 + : : : )3=2 = (kBT�0 )3=2(1 + �28 (kBT�0 )2 + : : : ) (11.148)Wida�c zatem, �ze a = 0, b = �212 i st ,ad wykorzystuj ,ac otrzymane rozwini ,ecie kbT� oraz wzory (11.143) i(11.144) uzyskujemy z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow kwadratowych w kBT�0UN = 35�1 + 5�28 (kBT� )21 + �28 (kBT� )2 �35�0(1 + �212 (kBT�0 )2)�1 1 + 5�28 (kBT�0 )21 + �28 (kBT�0 )2 �35�0(1 + 512�2(kBT�0 )2 (11.149)A zatem w granicy niskich temperatur ciep lo w la�sciwe na jedn ,a cz ,asteczk ,e jest liniow ,a funkcj ,a tem-peratury. Warto w tym miejscu przypomnie�c sobie, �ze model Debye'a ciep la w la�sciwego cia la sta lego,pochodz ,acego wy l ,acznie od drga�n sieci krystalicznej daje cv;kryst � T 3. W odpowiednio niskich temperat-urach wk lad do ciep la w la�sciwego pochodz ,acy od elektron�ow dominuje nad wk ladem do ciep la w la�sciwegopochodz ,acym od drga�n sieci.



110 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNA11.8 Kondensacja Bosego-EinsteinaZbadamy w lasno�sci gazu bozon�ow w niskich temperaturach. Poniewa�z dla bozon�ow nie obowi ,azuje zakazPauliego mo�zemy si ,e spodziewa�c, �ze w niskich temperaturach b ,ed ,a obsadza ly stan o najni�zszej energii.Aby przeanalizowa�c ten problem przypomnijmy sobie na pocz ,atek wielokrotnie ju�z stosowany wz�or(11.83) na �sredni ,a liczb ,e cz ,asteczek w uk ladzie o obj ,eto�sci V , potencjale chemicznym � i temperaturzeT . N = 25=2�gV m3=2�3=2h3 Z 10 x 12exp(x� ��) � 1dx (11.150)Z postaci tego wzoru wynika, �ze� dla �!�1, N ! 0� dla � = 0 N (T; � = 0; V ) = 25=2�gV m3=2�3=2h3 ppi2 �(32) (11.151)Oznacza to, �ze najwi ,eksza liczba bozon�ow, jaka mo�ze si ,e pomie�sci�c w naczyniu o obj ,eto�sci V jestsko�nczona i proporcjonalna do T 32 . W szczeg�olno�sci dla T d ,a�z ,acego do zera liczba bozon�ow wynosizero, co jest sprzeczne z faktem, �ze ka�zdy stan mo�ze by�c obsadzony przez ich dowoln ,a liczb ,e. Gdziewi ,ec pope lnili�smy b l ,ad ?Jak pami ,etamy wz�or okre�slaj ,acy �sredni ,a liczb ,e cz ,asteczek uzyskali�smy w wyniku przej�scia od sumowa-nia do ca lkowania. Pierwszy wyraz sumy (tj. odpowiadaj ,acy �k = 0) mno�zymy w granicy ci ,ag lej przez� 12 , co prowadzi do usuni ,ecia go z sumy, podczas gdy w odr�o�znieniu od wszystkich pozosta lych w granicy�! 0 ma on warto�s�c niesko�nczon ,a. Z �zycznego punktu widzenia jest to zwi ,azane z faktem, �ze w miar ,eobni�zania temperatury bozony b ,ed ,a d ,a�zy�c do obsadzenia stanu o najni�zszej energii. Prowadzi to dokonieczno�sci wydzielenia pierwszego wyrazu z sumyN =Xk 1exp(�(� � �)) � 1 =gexp(���) � 1 + Xk�k 6=0 1exp(�(� � �))� 1 =gexp(���) � 1 + 2 52�gm 32h3 Z 10 � 12exp(�(� � �)) � 1d� (11.152)Wyznaczymy teraz warto�s�c ca lki wyst ,epuj ,acej w powy�zszym wzorze. W tym celu dokonujemy zamiany



11.8. KONDENSACJA BOSEGO-EINSTEINA 111zmiennej x = �� a nast ,epnie rozwijamy funkcj ,e podca lkow ,a w szeregI = Z 10 � 12exp(�(� � �)) � 1d� =1� 32 Z 10 x 12 zexp(x)(1� exp(�x)z)dx =1� 32 Z 10 1Xn=0x 12 exp(�x)zn+1 exp(�nx)dx =1� 32 Z 10 1Xn=0x 12 zn+1 exp(�(n + 1)x)dx =1� 32 Z 10 1Xn=1x 12 zn exp(�nx)dx (11.153)Dokonujemy zamiany zmiennych y = n � x, po czym zmieniamy kolejno�s�c sumowania i ca lkowaniaI = 1� 32 1Xn=1Z 10 y 12 zn exp(�y)n� 32 dy =1� 32 �(32) 1Xn=1 znn 32 (11.154)Wprowadzamy oznaczenie gt(z) = 1Xn=1 znnt (11.155)co pozwala nam zapisa�c I = 1� 32 �(32)g 32 (z) (11.156)Ostatecznie �srednia g ,esto�s�c cz ,asteczek wyra�za si ,e wzorem�3g n = �3V z1� z + g 32 (z) (11.157)Wz�or powy_zszy pozwala wyznaczy�c aktywno�s�c z jako funkcj ,e temperatury, obj ,eto�sci i liczby moli.Poniewa�z r�ownanie jest przest ,epne musimy zastosowa�c przybli�zone metody oblicze�n. Z w lasno�sci funkcjigt wynika g 32 (1) = �(32) � 2; 612 (11.158)W zale�zno�sci od warto�sci n�3g uzyskujemy� dla n�3g < 2; 612 z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow rz ,edu �3Vn�3g = g 32 (z) (11.159)czyli z = g�132 (n�3g ) (11.160)



112 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNA� dla n�3g > 2; 612, przyjmuj ,ac z = 1� a�3V + : : : (11.161)uzyskujemy n�3g = �3V 1� a�3Va�3V + g 32 �1� a�3V � (11.162)Wyznaczamy st ,ad parametr a : a = 1n�3g � g 32 (1) (11.163)Aktywno�s�c wyra�za si ,e wi ,ec wzoremz = 8<:g�132 (n�3g ) dla T > T01� 1n�3g �g 32 (1) �3V dla T < T0 (11.164)gdzie graniczn ,a temperatr ,e wyznaczamy z warunkun�30g = g 32 (1) (11.165)Zwr�o�cmy uwag ,e, _ze w granicy termodynamicznej z = 1 dla T < T0, co jest r�ownowa_zne � = 0.Uzyskane wyniki u�zyjemy do wyznaczenia �sredniej liczby cz ,astek obsadzaj ,acych podstawowy poziomenergetycznego. Dla T < T0 < n0 >= g1� a�3Va�3V = g� Va�3 � 1� � gVa (11.166)Podstawiamy zwi ,azek (11.163)< n0 >= V g�3 (n�3g � g 32 (1)) = N  1� � TT0� 32! (11.167)Zarazem liczba cz ,asteczek N1(T ) obsadzaj ,acych stany wzbudzone wynosiN1(T ) = N� < n0 >= N � TT0� 32 (11.168)W temperaturze T0 �srednio wszystkie cz ,asteczki obsadzaj ,a stany wzbudzone. Zjawisko obsadzania stanupodstawowego przez makroskopow ,a liczb ,e cz ,asteczek w T < T0 nosi nazw ,e kondensacji Bosego-Einsteina.Nale�zy pami ,eta�c, i�z jest to kondensacja w przestrzeni p ,ed�ow, a nie po lo�ze�n.Analogiczny b l ,ad jak przy obliczaniu �sredniej liczby cz ,asteczek w uk ladzie pope lnili�smy wyznaczaj ,acpotencja l wielki kanoniczny. Stosuj ,ac rozwa�zania analogiczne jak w przypadku liczby cz ,astek uzyskujemy��3g p = ��3V ln(1� z) + g 52 (z) (11.169)



11.9. TRZECIA ZASADA TERMODYNAMIKI 113Podstawiaj ,ac wyznaczon ,a posta�c aktywno�sci uzyskujemy zale�zno�s�cp = p(n; T ) (11.170)Energia wewn ,etrzna na jedn ,a cz ,asteczk ,e w granicy termodynamicznej dana jest wzoremUN = ( 32kBT gn�3 g 52 (1) dla T < T032kBT gn�3 g 52 (z) dla T > T0 (11.171)Z kolei ciep lo w la�sciwe cV = 8<:154 kB gn�3 g 52 (1) dla T < T0154 kB gn�3 g 52 (z)� 94kB g 32 (z)g 12 (z) dla T > T0 (11.172)Zauwa�zmy, �ze w T = T0 cV jest ci ,ag le, oraz �ze jego pochodna po temperaturze w tym punkcie doz-naje skoku. Oznacza to, �ze mamy do czynienia z przemian ,a fazow ,a trzeciego rodzaju wg klasy�kacjiEhrenfesta.11.9 Trzecia zasada termodynamikiTrzecia zasada termodynamiki g losi, �ze entropia uk ladu zamkni ,etego posiada t ,e sam ,a sko�nczon ,a warto�s�cdla wszystkich stan�ow o T = 0. Matematycznie mo�zemy to wyrazi�c jakolimT!0S(T; x) = S0 S0 nie zale�zy od x) (11.173)Poniewa�z trzecia zasada termodynamiki dotyczy w lasno�sci uk lad�ow w granicy niskich temperatur, towi ,a�ze si ,e ona z kwantow ,a natur ,a uk lad�ow. Rozwa�zmy wi ,ec N - cz ,asteczkowy uk lad kwantowy znajduj ,acysi ,e w niskiej, lecz r�o_znej od zera, temperaturze. Za l�o�zmy, �ze w widmie energii (stan podstawowy E0 = 0)pierwszy stan wzbudzony posiada energi ,e E1 = �. Kanoniczna suma statystyczna wyra�za si ,e wi ,ecwzorem Q =Xi exp(��Ei) = g0 + g1 exp(���) (11.174)gdzie, w granicy niskich temperatur, pomin ,eli�smy wk lady od stan�ow, kt�orym odpowiadaj ,a energie wy_zszeod �, g0 oznacza degeneracj ,e stanu podstawowego (N - cz ,asteczkowego), za�s g1 - degeneracj ,e pierwszegostanu wzbudzonego. Prowadzi to do nast ,epuj ,acego wzoru na energi ,e swobodn ,a HelmholtzaF = �kBT lnQ =� kBT ln(g0 + g1 exp(���)) = �kBT (ln g0 + ln(1 + g1g0 exp(���)) �� kBT (lng0 + g1g0 exp(���)) (11.175)oraz na entropi ,e w niskich temperaturachS = �@F@T �kB ln�g0 + g1 exp�� �kBT ��+ kBT exp(� �kBT )g0 + g1 exp(� �kBT )g1 �kBT �kB(ln g0 + g1g0 exp(� �kBT ) + g1g0 �kBT (1� g1g0 exp(� �kBT )) exp(� �kBT )) �kB �lng0 + g1g0 exp(� �kBT )(1 + �kBT )� (11.176)



114 ROZDZIA L 11. KWANTOWA MECHANIKA STATYSTYCZNASt ,ad limT!0S(T ) = kB lng0 = S0 (11.177)a wi ,ec uzyskali�smy na gruncie mikroskopowym potwierdzenie trzeciej zasady termodynamiki. Zauwa�zmy,�ze w szczeg�olno�sci gdy poziom podstawowy jest niezdegenerowany (g0 = 1) toS(T = 0) = 0 (11.178)



Rozdzia l 12Model Isinga12.1 De�nicjaModel Isinga - jeden z najpopularniejszych modeli �zyki statystycznej - zaproponowany zosta l w celumikroskopowej analizy zjawiska ferromagetyzmu. Jego zasadniczym elementem jest pojawienie si ,e spon-tanicznego namagnesowania w temperaturach ni�zszych od tzw. temperatury Curie.W modelu Isinga rozpatrujemy uk lad moment�owmagnetycznych (zwanych umownie spinami) ulokowanychw w ,ez lach d-wymiarowej (d = 1; 2; 3; : : :) sieci krystalicznej. Ka�zdemu w ,ez lowi sieci przypisana jest zmi-enna spinowa si mog ,aca przybiera�c jedn ,a z dwu warto�scisi = +1 _ si = �1 (12.1)W pierwszym przypadku m�owimy, �ze i-ty spin jest skierowany do g�ory, a w drugim przypadku - w d�o l.Zbi�or liczb fsigNi=1 okre�sla mikroskopowy stan uk ladu.W modelu Isinga zak ladamy, �ze energia kon�guracji fsig dana jest nast ,epuj ,acym wzoremE(fsig) = H(fsig) = �X(i;j)Jijsisj �H � NXi=1 si (12.2)gdzie symbolP(i;j) oznacza sumowanie po parach s ,asiad�ow (oddzia lywanie dwucia lowe), za�s sta la Jij nosinazw ,e ca lki wymiany (nazwa ta wywodzi si ,e z faktu, i�z w mechanice kwantowej mo�ze by�c ona obliczonajako ca lka symbolizuj ,aca przekrywanie si ,e orbitali poszczeg�olnych atom�ow obdarzonych spinem).Pierwszy sk ladnik wzoru (12.2) odpowiada za oddzia lywanie wzajemne spin�ow, drugi - oddzia lywanieposzczeg�olnych spin�ow z zewn ,etrznym polem magnetycznym.W modelu Isinga najcz ,e�sciej zak lada si ,e, �ze wzajemne oddzia lywanie wyst ,epuje jedynie pomi ,edzyparami najbli�zszych s ,asiad�ow na sieci oraz, �ze sta la Jij jest taka sama dla wszystkich par najbli�zszychs ,asiad�ow Jij = J .W przypadku, gdy J > 0 mamy do czynienia z ferromagnetykiem, dodatnie J faworyzuje podwzgl ,edem energetycznym r�ownoleg le ustawienie spin�ow. Gdy J < 0 - mamy do czynienia z antyfer-romagnetykiem.Poni�zej b ,edziemy rozwa�za�c jednowymiarowy model Isinga, tj. uk lad N spin�ow znajduj ,acych si ,ew w ,ez lach  la�ncucha. Sum ,e kanoniczn ,a dla zadanego uk ladu wyznaczymy dokonuj ,ac wysumowania powszystkich dopuszczalnych po lo�zeniach spin�ow :Z(T;H;N ) = Xfsig exp(� � J N�1Xi=1 sisi+1 + � �H � NXi=1 si) (12.3)115



116 ROZDZIA L 12. MODEL ISINGAZauwa�zmy brak czynnika N ! w sumie statystycznej - jest to zwi ,azane z ustalon ,a lokalizacj ,a spin�ow.Wz�or (12.3), w kt�orym sumujemy tak�ze po spinach znajduj ,acych si ,e na kra�ncach  la�ncucha odpowiadatzw. swobodnym warunkom brzegowym : brzegowe spiny mog ,a przyjmowa�c takie same warto�sci jak spinywe wn ,etrzu  la�ncucha. Inny rodzaj warunk�ow brzegowych, to przypadek gdy warto�sci spin�ow brzegowychs ,a zamro�zone, np. s1 = �sN = 1 (12.4)lub s1 = sN = 1 (12.5)Moment magnetyczny uk ladu de�niujemy jako :M =< NXi=1 si >= kB � T @@H lnZ(T;H;N ) (12.6)Z drugiej strony mamy termodynamiczn ,a zale�zno�s�cM = �( @G@H )T (12.7)gdzie G stanowi magnetyczn ,a energi ,e swobodn ,a Gibbsa, tj. potencja l stanowi ,acy transformat ,e Legendre'aenergii wewn ,etrznej magnetyka U (S;M;N ) wzgl ,edem entropii i momentu magnetycznegoG = U � T � S �M �H (12.8)R�o�zniczka magnetycznego potencja lu Gibbsa wyra�za si ,e jako :dG = �S � dT �M � dH (12.9)Z por�ownania wzor�ow (12.6) i (12.7) wida�c w szczeg�olno�sci, �ze�kB � T � lnZ(T;H;N ) = G(T;H;N ) (12.10)Obliczymy na pocz ,atek sum ,e statystyczn ,a w przypadku, gdy J = 0, a na spiny s ,a na lo�zone swobodnewarunki brzegowe. W�owczas hamiltonianH(fsig) = �H � NXi=1 si (12.11)Wtedy suma statystyczna ma posta�cZ(T;H;N ) = Xfsig exp(� �H � NXi=1 si) = Xfsig NYi=1 exp(� �H � si) =( Xs=�1 exp(� �H � s))N = (exp(� �H) + exp(�� �H))N =(2 � cosh(�H))N (12.12)a �srednia warto�s�c k-tego spinu wynosi< sk > = Pfsig sk exp(� �H �PNj=1 sj)Pfsig exp(� �H �PNj=1 sj) =exp(� �H)� exp(�� �H)exp(� �H) + exp(�� �H) = tgh(� �H) (12.13)



12.2. W LASNO�SCI JEDNOWYMIAROWEGO MODELU ISINGA 117Moment magnetyczny uk ladu wynosi :M = kB � T � @ lnZ(T;H;N )@H = N � tgh(� �H) (12.14)Magnetyzacj ,e de�niujemy jako stosunek momentu magnetycznego uk ladu do liczby spin�ow tworz ,acychuk lad. Dla uk ladu nieoddzia lywuj ,acych spin�ow uzyskujemym = MN = tgh(� �H) (12.15)Zauwa�zmy, �ze dla T > 0 mamy : m(T;H = 0) = 0 (12.16)co oznacza, i�z w uk ladzie swobodnych spin�ow nie wyst ,epuje spontaniczna magnetyzacja. Wynik ten jestprawdziwy dla dowolnego wymiaru uk ladu d.12.2 W lasno�sci jednowymiarowego modelu IsingaRozwa�zymy teraz jednowymiarowy model Isinga. Aby wyznaczy�c termodynamiczne w lasno�sci uk ladumusimy znale�z�c jawn ,a posta�c sumy statystycznej. Za l�o�zmy chwilowo, �ze nie wyst ,epuje zewn ,etrzne polemagnetyczne (tzn. H = 0). Hamiltonian uk ladu wyra�za si ,e w�owczas :H(fsig) = �J � N�1Xi=1 sisi+1 (12.17)co prowadzi do nast ,epuj ,acego wzoru na sum ,e statystyczn ,aZ(T;H = 0; N ) = Xfsig exp(� � J � N�1Xi=1 sisi+1) (12.18)Przyjmijmy oznaczenie pomocniczne K = � � J (12.19)co pozwala nam zapisa�cXsi exp(K � N�1Xi=1 sisi+1) =Xs1 : : : XsN�1X sN exp(K � N�2Xi=1 sisi+1) exp(K � sN�1sN ) =Xs1 : : :XsN�1 exp(K � N�2Xi=1 sisi+1)XsN exp(K � sN�1sN ) =Xs1 : : : XsN�1 exp(K � N�2Xi=1 sisi+1) � 2 � cosh(K � sN�1) (12.20)



118 ROZDZIA L 12. MODEL ISINGAZauwa�zmy jednak, �ze wobec parzysto�sci cosinusa hiperbolicznego ostatni cz lon wzoru jest w rzeczywisto�sciniezale�zny od sN�1. Uzyskujemy dzi ,eki temu prosty wz�or rekurencyjnyZ(T;H = 0; N ) = 2 � coshK � Z(T;H = 0; N � 1) (12.21)Ze wzgl ,edu na spos�ob jego wyprowadzenia obowi ,azuje on dla N > 2. Sum ,e statystyczn ,a dla uk ladudwuspinowego musimy obliczy�c oddzielnie.Z(T;H = 0; 2) = Xs1 Xs2 exp(K � (s1 + s2)) = 2 �Xs1 cosh(K � s1) = 4 cosh(K) (12.22)Opieraj ,ac si ,e na wzorach (12.21) i (12.22) mo�zemy zapisa�c jawny wz�or na sum ,e statystyczn ,a :Z(T;H = 0; N ) = 2 � (2 � cosh(K))N�1 (12.23)Bezpo�srednio uzyskujemy st ,ad energi ,e swobodn ,a GibbsaG(T;H = 0; N ) = � 1� (ln 2 + (N � 1) ln(2 coshK)) (12.24)co w granicy termodynamicznej dajeg(T;H = 0) = lim1 G(T;H;N )N = � 1� ln(2 coshK) (12.25)Dla dodatnich warto�sci temperatury jest to analityczna funkcja temperatury, co oznacza, �ze w uk ladzienie wyst ,epuje przemiana fazowa.Na uk lad, kt�ory rozwa�zali�smy powy�zej nie by ly na lo�zone �zadne warunki dotycz ,ace ustawienia spin�ow- mieli�smy tzw. swobodne warunki brzegowe.Rozwa�zymy teraz uk lad o periodycznych warunkach brzegowych, tzn. uk lad spin�ow umieszczonychna okr ,egu tak, �ze sN+1 = s1 (12.26)Jest to post ,epowanie do�s�c cz ,este w r�o�znych dzia lach �zyki - uzyskujemy bowiem w ten spos�ob uk ladsko�nczony nie posiadaj ,acy brzegu. Zgodnie z przyj ,etym warunkiem sum ,e statystyczn ,a mo�zemy zapisa�cw postaci : Z(T;H;N ) = Xfsig exp(K � NXi=1 sisi+1 +B � NXi=1 si (12.27)gdzie B = �H.Jawn ,a posta�c sumy statystycznej wyznaczymy metod ,a macierzy przej�scia. Jak zobaczymy obecno�s�czewn ,etrznego pola magnetycznego nie b ,edzie stanowi la tu znacznego utrudnienia. NiechL(si; si+1) = exp(K � sisi+1 + B2 (si + si+1)) (12.28)W�owczas sum ,e statystyczn ,a mo�zemy zapisa�c w postaciZ(T;H;N ) = Xs1 : : :XsN L(s1; s2) � L(s2; s3) : : :L(sN�1; sN ) � L(sN ; s1) (12.29)



12.2. W LASNO�SCI JEDNOWYMIAROWEGO MODELU ISINGA 119Zauwa�zmy, i�z jest to iloczyn macierzy L o elementach :L = � L(1; 1) L(+1;�1)L(�1; 1) L(�1;�1)� = �exp(K +B) exp(�K)exp(�K) exp(K � B)� (12.30)Uzyskujemy w ten spos�ob : Z(T;H;N ) = Xs1 (LN )s1;s1 = Tr(LN ) (12.31)Macierz L jest symetryczna; mo�zna j ,a sprowadzi�c do postaci diagonalnej. �Slad tej macierzy mo�zemy wi ,ecwyznaczy�c jako sum ,e jej warto�sci w lasnych.Tr(LN ) =X� �� (12.32)Poniewa�z warto�s�c w lasna N -tej pot ,egi macierzy diagonalnej �� jest r�owna N -tej pot ,edze warto�sci w lasnejmacierzy wyj�sciowej tj. �� = �N� (12.33)wi ,ec otrzymujemy Z(T;H;N ) = �N1 + �N2 (12.34)Wyznaczymy warto�sci w lasne macierzy L z r�ownana wiekowego :����exp(K +B) � � exp(�K)exp(�K) exp(K �B) � ����� = 0 (12.35)co prowadzi do r�ownania kwadratowego na ���2 � 2 � � exp(K) cosh(B) + 2 � sinh(2K) = 0 (12.36)o rozwi ,azaniu �12 = exp(K) cosh(B) �qexp(2K) sinh2B + exp(�2K) (12.37)Zauwa�zmy : �2�1 < 1 (12.38)Wyznaczamy teraz energi ,e swobodn ,a w granicy termodynamicznej :g = � 1� lim1 lnZ(T;H;N )N = � 1� lim1 ln(�N1 + �N2N ) =� 1� lim1 ln(�1 � (1 + (�2�1 )N )N = � 1� lim1 (ln(�1) + ln(1 + (�2�1 )N )N ) (12.39)Poniewa�z przy N ! 1 stosunek (�2�1 )N d ,a�zy do zera, wi ,ec zgodnie z w lasno�sciami logarytmu drugisk ladnik pod znakiem granicy musi znika�c. St ,ad :g(T;H) = � 1� ln�1 = � 1� ln(exp(K) cosh(B) +qexp(2K) sinh2B + exp(�2K)) (12.40)



120 ROZDZIA L 12. MODEL ISINGAW przypadku H = 0 uzyskujemy : g(T;H = 0) = � 1� ln(2 coshK) (12.41)a wi ,ec identyczny wynik jak dla swobodnych warunk�ow brzegowych. Wyra�za to intuicyjn ,a w lasno�s�c, i�z wgranicy termodynamicznej w lasno�sci uk ladu nie powinny zale�ze�c od na lo�zonych warunk�ow brzegowych.Wyznaczymy teraz wielko�sci termodynamiczne dla modelu Isinga w przypadku bez przy lo�zonego polazewn ,etrznego. Rozpoczniemy od energii wewn ,etrznej uk ladu :U (T;H = 0; N ) = � @@� lnZ(T;H = 0; N ) (12.42)Wykorzystamy zale�zno�s�c @@� = @K@� @@K = J @@K (12.43)St ,ad : U (T ;H = 0; N ) = �J @@K ((2 coshK)N + (2 sinhK)N ) =� J N (2 coshK)N�12 sinhK +N (2 sinhK)N�12 coshK(2 coshK)N + (2 sinhK)N =� N � J � (2 coshK)N tghK + (2 sinhK)N ctgK(2 coshK)N + (2 sinhK)N =� N � J � tghK + ctgK(tghK)N1 + (tghK)N = �N � J � tghK + (tghK)N�11 + (tghK)N =� N � J � tghK 1 + (tghK)N�21 + (tghK)N (12.44)W granicy termodynamicznej wobec faktu j tghK j< 1 :u(T;H = 0) = �J tghK (12.45)Wyznaczamy entropi ,e :S(T ;H = 0; N ) = �(@G@T )H=0;N =� @@T (�kB � T ln((2 coshK)N + (2 sinhK)N )) =kB � ln((2 coshK)N + (2 sinhK)N )) + kB � T @@T (ln((2 coshK)N + (2 sinhK)N )) (12.46)Zast ,epujemy r�o�zniczkowanie po T r�o�zniczkowaniem po K@@T = @K@T @@K = @@T ( JkBT ) @@K = � JkBT 2 @@K = �KT @@K (12.47)co prowadzi do wzoru S(T ;H = 0; N ) = kB � ln((2 coshK)N + (2 sinhK)N )) +� kB � T � KT @@K (ln((2 coshK)N + (2 sinhK)N )) (12.48)



12.2. W LASNO�SCI JEDNOWYMIAROWEGO MODELU ISINGA 121Prowadz ,ac dalszy rachunek analogicznie jak w przypadku energii wewn ,etrznej uzyskujemy :S(T ;H = 0; N ) =N � kB �ln(2 coshK) + 1N ln �1 + (tghK)N ��K tghK � 1 + (tghK)N�21 + (tghK)N � (12.49)W granicy termodynamicznej uzyskujemy :s(T;H = 0) = lim1 S(T;H = 0; N )N = kB (ln(2 coshK)�K � tghK) (12.50)Dla niskich temperatur wz�or ten redukuje si ,e do postacis(T � J=kB;H = 0) � kB(1 + 2K)e�2K (12.51)W powy_zszego wzoru wynika, _ze gdy T ! 0 to r/ownie/z s ! 0, co jest zgodne z trzeci ,a zasad ,atermodynamiki.Zbadamy teraz zachowanie si ,e entropii w granicy T ! 1, co jest r�ownowa�zne d ,a�zeniu K do zera.Jak  latwo obliczy�c : limK!0 s(T;H = 0) = kB ln 2 (12.52)Zastan�owmy si ,e co oznacza ten wynik. W tym celu rozwa�zymy zachowanie si ,e uk ladu, w kt�orymzak ladamy ca lkowit ,a niezale�zno�s�c spin�ow. W�owczas rozk lad faktoryzuje si ,e na czynniki zale�zne wy l ,acznieod jednego spinu. �(s1; : : : ; sN ) = �1(s1) : : : �N (sN ) (12.53)Przyjmuj ,ac, �ze zachowania wszystkich spin�ow s ,a identyczne :�(s1; : : : ; sN ) = NYi=1 p(si) (12.54)Zak ladamy nast ,epnie, �ze dopuszczalne po lo�zenia ustalonego spinu s ,a r�ownoprawdopodobne :p(si) = 12(�si;1 + �si;�1) (12.55)Entropia uk ladu spe lniaj ,acego ww warunki wyra�za si ,e wzorem :S = �kB < ln� >= �kBXs1 : : :XsN � ln � =� kBXs1 : : :XsN ( NYi=1(�si;1 + �si;�12 )) � ( NXi=1(ln �si;1 + �si;�12 )) =� kB NXi=1 Xsj=�1(�si;1 + �si;�12 ) � ln(�si;1 + �si;�12 ) =� kB �N � (12 ln 12 + 12 ln 12) = N � kB � ln 2 (12.56)Uzyskany wynik wskazuje, i�z w granicy T !1 spiny staj ,a si ,e niezale�zne.



122 ROZDZIA L 12. MODEL ISINGAZnaj ,ac entropi ,e mo�zemy znale�z�c ciep lo w la�sciwe uk ladu opisywanego modelem Isinga :cH = T � ( @s@T )H jH=0=� T � kB � KT ( 2 sinhK2 coshK � tghK + K � 1cosh2K ) = kB � K2cosh2K (12.57)Magnetyzacja : m = �( @g@H )T = sinhB(sinh2B + exp(�4K)) 12 =sinhBj sinhB j �q1 + exp(�4K) sinh�2B =sgn(sinhB)q1 + exp(�4K) sinh�2B = sgn(B)q1 + exp(�4K) sinh�2B (12.58)W przypadku braku pola magnetycznego przy temperaturze wi ,ekszej od zera :m(T;H = 0) = 0 (12.59)co ozncza, i�z nie wyst ,epuje spontaniczna magnetyzacja.Zbadajmy teraz zachowanie uk ladu przy ustalonym polu magnetycznym i temperaturze d ,a�z ,acej dozera. Zachowanie asymptotyczne sinusa hiperbolicznego przy B !1 jest nast ,epuj ,ace :sinhB B!1� sgnB � exp(jBj) (12.60)W niskich temperaturach wz�or (12.58) mo_ze wi ,ec by�c zapisany jako :m(T;H) T!0� sgn(B)p1 + exp(�4K) exp(�2jBj) (12.61)W przypadku ferromagnetyka tj. substancji dla kt�orej J > 0 obie wyst ,epuj ,ace funkcje wyk ladnicze s ,azanikaj ,ace wi ,ec limT!0m(T;H) = sgnH (12.62)Znacznie bardziej interesuj ,ace zachowanie wykazuje uk lad w przypadku antyferromagnetycznym, tj. dlaJ < 0, w�owczas bowiem pierwsza z funkcji wyk ladniczych ro�snie. Graniczna warto�s�c magnetyzacji jestwi ,ec zale�zna od warto�sci K i B : limT!0 = 8><>:0 dla 2jJ j > jHj1p5 sgnH dla 2jJ j = jHjsgnH dla 2jJ j < jHj (12.63)Co sprawia, �ze pole krytyczne ma warto�s�c 2jJ j ? Rozwa�zmy dwa po lo�zone obok siebie spiny i wyznaczmyich energi ,e przy po lo�zeniu r�ownoleg lym i antyr�ownoleg lym :� dla po lo�zenia r�ownoleg lego Erown = jJ j � 122jHj = jJ j � jHj (12.64a)



12.3. TEORIA POLA �SREDNIEGO 123� dla po lo�zenia antyr�ownoleg lego Eanty = �jJ j � 120jHj = �jJ j (12.64b)Uk lad d ,a�zy do minimalizacji swojej energii. W przypadku, gdy jHj = 2jJ j energie obu kon�guracji -r�ownoleg lej i antyr�ownoleg lej staj ,a si ,e jednakowe, co sprawia i�z wsp�o listniej ,a w uk ladzie.Znaj ,ac posta�c magnetyzacji mo�zemy znale�z�c podatno�s�c magnetyczn ,a :�(T;H) = (@m@H )T = � exp(�4K) coshB(sinh2B + exp(�4K)) 32 (12.65)12.3 Teoria pola �sredniegoTrudno�sci wyst ,epuj ,ace podczas praktycznego obliczania kanonicznej sumy statystycznej zwi ,azane s ,a zistnieniem oddzia lywania pomi ,edzy cz ,asteczkami tworz ,acymi uk lad, np. pomi ,edzy spinami w modeluIsinga. Metod ,a obej�scia tego problemu jest teoria pola �sredniego. Idea polega na rozpatrzeniu uk ladu zpunktu widzenia pewnego wybranego spinu. Spin ten odczuwa dzia lanie przy lo�zonego zewn ,etrznego polamagnetycznego H oraz pola pochodz ,acego od wszystkich pozosta lych spin�ow :Hi = Hi(fsjg) = H +Xj 6=i Jijsj (12.66)Pole dzia laj ,ace na i-ty spin 
uktuuje wok�o l warto�sci �sredniej :< Hi >=< H +Xj 6=i Jijsj >= H +Xj 6=i Jij < sj > (12.67)Wykorzystuj ,ac de�nicj ,e magnetyzacji mo�zemy zapisa�c :< Hi >= H +Xi6=i Jijm (12.68)W ramach teorii pola �sredniego wypadkowe pole dzia laj ,ace na dany spin zast ,epujemy przez jego �sredni ,awarto�s�c : Hi !< Hi > (12.69)Innymi s lowy w teorii pola �sredniego pomijamy obecne w uk ladzie 
uktuacje. Nie dyskutuj ,ac zakresustosowalno�sci tego przybli�zenia zwr�o�cmy uwag ,e na to, �ze nie mo�ze ono by�c poprawne np. w pobli�zupunktu krytycznego, gdzie wyst ,epuj ,a du�ze 
uktuacje.Przyjmijmy,�ze dany spin oddzia luje z najbli�zszymi s ,asiadami z jednakow ,a sta l ,a sprz ,e�zenia J . W�owczas: < Hi >= H + J �m � z (12.70)gdzie z oznacza liczb ,e koordynacyjn ,a.Z drugiej strony magnetyzacj ,e mo�zemy obliczy�c wg znanego przepisum =< sp >= Pfskg sp exp(�� �PNi=1 sk < Hk >)Pfskg exp(�� �PNi=1 sk < Hk >) =Psp exp(�� � sp(H + J �m � z)spPsp exp(�� � sp(H + J �m � z) =tgh(� �H + � � J � z �m) (12.71)



124 ROZDZIA L 12. MODEL ISINGAUzyskali�smy w ten spos�ob r�ownanie na m. Rozwa�zymy czy uzyskane r�ownanie przewiduje wyst ,epowaniespontanicznej magnetyzacji (tj. dla H = 0). W�owczas r�ownanie przybiera posta�c :m = tgh(� � J � z �m) (12.72)Przeanalizujemy to r�ownanie obliczaj ,ac pochodn ,a po m prawej strony wzoru :@@m (tgh(� � J � z �m)) = � � J � zcosh2(� � J � z �m) (12.73)Wz�or (12.72) wskazuje, i�z prawa strona jest rosn ,ac ,a funkcj ,a magnetyzacji, przy czym asymptotycznied ,a�zy do sta lej warto�sci. Wynika st ,ad, �ze liczb ,e rozwi ,aza�n mo�zemy znale�z�c badaj ,ac warto�s�c pochodnejw punkcie m = 0 : w przypadku, gdy jest ona wi ,eksza od 1 mamy trzy rozwi ,azania (m1 = 0, m2 =�m3 6= 0), w przeciwnym wypadku tylko jedno rozwi ,azanie (dla m = 0). Istnienie niezerowych rozwi ,aza�noznacza pojawienie si ,e spontanicznej magnetyzacji.@@m (tgh(� � J � z �m)) jm=0= � � J � z (12.74)Wyst ,epuje zatem temperatura krytyczna TMFC :TMFc = J � zkB (12.75)poni�zej kt�orej pojawia si ,e spontaniczna magnatyzacja.Zwr�o�cmy jednak uwag ,e, �ze jako�sciowe przewidywania teorii pola �sredniego s ,a niezale�zne od wymiaruuk ladu. Jest to jej istotny mankament. W szczeg�olno�sci teoria pola �sredniego daje ca lkowicie b l ,ednewyniki w przypadku jednowymiarowym, gdzie r�ownie�z sugeruje wyst ,epowanie spontanicznej magnetyza-cji, podczas gdy na podstawie �scis lej analizy wiemy, �ze jest to nieprawd ,a.Zbadajmy teraz przewidywania teorii pola �sredniego co o warto�sci wyk ladnika krytycznego � charak-teryzuj ,acego zanik magnetyzacji w miar ,e jak T ! TC :m � (Tc � T )� (12.76)w przypadku zerowego zewn ,etrznego pola magnetycznego. W przypadku ma lej warto�sci magnetyzacjimo�zemy dokona�c rozwini ,ecia tangensa hiperbolicznego w otoczeniu zera z dok ladno�sci ,a do wyraz�ow rz ,edutrzeciego : tgh(TcT m) � TcT m� 13(TcT )3m3 (12.77)Po wstawieniu do wzoru (12.72) uzyskujemy :13(TcT )3m2 = Tc � TT (12.78)i ostatecznie : m �rTc � TTc (12.79)W ramach teorii pola �sredniego wyk ladnik krytyczny � jest niezale�zny od wymiaru uk ladu i r�owny :�MF = 12 (12.80)Dok ladna warto�s�c � zale�zy jednak od wymiaru uk ladu i wynosi



12.3. TEORIA POLA �SREDNIEGO 125� dla uk ladu dwuwymiarowego � = 18 (12.81)� dla uk ladu tr�ojwymiarowego (wynik numeryczny)� = 0:32 (12.82)� dla uk ladu o wymiarowo�sci wy�zszej ni�z trzy � = 12 (12.83)


