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Termodynamika fenomenologiczna






Rozdzial 1

Podstawy termodynamiki

1.1 Wstep

Termodynamika jest jedng z fenomenologicznych teorii fizyki wspélczesne] opisujacych zjawiska zachodzace
w makroskopowych ukladach fizycznych. Przedmiotem zainteresowania termodynamiki sg zjawiska cieplne.
Nalezy jednak pamietaé, ze efekty cieplne towarzyszg bardzo wielu zjawiskom fizycznym, np. od-
ksztalcaniu cial. W przypadku gdy efekt ten nie jest pomijalnie maly, zjawisko jako calo$é¢ staje sie
przedmiotem zainteresowania termodynamiki.

Fenomenologicznosé termodynamiki znajduje swe odbicie w fakcie, ze wszystkie rozwazania abstrahuja
od atomistyczne] struktury materii, traktujac ja jako pewien osrodek ciagly opisany przy pomocy kilku
wielkosci fizycznych. Stan ukladu opisujemy nie poprzez podanie poltozen i predkosci wszystkich czastek
wchodzacych w jego sklad, tak jak to czyni sie w mechanice klasycznej, lecz poprzez kilka wielkosci
odnoszacych sie do ukladu jako calosci, np. temperatury, objetosci, sktadu chemicznego. W ramach
podejscia termodynamicznego znajdujemy pewne ogdlne zwigzki pomiedzy wielkosciami fizycznymi, nie
jesteSmy natomiast w stanie wyznaczy¢ z osobna kazdego parametru charakteryzujacego dany uklad -
musimy je wyznaczy¢ w doswiadczeniu lub wyliczyé w ramach jednej z teorii statystycznych. Termody-
namika opiera sie na kilku postulatach bedacych uogdlnieniem obserwacji doswiadczalnych.

1.2 Uklady termodynamiczne i ich opis

Pod poj/eciem uk/ladu termodynamicznego rozumie si/e zbiér wyodrebnionych makroskopowych cial
fizycznych lub ich fragment/ow. , na przemianach ktérych koncentrujemy swoja uwage. Granica miedzy
ukladami termodynamicznymi moze mieé¢ charakter czysto myslowy (np. gdy rozwazamy wspélistnienie
faz jakiejs substancji) lub realny jako powierzchnia niecigglodci okreslonych wielkosci fizycznych zwiazana
z istnieniem Scianki. Wyrézniamy kilka rodzajow scianek oddzielajacych uklady termodynamiczne. I tak

Pod pojeciem scianki adiabatycznej rozumiemy scianke, ktéra dopuszcza zmiane stanu ukladu jedynie
poprzez wykonanie pracy mechaniczne;. écianke nieadiabatyczna nazywamy $ciankq diatermiczng .

Pod pojeciem S$cianki ruchomej rozumiemy scianke, ktora dopuszcza zmiane stanu ukladu przez
zmiane jego objetosci. écianka, ktéra nie jest ruchoma, nazywamy sciankq nieruchomq .

Ze wzgledu na dopuszczenie mozliwosci wymiany materii miedzy ukladem a otoczeniem wyrézniamy
Scianki : nieprzepuszczalnie - uniemozliwiajace wymiane materii, polprzepuszczalne - przepuszczajace
niektore skladniki materii, przepuszczalne - nie narzucajace zadnych przeszkéd wymianie materii. Uklad
otoczony sciankami nieprzepuszczalnymi nazywamy ukladem zamknietym .
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Uklad osloniety nieruchomymi, nieprzepuszczalnymi sciankami adiabatycznymi nazywamy ukladem
izolowanym .

Wielkosci, ktére okreslaja stan ukladu, nazywamy parametrami stanu. Parametry stanu dzielimy na
ekstensywne - proporcjonalne do wielkosci ukladu (np. masa, objetosé, liczno$é materii) i intensywne
- niezalezne od wielkosci uktadu, czestokroé odnoszace sie do kazdego punktu ukladu z osobna (np.
temperatura, gestosé, cisnienie).

Na stan ukladu wplywa zazwycza] jego otoczenie, ktore takze mozna traktowac jako uklad termo-
dynamiczny (na ogét bardzo duzy). Otoczenie moze byé zrédlem pédl elektrycznych, magnetycznych,
grawitacyjnych, pod wplywem ktorych znajduje sie uklad. Choé¢ stan ukladu moze by¢ w pelni okreslony
przez podanie odpowiednio dobranego zestawu parametrow stanu, to w pewnych wypadkach wygodniej
jest charakteryzowac go za pomoca wielkosci okreslajacych wlasnosci otoczenia majace wplyw na stan
ukladu, gdy7 sa one znacznie latwiejsze do doswiadczalnego wyznaczenia.

Przez odniesienie wielkosci ekstensywnych do wielkosci uktadu otrzymujemy wielkosci intensywne,
zwane wielkosciami wlasciwymi . W zaleznosci od obranej charakterystyki wielkosci ukladu moga to by¢
wielkosci molowe, masowe, itd. Jako przyklady wielkosci wlasciwych mozemy podac

e ulamek molowy k - tego skladnika
Z;:l N]

gdzie r - liczba skladnikéw w ukladzie, N; - liczba moli j-tego sktadnika w ukladzie

nk

e objetosé molowa

_ Vv
Z;:l N]

gdzie r - liczba skladnikéw w ukladzie, V; - liczba moli

v (1.2)

1.3 Stan réwnowagi

Wsréd zbioru stanéw, jakie moga przyjmowaé uklady termodynamiczne, wyrézniamy szczegélnie prosty
podzbiér - podzbidr stanéw réwnowagi. Klasyczna termodynamika (wlasciwie naleZatoby méwié o ter-
modynamice stanéw réwnowagi) dotyczy wlasnosci ukladéw termodynamicznych w stanach réwnowagi.
Stanem rownowagi nazywamy stan, w ktérym nie nastepuja makroskopowe zmiany i nie wystepuja
makroskopowe przeplywy pomiedzy réznymi czesciami ukladu. Uklad bedacy w stanie réwnowagi, o
ile warunki zewnetrzne nie ulegaja zmianie, pozostanie w nim nieskoniczenie dlugo.

Termodynamika postuluje, ze w stanie réwnowagi uklad termodynamiczny jest scharakteryzowany
catkowicie przez podanie energii wewnetrzne] U i zbioru parametréw ekstensywnych {X;}7%,, gdzie n
oznacza liczbe niezaleznych parametréw stanu.

Nalezy zdawac sobie sprawe z tego, ze pojecie stanu réwnowagi jest pojeciem wyidealizowanym
- w rzeczywistosci nigdy nie uda sie uchroni¢ badanego ukladu od wplywu zmiennych w czasie pdl
zewnetrznych. Aby w praktyce dany uktad traktowaé za uklad w stanie réwnowagi jezeli wplyw pro-
ceséw w nim przebiegajacych jest maly i zaniedbywalny, a skala czasu, w jakie] one zachodza jest znacznie
wieksza od czasu obserwacji. Przykladowo mimo ze szklo jest stanem metatrwalym i po odpowiednio
dlugim czasie przejdzie do stanu krystalicznego, to w czasie obserwacji trwajacej kilka godzin mozna je
uznaé za znajdujace sie w stanie réwnowagi.

Jak wspomnieliSmy termodynamika stosuje sie do bardzo réznych ukladéw, takich jak ciecze, gazy,
ciala state, magnetyki, ferroelektryki, itd., lecz do zrozumienia jej struktury dobrze jest zaczaé od prostego
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przypadku. Wtedy konstrukcja termodynamiki staje sie przejrzysta, a uogdélnienie na bardziej skomp-
likowane uklady - latwe. Z tej przyczyny rozwazymy uklad zwany prostym uktadem termodynamicznym.
Pod pojeciem prostego ukfadu termodynamicznego rozumiemy uklad termodynamiczny nienaladowany
elektrycznie i magnetycznie, nieczynny chemicznie, ktéry w stanie réwnowagi jest makroskopowo jed-
norodny i izotropowy. Warto zauwazy¢, ze jednorodnosé i izotropowos¢ narzucajg dalsze warunki na
uktad, z ktérych najwazniejszy jest brak zewnetrznych pdl sil i mozliwoéé zaniedbania efektéow brze-
gowych.

Do opisu stanu prostego ukladu termodynamicznego uzywamy procz energii wewnetrznej, ktéra
zostanie zdefioniowana przy okazji omawiania pierwszej zasady termodynamiki, nastepujacych wewnetrznych
parametréw stanu

e objetosci V'

e liczby moli kazdego ze skladnikéw chemicznych {Nj}i_,, gdzie Ny oznacza liczbe moli k-tego
skladnika, a r - liczbe skladnikéw. Przypominamy, ze mol jest jednostka licznosci materii, okreslong
w ukladzie SI jako jednostka podstawowa réwna liczbie atoméw w prébee wegla 12C' o wadze 12 g.

Ny
Ny = — 1.
F= (1.3)
gdzie Ny - liczba czastek k-tego skladnika, a N, - liczba Avogadro
1
Na=6,02-10%— (1.4)
mol

1.4 Procesy termodynamiczne

Uklad termodynamiczny - w zaleznosci od nalozonych na niego wiezé6w realizowanych poprzez réznego
rodzaju scianki, w tym wewnetrzne - moze sie znajdowaé w réznych stanach. Przejscie ukladu z jednego
stanu do drugiego nazywamy procesem termodynamicznym lub przemiang termodynamiczng . Badanie
zupelnie ogdlnych proceséw jest zadaniem skomplikowanym. Aby pozostac¢ przy opisie zjawisk za pomoca
niewielkie] liczby parametréw stanu musimy rozwaza¢ pewng szczegolng klase proceséw termodynam-
icznych - proceséw pseudostatycznych. Proces nazywamy pseudostatycznym jezeli w jego trakcie ukiad
przechodzi przez ciag stanéw réwnowagi.

Jezeli w trakcie przemiany pseudostatycznej praca nad ukladem jest wykonywana wylacznie przez
te same sily, ktére utrzymuja uklad w stanie réwnowagi to taka przemiana nosi nazwe quasistaty-
cznej . W szczegdlnosci przemiana polegajaca na dostatecznie powolnym mieszaniu gazu mieszadelkiem
jest przemiana pseudostatyczna, ale nie jest przemiana quasistatyczng. W przypadku infinitezymalne]
przemiany quasistatycznej zwigzanej ze zmianami parametréw ekstensywnych { Xy} praca wykonana nad
uktadem jest forma Pfaffa

W =) PedXy (1.5)

k
gdzie wspélczynniki Py zalezg od aktualnego stanu ukladu. W szczegdlnosci, gdy nad ukladem wykony-
wana jest jedynie tzw. praca objetosciowa , tj. praca zwiazana wylacznie ze zmiana objetosci dV to

v = —pdV (1.6)

gdzie p oznacza cisnienie w ukladzie (wewnetrzne).
Nalezy tu dodaé, ze w termodynamice zakladamy, ze ilekro¢ nad ukladem wykonywana jest praca
mechaniczna to dysponujemy mozliwoscia wyznaczenia wielkosci tej pracy. Postulat znajomosci pracy
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mechaniczne] wykonywanej nad ukladem i towarzyszacej réznego rodzaju przemianom zachodzacym w
ukladzie jest istotny, np. z punktu widzenia definicji ciepla (pierwsza zasada termodynamiki).

Przemiana jest cykliczna jezeli w jej trakcie uklad powraca do stanu poczatkowego.

Méwimy, ze przemiana jest odwracalna jezeli mozliwe jest przywrécenie stanu poczatkowego ukladu i
otoczenia. A priori nie jest oczywiste, ze w przyrodzie istnieja procesy nieodwracalne. Ich istnienie jest
jednym z podstawowych praw przyrody. Proces quasistatyczny jest odwracalny (mozna to pokazad), to
czy kazdy proces odwracalny jest quasistatyczny pozostaje postulatem. Mimo to bardzo czesto zwroty
odwracalny i quasistatyczny traktujemy jako synonimy.



Rozdzial 2

Zasady termodynamiki

2.1 Zerowa zasada termodynamiki i temperatura empiryczna

W poprzednim rozdziale wprowadzilismy pojecie ukladu termodynamicznego. Teraz wprowadzimy w ich
zbiorze pewng relacje réwnowaznosci - relacje bycia w réwnowadze termicznej (cieplnej). Przypominamy,
ze relacja jest relacjg réwnowaznosci jezeli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Méwimy, ze uklad pierwszy jest w stanie réwnowagi termicznej (cieplnej) z drugim uktadem, jezeli
po zetknieciu ich przy pomocy nieruchomej, nieprzepuszczalnej scianki diatermicznej beda one nadal
pozostawaé w tych samych stanach, w ktérych byly przed diatermicznym zetknieciem.

7 same] definicji wynika, ze jest to relacja zwrotna i symetryczna. Jej przechodniosé jest natomiast
rzagwarantowana przez zerowq zasade termodynamiki , ktéra brzmi nastepujaco : Jezeli uklad 1 jest w
stanie rownowagi z uktadem 3 oraz uklad 3 jest w stanie réwnowagi z uktadem 2, to uklad 2 jest w stanie
réwnowagi z ukladem 1.

Zbiér wszystkich uktadéw termodynamicznych rozpada si¢ wiec na klasy réwnowaznosci (abstrakeji),
ktére mozemy scharakteryzowaé poprzez wybor dowolnego przedstawiciela. Wyboru tego dokonajmy
w ten sposéb, by stan ukladu opisywany byt tylko jedna zmienna niezalezna. Jezeli kazdy z reprezen-
tantow jest okreslony przez te sama zmienna niezalezna przyjmujaca rézne wartosci na klasach abstrakcji
mozemy je zinterpretowaé jako jeden uklad w réznych stanach termodynamicznych. Przyktadem ukladu
spelniajacego powyzsze warunki moze by¢ np. gaz zamkniety w naczyniu o ustalonej objetosci.

Pytamy jakie sg mozliwe stany ukladu 1, ktory pozostaje w stanie réwnowagi z ukladem 3, ktéry to
uklad 3 jest caly czas w zadanym stanie t*. Okazuje sie doswiadczalnie, ze kazdy taki stan ukladu 1
opisany przez komplet zmiennych 1, ..., z, spelia warunek : istnieje funkcja t*(zy,...,2,) taka 7e w
trakcie tych proceséw

th(xg, .o x,) =t (2.1)

7 kolei stany ukladu 2 pozostajacego w kontakcie termicznym z ukladem 3 bedacym w ustalonym stanie
t* spelniaja

Yy yn) =1 (2.2)

Funkcje t1(zq, ..., 2,) i t3(y1,. .., Yn) nazywamy temperaturami empirycznymi odpowiednio pierwszego
i drugiego ukladu. A zatem kazdemu ukladowi mozemy przypisa¢ pewna temperature empiryczna i dwa
uklady sa w stanie wzajemnej réwnowagi termicznej wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich temperatury empiryczne
sg takie same.

Zauwazmy, ze temperatura empiryczna nie jest zdefiniowana jednoznacznie : jezeli ¢ jest temperatura
empiryczna jakiegos uktadu, zag © jest monotonicza funkcja swojego argumentu to ©(¢) jest takze dobrze

11



12 ROZDZIAL 2. ZASADY TERMODYNAMIKI

zdefiniowang temperatura empiryczna
t' =1 = O(t;) = O(t2) (2.3)

Ta dowolnosé w definiowaniu temperatury empircznej odzwierciedlona jest w istnieniu kilku réznych skal
temperatury. Z zasady tak wybleramy temperature empiryczyna ¢, aby byla rosnacg funkcja energii
wewnetrznej.

2.2 Pierwsza zasada termodynamiki

Pierwszag zasade termodynamiki mozemy wyrazi¢ w sposob nastepujacy : Praca mechaniczna wykonana
nad ukladem zamknietym, oslonietym adiabatycznie zalezy wylacznie od stanu poczatkowego i konicowego.
Praca mechaniczna wykonana nad takim uk/ladem nie zalezy wiec od rodzaju drogi w przestrzeni
parametréw stanu lgczace] stan poczatkowy z koncowym.
7 zasady te] wynikaja wazne konsekwencje. Niech proces przebiega miedzy stanami Ay i Az poprzez
stan przejsSciowy As

A — Ay — Ajz (2.4)
Z pierwszej zasady termodynamiki wynika, ze praca wykonana nad ukladem W (x;, z;) spe/Inia zwi/azek
W(xy,23) = W(xy, z2) + W(xa, z3) (2.5)

Bedzie tak tylko wtedy, gdy
Wizi,xj) = Ulwj) — Ulwi) (2.6)

Praca wykonana w danym procesie moze by¢ wiec wyrazona jako réznica wartosci pewnej funkcji stanu
obliczonych odpowiednio na stanie koricowym i stanie poczatkowym. Funkcje te nazywamy energia
wewnetrzng U. W termodynamice pod pojeciem energii wewnetrznej U rozumiemy funkcje parametrow
stanu ukladu termodynamicznego o tej wlasnosci, ze jej zmiana w trakcie procesu przebiegajacego w
uktadzie ostonietym séciankami adiabatycznymi i nieprzepuszczalnymi jest réwny pracy wykonane] nad
ukladem.

Zauwazmy, ze jesli mamy dane dwa dowolne stany A; i As o tej samej liczbie moli, to w niektérych
przypadkach nie uda sie przeprowadzi¢ ukladu oslonietego sciankami adiabatycznymi i nieprzepuszczal-
nymi ze stanu A; do stanu A;. Woéwczas jednak zawsze mozna go przeprowadzié¢ ze stanu A do stanu
Aq. W ten sposéb jestesmy w stanie wyznaczy¢ prace mechaniczna potrzebng do przeprowadzenia ukladu
miedzy dowolnymi dwoma stanami, a co za tym idzie - réznice energii wewnetrznej miedzy dowolnymi
dwoma stanami o ustalonej liczbie moli.

Bezposrednio z definicji energii wewnetrzne] wynika, ze energia wewnetrzna ukladu izolowanego po-
zostaje stala.

Aby znalezé przejrzysta interpretacje energii wewnetrznej musimy wyj$é poza ramy termodynamiki
i spojrzeé¢ na uklad mikroskopowo. Stwiedzimy wdwczas, ze czastki ukladu posiadaja energie kinety-
czng 1 energie potencjalna wzajemnego oddzialywania. Energia wewnetrzna ciala zwigzana jest z suma
tych wszystkich form energii mikroskopowej. Analiza zwiazkéw pomiedzy wielkoSciami termodynam-
icznymi takimi jak np. energia wewnetrzna i ich mikroskopowymi odpowiednikami wykracza jednak
poza zakres termodynamiki pozostajac domena mechaniki statystycznej. W ramach termodynamiki en-
ergia wewnetrzna zdefiniowana jest poprzez | zasade termodynamiki przy wykorzystaniu pojecia pracy
mechanicznej.

Wrykorzystujac pojecie energii wewnetrzne] mozemy zdefiniowa¢ pojecie energii przekazywanej na
sposéb ciepla (lub méwiac skrétowo - pojecie ciepta). Cieplo przekazane do ukladu w okreslonym procesie
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(przy stalej liczbie moli) jest réznica pomiedzy réznica energii wewnetrznej w tych stanach AUy, p =
Up — U, a pracg wykonana nad ukladem w tym procesie Wy, p :

Qi =AU — Wasn (2.7)

Cieplo @ jest zatem zdefiniowane jako réznica dwéch wielkosci mechanicznych : pracy wykonanej w
procesie adiabatycznym i pracy wykonanej w rozpatrywanej przemianie.

Pierwsza zasada termodynamiki wyklucza istnienie perpetuum mobile pierwszego rodzaju . Pod pojeciem
perpetuum mobile pierwszego rodzaju rozumiemy hipotetyczny uklad zamkniety, dzialajacy cyklicznie w
ten sposéb ze jedynym efektem jego dzialania jest wykonanie pracy nad otoczeniem. Roéwnowaznie,
mozemy powiedzieé¢ ze jest to uklad osloniety adiabatycznie dzialajacy cyklicznie w ten sposéb, ze
wykonuje on prace nad otoczeniem. Jest to jednak niemozliwe, gdyz z pierwszej zasady termodynamiki
wynika ze po uplywie cyklu AU = 0. Poniewaz energia przekazana na sposdb ciepla jest réwna zeru
@) = 0, to réwniez praca wykonana przez otoczenie nad uktadem jest zerowa (W = 0).

W przemianie infinitezymalnej wzér (2.7) mozemy zapisaé¢ w postaci

dU = &) + av (2.8)

gdzie dU - rézniczka energii wewnetrznej, d - forma rézniczkowa ciepta, dV - forma rézniczkowa pracy.
Uwaga notacyjna : w ramach analizy matematycznej formy rézniczkowe oznacza sie symbolem d. W
fizyce symbol ten jest zwiazany z rézniczka - bedziemy wiec stosowaé d

2.3 Druga zasada termodynamiki

Jednym z podstawowych zadan termodynamiki jest wyznaczenie stanu réwnowagi, ktory uksztaltuje sie
w ukladzie po usunieciu co najmniej czesci wiezdow wystepujacych w ukladzie. Narzedzi niezbednych do
rozwigzania tego zadania dostarcza nam druga zasada termodynamiki. Druga zasade termodynamiki
mozna sformulowaé na rézne sposoby. Tutaj podamy elegancka, cho¢ dosé abstrakcyjne sformulowanie w
duchu neo-Gibbsowskim :

1. Istnieje funkcja stanu zlozonego ukladu termodynamicznego zwana entropia S zdefiniowana na
wszystkich stanach réwnowagi.

2. (Zasada maksimum entropii) Entropia jest fukcjg parametréw ekstensywnych i posiada te wlasnosé,
ze wartosci parametréow ekstensywnych osiagniete pod nieobecnosé wiezéw maksymalizuja entropie
ukladu izolowanego (jako calosc) na zbiorze wszystkich stanéw réwnowagi z wiezami.

3. Entropia jest ciagla, rézniczkowalna i monotonicznie rosnaca funkcja energii.

(22 >0 (2.9

4. Entropia systemu zlozonego jest addytywna ze wzgledu na poduklady.

S=> 58, (2.10)

Zalozenie pkt 2 nalezy to rozumieé¢ w ten sposéb, ze po usunieciu wiezéw uklad wybiera jeden z
wielu mozliwych stanéw jako stan (koricowej) réwnowagi, pray czym kazdy taki stan bez wiezéw moze
by¢ réwniez zrealizowany przy pomocy stosownych wiezéw. Dla kazdego takiego stanu z wiezami en-
tropia posiada dcisle okreslona wartosé i dla pewnego (wyréznionego) stanu z wiezami ta wartosé jest
najwieksza. Pod nieobecnosé wiezéw uklad wybiera wlasnie taki stan z najwiekszg entropig. Zwréémy
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uwage na aspekty tego podstawowego postulatu : skoro w stanach réwnowagi entropia osiaga maksimum,
to postulat ten ujawnia nieodwracalno$¢ pewnych proceséw. GdybysSmy bowiem chcieli przeprowadzic¢
uklad izolowany z powotem ze stanu B do stanu A manipulujac tylko wiezami to zgoadnie z zasada
maksimum entropii z jednej strony entropia musialaby wzrosnaé, ale z kolei wiemy ze Sg > 5S4, co jest
niemozliwe. Mozna sobie wyobrazi¢ taki wyidealizowany proces przebiegajacy w ukladzie izolowanym,
ktéremu towarzyszy zerowy wzrost entropii. Wtedy nie ma przeszkéd, aby pojawil sie proces odwrotny
- proces od A do B bedzie odwracalny.

Zgodnie z powyzszym postulatem aby wyznaczy¢ stan réwnowagi prostego ukladu termodynamicznego

musimy znaé¢ S jako funkcje energii wewnetrznej U i1 odpowiedniego zestawu parametréw ekstensywnych
D ST, ¢

S =8U,Xy,...,X,) (2.11)

Funkcje taka nazywamy zwiqzkiem podstawowym w reprezentacji entropii . Poniewaz zgodnie z pkt 3 jest
to funkcja monotoniczna energii wewnetrzne] mozemy odwrdci¢ zwigzek uzyskujac zwiqzek podstawowy
w reprezentacyi energii wewnelrznej

U=U(S, X1,...,Xp) (2.12)

7 faktu addytywnosci entropii ze wzgledu na poduklady mozemy wyciagnaé¢ pewien istotny wniosek.
Rozdzielmy myslowo pewien jednorodny uklad na A identycznych podukladéw. Wéwczas

SAU,AX1, ..., AX,) = AS(U, X1,..., X,) (2.13)

czyli entropia jest funkcja jednorodna pierwszego rzedu parametréow ekstensywnych. Odwracajac uzyskany
zwiazek mozemy pokazac, ze réwniez energia wewnetrzna jest funkcja jednorodna rzedu pierwszego
parametréw ekstensywnych

UAS,AX1, ..., AX,) = AU(S, X1,..., X,) (2.14)

Zalézmy, ze powyiszy wzoér obowiazuje dla wszystkich nieujemnych rzeczywistych A. Rézniczkujemy
obustronnie po A i uzyskany wynik obliczamy dla A = 1

JUAS, AX1, ... AX,,
( ( 8;5 ))AX1,...,>\X7L;)\:15+

n

Z(Z)U(/\S, AX1, . AX)
i=1 aAXZ

US, X1,...,X,)

(2.15)

JASAX 1o AX i1 AK e AX i AZ1 X =

W przypadku prostego ukladu termodynamicznego zwiazek podstawowy w reprezentacji energii wewnetrznej
ma postac

U=U(SV,Ny,...,N,) (2.16)

Obliczmy rézniczke tegoz zwiazku podstawowego :

oU oU " oU
AU = (F5 )V, Ny N A5+ (577 ) 5,80 v, AV + Z(W)S,v,Nl,...Nj_l,Nm,... N, dN; (2.17)
J

j=1

Odpowiednie wspélczynniki definiujemy
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e wspolczynnik przy rézniczce entropii - temperatura bezwzgledna
ou
T=(— 2.18
(Zg)VilVases N, (2.18)
e wspdlczynnik przy rézniczce objetosci - cisnienie ze znakiem ujemnym
ou
— (Y 2.19
p==(57)sM N, (2.19)
e wspolczynnik przy rézniczce liczby moli j-tego skladnika - potencjal chemiczny j-tego skladnika

ou

py = (W)S,V,Nl,...Nj_l,Nj+1,...,Nr (2.20)
J

W oparciu o powyzsze definicje stwierdzamy, ze
-
dU = TdS — pdV + > p;dN; (2.21)
j=1
Przyjmijmy ze IV; = const. Wéwczas rézniczka energii wewnetrznej wyraza sie wzorem
dU =TdS — pdV (2.22)
7, poréwnania powyzszej formy z pierwszg zasadg termodynamiki stwierdzamy ze
Q) =TdS (2.23)

co oznacza, ze temperatura jest czynnikiem calkujacym formy rézniczkowej cieplta. Quasistatyczny stru-
mieti ciepla do ukladu zwigzany jest ze wzrostem entropii uktadu. Ze wzoru (2.15) w przypadku prostego
ukladu termodynamicznego uzyskujemy

U(S,V,N) =TS —pV + > p;N; (2.24)
j=1
Zgodnie z tym wzorem
dU = TdS + SdT — pdV — Vdp+ Y (p1;dN; + Njdp;) (2.25)
j=1

Poprzez poréwnanie z rézniczka energii wewnetrznej uzyskujemy
r
SdT — Vdp+ Y Njdp; =0 (2.26)
j=1

Powyzsze réwnanie nosi nazwe wzoru Gibbsa - Duhema . Méwi on, ze parametry intensywne nie sg
niezalezne, nie moga sie zmieniac¢ niezaleznie w przemianie quasistatycznej. Ich zmiany w infinitezymal-
nym procesie spelniaja wlasnie wzér Gibbsa - Duhema. Dla ukladu jednoskltadnikowego

SdT'—Vdp+ Ndp =0 (2.27)
skad
dyp = —sdT + vdp (2.28)

gdzie s = % - entropia molowa, v = % - objeto$é molowa.
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2.4 Temperatura bezwzgledna

W poprzednim podrozdziale zdefiniowalismy temperature bezwzgledng T'. Teraz przystapimy do analizy
jej wlasnosci 1 znalezienia zwiagzku ze zdefiniowana wczesniej tempeatura empiryczna.

W pierwszym kroku wykazemy, ze temperatura bezwzgledna posiada intuicyjnie oczekiwane wlasnosci
- w stanie wzajemnej réwnowagi termiczne] dwéch podukladéw ich temperatury bezwzgledne sg sobie
réwne oraz ze cieplo przeplywa od ciala scharakteryzowanego temperatura wyzsza do ciala o temper-
aturze nizsze]. W tym celu wezmy uklad izolowany podzielony na dwa poduklady nieruchoma $cianka
adiabatyczna. Niech parametry opisujace podukiady sa odpowiednio : T4 p, Vi, Ny oraz T3 ,, Vo, Na,
przy czym réznica temperatur miedzy podukladami jest niewielka

Tl,p - T27p

L1, Ty, >T, (2.29)
Tl,p

W pewnej chwili czynimy $cianke rozdzielajaca uklady diatermiczng. Interesuje nas stan réwnowagi
jaki ustali sie po tej zmianie. Kolicowy stan réwnowagi zgodnie z drugg zasada termodynamiki musi
maksymalizowaé entropie. Stad

05k

95k —0 2.30
(8U17k)V17V27N17N2 ( )

Wobec addytywnosci entropii ze wzgledu na poduklady

651k BSQk
7 W, B 2.31
(8U17k)V17N1 + (aULk )V17V2,N17N2 0 ( 5 )

Poniewaz uklad jest izolowany, to zmiana energii wewnetrzne] w jednym podukladzie musi sie réwnac
zmianie energii wewnetrzne] w drugim podukladzie wziete] ze znakiem przeciwnym

851 k 852 k
) N Sdatill =0 2.32
(BUM Jvi, N (BUM VVa, Na (2.32)
czyli
1 1
=0 :>T1(U17k,V1,N1) = T2(U27k;,v2,N2) (233)

T1 Uy, Vi, V1) B Ty (Uy e, Va2, No)

W stanie korficowej réwnowagi temperatury bezwzgledne beda jednakowe. Wyznaczymy teraz kierunek
przeplywu energii. Z drugiej zasady termodynamiki

AS >0 (2.34)
Przyrost entropii mozemy wyrazi¢ wzorem
K K
tas to1 1
AS = —)dU; = / — — —\)dl 2.35
G = [ (239
Mozemy teraz zapisaé
Tl = TLP + ATl (236&)

Ty = Top + ATy (2.36b)
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przy czym ATy < 0, a ATy > 0.

K
! 1 1
AS = — dU 2.37
Py (Tl,p + ATy Ty, 4+ AT ! (2.37)

Wobec naszego zalozenia o niewielkie] réznicy temperatur poczatkowych podukladéw mozemy dokonaé

rozwiniecia wzgledem % i % 7. dokladnoscig do wyrazéw liniowych uzyskujemy
ase [l oA LG AL e L L /KI(AT2 2T, (238)
a Py Tip T p Typ Ty,p ' Typ Tz ! Py T22, T2 ! )

. . 1
Poniewaz Ti; T2

oddaje energie na sposob ciepla cialu o temperaturze nizszej.
Interesuje nas teraz wyznaczenie zwigzku miedzy temperaturg bezwzgledng T a temperatura em-
piryczna ¢t : T = T(t). W procesie quasistatycznym

< 0 wiec wobec AS > 0 otrzymujemy AU; < 0, czyli cialo o wyzsze] temperaturze

Rozwazmy quasistatyczny proces polegajacy na przekazywaniu energii na sposéb ciepla do ukladu utrzymy-
wanego w stale] temperaturze w wyniku zmian jego cisnienia. Wdéwczas ilo$¢ ciepla przypadajacego na
jednostkowsg zmiane ci$nienia wynosi

&2 a5 oV
L,= (=% —T(—— 2.40
p= (G2 = T(G)r = ~T(5p), (2.40)
Zakladajac, ze istnieje jednoznaczny zwigzek pomiedzy T it otrzymujemy
oV dt
Ly =TG5 v gp (2.41)
Stad
dinT (5
n ( It )P (242)
dt Lp(t)

Prawg strone réwnania mozemy wyznaczy¢ (w doSwiadczeniu jako funkcje) temperatury empirycznej ¢.
Odcalkowanie prowadzi do wzoru

InT = f(t) + const (2.43)

czyli do zwiazku temperatury bezwzglednej i empirycznej. Jego postaé zalezy od konkretnego anali-
zowanego ukladu - informacja o nim tkwi w funkcji f.

T(t) = cexp(£() (2.44)

Temperatura bezwzgledna jest okreslona z dokladnoscia do stalego mnoznika, co odpowiada wyborowi
jednostki temperatury bezwzgledne;.

2.5 Jak zmierzy¢ potencjal chemiczny

Rozwazane dotychczas procesy zachodzily przy ustalonym skladzie chemicznym. Wystepujacy we wzorze
(2.21) p;dN; opisuje quasistatyczng prace polegajaca na dostarczeniu do ukladu infinitezymalnej ilosci
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J-tego skladnika. Praca ta jest proporcjonalna do dN; a wspéinczynnikiem proporcjonalnosci jest pi;.
W celu poznania te] pracy rozwazmy dwa uklady 11 2, o te] samej temperaturze T' rozdzielone blona
polprzepuszczalng dla j-tego sktadnika. Poczatkowo cisnienie w ukladzie drugim jest tak dobrane by
sktadnik N; nie przechodzil przez membrane. Zmniejszamy infinitezymalnie objetosé¢ przy ustalonej
temperaturze T' = const oraz V; = const. W konsekwencji diV; j-tego skladnika przechodzi do pierwszego
naczynia. Praca wykonana nad ukladem 2 w tym infinitezymalnym procesie jest wlasnie praca wykonana
nad ukladem 1 przy wprowadzeniu do niego d/V; j-tego skladnika.

2.6 Dalsze wlasnosci entropii
Entropia jest wklesla funkcja U 1V, tj.
SlalUy + (1 — a)Us, Vi + (1 —a)Va) > aS(Ur, V1) + (1 — a)S(Us, V2) (2.45)

przy czym « € [0;1].

Aby udowodnié te wlasnos¢ wezmy na poczatku dwa uklady scharakteryzowane odpowiednio przez
zestawy parametréw aly, aVi, alNy, aS; oraz (1 — a)Us,(1 — a)Va, (1 — @) N3, (1 — «)S2. Nastepnie
taczymy te uktady. Stan koiicowy jest opisany przez zestaw Uy = alUy1 + (1 —a)Us, Viz = aVi+ (1 —a) V3,
Niz = aNy + (1 — a)N; oraz

512 = sup (Sl(UlavlaNl) +52(U27V27N2)) (246)
U1,U2:U1+U2=U12,V1,V2:Vi+V2=V13,N1,N2: N1+ N2 =N12

Wynika stad
Slg(OZUl + (1 — OZ)UQ,OZVl + (1 — OZ)VQ) > OéSl(Ul, Vl) + (1 — Oz)Sg(Ug, Vg) (247)

Jezeli dwa uklady sa wykonane z tego samego materialu wéwczas funkcje Sy, So oraz S12 sa takie same
i dostajemy teze.

Rozwazmy uklad izolowany skladajacy sie z dwéch podukladéw A i B pozostajacych ze sobg w kon-
takcie diatermicznym. Rozwazmy pseudostatyczny cykl ukladu A. Entropia uktadu jako calosci nie
maleje

ASs4p >0 (2.48)
podczas gdy entropia podukladu A pozostaje stala, gdyz w podukladzie tym zachodzi cykl
AS, =0 (2.49)
Wobec addytywnosci entropii uzyskujemy stad wniosek
ASp >0 (2.50)

Zalézmy teraz, ze proces B jest quasistatyczny. Wéwczas

B B Qp
ASp = / asp= | =2 (2.51)
B, B, 1Is

Poduklady sa w kontakcie termicznym wiec T4 = Tg, a uklad jako calos$é jest izolowany, czyli dQ 4 +d)p =
0. Stad

@

ASp = —
Sk T,

(2.52)
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Ostatecznie uzyskujemy

&
T <0 (2.53)

Powyzsza nier6wnos¢ nosi nazwe nieréwnosci Clausiusa. Poniewaz w A zachodzi proces pseudostatyczny

wiec da # TadSa

2.7 Trzecia zasada termodynamiki
U podstaw trzeciej zasady termodynamiki lezg dwa fakty doswiadczalne

1. zdazanie ciepla wlasciwego do zera co najmniej liniowo, gdy temperatura dazy do zera bezwzglednego

lim = =0, acl0;1] (2.54)

2. niemoznosc¢ osiggniecia w quasistatycznym procesie adiabatycznym temperatury zera bezwzglednego
(T'=0).

Zbadajmy konsekwencje tego faktu. Zalézmy, ze zwiazek podstawowy w reprezentacji energii wewnetrznej
jest postaci U = U(S, X), gdzie parametru ekstensywnego X na razie nie precyzujemy, przykladowo moze

byé¢ X = V. Wtedy
dU =TdS — PdX (2.55)

gdzie P jest parametrem intensywnym sprzezonym z X. Poniewaz

1 P 1 [oU 1 ou
dS = —d —dX==|—) dI'+=1||=— P)dX 2.
S=pl g T<6T>X +T<<6X>T+ > (2.56)
to w przemianie izoentropowe;j
(§5)r + P
dT = —(r’XaTdX (2.57)
T )X
Wobec réwnosci drugich pochodnych mieszanych entropii (’)a);—(’)ST = % uzyskujemy
ou 0P
P — | =T =— 2.58
+(5v), =7 (57), 228
czyli dla malych przyrostéw
(5F)x
0T =-T 0X (2.59)
Cx

Aby temperatura zera bezwzglednego byla nieosiggalna jest konieczne by d7T — 0, gdy T — 0. Jednakze
wobec wlasnosci ciepla wlasciwego jest to mozliwe jedynie gdy

. (0P
Jim <8—T>X =0 (2.60)
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7 drugiej jednak strony wiadomo ze

<§_;>T - <?)_§>X (2.61)

. a5

A zatem warunkiem nieosiggalnosci T' = 0 jest by entropia stawala sie niezalezna od X w granicy T'— 0.
Fakt ten postuluje trzecia zasada termodynamiki , zwana inaczej postulatem Nernsta - Plancka :

Entropia ukladu zamknietego ma te sama skorniczong wartosé¢ dla wszystkich stanéw o T'= 0.

Trzecia zasada termodynamiki stosuje sie do stanéw réwnowagi. Jej rezultatem nie jest pojawienie
sie nowych wielkosci termodynamicznych, tak jak to ma miejsce w przypadku pierwszej zasady termo-
dynamiki (ciepto, energia wewnetrzna) i drugiej zasady termodynamiki (entropia), lecz jedynie natozenie
ograniczen na wielkosci juz wprowadzone. Oméwienie wnioskéw zenn wyplywajacej przeniesiemy do dal-
szej czesci skryptu.

wiec



Rozdzial 3

Potencjaly termodynamiczne

3.1 Energia wewnetrzna jako potencjal termodynamiczny

Druga zasada termodynamiki okreslana jest czesto jako zasada wzrostu entropii : Wartosé réwnowagowa
nie ograniczonego wiezami parametru jest taka, ze maksymalizuje entropie uktadu izolowanego na zbiorze
jego stanéw réwnowagi z wiezami.

Okazuje sie, ze mozna sformulowaé¢ rownowazna jej zasade ekstremalna - zasade minimum energii :
Wartos¢ réwnowagowa nieograniczonego wiezami parametru pewnego uktadu jest taka, ze minimalizuje
energie wewnetrzng przy zadane] wartosci calkowite] entropii na zbiorze standéw réwnowagi z wiezami.

Udowodnimy teraz ich réwnowaznoscé.

e maxS = minlU

Dowiedziemy tego wykazujac —minl/ = —maxJS5. Zalézmy, ze dla ustalonej entropii Sy energia
wewnetrzna Uy nie jest minimalna. Woéwczas istnieje stan (U, So), taki ze U < Up. Nastepnie
odbieramy od ukladu w stanie (Up, So) energie w formie pracy mechanicznej. Prace te zamieniamy
calkowicie na cieplo, a nastepnie dostarczamy je ponownie do ukladu powiekszajac zarazem jego
entropie. Symbolicznie mozna to zapisac jako :

(Uo, So) — (U/, So) + W — (U/, So) + Q — (Uo, S) (31)

przy czym S > Sg. Zatem jezeli (Up, So) nie byl stanem o minimalnej energii przy ustalonej entropii,
to nie jest takze stanem o maksymalnej entropii przy zadanej energii.

e minl/ — maxs

Podobnie jak poprzednio przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Zaldézmy,
ze mamy stan (Up, So) przy czym entropia nie jest maksymalna, tj. istnieje stan (U, S), taki ze
S > Sp. Nastepnie uklad w stanie (Up, S) wprowadzamy w kontakt z termostatem i odbieramy
energie w formie ciepla @ tak, ze

(Uo, §) = (U, So) + @ (3.2)

przy czym (U, So) : U < Uy. Wobec tego jezeli stan (U, Sp) nie byt stanem o maksymalnej entropii
to nie jest takze stanem o minimalnej energii.

Energia wewnetrzna jest wypukla funkcja S 1V, tj.
U(Ole + (1 — Oz)Sg, aVq + (1 — OZ)VQ) < OéU(Sl, Vl) + (1 — Q)U(SQ, VQ) (33)

przy czym « € [0;1].

21
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3.2 Transformata Legendre’a

W zwiazkach podstawowych w reprezentacji energii wewnetrzne] oraz entropii parametry ekstensywne
odgrywaja role niezaleznych zmiennych, podczas gdy parametry intensywne stanowia pochodne zwiazku
podstawowego. W pomiarach doswiadczalnych na ogél mierzymy parametry intensywne; wygodniej
byloby wiec mieé do dyspozycji takie zwiazki podstawowe, w ktorych przynajmniej czesé¢ zmiennych
niezaleznych byloby parametrami intensywnymi. Problem sprowadza sie do stworzenia formalizmu, ktéry
umozliwialby nam zamiane jednego zwiazku podstawowego na drugi, przy czym w tym drugim zwiazku
podstawowym cze$é zmiennych niezaleznych byaby parametramiintensywnymi, tj. mamy zadany zwigzek
podstawowy w postaci

Y = Y(Xo, X1,..., X) (3.4)

Chcemy zastapi¢ czes¢ zmiennych ekstensywnych przez zmienne intensywne

ay
Pe= 5 (3.5)

w ten sposéb by zachowaé wszystkie informacje wynikajace ze zwiazku podstawowego. Zauwazmy, ze
proste wstawienie odwiklanej z réwnania (3.5) postaci X = Xy (Xo,..., Xx—1, Pes Xk41,--.,Xn) do
zwiazku postawowego nie spelnia tego warunku - prowadzi bowiem z matematycznego punktu widzenia
do réwnania rézniczkowego czastkowego pierwszego rzedu wzgledem X bez nalozonych warunkéw brze-
gowych. Rozwiazanie problemu byloby woéwczas niejednoznaczne, co wynikaloby z zagubienia czesci
informacji ze zwiazku podstawowego.

Narzedziem, ktore nam posluzy do tego celu bedzie transformata Legendre’a.

Y (Xo,ooo s Xeot, Py Xty Xn) = i0f(Y (Xo, ..., Xn) = X Pe) (3.6)
k

W przypadku, gdy Y jest Scisle wypukla funkcja Xy definicja ta sprowadza sie do postaci

Y(Xo,-oo s Xim1, Py Xig1s -+, Xn) = Y (Xoyo oo, X)) — X (Xoy - o+, Xi—1, Py Xbg1s--- 5 Xn) Py (3.7)

3.3 Zestawienie potencjaléw termodynamicznych

Do najwazniejszych potencjaléw termodynamicznych powstajacych jako transformaty Legendre’a zwiazku
podstawowego w reprezentacji energii wewnetrznej nalezg :

e I'(T,V,N) - energia swobodna Helmholtza :
F(T,V,N):iISlf(U(S,V,N)—T-S) (3.8)
gdzie wielkos¢ T wystepujaca po prawej stronie réwnania jest parametrem. W przypadku gdy U
jest Scisle wypukla, rézniczkowalna funkcja S definicje mozemy sprowadzi¢ do postaci
F(T,V,N)=U(S(T,V,N),V,N)=T-S(T,V,N) (3.9)
przy czym entropie wyznaczamy z warunku :

U
oS

Rézniczka energii swobodnej wynosi :

Jvy =T = 8§=S5(T,V,N) (3.10)

dFf =-S§-dI'—p-dV +pu-N (3.11)
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e I1(S,p, N) - entalpia

H(S,p,N) = inf(U(S,V,.N) + p-V) (3.12)

W przypadku gdy funkcja jest Scisle wypukla i rézniczkowalna :

p:—(g—g)&NiV:V(S,p,N) (3.13)
i entalpie mozemy zapisaé jako :
H(S,p,N) =U(S,V(S,p,N),N)+p- V(5 p,N) (3.14)
Rézniczka entalpii :
dH =T -dS+V -dp+p-dN (3.15)

e G(T,p,N) - energia swobodna Gibbsa, zwana takze potencjatem Gibbsa, entalpig swobodng

G(T,p,N) = nf (U(S,V,N) =TS +p-V (3.16)

W przypadku, gdy U jest scisle wypukla, rézniczkowalng funkcja S i1 V definicja sprowadza sie do

postaci :
GTn ) = (3.17)
US(T,p,N),V(T,p,N),N)=T-S(T,p,N)+p-V(T,p,N)
Rézniczka entalpii swobodnej :
dG'=-S-dT'+V -dp+p-dN (3.18)
e Q(T,V, u) - potencjal wielki kanoniczny
Q(T,V,N):;fl]\ff(U(S,V,N)—T-S—ﬂ-N) (3.19)
W przypadku, gdy U jest scisle wypukla, rézniczkowalna funkcja S'1 NV :
QT,V,N) = US(T,V, 1), V,N(T,V, 1)) = T+ S(T.V, pp) — - N(T, V, 1) (3.20)
Rézniczka potencjalu wielkiego kanonicznego
dQ=-5-dT—p-dV — N -dpu (3.21)

Potencjaly termodynamiczne mozemy réwniez wyprowadzaé jako transformaty Legendre’a zwiazku
podstawowego w reprezentacji entropii. Uzyskane w ten sposob potencjaly nosza nazwe potencjaléow
Massieu.

Uzasadnienie nazwy potencjal termodynamiczny w odniesieniu do wprowadzonych powyzej funkcji
oméwione zostanie w rozdziale (3.5)
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3.4 Tozsamosci Maxwella

Pojeciem toZsamosei (zwiqzkéw) Mazwella obejmujemy zwiagzki pomiedzy pochodnymi czastkowymi parametréw
termodynamicznych. Wynikaja one z réwnosci drugich pochodnych mieszanych potencjaléow termody-
namicznych. Jezeli dany potencjal termodynamiczny zalezy od n (naturalnych) zmiennych, to mozna

skonstruowaé n-(n—1) drugich pochodnych mieszanych i wobec réwnosci pochodnych mieszanych uzyskaé

% tozsamosci. Przykladowo energia wewnetrzna dla prostego ukladu termodynamicznego jest zalezna

od trzech zmiennych, a wiec zgodnie z powyzszg analiza prowadzi do trzech tozsamosci Maxwella :

oT B Op
<W>S,N = <ﬁ>m (3:220)
). = (5%)
=) =(Z (3.22b)
<8N 5,V 95 V,N

o\ _(or
- <6N>S,v = <aV>S,N (3.22¢)

Procedura wyprowadzania tozsamosci Maxwella jest prosta

1. Ustalamy zbi6ér zmiennych niezaleznych dla zadane] pochodnej. Bedag to : zmienna, po ktorej
rézniczkujemy oraz zmienne, ktére pozostaja ustalone podczas rézniczkowania

2. Ustalamy potencjal termodynamiczny, dla ktérego zbiér zmiennych niezaleznych wyznaczony w pkt
1 jest naturalnym zbiorem zmiennych

3. Wielkosé¢ rézniczkowana zapisujemy jako odpowiednia pochodng potencjalu termodynamicznego;
interesujaca nas pochodna czastkowa zostaje wiec zapisana jako druga pochodna odpowiedniego
potencjatlu termodynamicznego.

4. Zamieniamy kolejno$é rézniczkowania
5. Wyznaczamy pochodng potencjatu termodynamicznego (pochodng wewnetrzna)
Przyktadowo
()., ().~ (55, ~(8), - (39, (9., (&)
oV )sy OV 95 ) v ovas )y 950V ) 05T \OV )5y 05 Jy N 95 ) v N

(3.23)

Warto dodad, ze istnieja reguly mnemotechniczne ulatwiajace zapamietanie kompletu tozsamosci Maxwella
dla prostego ukladu termodynamicznego, w ktérym nie ulega zmianie liczba moli. Nie podajemy ich w
tym miejscu uznajac ze przedstawiona powyzej procedura wyprowadzania tozsamosci Maxwella jest nat-
uralna i wystarczajaco klarowna.

Wprowadzmy teraz definicje kilku wielkosci makroskopowych, przy pomocy ktérych wygodnie jest
charakteryzowaé rézne substancje. Sa to

e wspodlczynnik rozszerzalnosci cieplnej

1 <6V>
a=— (= (3.24)
v\er ),y
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e wspdlcezynnik sScisliwosci izotermicznej

1
Ry = —— <8—V> (325)
V \ dp TN
e molowe cieplo wlasciwe przy stalej objetosci
T ([0S
== | == 2
v N<[)T>VN (3-26)
e molowe cieplo wlasciwe przy stalym cisnieniu
T <85>
cp = — | = (3.27)
PN A\OT pN
Warto zwrécié uwage, ze o ile
1
Cy = — B—U (3.28)
N \oT VN
to
1 [oU Vv
— | = =cp — — 2
cp # N <8T>p7N cp = b (3.29)

3.5 Zasada pracy maksymalnej

Odwracalnym zZrédlem pracy nazywamy uklad osloniety $cianka adiabatyczna i nieprzepuszczalng oraz
taki, ze przebiegajace w nim procesy sg quasistatyczne (co implikuje stalosé entropii odwracalnego zrédta
pracy). Odwracalne zrédlo pracy, ktére jest na tyle duze, ze cisnienie w nim panujace pozostaje stale
nazywamy zbiornikiem objetosci .

Odwracalnym zZrédlem ciepla nazywamy uklad osloniety Sciankg nieruchoma 1 nieprzepuszczalna, oraz
taki, ze przebiegajace w nim procesy sg quasistatyczne. Odwracalny zbiornik ciepla na tyle duzy, ze jego
temperatura pozostaje stala nazywamy zbiornikiem ciepla .

Niech badany uklad Z pozostaje w kontakcie termicznym ze zbiornikiem ciepla Z. i w kontakcie
mechanicznym ze zbiornikiem objetosci Z,,. Poza tym moze on pozostawaé w kontakcie mechanicznym
z ukladem Z’, z ktérym wymienia wylacznie nieobjetosciowa prace mechaniczng. Zakladamy, ze caly
uktad skladajacy sie z 7, Z., Z, oraz 7' jest ukladem izolowanym. W ukladzie Z przebiega proces,
ktéry przeprowadza go z zadanego stanu réwnowagi poczatkowej do zadanego stanu réwnowagi koricowej.
Interesuje nas wyznaczenie maksymalnej pracy jaka uklad Z moze wykonaé¢ nad ukladem Z’, to znaczy
okreslenie warunkéw w jakich powienien przebiegac proces od zadanego stanu poczatkowego do zadanego
stanu koricowego, tak aby praca nieobjetosciowa wykonana nad uktadem Z’ byla mozliwie najwieksza.

Poniewaz uklad jako calo$é jest ukladem izolowanym wiec zmiany energii wewnetrznych kazdego z
podukladéw muszg sie sumowac do zera

AU + AU, + AU, + AU’ =0 (3.30)

W przypadku zbiornika ciepla i zbiornika pracy zmiany ich energii wewnetrznych mozna wyrazi¢ poprzez
zmiany entropii i objetosci :

AU, = T,AS, (3.31)
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gdzie T, - temperatura zbiornika ciepla
AUy = —puAVy, (3.32)
gdzie p,, - cisnienie panujace w zbiorniku pracy. W ten sposéb
AU+ T AS, — py, AV, + AU =0 (3.33)
Poniewaz objetosciowa praca mechaniczna jest wykonywana wylacznie nad zbiornikiem pracy wiec
AV, = AV (3.34)

Ponadto, w dowolnym procesie A(S. + S) > 0, przy czym réwnosé zachodzi wylacznie w przypadku
uktadu odwracalnego. Stad

AU — T.AS + p, AV + AU < 0 (3.35)

co prowadzi do wniosku, ze nieobjetosciowa praca mechaniczna wykonana nad ukladem Z’ spelnia
nierownosé

AU < =AU = T.S + py, V) (3.36)
Zatem maksymalna praca nieobjetosciowa wykonana zostaje w procesach odwracalnych i wynosi

AU .= =AU = T.5 + p, V) (3.37)
e < 0, to zrecznie] jest moéwié o pracy wykonywanej przez uklad 7’
nad ukladem Z. A zatem praca wykonana przez uklad Z’' nad ukladem Z jest minimalna w procesie
odwracalnym i wynosi AU/, = AU —=T.S + pwV).

Rozwazmy teraz poszczegélne przypadki

Zwréémy uwage, ze gdy AU/

1. przemiana izoentropowo - izochoryczna : AS =0, AV = 0. Wéowczas
AU < =AU & AU < AU’ (3.38)

Oznacza to, ze jesli w przemianie izoentropowo - izochorycznej wykonywana jest praca nieobjetosciowa,
to warunkiem zachodzenia procesu jest zmiana energii wewnetrzne] o wartosé niewieksza od wyko-
nane] pracy nieobjetosciowe] wziete] ze znakiem minus. W szczegdlnosci, gdy uklad 7’ jest odi-
zolowany AU’ = 01 AU < 0, czyli energia wewnetrzna nie rosnie.

2. przemiana izoentropowo - izobaryczna : AS =0, p = p, = const. Wéwczas
AU +pV)=AH < -AU’ (3.39)
a stad
AU .. = —AH (3.40)

Gdy uktad 7’ jest odlaczony to AH < 0, czyli przy stalej entropii i stalym cisnieniu entalpia nie
wzrasta spontanicznie 1 w stanie réwnowagi jest minimalna.

3. przemiana izochoryczno-izotermiczna : AV =0, T'=Tp = const. Wéwczas

AU —TS) = AF < —AU’ (3.41)
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a stad
AU =—AF (3.42)

max

Gdy uktad Z’ jest odlaczony to AF < 0, czyli przy stalej temperaturze i objetosci energia swobodna
Helmholtza nie rosnie i w stanie réwnowagi jest minimalna. Tak wiec np. wszelkie wiec reakcje
chemiczne izotermiczno - izochoryczne, w ktérych nie ma pracy nieobjetosciowej zachodzg tylko
wtedy, gdy nastepuje ubytek energii swobodnej.

4. przemiana izotermiczno - izobaryczna : T'= 17 = const, p = p, = const. Wéwczas
AU =TS +pV)=AG < -AU’ (3.43)
a stad
AU, . = —AG (3.44)

max

Gdy uktad Z’ jest odlaczony to AG < 0, czyli przy ustalonej temperaturze i ci$nieniu energia
swobodna Gibbsa nie ro$nie spontanicznie i w stanie réwnowagi jest minimalna.

3.6 Stabilnos¢ stané6w réwnowagi

W poprzednim podrozdziale wskazalismy sposéb wyznaczenia stanéw réwnowagi ukladu termodynam-
icznego. Rozwazymy teraz stabilnosé¢ tychze stanéw. W tym celu z badanego uktadu wydzielamy mala,
ale takze makroskopowa czes¢. Reszte ukladu - ze wzgledu na jej rozmiary - mozemy traktowaé jako
zbiornik ciepla i zbiornik pracy. Wtedy zgodnie z rozwazaniami z poprzedniego rozdzialu

AU = T,AS8 4 p,AV < —AU’ (3.45)

przy czym AU, AS, AV oznaczaja odpowiednio zmiany energii, entropii i objetosci poduklLadu, w
procesach przebiegajacych spontanicznie, tzn. w kierunku nowego stanu réwnowagi. W przypadku
infinitezymalnych, spontanicznych zmian spelniona jest wiec nieréwnosé

SU — T,88 + p,6V < —8U’ (3.46)

Rozwazmy teraz proces odwrotny, tzn. taki, ze w wyniku wykonania pracy przez uklad zewnetrzny 7’
czesé ciala zostaje wyprowadzona ze stanu rownowagi. Wtedy

(6U — Tp68 + podV)wym = —(0U — T,88 + podV ) spont > UL poms = —6Ubym = Wihyn >0 (3.47)

wypr.

Aby stabilny uktad wyprowadzié ze stanu réwnowagi to trzeba wykonaé nad nim (dodatnia) prace. Jesli
wiec cze$é ukladu zostaje wyprowadzona ze stanu réwnowagi to

SU + p,6V —T,65 > 0 (3.48)

Potraktujmy teraz U jako funkcje S oraz V przy ustalonym N. Dokonamy rozwiniecia dU w funkcji
38 =5, — 5,10V =V, =V, z dokladnoscig do wyrazéw kwadratowych. Pamietamy przy tym, ze stan

poczatkowy S,, V,, U, to stan réwnowagi w obecnosci zbiornika ciepla i objetosci, czyli T, = 15, pp = po
ou ou 1 [0*U 02U 02U
SU =U(Sk, Vi) = U(Sp, Vp) m =05 + 256V + = | 55 (89)? + 225650V + ——(6V)? ) =
(S, Vie) = U(Sp, Vo) & 5505 + 517 +2<852( )+ 25557090V + gyl )>
1 [0*U 02U 02U
T,68 — podV + = | =—=(85)? +2-—-=650V + —(3V)?
p +2<852( )+ 25557090V + gyl )>

(3.49)
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Po podstawieniu do wzoru (3.48) otrzymujemy

02U 82U 02U
) ———456 ) .
852( S)* + BSBV SV + BVZ( vyt > (3.50)
Powyzsza formq: kwadratowq 4S5 1 8V sprowadzamy do postaci kanonicznej. W tym celu przed calosé
wylaczamy (6 U)
02U 02U 82U 02U 02U 92U
— ) ————056 ———(6V)? bl
(F5z)” <(as2)(5) 952 95V SV+Z)S26V2(V)> (3:51)

i pierwsze dwa skladniki dopelniamy do pelnego kwadratu. W konsekwencji uzyskujemy

U _, (*U 02U 2 (e hE 02U
- 6S % — L EV)2 >0 3.52
(557) <as2 * asov > Tl <asav> (Ggz) | OV > (3:52)
Powyzsza nier6wnos¢ musi obowiazywaé dla dowolnych odchyleni od polozenia réwnowagi. Z powyzszego
wzoru wynikaja wiec dwa warunki

1.
02U
Ale
02U aT 1 T
= (= e 3.54
a5z — (g vy (2vn G (3:54)
Poniewaz temperatura bezwzgledna jest nieujemna wiec
Cy >0 (3.55)
2.

2 2 2
PU_ DU 4 P,
vz~ ‘asav’ ' 9s?

Powyizsza nieréwnos$é mozna przeksztalcié w nastepujacy sposob :

9*U 2*U *U dp, 0T o1,  dp

>0 (3.56)

0 <ggrave ~ (sav) = G5 (g + Gy)s(ag)v = (3.57)
_A(T,p) _ A(T,p) AT,V) _ (ap) 1 T <a_p>
(S, V)~ AT.V)I(S, V) T tav (L) o \av ).
A zatem
dp
(Z)V) 7~ <0 (3.58)

Warunek ten mozemy zapisaé, poslugujac sie definicjg wspélczynnika scisliwosci izotermicznej, w
postaci réwnowazne;j

v,
V> op r

K1 > 0 (3.59)

7 powyzsze] nierownosci wynika, ze zawiekszaniu objetosci stabilnego ukladu termodynamicznego
towarzyszy zmniejszanie sie jego cisnienia.
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Na postawie powyzszych wzoréw stwierdzamy nastepnie, ze

TV a?

kT

cp =cv + > cy (3.60)

Rozwazmy jeszcze ograniczenia na (g—p)g wynikajace z warunkow stabilnosci uktadu termodynam-

icznego

(@) _9(pS) _ 0, S)
av’® T (V.S 9V, T)

op\ (95Y _(dp) (95 (0TY _ -
ov ), \oT ], oT ), \oV ), s ), (3.61)
v\ _(9p\ (OTN _ (9 _ T (dp
ov ) r or),\as/, \ov/ , Cv \oT/,
7 powyzszego wrzoru wobec wczesnie] wyprowadzonych warunkéw rownowagi stwierdzamy ze

<§—5>S <0 (3.62)

Na zakonczenie nalezy przypomnieé, ze przy wyprowadzaniu warunkéw stabilnosci istotne bylo zalozenie
o jednorodnosci rozwazanego podukladu. Gdy uklad nie jest jednorodny, np. pod wplywem oddzialywan
jego czastek z zewnetrznymi polami wtedy warunki stabilnosci moga ulec zmianie.

3.7 Konsekwencje trzeciej zasady termodynamiki

Posiadajac wiedze o potencjatach termodynamicznych mozemy przystapi¢ do analizy konsekwnecji trze-
ciej zasady termodynamiki. Przy okazji uczynimy dygresje i przesledzimy jedna z drég, ktére do-
prowadzily do sformulowania postulatu Nernsta - Plancka. U jej poczatkow lezy empiryczna zasada
Thomsena - Berthelota . Zostala ona sformulowana w toku badan reakcji chemicznych. Na podstawie
wynikéw doswiadczalnych, chemicy stwierdzili, ze stanem réwnowagi, ktéry ustali sie po zmieszaniu
dwéch reagentow w ukladzie utrzymywanym w stale] temperaturze i pod stalym ci$nieniem, jest ten stan,
ktérego osiagnieciu towarzyszy najwiekszy wyplyw ciepta. Oczywiscie zasada Thomsena - Berthelota nie
moze by¢ ogélnie sluszna, gdyz wiemy, ze samorzutnie moga przebiegaé¢ zaréwno reakcje egrotermiczne,
jak i endotermiczne. Zasade Thomsena - Berthelota mozemy sformulowaé precyzyjniej stwierdzajac, ze
stan réwnowagi minimalizuje entalpie, gdyz cieplo wydzielone w reakcji chemicznej wyraza sie wzorem

Qpr = —AH (3.63)

Jednakze wiemy, ze stan rownowagi ukladu podleglego przemianie izotermiczno - izobarycznej pod
nieobecnodé pracy mnieobjetosciowej jest okreslony przez zasade minimum potencjatu Gibbsa (entalpii
swobodnej). Na podstawie ogélnych wlasnosci stwierdzamy, ze w procesie izotermicznym

AG = AH — TAS (3.64)

7 powyzszego wrzoru wynika, ze zasada Thomsena - Berthelota jest sluszna jedynie w punkcie 7' = 0,
podczas gdy w innych temperaturach jest spelniona jedynie w przyblizeniu. 7 tej przyczyny w latach
pozniejszych pod pojeciem zasady Thomsena - Berthelota okreslano regute gloszaca, ze

lim AG = lim AH (3.65)

T—0 T—0
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Jak wykazaly pézniejsze badania zakres stosowalnosci powyzszej zasady byl znacznie szerszy. Uogdlnienia
zasady dokonal Nernst twierdzac, ze AG 1 AH w punkcie T' = 0 nie tylko przybieraja ta sama wartosé,
lecz réwniez

. O0AG . O0AH
o = A (3.66)
Uogodlnienie powyzsze nosi nazwe postulatu Nernsta . Aby zbadaé konsekwencje postulatu Nernsta
podzielmy réwnanie (3.64) obustronnie przez T i przejdémy do granicy T — 0
AH - A
fim 2H 228G A (3.67)
T—0 T T—0

7 lewej strony wystepuje symbol nieoznaczony, wiec poslugujac sie do wyznaczenia granicy regula de
I’Hospitala uzyskujemy
0AG 0AH

o~ ) T i As (3.68)

Wobec postulatu Nernsta stwierdzamy

lim AS =0 (3.69)

T—0

czyli ze zmiana entropii zanika w dowolnym odwracalnym procesie izotermicznym w temperaturze T = 0,
lub izoterma T" = 0 jest réwniez izoentropa. Kilka lat pézniej ostatecznego sformulowania trzeciej zasady
termodynamiki dokonal Planck stwierdzajac, ze izoterma T = 0 jest réwniez adiabata S = 0.

Przejdziemy teraz do wnioskéw plynacych z trzeciej zasady termodynamiki. Rézniczka entropii
molowej w sposéb ogdlny moze by¢ zapisana w postaci

ds(T,z) = (5—;)xdT + (g—;)de (3.70)

gdzie x oznacza odpowiedni parametr stanu (np. cisnienie lub objetos$é) Caltkujac w granicach od 0 do T
uzyskujemy

T i

e (T, 1)

S(T,2) = / LT 1) (3.71)
0

Aby w granicy T — 0 entropia znikala {(z) musi by¢ tozsamosciowo réwne zeru. Stad entropie dowolnego

ciala prostego mozemy zapisa¢ wzorem

S(T, o) = /OT @dT (3.72)

Aby catka wystepujaca w powyzszym wzorze byla zbiezna cieplo wlasciwe przy dowolnie ustalonym
parametrze musi znika¢ w granicy T'— 0, 1 to co najmniej liniowo.
lim ¢; =0 (3.73)
T—0
Istotnie, badania doswiadczalne potwierdzily ta wlasnosé.
Rozwazajac izotermiczna zmiane entropil wywolana infinitezymalna zmiana cisnienia lub objetosci
stwierdzamy

. 0s )
TIILI})(%)T =0 < Thil})plﬁ?T =0 (374&)
im (22, =0 li ) 3.74b
fim(Gy)r =0 & Jimva= (3-74b)

czyli w temperaturze T = 0 znikaja wspolczynniki scisliwosci izotermicznej i rozszerzalnosci termicznej.



Rozdzial 4

Przyklady ukladow
termodynamicznych 1 ich przemian

4.1 Gaz doskonaly

Termodynamicznie gaz doskonaly jest zdefiniowany w ogélnosci poprzez réwnania

p(T,V,N) = gRT (4.1a)
T

U(T,V,N)=N | ¢, (T)dT' + fi(V,N) (4.1b)
To

Zwréémy uwage, ze we wzorze (4.1b) wbudowalismy zatozenie o niezaleznosci ey od Vi N. W pierwszej
kolejnosci wyznaczmy posta¢ funkcji f1. Obliczajac pochodng energii wewnetrznej po objetosci przy
ustalonej temperaturze i liczbie czastek

ou J
(Fy )TN = (a—j‘;l)T,N (4.2)
oraz pamietajac, ze
ou a5
(W)T,N = T(W)T,N — P (43)
a5 J
(Fy)rv = (a_g)V,N (4.4)
uzyskujemy
ou N-R
il =T—— _p=p—p= 4.
(BV)T,N v p=p-p 0 (4.5)
A zatem
J1(V,N) = fi(N) (4.6)

31
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Wobec warunku jednorodnodci (pierwszego rzedu) energii wewnetrznej funkcja fi musi mieé postaé

Us
N)=N— 4.
fi(N) R (4.7)
W ten sposéb wzor na energie wewnetrzna ma postaé
T
! ! UO
UT,V,N)=N e (THdT + N — (4.8)
To No

Aby uzyskac zwigzek podstawowy w postaci parametrycznej musimy teraz wyznaczy¢ entropie w funkcji
temperatury, objetosci i liczby moli. Zaleznosé ta mozemy wyznaczy¢ na dwa sposoby.
7 definicji ciepla wlasciwego przy stalej objetosci

a5
Ney =T (=— 4.9
cv (BT)V’N (4.9)
przez odcatkowanie uzyskujemy
Te(T)
S(T,V,N) =N ; TdT + f2(V,N) (4.10)

Musimy teraz wyznaczy¢ jawng postaé f2(V, N). Z tozsamosci

08 Op

— = (= 4.11
(Gy)mny = (5p)viv (4.11)
uzyskujemy
dfs NR

= = — 4.12
(Gy)Ty == (4.12)

co po odcalkowaniu prowadzi do

v

f2(V,N) ZNR]H(VO)—ng(N) (4.13)

Funkcja f3(N) musi by¢ tak dobrana, by entropia byla funkcja jednorodna objetosci i liczby czastek.
Stad

No So

N)=NRIn(— N— 4.14
J3(N) n( ~ )+ N (4.14)
1 ostatecznie
T 7
Cy (T) / V No So
T V,.N) =N ———dT"+ NRIn(—— N— 4.1
S( 7‘/7 ) TD T/ + R H(N VO ) + NO ( 5)

Inna metoda wyprowadzenia powyzszego wzoru opiera sie na bezposrednim wykorzystaniu zwiazku

U pV Ny
42 7 4.1
S T+ T T (4.16)

Podstawiajac (4.1a) i (4.1b) uzyskujemy

N Uy

N T
S(T’V’N):?Fo—i—?/T CU(T/)dT/—i-NR—Nﬁ (4.17)

T
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Musimy teraz obliczyé¢ wartos¢ 4. Poniewaz

ALy = —pgd T+ () (4.18)

to po wykorzystaniu relacji Gibbsa - Duhema dostajemy

7 1
d(=) = —uT2 dTl +

T T( sdT + vdp) (4.19)

Podstawiajac ogdlng postaé entropii oraz wzdr na cisnienie (4.1a) uzyskujemy

1 1 T R
dly = —ptary L Ly r— Byar v or(tar - Lavy =~ Lar — gy (4.20)
T T T T T v v T v

Podstawiamy wyznaczong postac energii wewnetrznej

1
)= —20qr

d( T2 - (ﬁ

T
% / eo(T)dT)dT — Lo (4.21)
v

i dokonujemy obustronnego odcalkowania uzyskujac

1 T T " T/
RN, o (1)dT —/ £ (T/ Var' — Rin(2) (4.22)

Wrykorzystalismy przy tym fakt, ze
1 T T "

/TD /TD

W ten sposéb uzyskaliSmy wzdr okreslajacy potencjal chemiczny. Wzoér ten mozemy zapisaé¢ w postaci
réwnowaznej jako

(4.23)

T
Varrary = d( / / )dT’dT”) = d / o (T") (= — yar

w= RT(®(T) +Inp) (4.24)
gdzie :
O(T) = l/T cU(T’)(l — i)dT’ + == ! (NO + fo_ @) - lln(i) —Inp (4.25)
R Jr, T T RI''1ly T 1o T ‘v
Mozemy dokonaé uproszenia powyzszego wzoru podstawiajac
so= o2 4 220 F0 (4.26)

To To To

Po podstawieniu wzoru na % do (4.17) uzyskujemy ponownie (4.15). W ten sposéb zwiazek podsta-
wowy dla gazu doskonatego w postaci parametryczne] ma postac

T
UV, N) =N [ eo(T)dr + N2 (4.27a)
Ty Ny

Spr.
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So
Ny

T i
(T N
S(T,V,N) =N L/)dT’JrNRln(K—O

+ N
TD T NVO)

(4.27b)

Jako przypadek szczegdlny rozpatrzmy gaz o stalym cieple wlasciwym. Wéwcezas powyzsze wzory
sprowadzaja sie do postaci

U(T,V,N) = N, (T — Tp) + N% = Ne, T (4.28a)
0
B T V No So
S(T,V,N) = NeyIn(=) + N RIn( 5 72) + N> (4.28b)

7 pierwszego z réwnan mozemy wyznaczy¢ temperature

U

T =
Ne,

(4.29)

i po podstawieniu do drugiego rownania uzyska¢ zwiazek podstawowy w reprezentacji entropii dla gazu
doskonatego o stalym cieple wlasciwym

So U vV N
S(U,V,N) = N2 + NRIn((—)¢/E__ (1 )~(+cu/E) 4.30
( b b ) NO + n((UO) VO(NO) ) ( )

Nalezy pamietad, ze uzyskany wzdr nie stosuje sie w dowolnym zakresie temperatur (w szczegélnosci dla
niskich temperatur - sama idea gazu doskonalego traci wéwczas sens). Jednakze o zakresie stosowalnosci
powyzszego wzoru do opisu gazéw rzeczywistych nie dowiemy sie na podstawie analizy tego wzoru.
Informacje te musimy wlozyé do teorii z zewnatrz, np. w wyniku poréwnania z doswiadczeniem albo
uzyskaé jg na podstawie mechaniki statystycznej.

4.2 Gaz van der Waalsa

Réwnanie stanu gazu van der Waalsa
(b+ <5)(v = b) = RT (4.31)

Zwiazek podstawowy w postaci parametrycznej dla gazu van der Waalsa

Up r oy N2
UT,V,N)=N—+N [ ¢,(I")dT" — a— (4.32a)
NO Ty V
S ey (1 V — Nb
S(T,V,N) = N=* —i—N/ co )dT’—i—NRln( ) (4.32b)
No po

Widzimy, ze U zalezy od a, nie zalezy od b, natomiast S zalezy od b i nie zalezy od a.

4.3 Doswiadczenie Joule’a - Thomsona

Doswiadczenie Joule’a - Thomsona polega na powolnym przeciskaniu gazu poprzez porowata przegrode
rozdzielajaca dwie czesci cylindra. Zakladamy, ze gaz wypelnia poczatkowo jedng czes¢ cylindra o
objetosci Vp 1 zostaje przepchniety do drugiej czesci; wtedy jego objetos¢ wynosi Vz. Proces ten jest
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tak kontrolowany, ze caly czas w trakcie jego trwania ciSnienie w pierwszej czesci wynosi p1, a w drugiej
p2. Uklad jako calosé jest izolowany adiabatycznie.

Wykazemy teraz, ze jest to proces izoentalpowy. Niech w stanie koficowym z pierwszego obszaru do
drugiego zostala przecisnieta iloé¢ gazu odpowiadajaca zmniejszeniu sie objetosci pierwszego obszaru o
V1, a zwiekszeniu sie objetosci drugiego o V. Obliczmy zmiane energii wewnetrzne] w takim procesie

Uy=U1+ W (433)

gdzie W - praca wykonana w trakcie procesu nad gazem w obu czesciach cylindra.

0 Va
W= —pl/ dv — p2/ =piVi —p2Va (4.34)
Vi 0
Stad
Us =U1 +p1Vh — p2 Vs (435)

czyli rzeczywiscie proces odbywa sie przy stalej entalpii
Hy = Hy (4.36)

Interesuje nas zmiana temperatury gazu zwiazana z jego przepchnieciem z obszaru pierwszego do
drugiego. Dla malych zmian cisnienia Ap = pa — p1 < 0 (proces jest mozliwy jedynie wéwczas, gdy w
pierwsze] czesci cylindra cidnienie bedzie wyzsze) otrzymujemy

oT
AT:TQ—Tl:T(pQ,H,N)—T(pl,H,N)N(

3, AP (4.37)

Wyznaczamy postaé wystepujace] w powyzszym wzorze pochodne] poslugujac sie procedura redukcji
pochodnych czastkowych

oT (%_H)T
()0 = ——% (4.38)
op (57 )e
Wrykorzystujac
0H a5 oV
(%)T T(%)T +V= —T(B—T)p) +V=-V(Ta-1) (4.39)
oraz
oH a5
(B_T)p = (Z)_T)p =Gy (4.40)
otrzymujemy
orT v
(%)H = g(Ta 1) (4.41)

Zmiana temperatury w procesie Joule’a - Thomsona wyraza sie wzorem

AT = 2 (Ta — 1)Ap (1.42)

Cp
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Zachowanie sie ukladu jest zalezne od znaku wyrazenia Ta — 1. W przypadku, gdy jest ono wieksze od
zera mamy do czynienia ze spadkiem temperatury; gdy jest mniejsze od zera - ze wzrostem temperatury;
gdy jest réwne zeru - temperatura nie ulega zmianie. Krzywa w przestrzeni (p,T) okreslona réwnaniem

Ta—1=0 (4.43)

nosi nazwe krzywej inwersji .
Zmiana entropii w procesie Joule’a - Thomsona wynosi

S v
AS = (AP =~ Ap > 0 (4.44)

Proces Joule’a - Thomsona jest wiec procesem nieodwracalnym.



Rozdzial 5

Maszyny termodynamiczne

5.1 Wprowadzenie

Problem przemiany ciepla na prace legl u korzeni termodynamikii do dnia dzisiejszego jest jednym z jej
klasycznych zagadnien. Urzadzenie, ktérego zadaniem jest wykonanie pracy kosztem pobranego ciepla
nazywamy maszynqg cieplng . Maszyne cieplna dzialajaca cyklicznie nazywamy silnikiem cieplnym .

7 zagadnieniem maszyn cieplnych $cisle zwiazane sa zagadnienia maszyn grzewczych - urzadzen
przekazujacych energie w formie ciepla do ciala o wyzsze] temperaturze kosztem energii cieplnej ciala
o temperaturze nizsze] oraz pobranej pracy, oraz maszyn chlodniczych , tj. urzadzen ktérych zadaniem
jest utrzymanie ukladu w temperaturze nizszej od temperatury otoczenia Maszyne grzewczg dzialajaca
cyklicznie nazywamy pompq cieplng , a maszyna chlodnicza dzialajaca cyklicznie - chlodziarkq .

5.2 Zasada Kelvina i1 zasada Clausiusa

Druga zasada termodynamiki narzuca pewne ograniczenia na funkcjonowanie silnikéw i pomp cieplnych.
W swoich tradycyjnych sformulowaniach operowala bezposrednio tymi ograniczeniami. Przytoczymy tu
sformulowania Kelvina i Clausiusa.

Zasada Kelvina : Nie istnieje taki silnik, ze jedynym efektem jego dzialania jest odebranie ciepla ze
zbiornika ciepla i wykonanie réwnowaznej mu pracy.

Silnik o takiej wlasnosci nazywamy perpetuum mobile drugiego rodzaju . Zasade Kelvina mozemy wiec
wyrazi¢ kréce] w slowach : nie istnieje perpetuum mobile drugiego rodzaju.

Zasada Clausiusa : Nie istnieje taka pompa cieplna, ze jedynym efektem jej dzialania jest przekazanie
pewnej ilosci ciepla od ciala zimniejszego do cieplejszego.

Wykazemy réwnowaznosé zasady Kelvina i drugiej zasady termodynamiki. Rozwazmy uktad osloniety
adiabatycznie zlozony z silnika i zbiornika ciepla o stale] temperaturze T. Do ukladu stosujemy druga
zasade termodynamiki (prawo wzrostu entropii) i wykorzystujac cyklicznosé silnika stwierdzamy

AS; + AS, > 0,A5, =0=AS, >0 (5.1)
gdzie S; oznacza entropie silnika, a S, - entropie zbiornika. Jednakze jedyna zmiana w zbiorniku jest
pobranie zeni ciepla ) wiec

L S VP 52
Wynika stad
Q<0 (5-3)

37
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co oznacza, ze do zbiornika cieplo moze zostaé jedynie dostarczone (tj. silnik moze zamienié¢ prace
mechaniczng na ciepto).
Aby wykazaé stusznoéé¢ zasady Clausiusa wystarczy teraz pokazac jej réwnowaznos¢ z zasada Kelvina.

e Zasada Kelvina = Zasada Clausiusa

Zastosujemy metode sprowadzenia do niedorzecznosci. Zalézmy, ze istnieje urzadzenie, ktdrego
jedynym efektem dzialania jest przekazanie pewnej ilosci ciepla ¢J_ > 0 od ciala zimniejszego do
cieplejszego. Dokonujemy sprzezenia z silnikiem dzialajacym miedzy cialami, z ciala Z; pobrane
zostaje cieplo @4, ktére zostaje w czesSci zamienione na prace W = Q4 — @ _, a w czesci odprowad-
zone do zbiornika Z_ . Efektem tego cyklu jest pobranie ciepla Q1 — @ _ ze zbiornika 7, i wykonanie
réwnowaznej mu pracy, co zaprzecza zasadzie Kelvina.

e Zasada Clausiusa = Zasada Kelvina

Podobnie jak w poprzednim przypadku przeprowadzimy dowéd przez sprowadzenie do niedorzecznosci.
Zalézmy, ze istnieje urzadzenie zamieniajace okreslong iloé¢ ciepla (4 pobranego ze zbiornika 7,
w calosci na prace W. Proces ten laczymy z pompa cieplng miedzy zbiornikami Z; 1 Z_ - prace
W zuzywamy do pobrania ciepla @J_ ze zbiornika Z_ i przekazania go do Z;. Jedynym efektem
calego procesu jest przekazanie ciepla QQ_ od zbiornika zimniejszego do zbiornika cieplejszego, co
zaprzecza zasadzie Clausiusa.

Ostatecznie : zasada Kelvina < zasada Clausiusa.

5.3 Dzialanie maszyn termodynamicznych

Znajac ograniczenia wynikajace z drugie] zasady termodynamiki mozemy zobrazowaé schematy dzialania
poszczegdlnych maszyn termodynamicznych w sposéb nastepujacy :

Rozwazmy infinitezymalny proces polegajacy na wykonaniu przez silnik pracy W’ pray czym ze
zbiornika o temperaturze T, pobierane jest cieplo @4 i do zbiornika o temperaturze T_ (chlodnicy)
odprowadzane cieplo (J_. Bilans energii moze by¢ zapisany nastepujaco

0:AU:Q+—(W/—|—Q_) (54)
skad
W=Q - Q. (5.5)
Na postawie drugiej zasady termodynamiki
Ry Q- 1
— ——<0 - > — 5.6
T, TS =@ _T+Q+ (5.6)

Po podstawieniu do wyrazenia okreslajacego wykonana prace
W< Q1 - =) (5.7)

Wydajnosé silnika cieplnego definiujemy za pomoca wzoru

W/

"= o
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Opierajac sie na uzyskane] nieréwnosci na prace stwierdzamy

T
n<l-— T, (5.9)
przy czym réwnoscé jest realizowana w przypadku, gdy proces jest odwracalny. Silnik oparty na procesie
nieodwracalnym ma sprawnos$¢ mniejsza niz silnik oparty na procesie odwracalnym. Ponadto ze wzoru
powyzszego wynika, ze wobec nieosiggalnosci temperatury zera bezwzglednego sprawnosc silnika cieplnego
jest zawsze mniejsza od jednosci.

Przejdzmy teraz do przypadku maszyny grzewczej. Infinitezymalny proces quasistatyczny realizowany
przez taka maszyne polega na przestanu do ogrzewanego pomieszczenia o temperaturze T ciepla (lacznie
() +) pobranego z otoczenia o temperaturze T_ < Ty (Q4) kosztem wykonanej nad pompa cieplng pracy.
Bilans energii

0=AU=W+Q_- -Q+ (510)
czyli
W=0Q;—-Q_ (5.11)
Wobec quasistatycznosci procesu z réwnosci Clausiusa
oy Ao
i S A2
. T ! (5.12)
uzyskujemy
Ty
=Q_-— 5.13
Q=0 1 (5.13)

czyli praca pobrana przez lodéwke wynosi
W= Qo(2E ) (5.14)

Sprawnosé pompy cieplnej definiujemy jako stosunek przetransportowanego do pomieszczenia ciepta do
pracy wykonane] nad pompa cieplna

Q+
= e (5.15)
czyli po podstawieniu pracy wykonanej nad pompa cieplna
T
= — 5.16
"= T (5.16)

Zauwazmy, ze nie wystepuje goérne ograniczenie sprawnosci pompy cieplnej; 9, — oo, gdy T4y — T_. Oz-
nacza to, ze pompa cieplna dziala najsprawniej przy niewielkich réznicach temperatur miedzy wnetrzem
a otoczeniem. Gdy temperatura wnetrza otoczenia pompy cieplne] dazy do zera jej sprawnosé¢ dazy do
jednosci.

Na koniec rozwazmy przypadek maszyny chlodniczej. Infinitezymalny proces quasistatyczny reali-
zowany przez taka maszyne polega na przestaniu do otoczenia lodéwki o temperaturze Ty ciepta (lacznie
Q) +) pobranego z wnetrza lodéwki o temperaturze T_ < T} (Q-) kosztem wykonanej nad lodéwka pracy
W’'. Lodéwka dziala wiec w spos6b analogiczny jak pompa cieplna. Oba te urzadzenia transportuja en-
ergie z ciala zimniejszego do ciala cieplejszego. Réznica polega na tym, ze zadaniem pompy cieplne] jest
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dalsze ogrzanie ciala cieplejszego (otoczenie ma nizsza temperature), podczas gdy zadaniem chlodziarki
jest dalsze ozigbienie ciala zimniejszego (otoczenie ma wyzsza temperature). 7 powyzszych przyczyn
analiza bilansu energii jest identyczna jak w przypadku pompy cieplnej i prowadzi do wzoru na praca
wykonang nad lodéwka w postaci

Ty

W=Q (zE-1) (5.17)

Wspdlezynnik sprawnosci lodéwki definiujemy poprzez stosunek pobranego ciepla do pobranej pracy

Q-
"= (5.18)
Po podstawieniu wyrazenia na prace pobrang przez lodéwke uzyskujemy
T
e 5.19
"= (5.19)

Zauwazmy, ze nie wystepuje gérne ograniczenie sprawnosci lodéwki g, — oo gdy Ty — T_. Oznacza to,
ze lodéwka dziala najsprawniej przy niewielkich réznicach temperatur miedzy wnetrzem a otoczeniem.
Gdy temperatura wnetrza lodéwki dazy do zera jest sprawnos¢ réwniez dazy do zera.

5.4 Cykl Carnota

Jednym z przykladéw silnika cieplnego moze by¢ silnik oparty na cyklu Carnota. Cykl Carnota sklada
sie z czterech przemian - dwéch izoterm T = Ty i T = T; oraz dwéch adiabat taczacych te izotermy. Cykl
Carnota mozemy opisaé nastepujaco przyjmujac za punkt wyjsciowy cyklu punkt, gdy gaz roboczy ma
temperature 77.

1. Przestrzen robocza silnika laczymy $cianka diatermiczng ze zbiornikiem ciepla o temperaturze 17 i
rozprezamy w sposéb odwracalny i izotermiczny do okreslonej objetosci. W tej fazie procesu gaz
pobiera cieplo @1 i1 oddaje prace Wj.

2. Przestrzen robocza silnika izolujemy adiabatycznie i rozprezamy odwracalnie, az do osiagniecia
temperatury 75 chlodniejszego zbiornika. W tej fazie procesu gaz wykonuje prace Ws.

3. Przestrzen robocza silnika taczymy scianka diatermiczna ze zbiornikiem ciepla o temperaturze 75 1
sprezamy odwracalnie i izotermicznie do objetosci lezacej na adiabacie. W tej fazie procesu uklad
pobiera prace W3 i oddaje cieplo (3

4. Przestrzen roboczg silnika izolujemy adiabatycznie i sprezamy odwracalnie, az do osiagniecia punktu
wyjscia. W tej fazie procesu uklad pobiera prace Wiy.

Mozna wykazaé, ze wydajnos¢ odwracalnej maszyny cieplnej pracujgce] wedlug cyklu Carnota zalezy
jedynie od stosunku temperatur bezwzglednych obu zbiornikéw i nie zalezy od rodzaju uzytej w maszynie
substancji

ne=1-— (5.20)

Ponadto wydajno$¢ dowolnego odwracalnego cyklu jest mniejsza od wydajnosci odwracalnego cyklu
Carnota pracujacego miedzy tymi samymi ekstremalnymi temperaturami.



Rozdzial 6

Uklady wieloskladnikowe 1
wielofazowe

6.1 Wprowadzenie

W dotychczasowych rozwazaniach ograniczaliSmy sie przede wszystkim do ukladéw jednoskladnikowych
i jednofazowych. Teraz zajmiemy sie ukladami, w ktérych mozna wyréznié kilka faz - tj. jednorodnych
poduktadéw ré7niacych sie¢ miedzy soba parametrami stanu (np. gestoscia, sktadem chemicznym), badz
uktadami ztoZzonymi z kilku skladnikéw - réznych zwigzkéw chemicznych.

6.2 Mieszaniny gazéw doskonalych

Twierdzenie Gibbsa : dla mieszaniny gazéw doskonalych o temperaturze T i skladzie chemicznym {N;}7_,
wypelniajacych naczynie o objetosci V réwnanie podstawowe w postaci parametrycznej ma postaé

STV N = Y ST VN (6.12)
UV AN ) = SO ULV, ) (6.1b)

Twierdzenie Gibbsa orzeka, ze entropia mieszaniny gazéw doskonalych jest suma entropii jaka kazdy ze
skladnikéw mialby w sytuacji, gdyby zajmowal te sama objetos¢ co mieszanina i mial te sama temperature
co mieszanina. Podobnie energia wewnetrzna jest réwna sumie energii wewnetrznych poszczegélnych
skladnikéw.

Obliczymy cisnienie mieszaniny

U (23)u,my, N dS U as
= —\|— pu— # pu— _ . —_— = T —_ -2
p= (575N N, S Gy )ove N, (Gglviv,. v, = TG o, (6.2)

Zauwazmy ze w gazie doskonalym ustalenie U, Ny, ..., N, jest ré6wnowazne ustaleniu 7T, Ny,..., N, wiec
wykorzystujac wyrazenie na entropie gazu doskonalego
a5 —~ (S ~ R _RT
p:T<—> =T < > =T» Ni—==— N; (6.3)
) s, = 2V ) g =TT ST 2N
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. . N;RT o s s et o .
Zauwazmy, ze p; = —5§— okresla cisnienie gazu doskonatego o temperaturze T, objetoéci V' i liczbie moli

Nj;. Cisnienie mieszaniny jest wiec suma cisnieni parcjalnych wywieranych przez poszczegélne skladniki

p= Zp (6.4)

6.3 Reakcje chemiczne

Rozwazmy uklad, w ktorym zachodza reakcje chemiczne, tj. proces, w wyniku ktorego ulegaja zmianie
liczby moli poszczegélnych skladnikéw.
Kazda reakcje chemiczng mozemy zapisa¢ symolicznie w postaci

> vid;=0 (6.5)

gdzie A; oznacza zwigzek chemiczny bioracy udzial w reakcji, a v; stanowi wspdlezynnik stechiome-
tryczny j-tego zwiazku. Pod pojeciem wspdlczynnika stechiometrycznego rozumiemy algebraiczne
wspélczynniki. Tradycyjnie przyjmujemy, ze wartosci wspdlczynnikéw stechiometrycznych sa ujemne
dla substratéw i dodatnie dla produktéw. Jest to oczywiscie kwestia konwencji.

Dla przykladu : reakcje miedzi z kwasem siarkowym zapisywang w tradycyjnej notacji chemiczne;j

Cu+2H:504 — CuSO4 + 2H20 + SO (66)
bedziemy zapisywacé
—Cu—2H3504 4+ CuSO4 + 2H20 + SO5 =0 (67)

Jezeli reakcja chemiczne przebiega przy stale] temperaturze i przy stalym cis$nieniu to w stanie
réwnowagi minimum osiaga potencjal Gibbsa

G(Ta P, {N]}) = Zﬂij (68)

Wielkosci /V; nie moga sie zmienia¢ niezaleznie, ich rézniczki sg bowiem powigzane réwnaniem stechiom-
etrycznym

s
dN; = —~dNy, i=1,...,r (6.9)

1
Sposréd wszystkich rézniczek liczby moli poszczegdlnych sktadnikéw tylko jedna jest liniowo niezalezna.

Minimalizacje potencjalu Gibbsa mozemy wiec sprowadzi¢ do wyznaczenia jego minimum ze wzgledu na
Ny, tj.

oG
— =0 6.10
N (6.10)
Prowadzi to do wzoru
! v Uy
Z/’Lj(Tapa NLO + A]\717]\]2,0 + V_ZANU s 7N7‘,0 + I/_)V] =0 (611)
1 1

j=1

gdzie N; o oznaczaja poczatkowe wartosci liczby moli poszczegélnych skladnikéw. Jest to warunek
réwnowagi chemicznej, tak jak np. réwnosé potencjaléw chemicznych jest warunkiem réwnowagi przy
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przeplywie materii. Stan rownowagi znajdziemy wyznaczajac z powyzszego rownania ANy, a nastepnie
za pomoca wspolczynnikéw stechiometrycznych pozostale przyrosty.

Rozwazmy reakcje chemiczne zachodzace w mieszaninie gazéw doskonalych. Pamietamy, ze potencjal
chemiczny gazu doskonalego dany jest wzorem

Hi = RT(CI)Z (T) + hlpi) (612)
gdzie p; oznacza cisnienie parcjalne ¢-tego skladnika. Wykorzystujac wzor
wi = RT(®;(T) + Inn; + Inp) (6.13)

gdzie n; - ulamek molowy i-tego sktadnika. Po podstawieniu do (6.11) uzyskujemy wzér, ktéry mozna
zapisa¢ w postaci

r

> (®5(T) + Inpj)v; =0 (6.14)

j=1

lub réwnowaznie
Hnif —p Zivi eXp(—ZViq)i(T)) (6.15)
Definiujemy stala réwnowagi chemicznej

K(p,T)=p~ " eXP(_Zqu)j(T)) (6.16)

Prowadzi to do prawa dzialania mas
[l =K@ (6.17)

W czasie reakcji chemicznej licznosci poszczegélnych skladnikéw zmieniaja sie tak dlugo, az osiagna
wartosci odpowiadajace prawu dzialania mas.

Cieplo reakcji zachodzace] przy stale] temperaturze i cisnieniu. Rozwazmy infinitezymalna reakcje
dN; = v;dN. Obliczmy rézniczke entalpii

dH e 0 ,dG
dH = —dN = —dN - T—(—-—— dN .1
dN dN BT(dN)valver (6 8)
Poniewaz % znika w stanie rownowagi wiec
dH [

p7N17"' 7Nr

Wielkosé ta jest cieplem reakcji, czyli iloécia ciepla zaadsorbowanego na jednostkowa reakcje w poblizu
stanu réwnowagi. Gdy cieplo reakcji jest dodatnie reakcje nazywamy endotermiczng, gdy jest ujemne -
egzotermiczng. Dla mieszaniny gazéw doskonalych

= —T%(RT]Zujanpj F (1) = RIS (Y vyl +65(1) (620

J
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6.4 Wspodlistnienie faz

Stabilny jednorodny uklad fizyczny spelnia warunki stabilnosci. Moze sie tak zdarzy¢, ze zmieniajac stan
termodynamiczny ukladu dojdziemy do punktu, gdzie warunki stabilnosci przestang by¢ spelnione. Wt-
edy uktad rozpada sie na co najmniej dwie jednorodne czesci (fazy) i mamy do czynienia ze wspdlistnieniem
faz .

Problem polega na znalezieniu zwiazku podstawoweego, czyli jednego z potencjaléw termodynam-
icznych, ktory w pewnym zakresie parametréow termodynamicznych, np. w pewnym zakresie temperatur
i ci$nien nie spelnia warunkéow stabilnosci i wobec tego implikuje przemiane fazowa.

Mamy do dyspozycji rownanie stanu uzyskane w wyniku interpolacji pomiedzy dwoma zakresami
parametréw termodynamicznych, w ktérych wiadomo, ze jest dobrym réwnaniem. Pelne, interpolacyjne
réwnanie stanu nie musi by¢ ”dobre”. Moze sie okazaé, ze uzyskany z niego potencjal termodynamiczny
narusza warunki stabilnosci w pewnym zakresie parametréow termodynamicznych.

Dla przykiladu rozwazmy fenomenologiczne réwnanie stanu van der Waalsa.

RT _ o (6.21)

v—>b v?

p:

Wykreslmy je dla kilku temperatur. Okazuje si¢, ze ponizej pewnej temperatury na wykresie p(v) pojawia
sie odcinek, na ktérym (g—f)T > 0, tzn. naruszony zostaje warunek stabilnosci stanu jednorodnego.
Zbadajmy konsekwencje tego faktu. W tym celu rozwazmy réwnanie stanu o ksztalcie odpowiadajacym
réwnaniu stanu van der Waalsa. Bedziemy poszukiwaé stanu réwnowagi w ustalonej temperaturze i
cisnieniu. Jest on okreslony przez minimum entalpii swobodnej. Poniewaz dla ukladu jednoskladnikowego

ey (6.22)

musimy wyznaczy¢ postaé potencjatu chemicznego w funkcji cisnienia (z parametryczng zaleznoscia od
temperatury). Dokonamy tego odcatkowujac réwnanie Gibbsa - Duhema

dp = —sdT + vdp (6.23)
Zaleznosé wyznaczamy dla ustalonej temperatury wiec
dp = vdp (6.24)

Wynik odcatkowania przedstawia rysunek. Z warunku minimalizacji otrzymujemy zaleznos¢ wykreslona
na rysunku linia ciagla. Mozemy w fizycznej zaleznosci wyréznié stany lezace :

tj. duzej scisliwosci

e na galezi Py — P; odpowiadajace] jednorodnemu ukladowi o malym ‘((%%)T ,
(para)
e w punkcie P, = Ps odpowiadajacej uktadowi niejednorodnemu

e na galezi Ps — Pg odpowiadajace] jednorodnemu ukladowi o duzym ‘(g—{/’)T

, tj. malej Scisliwosci
(ciecz)

W danej temperaturze w punkcie P, = Ps pojawia sie rownowaga faz. Przystapimy do wyznaczenia
parametréw tego punktu. Wobec faktu ps = pe

/ ) v(p')dp' =0 (6.25)

P
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lub dokonujac rozpisania

[+ [ e+ [ i [ e =0 (6.20

Py P3 Py

Stad

/Pav(p/)dp/—/Pav(p/)dp/:/P4v(p/)dp/—/Psv(p/)dp/ (6.27)

P Py Ps Ps

Wzér powyzszy wyraza regule réwnych pol Mazwella - cisnienie odpowiadajace wspolistnieniu faz jest
réwne cinieniu, dla ktérego obszary ograniczone izobara i wykresem rownania stanu maja rowng powierzchnie.
Objetosé molowa (podobnie jak i inne wielkosci) doznaje nieciaglej zmiany przy cisnieniu réwnym
cisnieniu przemiany. Rozwazmy wlasciwa izoterme i ciSnienie niech bedzie réwne cisnieniu, przy ktérym
wystepuje réwnowaga faz. Oznacza to, ze uklad moze by¢ réwnie dobrze w stanie P,, w stanie Ps, albo
tez dowolny ulamek ukladu moze byé w stanie P;, a reszta w stanie Pg. Niech czesé x5 objetosci ukladu

bedzie w stanie P;, a cze$¢ zg - w stanie Pg. Oczywiscie

Srednia molowa objetos¢ ukladu jest zdefiniowana
VP = TaU2 + TeVe (6.29)

gdzie vy - objetos¢ molowa w stanie P, vg - objetos¢ molowa w stanie Ps. Zapisujac z lewe] strony
jedynke za pomoca wzoru (6.28) uzyskujemy
x vy — v
w_2TT (6.30)
9 Ve — UT
Nalezy pamietaé, ze choé¢ objetos¢ molowa jest matematycznie nieciaglta wzdluz izotermy, tzn. posiada
rézne wartoscl odpowiadajace wspolistniejacym to fakt ten nie oznacza, ze przebiegajacy fizyczny proces
przechodzenia ukladu z jednej fazy do drugiej jest nieciagly.
Obliczmy teraz zmiane entropii ukladu. W tym celu odcalkujemy

ds = <%> dv (6.31)
o ),

wzdluz hipotetycznej izotermy Pg — P2. Uzyskujemy
As = sy — 56 = / (55 )vdv (6.32)

Ze skokiem entropii zwigzane jest utajone cieplo przemiany lg 2, tzn. cieplo pochlaniane przez jeden mol
uktadu podczas przemiany z Ps do Ps

16,2 = T(82 - 86) (633)

Powyizsze rozwazania byly przeprowadzane dla ustalonej temperatury, mozemy je jednak powtérzyé
dla réznych temperatur. W efekcie uzyskamy zbiér punktéw w przestrzeni parametréw stanu (7, p)
odpowiadajacych wspolistnieniu faz. Wykres w przestrzeni termodynamicznych parametréow stanu uktadu
przedstawiajacy zakresy parametréw termodynamicznych, ktérym odpowiada wystepowanie okreslonych
stabilnych faz ukladu oraz wspdlistnienie faz nazywamy diagramem fazowym .
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Punktem krytycznym nazywamy punkt na diagramie fazowym, w ktérym zanika réznica miedzy
wspolistniejacymi fazami. W przypadku gazu van der Waalsa wyznaczamy z réwnan

p=rp(v,T) (6.34a)
(g_e)T _ 9 (6.34b)
(%)T =0 (6.34c)

7 powyzszych réwnan uzyskujemy nastepujgce wartosci dla punktu krytycznego

8 a 1 a
Ve = 3b, Tc = ﬁﬁ’ ﬁb_Z (635)
Wprowadzajac zmienne zredukowane
_ . p _ v _ T
P Pe ’ v Ve ’ Tc (6 36)

réwnanie stanu van der Waalsa mozemy zapisa¢ w postaci

(p+ )30 — 1) = 8T (6.37

Zauwazmy, ze w tej postaci réwnanie nie zalezy od stalych a i b charakteryzujacych konkretny ptyn - jest
to wiec uniwersalna posta¢ réwnania stanu gazu van der Waalsa. Jednoczesnie jesli dwa ciala opisywane
réwnaniami stanu van der Waalsa maja jednakowie dwie sposréd trzech zmiennych zredukowanych, to
rowniez i trzecia wielko$é maja identyczng - zdanie to wyraza wniosek zwany prawem stanéw odpowiednich

6.5 Regula faz Gibbsa

Rozwazmy uklad skladajacy sie z kilku wspdlistniejacych ze soba faz. Uklad taki traktujemy jako uktad
ztozony z jednorodnych podukladéw, przy czym $cianki oddzialajace poszczegdlne poduklady (fazy),
kazdy z nich bedacy jednorodnym ukladem otwartym, nie stanowia w istocie zadnych ograniczen (sa
diatermiczne, ruchome oraz przepuszczalne). Ich istnienie utatwia nam jedynie traktowanie uktadu wielo-
fazowego jako ukladu zlozonego z jednorodnych podukladéw otwartych.

Zalézmy, ze uklad sklada sie z z skladnikéw i wystepuje w nim M wspdélistniejacych faz. Scianki sa
diatermiczne i ruchome, co prowadzi do wniosku ze temperatura 7T, i cisnienie p, w kazdej z faz s takie
same, tj. :

Th=...=Ty=T (6.38a)
P=...=pM=p (6.38b)
Jako pozostalych zmiennych niezaleznych uzyjemy liczb poszczegélnych skladnikéw w danej fazie N¥, ..., N2

Stad

p§ = pi(Typ, Ni'y oo, N (6.39)

2
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Potencjal chemiczny jest jednak wielkoscig intensywna, czyli moze zaleze¢ od N, j = 1,...,z jedynie
poprzez ich intensywne kombinacje. Tradycyjnie uzywa sie stezenia molowego
Ne
nd = ——*t (6.40)
' Zj:l Nia
Widzimy, ze dla kazdej fazy jest z — 1 zmiennych niezaleznych, gdyz y ny = 1. Mamy zatem do
dyspozycji nastepujgce zmienne
T,p, {{nf}i2i Yok (6.41)

Jest ich w sumie 2 + M(z — 1). Mamy ponadto do dyspozycji réwnosci potencjaléw chemicznych
poszczegdlnych skltadnikéw, czyli (M —1) réwnosci. Wobec tego liczba niezaleznych termodynamicznych
parametréw intensywnych, nazywana liczba termodynamicznych stopni swobody wynosi

F=24+MiE-1)—2(M-1)=2+2-M (6.42)

Wz6r ten stanowi tres¢ requly faz Gibbsa .

Regule faz Gibbsa mozemy wyprowadzi¢ rowniez w inny sposéb. W ukladzie z-skladnikowym mamy
do dyspozycji 2 + z niezaleznych parametréw intensywnych (temperatura, cisnienie i z potencjatéw
chemicznych). Spetniaja one dodatkowo w kazdej z faz relacje Gibbsa - Duhema (M zwiazkéw). Stad
liczba zmiennych niezaleznych

f=242-M (6.43)
W szczegdlnosci

e w ukladzie jednoskladnikowym trzy fazy moga wspdlistniec¢ jedynie w izolowanych punktach, zwanych
punktami potréjnymi

e w ukladzie jednoskladnikowym dwie fazy wspédlistnieja wzdluz krzywej

e w mieszaninie podwéjnej dwie fazy wspdlistniejg wzdtuz powierzchni, a trzy - wzdtuz linii (punktéw
potrdjnych).

6.6 Klasyfikacja przemian fazowych

Za Ehrenfestem mozemy dokonaé klasyfikacji przemian fazowych. I tak

e przemianq fazowq pierwszego rodzaju jest przemiana, w ktére] energia swobodna Gibbsa jest ciagla
lecz jej pierwsze pochodne sg nieciagle. Przemiany fazowe pierwszego rodzaju sg chyba najbardziej
powszechne - mozemy tu wymieni¢ np. parowanie, czy topnienie.

ZnajdZzmy teraz postac zaleznosci cisnienia od temperatury wzdluz krzywej wspdlistnienia faz a i
8. Obierzmy na krzywej wspolistnienia dwa punkty : A1 B. Oczywiscie

HA,e = pAs N EUBa = B, (6.44)
skad

1B, — HA,a = 1B, — HB,a (6.45)
Dla infinitezymalnych réznic

dite = dpg (6.46)
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Jednakze
dpg = —sodT + vodp (6.47a)
oraz
dpsg = —sgdl + vadp (6.47b)
skad
j—? = iZ - iz (6.48)

Réwnanie powyzsze nosi nazwe réwnania Clapeyrona - Clausiusa .

przemiang fazowq drugiego rodzaju jest przemiana, w ktérej energia swobodna Gibbsa i jej pier-
wsze pochodne sa ciagle, natomiast drugie pochodne sg nieciaglte. Przykladem przemiany fazowej
drugiego rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta jest przemiana fazowa od fazy normalnej do nadprze-
wodzace] w zerowym polu magnetycznym.

Wobec ciaglosci pierwszych pochodnych entalpii swobodnej

0s ds. dp s’ ds' . dp
s(T,p) = Sl(Tap) = (B_T)p + (%)Tﬁ = (B_T)p + (%)Tﬁ (6.49a)
ov Ov, dp ov' av' . dp
v(T,p) = U/(T,p) = (B_T)p + (%)Tﬁ = (B_T)p + (%)Tﬁ (6.49b)
7 powyiszego
dp _ ch — c;)
dlr — Tv a— o (6.50a)
_ /
d_p -2 (6.50b)

- /
di' kr — &l
Réwnanie powyzsze nosi nazwe réwnania Ehrenfesta .

ogblnie przemiang fazowq n-tego rodzaju jest przemiana, w ktdrej energia swobodna Gibbsa i jej pier-
wszych (n—1) pochodnych jest ciaglych, natomiast pochodne n-tego rzedu sg nieciagle. Przykladem
przemiany fazowej trzeciego rodzaju jest np. kondensacja Bosego - Einsteina.
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Czesc¢ 11

Fizyka statystyczna
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Rozdzial 7

Podstawy klasycznej mechaniki
statystyczne]

7.1 Wprowadzenie

Termodynamika, ktéra zajmowaliSmy sie w ubieglym semestrze, pozwala nam na znalezienie zwiazkow
pomiedzy réznymi wielko$ciami opisujacymi uklad makroskopowy, nie pozwala nam jednak na zalezie-
nie jawnych zaleznosci miedzy wielko$ciami makroskopowymi i mikroskopowymi. Ten wlasnie problem
stanowi domene fizyki statystyczne;j.

Rozwazmy uklad NV czasteczek gazu zamknietych w tréjwymiarowym naczyniu o objetosci V. Mikroskopowy
stan ukladu w chwili czasu ¢t okreslony jest przez polozenia ¢i(t),...,qx(t) oraz pedy pi(t),...,pn(t)
czasteczek - jest wiec on reprezentowany przez punkt w 6/N-wymiarowej przestrzeni fazowe] ukladu.
Ewolucja czasowa polozen i pedéw czasteczek opisana jest réwnaniami Lagrange’a lub - réwnowaznie -
réwnaniami Hamiltona. Zastosujemy formalizm kanoniczny jako wygodniejszy w obliczeniach. Hamilto-
nian ukladu ma postaé¢ nastepujaca

H(q_’a"' 7qTV7p_ia"' 7p?\7) =

i=1 i=1j=1 (71)
N L2 1 N N
SIS S -6
i=1 i=1j5=1
i

przy czym przyjeliSmy, ze w ukladzie nie wystepuja oddzialywania wiece] niz dwucialowe. Energia
potencjalna wzajemnego oddzialywania dwéch czasteczek V(|¢; — ¢;|) zalezy wylacznie od ich wza-
jemnej odleglodci. Zauwazmy iz w hamiltonianie (7.1) nie jest zawarta informacja o ksztalcie naczy-
nia; musimy dodatkowo nalozyé warunki ograniczajace dopuszczalne polozenia czasteczek, np. podczas
calkowania po polozeniach czasteczek zamknietych w naczyniu o objetosci V oraz zadanym ksztalcie.
Inna mozliwoscia uwzglednienia ksztaltu naczynia jest dodanie do hamiltonianu energii potencjalnej odd-
zialywania czasteczek ze sciankami naczynia w postaci modelowanej przez funkcje :

AH(q1,...,qn) = ZVv(lﬁ) (7.2)
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gdzie
0 dla”¢; zawartego w naczyniu”
VV (ql) = ” ' —99 (73)
o dla ”pozostalych ¢;
W dalszej czesci bedziemy zazwyczaj stosowali pierwszy sposob uwzgledniania ksztaltu naczynia.
Aby wyznaczy¢ ruch czastek musimy rozwigzac¢ réwnania Hamiltona :
.  OH . oH
I = = A 0 = iy 74
ql apZ pl aql ) ( )
gdzie 1 = 1,...,N. Jest to uklad 6N réownan rézniczkowych. Aby jego rozwiazanie bylo okreslone
jednoznacznie nalezy zada¢ 6 N warunkéw poczatkowych :
G1(0), ... ,qx(0),pi(0), ..., px(0). (7.5)

Oszacujemy teraz liczbe N. Jak wiemy z elementarnego kursu fizyki liczba czasteczek gazu doskonalego
zawartych w 1 em® naczynia jest réwna liczbie Loschmidta Nz majacej w warunkach normalnych wartosé

Nz =2,6868-10%cm™! (7.6)

Wynika stad ze w typowym przypadku liczba czastecczek badanego ukladu jest tak duza, ze praktycznie
wyklucza mozliwos$é pelnego wyznaczenia ewolucji czasowej ukladu. Jednak jak wskazaliSmy na poczatku
rozdzialu naszym celem nie jest wyznaczenie ewolucji czasowe] polozen i pedéw poszczegdlnych czasteczek,
a jedynie pewnej niewielkiej liczby wielkosci makroskopowych. Aby uzyskaé informacje o tych wielkosciach
makroskopowych nalezy dokonaé usrednienia odpowiednich wielkosci mikroskopowych.

Rozwazmy pewna, zalezng od czasu, funkcje mikroskopowego stanu uktadu A(t) = A(q(t), p(t)), gdzie
wprowadziliémy skrétowe oznaczenie :

(¢:p) = (di,--- 4N, PLs--- . PN)- (7.7)

Definiujemy wielkos$é makroskopowa A jako usredniong po czasie warto$é zmiennej dynamicznej A(q, p).

. I I
A= lim f/o A(t)dt = Tli_}n;o f/o A(q(t), p(t))dt (7.8)
Obliczenie tej catki wymaga znajomosci ¢(t), p(t), a zatem uprzedniego rozwiazania réwnan ruchu. Poniewaz
analitycznie nie da sie tego zrobi¢ czesto odwolujemy sie do metood numerycznych zastosowanych do
niewielkiej (w poréwnaniu z 10'°) liczby czasteczek modelowanego ukltadu. Taki sposéb analizy wlasnosci
ukladu nazywa sie metoda dynamiki molekularnej (MD). W metodzie MD za pomoca komputera rozwigzuje
si¢ téwnania ruchu dla uktadu czasteczek (np. dla N = 10*) stosujac metode dyskretyzacji (krok czasowy

o wielkodci np. 107! s). Umozliwia to obliczenie sredniej po czasie

= /0 A(t)dt (7.9)

przy czym skoriczony czas usredniania 7' dobierany jest w ten sposéb optymalny, tak by przy jego
zwiekszaniu wartosé sredniej nie ulegala zmianie.

Alternatywnym do obliczania sredniej po czasie podejsciem do problemu jest zastosowanie kon-
cepcji zespolu statystycznego. Kazda sytuacje makroskopowa, okreslona np. poprzez energie ukladu
E, objetosé V i liczbe czasteczek N, mozemy bowiem zrealizowaé¢ na wiele sposobéw mikroskopowych.
Rozwazmy wiec wielka liczbe kopii ukladu. Kazda z nich cho¢ jest scharakteryzowana przez takie same
warunki makroskopowe moze réznic¢ sie od pozostalych na poziomie mikroskopowym. Taki zespdt kopii
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rozwazanego ukladu znajdujacych sie w réznych stanach mikroskopowych nazywamy zespotem statysty-
cznym. Kazdemu zespolowi statystycznemu odpowiada zatem pewien uktad punktéw w przestrzeni fa-
zowe]. Gdy wyobrazimy sobie, ze punkty te sg - w granicy nieskoriczonej liczby kopii ukladu nalezacych
do zespolu statystycznego - rozlozone w sposéb ciagly, to na przestrzeni fazowej mozemy okresli¢ funkcje
rozktadu p(q, p,t) zdefiniowang jako gestosé prawdopodobienistwa znalezienia w chwili czasu ¢ ukladu w
stanie (¢, p). A zatem iloczyn

p(q. p, t)dqdp (7.10)

jest proporcjonalny do prawdopodobienstwa znalezienia w chwili czasu ¢t (w zespole statystycznym) uktadu
lezacego w przestrzeni fazowej w elemencie objetosci Jg; ¢ + dg[x]p; p + dp], czyli jest proporcjonalny do
stosunku liczby uktadéw w chwili czasu ¢ o stanach w przedziale |q; ¢ + dg[x]p; p+ dp[ do calkowite] liczby
uktadéw w zespole. Dokladniej, miare objetosci w przestrzeni fazowej przyjmujemy jako

dq - dp

= Nipen

(7.11)
Wystepujacy w powyzszym wzorze czynnik N! zwigzany jest z nierozréznialnoscig kwantowych czastek
identycznych, zas h® (h - stala Plancka) jest (zwiazana z zasada nieoznaczonosci Heisenberga) miara
elementarne] komoérki w przestrzeni fazowej jednej czastki.

Majac dany zespdl statystyczny mozemy w slad za Gibbsem wyznaczy¢é wartosé srednia wielkosci
dynamiczne] A w sposéb nastepujacy

<A(t) >= /A(p,q)p(p,q,t)df (7.12)

Jest to tzw. srednia po zespole. O ile w przypadku dredniej po czasie wielkosci ¢(t), p(t) byly jednoz-
nacznie wyznaczone poprzez warunki poczatkowe, o tyle zmienne ¢, p we wzorze na $rednia po zespole sa
wielkosciami przypadkowymi.

Pojawia sie tu pytanie czy zdefiniowana powyzej wartosé sredniej po zespole jest réwna wartosci
Sredniej po czasie, a jesli tak to przy spelnieniu jakich warunkéw. Pytanie to stanowi istote zagadnienia
ergodycznego, ktére rozpatrzymy w rozdziale 8.

7.2 Twierdzenie Liouville’a

W poprzednim podrozdziale wprowadziliSmy pojecie zespolu statystycznego oraz funkcji rozkladu. Teraz
musimy znalez¢ metode, ktéra pozwoli nam na jej skonstruowanie. W tym celu wykorzystamy znane z
mechaniki klasycznej twierdzenie Liouville’a o niezmienniczosci objetosci w przestrzeni fazowe].

W chwili poczatkowej (t = 0) punkty reprezentujace uktady nalezace do zespolu statystycznego zaj-
muja pewien obszar Gy w przestrzeni fazowe]. Po czasie ¢ punkty te zmienia swoje polozenie zajmujac
obszar Gy. Objetosé w przestrzeni fazowej definiujemy jako calke z miary objetosci po interesujacym nas
obszarze. Stad :

Twierdzenie Liouville’a orzeka :

fo = pe (7.15)
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W celu jego udowodnienia w wyrazeniu na p; dokonajmy zamiany zmiennych :

t]

Wowczas :

(q(t), p(t)) — (4(0), p(0))

dg(t) - dp(t) /
He = / — - = J
" e, NN o

gdzie J = W oznacza jakobian zamiany zmiennych :

gqlz(f) gqlz(t)
12 (0 14(0
6(311y((t; 6(311y((t;
8q12(0)  9q14(0)

Zauwazmy, ze korzystajac z wlasnosci jakobianu mozna rozpisac :

J =

d(q(t),p(t)) _ 9(q(t),p(t))

dq(0) - dp(0)
N3N

aa(t).p(t)

d(q(0), p(0))

Obliczmy pochodna J w punkcie t' :

dJ
5, |t:t’ ==

dt

d  9(q(t),p(t))

C9(q(t"), p(t")) d(q(t"),p(t)) d 9(q(t), p(t))

at Ba(t). o)

d(q(t'),p(t))

d(q(0), p(0))

3(a(0),p(0)) =" = D(q(0). p(0)) &t a(l). plC

Dokonajmy ujednolicenia oznaczen wprowadzajac :

To =¢qa(t) AN #3Nto =Do(t) gdziea=1,...,3N

Yo = qa(t’) A Ysnta =po(t’) gdziea=1,...,3N

oraz

Woéwcezas mozemy zapisac :

5|y=x =

B

i@(ml,... ,l‘GN)
dt 0yi,...,ysN)

|y=x =

6N

_ d 9(a(t), p(t))
dt 9g(1"), p(t'))

7$6N)

. ayGN)

Z a(l‘l, cee gy Li—1y l:z', Litlyeo-
; yr, -

7$6N)

. 7$6N)

6N )
Z 01y ey Tim1y Biy Tig1s e -
B(xl,

|y=x =

(7.16)

(7.17a)

(7.17b)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)
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Rozpisujac pojedynczy skladnik sumy uzyskujemy :

1 0 0
0 1 0 0
N O
85, o0& 8z, o, | =
61‘1 6@‘2 PR 6_1‘1 PR ast axl
0 0 0 1
Stad :
6N . 3N . .
04—~ 04i | Opi
= im1 dx; ;(3% * api)
Uwzgledniajac réwnania Hamiltona (7.4) uzyskujemy :
3N
0?H 0*H
8= Gear = Fpae)
i1 0q; Op; Op;0q;
skad :
d [ [ [ [
Oa(t), p() _ ,_, 9la(®),p(t) _ o

dt 9(q(0),p(0)) — 3(q(0), p(0))

Wartosc stale] wyznaczamy podstawiajac ¢ = 0.

d(q(t), p(t)) _ 9(q(0),p(0))
d(q(0),p(0))  9(q(0),p(0))

Po ostatecznym podstawieniu do wzoru uzyskujemy :

_ [ da)dp(t) _ [ dq(0)dp(0)
““/Gt N3N _/G N3N

Korzystajac z twierdzenia Liouville’a w wersji infinitezymalnej

dq(t)dp(t) = dq(0)dp(0)

57

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

oraz z faktu, ze wielko$é p(q(t), p(t),t)dq(t)dp(t) (proporcjonalna do liczby uktadéw w zespole, ktére w

chwili ¢ znajduja sie w elemencie objetosci dg(t)dp(t) jest stala w czasie tj.

pla(t), p(t), t)dq(t)dp(t) = p(q(0), p(0), 0)dq(0)dp(0)

wynika ze

p(q(0), p(0),0) = p(q(t), p(?),1)

Réwnanie to nosi nazwe réwnania Liouville’a. Wprowadzajac oznaczenia:

r'(0) = (q(0), p(0))

T(t) = (q(1), p(t))

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)
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mozemy je przepisa¢ w postaci :
p(I(0),0) = p(I'(1), 1) (7.37)
Wyprowadzimy teraz rézniczkowa postaé rownania Liouville’a korzystajac z postaci
p(T(t),t) = p(T(t + dt),t + dt) (7.38)

Prawa strone réwnania rozwijamy w potegach dt.

3N
dp . dp . dp 9
Lt +dt),t+ dt) = p(I'(t),t ——q;dt + ——p;dt + —dt + O(dt 7.39
UL +al) 1) = ()0 + D (gl + 5t + 5Pt + O’ (7.39)
Woéwczas uzyskujemy zaleznosé
3N

dp .  Op . dp 9
——G; + —p;) + =—)dt + O(dt*) = 0 7.40
(;(E)qiq T gp P )t O (7.40)

Dzielac obustronnie przez dt i przechodzac do granicy dit — 0 uzyskujemy :

3N

dp .0p . 0p
— = —im— — Pig— 7.41
T ;( G 5g 7 f)pi) (7.41)
Wykorzystujac réwnania Hamiltona i definicje nawiasow Poissone’a mozemy zapisac :
dp
— ={H 7.42
g = U p} (7.42)

Na podstawie uzyskanego wzoru mozemy wskaza¢ na pewng analogie z przeplywem cieczy. Liczba
punktéw w przestrzeni fazowe] nie ulega zmianie w czasie; podobnie w przypadku przeplywu cieczy mate-
ria nie jest ani kreowana ani anihilowana, a moze sie jedynie przenosi¢ z miejsca na miejsce. Konsekwencja,
tego jest rownanie ciaglosci dla cieczy, ktére ma postaé :

on
— 4+ Vi(n-v 7.43
YD) (1.43)
gdzie n(7,t) oznacza skalarne pole gestosci cieczy, a #(7,t) wektorowe pole predkodci cieczy. Jezeli
utozsamimy

n(7,t) = plq, p,1) (7.44)
oraz
6% (q‘7p) = (q;i7"' 7q?\77p‘_i7“' 7p‘?\7) (7-45)
to réwnanie cigglosci przybiera postac
N
dp o - 9 .
o li + 3= (ppi)) =0 7.46
ot +;(az(’)q + 55 (PP) (7.46)
dp N dp g - dp ap;
a7 i — +Pin ) =10 7.47
o+ 2G5t P TPy ) (7.47)
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Z aﬁ ) =0 (7.48)

e op;

Uzyskalismy w ten sposéb rézniczkowa postaé réwnania Liouville’a.
W stanie réwnowagi rozklad nie zalezy od czasu tj.

dp

5 =0 (7.49)

Srednia po zespole statystycznym z zaleznej od czasu zmiennej dynamicznej A(q, p) ma wéwczas postaé :

<A>= /A(q,p)p(q,p)dF (7.50)

Z réwnania Liouville’a (7.42) wynika, iz w stanie réwnowagi funkcja rozkladu powinna wyrazac sie
przez kombinacje zmiennych p i ¢ stanowiace calki ruchu tj. bedace stalymi w czasie ruchu zamknietego
podukitadu. Pamietamy jednak, iz funkcja rozkladu dla dwéch niezaleznych podukladéw jest réwna
iloczynowi funkcji rozkladu poszczegdlnych podukladéw. Stad po zlogarytmowaniu stronami dostajemy

Inp12 =Inp +1nps (7.51)

Poniewaz logarytm funkcji rozkladu jest wielkoscia addytywna wiec winien zalezeé¢ od addytywnych calek
ruchu. Z mechaniki klasycznej wiemy, iz sa to : liczba czastek N, calkowita energia F, calkowity ped P
oraz calkowity moment pedu J. Musimy pamietad, iz ped oraz moment pedu zazwyczaj nie sg catkami
ruchu w przypadku gdy uwzgledniamy oddzialywanie ze Sciankami.

W dalsze] czesci notatek bedziemy z zasady rozpatrywaé uklady, dla ktétych P =0 oraz J = 0.
Oznacza to ze dla ukladu o zadanej liczbie czasteczek funkcja rozkladu jest funkcja calkowitej energii
uktadu oraz dodatkowo ewentualnych parametréw intensywnych charakteryzujacych uklad.

7.3 Zespol mikrokanoniczny

Podstawowym postulatem klasycznej mechaniki statystyczne] w odniesieniu do ukladéw o ustalonej
objetosci V, liczbie czasteczek N oraz energii F (z doktadnoscia do AFE) - czyli do uktadéw izolowanych -
jest postulat réwnych prawdopodobienista a priori : w przypadku gdy uklad jest w réwnowadze termody-
namicznej, jego stanem moze by¢ z réwnym prawdopodobienistwem dowolny ze stanéw mikroskopowych
zgodnych z warunkami makroskopowymi.

7 postulatu réwnych prawdopodobienstw a priori wynika iz w réwnowadze termodynamicznej uktad
liczacy N czasteczek w objetosci V oraz o calkowite] energii réwnej E z dokladnoscia do AFE nalezy do
zespolu mikrokanonicznego opisywanego funkcja rozkiadu

——2_— dla E<H(q,p)< E+dE
, _ ) Q(E,V,N.dE) ' 2
Pmik (P q) { 0 dla  H(q,p) ¢]F, F +dE|[ 752

Wyrazajac zaleznosé stowami mozemy stwierdzi¢ ze miedzy hiperpowierzchniami £ i F+AFE w przestrzeni
fazowe] prawdopodobienstwo jest stale, rézne od zera, natomiast w pozostalym obszarze - réwne zeru.
Warunek odpowiada postulatowi rownych prawdopodobienstw a priori. Poniewaz funkcja rozkladu jest
unormowana do jednosci to :

1
1:/pmi a.p dF:/ S 7.53
H@:p) B<H(qp)<E+de UE,V,N,dE) (7.53)
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Stad :

Q(E,V,N,dE) = / dr (7.54)
E<H(q,p)<E+dE

Funkcja Q(F, V, N, dF) stanowi miare obszaru miedzy hiperpowierzchniami - okresla liczbe stanéw mikroskopowych
zgodnych z okreslonymi warunkami makroskopowymi.

7.4 Entropia
Mikroskopowa definicja entropii ma postaé :
S =—kp-<In(p) > (7.55)

gdzie

kp =1,38- 10—23£

= (7.56)

W zasadzie tak zdefiniowana wielkos¢ nalezaloby nazwac entropia mikroskopowa i nastepnie odpowiedziec¢
na pytanie, czy jest to ta sama entropia, ktéra wystepuje w termodynamice fenomenologicznej. Ad-
dytywnos¢ entropii jest zagwarantowana przez addytywnosé logarytmu funkcji rozkltadu, trudniejszym
zadaniem jest wykazanie tych wlasnosci, ktére wynikaja z drugiej zasady termodynamiki. Problem ten
jedynie sygnalizujemy - nie bedziemy sie nim tu zajmowac.

Podstawiajac jawna postaé funkcji rozkladu w rozkladzie mikrokanonicznym uzyskujemy

S = —k’B/plnde =
1 1

_kB/ —In(=)dT =
B<H(q,p)<E+dE § (7.57)
1 1
—kp=In(= / dl' =
Q (Q) E<H(q,p)<E+dE
1 1
— kBﬁ ln(ﬁ)Q = kpIn Q.
Entropie w rozkladzie mikrokanonicznym jest zatem réwna
S1(FE,V,N,dE) = kpInQ(FE,V,N,dF) (7.58)
Czesto jednakze spotykamy sie z dwiema innymi definicjami entropii
So=kpInX (7.59)
gdzie
S(E,V,N) = / dr = /@(E — H(g,p))dl (7.60)
H(q,p)<E
oraz

Ss = kpIn(w - F) (7.61)
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gdzie
SBVN) = [ a(t(a,p) - )T (7.62)

Jaki jest zwigzek miedzy tymi trzema definicjami 7 Jak latwo zauwazyé

Sy # Sy # S5 (7.63)

Dlaczego wiec wszystkie te wzory okreslamy jako definicje entropii 7 Aby odpowiedzie¢ na to pytanie
rozwazymy wazne pojecie granicy termodynamicznej. Przechodzenie do granicy termodynamicznej oz-
nacza rozwazanie ukladéw o coraz wiekszej objetosci V i liczbie czastek N, ale takich ze iloraz

v =" (7.64)
pozostaje staly. Celem przejscia do granicy termodynamicznej jest uniezaleznienie zachowania ukladu
od specyficznych dla danego przypadku warunkéw brzegowych np. zwigzanych ze Sciankami naczynia, w
ktérym zamkniety jest gaz. Nalezy jednak pamietad, iz jest to mozliwe jedynie w przypadku zwiekszania
objetosci w sposéb niiepatologiczny”, rownomierny we wszystkich kierunkach. Granice termodynamiczna
bedziemy oznaczaé¢ symbolem

lim= lim (7.65)
%] N—o00
n‘/::)%os t

Wielodci ekstensywne takie jak np. energia wewnetrzna U, entropia S sg wrazliwe na przechodzenie do
granicy termodynamicznej, podczas gdy wielkosci intensywne sa zalezne. Pamietajmy, ze intensywne sa
w szczeg6lnosei : temperatura 7T, cisnienie p, potencjal chemiczny i a takze

U S 1V
Wykazemy teraz ze :
lyﬂﬁy%:%& (7.67)
7 definicji :
Q(E,V,N,AE):/ dF:/ dF—/ dl' =
E<H(qp)<E+AE H(q,p)<E+AE H(q,p)<E (7.68)
Y(E+ AFE,V,N)-X(E,V,N)
Rozwinijamy X(F + AFE,V, N) w szereg Maclaurina wzgledem AF :
OX(FE,V,N
E@+dEKAU:E@WUW+—JBELJAE+O@E% (7.69)
co prowadzi do zaleznosci
OX(FE,V,N
Quachch):-——Ljii—ldﬂt+cudE% (7.70)

Znajdziemy jawna posta¢ pochodnej X(FE,V, N)

@g%ﬂﬁzg%/@w_H@mmr (7.71)
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Wchodzac z rézniczkowaniem pod znak catki

Z)E(E,V,N)dE_/ 9

35 55 OF —Higp)dl = /5(E — H(g,p))dTl (7.72)

i poréwnujac z definicjg (7.62) uzyskujemy

OX(E,V,N) _
czyli
Q(E,V,N,AE) =w(E,V,N)AE + O(AFE?) (7.74)

Wykazemy teraz réwnowaznosc¢ pierwszej i trzeciej definicji entropii. Z doktadnoscig do wyrazéw rzedu
pierwszego

s1 = lim kWB In(Q(E,V,N,AE)) =

lim 2 In(w(B, V, N)AE) = lim “2 (In(w(E, V, N)E) + In(2L)) = (7.75)
o N o N E
lim%ln(w(E,V,N)E) = s3

Niech bedzie dana funkcja A(q, p). Jej wartosé érednig mozemy wyznaczyé za pomoca wzoru

_ [ Alg.p)é(H(g,p) — E)dl _

<A>=
Jo(H(q,p) — E)dT (7.76)
fA(l‘l, e ,l‘GN)(S(H(l‘l, e ,l‘GN) — E)dl‘l .. .dl‘g
f(S(H(l‘l, e ,l‘GN) — E)dl‘l .. .dl‘GN
Dokonujemy zamiany zmiennych :
(l‘l,... 7$6N—17$6N) — (l‘l,... ,l‘GN_l,e) (777)
gdzie e = H(z). Jakobian zamiany mozemy wyrazié
10 ... 0 2o
01 ... 0 2=
a(l‘l,...,l‘GN) . al‘GN . 1 . 1 (7 78)
a o - ~ T8e — 0H .
d(x1,...,T6N-1,€) 0o 1 M?)N_l Oe Foe I
0 0 0 2zaw
W ten sposéb uzyskujemy wzoér na wartosé srednig A w postaci
<A>=
f aa;HA(xl, ceesZeN—1,€)0(e — F)dzy .. .drey_1de
“eN =
f ﬁé(e — E)dry...deey_1de (7.79)
fH(x):E aa;HA(lzla coe s LEN -1 6)dl‘1 .. .deN_lde

6N

fH(x):E aa;del e da:GN_lde
“eN
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7 prostej analizy wektorowe] wynika iz miara dx ...dzgn_1 moze by¢ wyrazona za pomoca zrzutowanej”
na kierunek zgxy miary na hiperpowierzchni energii

oH
dry...dzgy_1 =dog - cos(szN), VH)=dog - |6ijg| (7.80)
wiec :
do
A > fH(x):E Az [VH] (7.81)
fH(x):E |dvgff|
Wyrazenie :
dO'E

stanowi niezmiennicza miare, wzagledem ktérej calkujemy po hiperpowierzchni energii E.

7.5 Twierdzenie o wiriale

Rozwazmy uklad N czasteczek zamkni.etych w naczyniu o objetosci V. Na czasteczki dzialaja sily F;
wlaczajac sily pochodzace od scianek naczynia. Réwnania ruchu maja wéwczas postac :

p=F, (7.83)
Rozwazmy wielkos¢ :
N
a=> P (7.84)
i=1
zwang czesto wirialem sit. Obliczymy pochoda zupelna wirialu po czasie :
da
dt
N N N N
Lo S S . 0H
SRS B S AN o -
i=1 i=1 i=1 i=1
N N 2
D Fidi+ Y -
i=1 i=1
a nastepnie jej wartosé¢ srednia po czasie. 7 definicji :
&= im + [ adi= im Lar) - a(0) (7.56)
&= lim — & = lim —(a(r) —« .
T=0 T Jo T—00 T

Zauwazmy, ze jesli mamy do czynienia z ruchem ograniczonym w przestrzeni (skonczona objetosé) a
energia uktadu ma wartosé skoriczong (co implikuje skoriczona wartosé wszystkich pedéw) to wirial ma

zawsze wartosé skonczona. Wéwczas :

a=0

(7.87)
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Podstawiajac wyznaczona posta¢ wiarialu uzyskujemy :

N . N =2
ZFZ»-q?Jr;%:o (7.88)

i=1

Roztézmy wektor sil na czes¢ odpowiadajaca silom zewnetrznym i sifom wewnetrznym (tj. oddziatywania
miedzyczasteczkowego) :

N—r— N-——— N3
ZFwew,i'q_;"i‘Zerw,i'q_;‘i‘Z%:0 (789)
i=1 i=1 i=1

Zakladamy, ze sila zewnetrzna pochodzi wylacznie od oddzialywan ze $ciankami i jest zlokalizowana na
Sciankach. Wéwczas :

N

Z Fz;w,i . q_; == _/ 7 (p : ﬁ)do- (790)

i=1 v

gdzie p oznacza ci$nienie panujace wewnatrz naczynia, zas i wektor normalny do scianki skierowany na
zewnatrz naczynia. Wykorzystujac twierdzenie Stokesa otrzymujemy :

ZerwZ ql——p/VﬂdV——?) p/ dV =-3.p-V (7.91)

i=1

Czlon zawierajacy sily oddzialywan miedzyczasteczkowych mozemy zapisac z kolei jako :

qu' wew,i = Z Z i Fij 4 F Z Z qi — gj) - Fij (7.92)

i=1j=1,jZi i=1j=1,5#i

Podstawiajac do wzoru uzyskujemy :

N a1 N N
3'p-V:2-ZQm—|—§-Z'Z'(qi—q‘j)-FZ'j (793)
i=1 i=1j57=1,7#1
9 N -2 1 N N
= . L. =) F .94
p 3V Zz_; o + 6V ;j_;ﬂ(q q;) J (7.94)

Powyizszy wzdr nosi nazwe twierdzenia o wiriale. Pozwala on wyznaczyé wielko$é makroskopowa -
ci$nienie p jako wynik usredniania po czasie odpowiedniej funkcji zmiennych mikroskopowych.

Wyprowadzimy teraz twierdzenie o wiriale dokonujac sredniowania po zespole. Z zespolu mikrokanon-
icznego :

w(FE,V,N) = %Lé(H(q,p) — E)dTl (7.95)

gdzie hamiltonian ma postac :

H=Y 0403 S via- gl (7.96)
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a V(|gi — ¢;|) jest energia potencjalng wzajemnego oddzialywania czastek i oraz j; skornczona objetosé
ukladu uwzgledniamy calkujac po polozeniach czastek lezacych tylko wewnatrz naczynia. Wprowadzamy

parametr A i obliczamy :

w(E,\*V,N) = /w §(H(q,p) — E)dT

Dokonujemy transformacji
g=X" Ap=1""p
Bezposrednio widzimy, ze jakobian zamiany zmiennych jest réwny jednosci. Stad :

1
w(E, N3V, N) = T/ S(H(A' A7) — E)dg'dp’
h3NN! [y

Obliczamy pochodng czastkowsg powyzszego wyrazenia po A w punkcie A =1 :

dw(E, N3V, N g 1 B
%b\:l = B_AW/V(S(H(/\(]/’/\ 1]9/) - E)dq/dp/|>\:1
dw(E,V,N) 1 0 OH (A", A\~ 1p/
3-V v = TN /v a—Eé(H(q,p) - E)a—/\h:ldq/dp/
dw(E,V,N) 1 0 OH (A", A\~ 1p/
3-V v = _thN!B_E/VfS(H(an)—E)a—/\h:ldq/dp/

Wykorzystujac definicje srednie] po zespole mozemy zapisaé :

ow 0 OH (A", A\~ 1p')
Vv = Tar s T ke
5 V[)w 8w<8H(/\q’,/\_1p’)| S 3<ﬂ%_lpll>|
Vo = - -~ T —Ww —
v~ IE F)\ A=t JE A=t
Dzielac powyzszy wzor obustronnie przez w mozemy zapisac :
5 V[)ln(w) _ 0n(w) < BH(/\q’,/\_lp’)| S 0 < %}w |
oV~ 9E P A=t OF A=t
Wrykorzystujac definicje entropii uzyskujemy :
95 aS _ OH(M\ A'p) < LHATAT)
3V =« T B s — Ir=1-kp
v oF 0 oF

(7.97)

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)

(7.106)

Przechodzimy do granicy termodynamicznej. Wéwczas drugi wyraz po prawej stronie jest zaniedbywalny

w poréownaniu z pozostalymi dwoma wyrazami 1 wzér przybiera postac :

/ -1,/
5 V[)S as  OHM, A\ )

Vov = a8 © o b=

(7.107)
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Korzystajac ze wzoréw okreslajacych pochodne entropii

(g_g)E,N = % (7.108a)
(g—g)vw = % (7.108b)
oraz postaci hamiltonianu
A R S
H(\ A7) = 2z Z e > VMG —gl) (7.109)
i=1 i=1j=1,j#
dostajemy
3.vL ——<—Zp22+1§: i i =@V (d - ;) > (7.110)
T 2 i=1j=1,jZi ’ Z ’

Po ostatecznym uporzadkowaniu uzyskujemy

—V<;22 >+—<Z > (G- ) Fullg - ql) >

(7.111)
i=1 j=1,j#1%

Powyzszy wzér ma taka sama postaé jak wzér (7.94) z tym ze obecnie zamiast érednich po czasie wystepuja
grednie po zespole (mikrokanonicznym)



Rozdzial 8

Zagadnienie ergodyczne

8.1 Twierdzenia ergodyczne

Jak pamietamy w poprzednim rozdziale zdefiniowaliSmy dwie srednie - srednia po czasie :

T
A= lim —/ A(q(t), p(t))dt (8.1)
0
oraz Srednig po zespole :

fH(q7p)=E Alg, )y

i (8.2)

fH(q7p)=E

Zagadnienie ergodyczne polega na zbadaniu czy obie Srednie sg sobie réwne,a jesli tak to w jakich warunk-
ach. Czesciowej odpowiedzi na to pytanie udzieli/ juz Boltzmann dzielac hiperpowierzchnie stalej energii
na fragmenty, ktore w trakcie swojej ewolucji czasowej odwiedza punkt reprezentujacy uklad fizyczny.
Boltzmann zdawal sobie sprawe z tego ze

jezeli (% =Y to (A=< A>) (8.3)
7

gdzie : 7; - czas przebywania w i-tym fragmencie hiperpowierzchni stalej energii, T - czas calkowity p; -
miara i-tego fragmentu, p - calkowita miara. Argument jest bardzo prosty

S .1 . 7
A= Jim o [ a0 o) = im 7 2 Aim=Jm > Aig =

(8.4)
i A

ZAZ,#_:ZZ Pi_oogs

~ " 7

Bardzo istotnym wkladem do zagadnienia ergodycznego jest twierdzenie Birkhoffa, ktére dotyczy wlasnosci
pojedynczych trajektorii na powierzchni stalej energii.
Niech A(q,p) - zmienna dynamiczna, taka ze:

/IA(q,p)ldﬂ < oo (8.5)
Wtedy :
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1. A istnieje dla prawie wszystkich stanéw poczatkowych
2. A moze zalezeé od trajektorii lecz nie zalezy od punktu poczatkowego na trajektorii
3. [Alg,p)dp = [ Adp

4. sredniowanie po hiperpowierzchni stale] energii moze by¢ zastgpione sredniowaniem po jakimkolwiek
podzbiorze niezmienniczym tej hiperpowierzchni (nieopuszczanym przez trajektorie)

Zauwazmy, ze gdyby srednia po czasie nie zalezala od trajektorii to mielibySmy udowodniona ergody-
cznosé. Wowcezas w trzeciej tezie twierdzenia Birkhoffa Srednig po czasie moglibySmy wyciagnaé przed

znak calki uzyskujac
/A(q,p)dp = /Adp = A/du (8.6)

A:M:<A> (8.7)

skad

Widaé wiec, ze zagadnienie ergodyczne mozna badaé analizujac warunki jakie musi spelniaé¢ uklad by A
bylo stale na hiperpowierzchni stalej energii.

7 kolei twierdzenie Poincare’go o powrocie méwi, ze kazdy punkt "wedrujacy” po hiperpowierzchni
stalej energii powréci po odpowiednio dlugim czasie w dowolnie male otoczenie swego polozenia poczatkowego.
Dokladniej jezeli przestrzen fazowa posiada skonczona miare to miara zbioru punktéw tej przestrzeni,
ktére nie powréca do swojego punktu poczatkowego jest rowna zeru.

Rzeczywiscie, niech A stanowi pewien podzbidr przestrzeni fazowe]. Niech By stanowi podzbiér A
o takiej wlasnosci, ze punkty don nalezace opuszcza zbidr A po czasie 7 i nigdy do niego nie powrdca.
Rozwazmy ciag zbiorow przestrzeni fazowej stanowiacych obrazy po czasach nr, gdzie n = 1,2, ... zbioru
By. W trakcie ewolucji czasowe]

By 5B 5By 5 ... 5B, (8.8)
Wykazemy teraz :
Vk,n:k>nB,NB, =10 (8.9)

Zastosujemy metode dowodu nie wprost. Niech :
B.NB, #0 (8.10)
Woéwczas :
dz, € By N B, (8.11)

Jednakze z definicji kazdy ze zbioréw B; jest obrazem zbioru B;_; po czasie 7. Stad przy zalozeniu ¢ > 0

Ve, € B; de;_1 € B : ;21 N T; (8.12)
Wrykorzystujac ta wlasnosé mozemy stworzy¢ zstepujacg drabinke niepustych zbioréw :

l‘n_1€Bk_1mBn_17éw (813)
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(8.14)

co jednak przeczy zalozeniu, gdyz oznacza ze punkt By powrdcil do A po czasie (k — n) - 7, 1 dowodzi
rozlacznosci zbioréw B;. Po czasie n-7 catkowita miara tych zbioréw bedzie suma miar zbioréw nawzajem
sie nie przecinajacych :

N(U Bi)=(n+1)- u(Bo) (8.16)

Dla réznej od zera miary zbioru By powyzsza miara moze przyja¢ dowolnie duzg wartosé (wystarczy
odczekaé odpowiednio diugi czas), a wiec w szczegblnoséi przekroczyé skoniczona miare przestrzeni fazowe]j
- co stanowli sprzecznosé. W ten sposéb :

1(Bo) = 0 (8.17)

Twierdzenie Poincare’go o powrocie ma powazne implikacje, m.in. po odpowiednim czasie pojawia
sie w ukladzie nietypowe konfiguracje czasteczek. Mozemy to udwododnié¢ obierajac wyraznie niejed-
norodng konfiguracje poczastkowa. Na mocy twierdzenia Poincare’go czastki powrdca do tej konfiguracji
po odpowiednio dlugim czasie. Stalo sie to przyczyna polemiki miedzy Zermello a Boltzmanem. Pier-
wszy z nich stwierdzil, iz wobec tego nie nalezy prébowac godzi¢ drugiej zasady termodynamiki z prawami
mechaniki. Drugi przyréwnal Zermello do gracza, ktory uznaje kostke za falszywa, gdyz nigdy nie udalo
sie mu wyrzuci¢ 1000 razy z rzedu jedynki. Rzeczywiscie, oszacowanie pokazuje ze czas powrotu typowego
ukladu do nietypowego stanu poczatkowego jest bardzo duzy.

8.2 Dochodzenie ukladéw do stanu ré6wnowagi

Wsréd ukladéw dynamicznych wyrézniamy szczegdlna klase ukladéw tzw. uklady typu mixing. Méwimy,
ze uktad jest typu mixing jezeli

| L p(BND) _ p(D)
VBip(B) £ 0 lim T = )

gdzie D; jest obrazem zbioru D po czasie t, gdzie p(F) jest miara powierzchni stalej energii, na ktérej
zachodzi ewolucja ukladéw. Z twierdzenia Liouville’a wiemy ze

u(D) = (D) (8.19)

(8.18)

Zbadamy teraz jak dla ukladéw typu mixing zalezna od czasu srednia po zespole
< A= /A(F)p(F,t)dF (8.20)
gdzie p(T, t) stanowi rozwigzanie réwnania Liouville’a, dazy w miare uptywu czasu do éredniej réwnowagowej.

W tym celu podzielimy hiperpowierzchnie stalej energii na niewielkie fragmenty. Przez x; oznaczymy
funkcje charakterystyczna i-tego fragmentu. Wowczas :

AT) =) 45 xi (8.21)
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gdzie A; jest wartodcig funkcji A w j-tej komérce. Analogicznie mozemy rozpisaé rozklad :
p(T0) = pj-x; (8.22)
J

7 twierdzenia Liouville’a :
p(F,t) = p(F_t,O) (823)

gdzie I'_; jest obrazem punktu I' podczas ewolucji wstecz o czas t. Wowczas zalezna od czasu Srednia
funkcji A po zespole :

JAMpT, O dp [ 3253 Ajpux; (D)xn (-i)dp (8.24)
[p(Tt)dp 225 prxr (D —)dp

Rozwazmy iloczyn funkcji charakterystycznych wystepujacych w liczniku :

' 1 dla Tejal_;ek [ 1 dla Tejnk
i (D) xa (D) —{ 0 dla TgjVli_, gk —{ 0 dla T¢jnk (8.25)
Dokonujac zamiany kolejnosci sumowania i catkowania oraz uzyskujemy :
[0 el = i) (5.26)
/Xk(r—t)dﬂ = fik (8.27)
. A; Nk
<A(T) >= 2 2o Aokl O k) (8.28)
Zk Pk HE
Przy czasie dazacym do nieskonczonosci wykorzystujemy definicje uktadu typu mixing :
) A'pk u(G)ulk)
lim < A(T}) >= 2 21 APk it (8.29)
oo Dk Pr it

Stad :
lim < A(T) >=
t—=00

g, . G)p(R)
2w T 1 S Aty =< A(T) o | (8.30)
Zk Pk [k - ﬂ(E) - JHj = mikrokanonicany

A zatem dla dowolnej, dostatecznie regularnej zmiennej dynamicznej A, zalezna od czasu s$rednia po
zespole dazy do wartosci réwnowagowej przy ¢ — oo.



Rozdzial 9

Zespol kanoniczny 1 jego
zastosowania

9.1 Zespol kanoniczny Gibbsa

W ramach zespolu mikrokanonicznego rozwazaliSmy uklady o okreslone] energii, objetosci i liczbie czastek.
W zastosowaniach praktycznych znacznie czesciej mamy do czynienia z ukladami o ustalonej objetosci
V, liczbie czastek N i temperaturze T. Stalosé temperatury zapewniona jest poprzez kontakt termiczny
z termostatem, tj. ukladem na tyle duzym, ze wymiana energii z innym ukladem nie powoduje zmiany
jego temperatury. Zespdl statystyczny takich ukladéw nosi nazwe zespolu kanonicznego Gibbsa, a gestosc¢
prawdopodobienstwa znalezienia ukladu w stanie (¢, p) przy zadanych warunkach makroskopowych T, V, N
wyraza sie wzorem

m exp(—8 - H(q,p)) (9.1)

pla,p) =
gdzie § = k),%T Czynnik normalizacyjny Q(7,V, N) nosi nazwe kanonicznej sumy statystycznej (sumy
stanéw) i jest wyznaczany z warunku normalizacji rozkladu :

/p(q,p)dFZ 1= Q(T,V,N) = /exp(—ﬁ-H(q,p))dF (9.2)

Postaramy sie teraz uzasadnié rozklad kanoniczny korzystajac z postulatu réwnych prawdopodobienstw
apriori. W tym celu rozwazamy mikrokanoniczny zespdl statystyczny skladajacy sie z ukladéw zamknietych,
sposrdd ktorych kazdy sklada sie z kolei z termostatu o temperaturze T i interesujacego nas ukladu fizy-
cznego. Hamiltonian takiego zlozonego ukladu mozemy zapisa¢ jako :

H = Huklad(q,p) + Htermostat(qlap/) + 6H(Q7p7 qlvp/) (93)

gdzie ostatni czlon opisuje oddzialywanie miedzy ukladem i termostatem ustalajace stan wzajemnej
réwnowagi. Choé¢ obecnosé tego oddzialywania jest wazna z punktu widzenia konstrukcji zespolu, to
zakladamy ze jego wartosci sa dla typowych konfiguracji makroskopowych zaniedbywalnie male w poréwnaniu
z wartosciami pozostalych czlonéow. Calosé ukladu jest opisana przez rozklad mikrokanoniczny :

s dla E< H(q,p,q',p') < E+AFE
pla:p,d' ') = { QEV.NAB) = Q= (9.4)
0 dla pozostalych
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Aby otrzyma¢ funkcje rozkladu dla ukladu musimy dokonaé¢ wycaltkowania powyzszej gestosci praw-

dopodobienstwa po wszystkich stanach termostatu.

plq,p) = /p(q,p, q¢,p)dl" =

1
/E—H(qm)SH(q’7p’)§E+AE—H(q7p) Q(E,V,V/,N,N', AE) h*N N!
Q'(E—H(q,p))
QE)

Wykorzystujac definicje entropii mozemy zapisac :

S"(E — H(q,p)) — S(E)
kp

)

p(q,p) = exp(

7Z dokladnosciag do wyrazéw liniowych w H(q, p) otrzymujemy

S'(E) — 25 H(q,p) + O(H*(q, p)) — S(E))

(g, p) = exp( -
S'"(E)— #H(q,p)— S(E),
exp( T ) =

const - exp(—( - H (g, p)) = expé)_(:?“,"fz(vq ) =

gdzie

QT,V.N) = / exp(—3H (g, p))dT

Obliczymy teraz energie wewnetrzna ukladu jako srednig warto$é hamiltonianu

¢.p) exp(—f - H(g,p))dr  —"4G5™) 9 Q(T,V,N)

U=<H >= fH( = =

exp(—ﬁ-H(q,p)dP Q(T,V,N)
Przechodzac do pochodnej po temperaturze mozemy zapisaé :

dInQ(T,V,N)
oT

U=kg-T?
Obliczymy entropie :
S'=—kp <Inp(q,p) >=
~ ki [(=8+ Hlg.p) = QT N,V))pla,p)r =
%- < H>+kglnQ(T,V,N) =

U
7+ ksl Q(T, V. N)

Dokonujac obustronnego wymnozenia przez T 1 uporzadkowania uzyskujemy

—kB-T-lIlQ(T,V,N):U(T,V,N)—T'S(T,V,N)

(9.5)

(9.10)

(9.11)

(9.12)
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i po wykorzystaniu definicji energii swobodnej Helmholtza
—kp-T-InQ(T,V,N)=F(T,V,N) (9.13)
A zatem, tak jak w przypadku zespolu mikrokanonicznego
S(E,V,N)=kpInQ(E,V,N) (9.14)
tak w przypadku zespolu kanonicznego
F(T,V,N)=—kpTInQ(T,V,N) (9.15)

Parametry makroskopowe charakteryzujace uklady nalezace do zespolu kanonicznego Gibbsa sa natu-
ralnymi zmiennymi dla energii swobodnej Helmholtza. Analogiczna sytuacja wystepuje w przypadku
zespolu mikrokanonicznego i entropii, dla ktérej naturalnymi zmiennymi sa £, V, N.

Energia w zespole kanonicznym fluktuuje. Obliczymy jej odstepstwa od wartosci sredniej mierzone
przy pomocy wariancji

<(H-<H>?>=<H?-2-H- <H>+<H>*>=

9.16
<H*>-2<H>+<H>=<H>-<H>’ (5:16)
Pierwszy z czlonéw mozemy obliczyé jako :
I<H>-Q(T,V,N)
« g2 oo A exp(=pdl 9p __0<H> L yse (9.17)
[ exp(—pH)dl QT V,N op '
skad uzyskujemy :
0 < H >
<H?>-<H>= BT (9.18)
lub przy wykorzystaniu zaleznosci (9.9)
*mQ(T,V,N
<H2>—<H>2:M (9.19)

052

Fluktuacje mozemy réwniez zapisaé za pomoca stalej Boltzmana, pojemnosci cieplnej przy stalej objetosci
oraz temperatury

ou

H>> —<H>=kp -T* [ —
<H*>-—<H>=kp <M

> =kp-T*-Cy =kg-T*-N-cv (9.20)
V.N

Zauwazmy, iz wzgledne fluktuacje maleja jak odwrotnosé pierwiastka liczby czastek w ukladzie :

V<H*>-<H>? N 1 (9.21)
< H> N VN '

Wynika stad, ze w granicy termodynamicznej wzgledne fluktuacje energii znikaja, a sytuacja upodabnia
sie do opisywanej przez rozklad mikrokanoniczny, w ktérym energia uktadéw jesy ustalona (z dokladnoscia

do AFE).
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Jezli uklad fizyczny opisywany jest przez hamiltonian (7.1) to zmienne pedowe i polozeniowe sg w nim
rozseparowane. Wtedy sume statystyczng mozemy zapisa¢ w postaci :

Q(T,V,N) =
3 N N g, . . .dqiedp, . .. dp;
— — 1--- NGP1 ... N
/exp (=B~ Z ) exp( 52 ' E 'V(qi —q;)) TSN —
=li=hi#i (9.22)
il 52 N N N -
—1 bpi 0 p E § ' N | ey
(/ h3 Z'I;[lexp(_ o )P (/ ap(=3 i=1 j=1 j#V(qi — )R

Drugi z czlonéw nazywamy konfiguracyjng suma statystyczna i oznaczamy Z(T,V, N):

Z(T,V,N):/exp ——Z Z V(G HNil'dq (9.23)

i=1j=1,j#%

Obliczamy pierwszy czynnik :

/hSNHep fpi )dpz—

(9.24)
2
D 1
A T [ vt 220, =
i=1a=1
gdzie :
= h (9.25)
V2-m-m-kg-T
i nosi nazwe dlugosci termicznej fali de Broglie’a. A zatem
Z(T,V,N
Q(T,V,N) = ZLwN) 5N ) (9.26)

Zwréémy uwage na to, ze w ramach zespolu kanonicznego latwo jest obliczy¢ érednig energie kinetyczna
j-te] czasteczki ukladu :
-2
i
2m

< >= %kBT (9.27)
Widag, ze ta srednia jest taka sama dla kazdej czasteczki i zalezy wylacznie od temperatury ukladu. A
zatem srednia energia kinetyczna przypadajaca na kazdy stopien swobody ruchu postepowego czasteczki
wynosi —kBT Ten rezultat okresla sie mianem zasady ekwipartycji energii - réwnego rozdzialu en-
ergii na poszczegolne stopnie swobody. Zwréémy uwage, iz jest on niezalezny od typu oddzialywania
miedzyczasteczkowego. Zasade ekwipartycji energii mozna wyprowadzi¢ takze w ogdlniejszej postaci :
jesli zastosujemy notacje (7.22) to latwo stwierdzié

oH
< xogm7— >= 04 p3kpT (9.28)
dx g P
Przyjmujac w powyzszym wzorze z, = xg jako kolejno réwne poszczegélnym skadowym pedu j-tej

czasteczki, a nastepnie dokonujac wysumowania stronami uzyskanych réwnaii uzyskujemy wzér (9.27).
W analogiczny sposob rozwazajac uklad oscylatoréw harmonicznych mozemy wykazaé, ze srednia energia
kinetyczna oscylatora jest réwna Sredniej wartosci jego energii potencjalnej.
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9.2 Gaz doskonaly

Pod pojeciem gazu doskonalego rozumiemy gaz, ktorego czasteczki wzajemnie nie oddziatuja, czy racze]
taki gaz, dla ktérego energia potencjalna wzajemnego oddzialywania jest zaniedbywalnie mata (w poréwnaniu
7z energia kinetyczna).

Rozwazmy gaz doskonaly w jednorodnym polu sily ciezkosci, tj. do energii kinetycznej nalezy dodac
energie potencjalna w zewnetrznym polu

Vzewn(q) = Z mﬁ q_/; (929)
k

gdzie ¢ stanowi przyspieszenie grawitacyjne. Rozklad dla wspéhzednej ¢; uzyskujemy catkujac rozktad
po wszytskich pedach i pozostalych polozeniach. W ten sposéb uzyskujemy :

. m - gqi
w =C -exp(— 9.30
(@) = C - exp( -2 2T (9:30)
gdzie C' = Ak%’ a A stanowi pole powierzchni przekroju poprzecznego naczynia. Wzdr powyzszy nosi

mg

nazwe wzoru barometrycznego Boltzmanna. Poniewaz gestosé czasteczek n(z) ~ w(z) to

m-g-z

) (9.31)

n(z) = no - exp(—

gdzie ng - gestosé czasteczek na dnie naczynia.

Wyprowadzimy teraz wzér barometryczny Boltzmana w nieco inny sposéb - obliczajac gestosé n(q)
Jjako wartosé¢ srednig z odpowiedniej zmiennej dynamiczne]. Rozwazmy mikroskopowa gestosé czasteczek
w punkcie . Wprowadzamy gestoséé¢ mikroskopowa zdefiniowana jako :

N
(@) =5 —dj) (9.32)
i=1
Makroskopowa gestosc jest réwna Sredniej gestosci mikroskopowej :

n(@) =< al@) >=< Y _(F-0 >=) <8F-1> (9.33)

Liczymy srednig wartos¢ wyrazenia stojacego pod znakiem sumy :

< gk — q) >=
[exp(=B32, m- G- q)3(gh — )ddi ..k _
Jexp(=BL, m-§- ¢)dgi . ..dgx (9.34)

N .
[z, (f exp(=Bmggi)d(gi — §)das)
N N,
[Ti=1 (exp(=Bmgi)dgi
Wszystkie czlony w liczniku i mianowniku za wyjatkiem czlonu odpowiadajacego ¢ = k sa identyczne,
wiec przy przyjeciu ¢ || £

= . exXpl—omagzr
< (G — T >= M (9.35)
Fing

uzyskujemy ostatecznie wzér barometryczny Boltzmanna.
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Rozwazymy mieszanine dwoch gazéw doskonalych. Hamiltonian ukladu mozemy zapisa¢ w postaci :
H(q,p) = H1(q1, p1) + H2(q2, p2) (9.36)
gdzie H; stanowi hamiltonian opisujacy i-ty gaz. Kanoniczna suma statystyczna jest réwna :

dgidpy  dgadp,
N1!h3N1 Ng!h3N2

Q(T,V, N1, Nz) = //GXP(—ﬁHl(Qh}?l) — B+ Ha(qz2,p2)) (9.37)
Zauwazmy, iz w mianowniku wystepuje czynnik Ny!- No! a nie (N 4+ N3)!. Wynika to z faktu, iz czynnik
ten ma swoja geneze w nierozréznialnosci czasteczek a badany uklad jest mieszaning czasteczek dwdch
réznych gazéw. Wprowadzajac termiczna dlugosé fali de Broglie’a dla poszczegdlnych gazéw mozemy
zapisac :

Vi YNz
Q(T,V,N1,N3) = T N (9.38)
Energia swobodna :
F(T,V, Ny, Np) =
— (N1 + N2)kpT — kTNln(V)kTNln(V) 9.39
1 2)kB B 1l B 2In( 55 (9.39)
Fy(T,V,N1) + F5(T,V, N3)
Znajac postac energii swobodnej mozemy wyznaczy¢ entropie
JF
S=—(57)vimn =
(N1 4+ No)kp + NikpIn(—= y )+ Nekpln(—= y )—1—3(]\7 + No)k
1 2)kB 1kB N 2kB NoXd 1 2)kp = (9.40)
5 Vv Vv
N1+ No)k Nikpl Nokpl
2( 1+ No)kp + Nikp H(Nl/\g)-i- 2RB H(N2/\3)
Ostatecznie :
S(T,V, Ny, N3) = S1(T,V,Ny) + S53(T, V, N3) (9.41)

W ten sposéb uzyskaliSmy potwierdzenie termodynamicznego twierdzenia Gibbsa orzekajacego, ze en-
tropia mieszaniny gazow doskonalych jest réwna sumie entropii, jaka kazdy z tych gazéw posiadalby,
gdyby zdajdowal w tej samej objetosci i temperaturze co mieszanina. Poniewaz U = F + T - S wiec
uwzgledniajac (9.39) i (9.41) mamy

UV, T, Ny, N2) = Ur(V, T, N1) + Uz(V, T, N2) (9.42)
W oparciu o wzér na energie swobodna mozemy wyznaczy¢ cisnienie mieszaniny gazéw :
or Ny Ny
— =kpT -— 4+ kT -—= = 9.43
p (BV)T Ni1,Ns B % + kB % p1+ p2 ( )

Jest to tzw. prawo Daltona. W oparciu o ten wzdr posta¢ entropii w funkcji temperatury, cisnienia i
liczby moli

5 V
S:—(Nl—l—Ng)k’B +N1k31n( )—l—Ng-k’Bln(
2 N1

V ) =
N3 T
(N1 + N2) - kT
p'N2/\§’

(N1 + Na) - kT (9.44)

p-Nl/\i’ )—l—Ngk’B hl(

5
§(N1+N2)kB+N1kB hl( )
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Suma entropii poszczegblnych skltadnikéw w stanach (T, p, Ny) i (T, p, N2) wynosi :

LERR g (9.45)

kT

p/\i’ ) + Nokp hl(

5
S14+ Sy = (N1 + No)kp + Nikp In(
2 p-A
A zatem addytywnosé¢ entropii w zmiennych 7, V, N nie pociaga za sobg addytywnosci w zmiennych
T,p, N. Réznica pomiedzy entropia mieszaniny w stanie koncowym 7, p, N1 + Ny oraz suma entropii
sktadnikéw w stanach (7, p, N1) i (T, p, N2) nosi nazwe entropii mieszania i wyraza sie wzorem :

Ny + N Ny + N.
My L Nk - (22

AS:SH—(Sl—I—Sg) :leB-ln( N N,

) (9.46)

Rozpatrzmy teraz konsekwencje pominiecia w mierze przestrzeni fazowej czynnika N!. Wdéwczas
otrzymaliby$my

- vy
QIV,N) = BN (9.47)
Wynika stad w szczegdlnosei :
~ Vv
F(T,V,N) = —N-kBT-ln(F) (9.48)
oraz
z 3 Vv
S(I,V,N) = gN -kp+ N - kp - In(53) (9.49)

zadna z tych wielkosci nie jest ekstensywna. Postaé wzoru na entropie prowadzilaby réwniez do tzw.
paradoksu Gibbsa. Wezmy dwa identyczne gazy doskonale znajdujace sie w identycznych warunkach
T,V, N. Entropia poczatkowa uktadu :

~ ~ ~ V
Sp(T,V,N)=S1(T,V,N) + S2(T,V,N) =3N - kg + 2N - kg -ln(F) (9.50)
Dokonujemy polaczenia naczyn zawierajacych gaz. Stad :
~ 2V
Sk(T,QV,QN):3]\7-]{73—1—2-]\7-]{73-111(? (9.51)
Réznica entropii konicowe] i poczatkowej wynosi :
Sy —8,=2-In2-N-kg >0 (9.52)

co oznacza, iz entropia wzroslaby. W ten sposdb dzielac - w doswiadczeniu myslowym - uklad poczatkowo
na wiele identycznych podukladéw po czym usuwajac hipotetyczne scianki moglibysmy osiagnaé prakty-
cznie nieograniczony wzrost wartosci entropii.

9.3 Gazy rzeczywiste

Zanim przejdziemy do ogdlnych rozwazan dotyczacych gazéw rzeczywistych w trzech wymiarach rozpa-
trzymy pewien model jednowymiarowy tzw. gaz Tonksa.

Pod pojeciem gazu Tonksa rozumiemy uklad N sztywnych pretéw o dlugosci o (tzw. N jednowymi-
arowych twardych kul) mogacych si¢ porusza¢ wzdluz odcinka o dlugosci L. Hamiltonian uktadu ma
postaé

N 4 i—1
i

H=3" 50433 Vigllai = ) (9.53)

i=1 i=1j=1

hE
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gdzie Vi;(]z; — ;]) jest potencjalem oddzialywania pretéw

Vi (|2 — (9.54)

) 0 dla|z; — z;] < sigma
z;]) =
/ o w pozostalych przypadkach

Obliczenie czedci pedowej kanonicznej sumy statystycznej jest proste i daje czynnik -, zajmiemy si
¢ pe¢ ) ) y ysty ) ) p J y 3N Z4) Yy sie
wiec jedynie obliczeniem konfiguracyjnej sumy statystycznej.

L-% rT3—0 rTo—0
7 = / / / dxidzs...dxy (9.55)
No—-% %a is

2

Zauwazmy, ze w powyzszym wzorze nie wystepuje czynnik N!. Jego brak zwiazany jest z tym, ze w
trakcie ewolucji czasowe] tego jednowymiarowego ukladu sztywne prety nie moga sie wzajemnie przenikac
i zmienia¢ swojego wzajemnego uporzgdkowania - a zatem pozostajg réwnowazne.

Dokonujemy zamiany zmiennych

1
vi=y + (i — 5) e (9.56)

co pozwala nam zapisac

L—(N—%)U Y3 Y2 1 1 N
7 = / / / dyrdys .. .dyy = M(L - (N = 5)0’) (9.57)
0 o Jo :

Dla duzych wartosci N :
1

7~ (L= Na)¥ (9.58)
Cisnienie gazu Tonksa wynosi
oF dlnZz NkgT
pP= _(B_L)N7T - kBT( ol )N7T T L— No (959)

Poréwnujac uzyskany wynik z cisnieniem gazu doskonalego stwierdzamy, iz takie rownanie stanu gazu
moze by¢ interpretowane jako réwnanie stanu gazu doskonalego, w ktérym jednowymiarowa objetosé
zostaje zastapiona przez efektywna objetosé, ktéra jest réwna objetosci naczynia I pomniejszonej o
catkowita objetosé twardych pretéw (No).

Zajmijmy sie teraz gazami rzeczywistymi, tj. takimi w ktérych oddzialywanie miedzyczasteczkowe nie
moze zostaé zaniedbane. Niech potencjal oddzialywania wynosi V(7;;). Cheac obliczyé kanoniczng sume
statystyczng dla gazu rzeczywistego napotykamy na problem obliczenia calki konfiguracyjnej pochodzacej
od oddzialywan wzajemnych wszystkich par czastek :

8 A dry...7Tx
1...TN
Z(T,V,N) = /exp(—§Z Y. Vi) =R (9.60)
i=1j=1,j#i )
Energie swobodng Helmholtza mozemy zapisa¢ w postaci :
F=—kgT -InQ =
3 N N
—kpg T ln(N'/\Sn /exp(—§Z ' Z 'V(r”))drl TR =
1j=1,5#1 (9-61)

El
—
D
<
ol
=3

]
=
S

B
=i

Fz'd — k’BT . hl(
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gdzie :

V-e

Fld——N k’BTlIl(N /\3)

odpowiada energii swobodnej gazu doskonalego. Drugi czton mozemy przeksztalci¢ do postaci :

N N
F=Fyy—kpT- ln(vN /(exp(—ﬁzz V(ri)) — D)di...rk + 1)
i=1j=1
i
Wprowadzamy funkcje Mayera definiowana jako :
fij = f(rij) = exp(=5 - V(rij)) =1

Postugujac sie funkcja Mayera mozemy przepisa¢ czynnik boltzmanowski do postaci :

ﬁ N N ﬁ N-1 N
exp(— 52 > V(rij)) = exp(~35 > Viry) =
i=1j=1,i#] i=1 j=i41
N-1 N N-1 N
IT exp(=5-V(rij)) = IT ) +1)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

W ten sposéb :

N-1

Foaa = —kpT - ln(le /(H H (f(rij) + 1) = Ddri...7x + 1)

i=1 j=i+1

Obliczmy wartos¢ calki stojacej pod logarytmem dla kilku najmniejszych wartosci V :

[ J N:l
[ J N:2

%//((f(ru) +1) — Ddridrz = %/f(ru)drﬁ
[ ] N:3

%///((fu + 1)(fi3 + 1) (fas + 1) — V)dridrzdi =
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(9.62)

(9.63)

(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)

(9.68)

%///(l—l-fu+f13+f23+f12f13+f12f23+f13f23+f12f13f23—1)d7°_id7°3d7°_§:

—/f12d7°12+ /f12d7°12 /f13d7°13 V3 ///f12f13f23d7°1d7°2d7°3

(9.69)

Czlony zawierajace iloczyny funkcji Mayera mozemy interpretowaé jako odpowiadajace jednoczes-

nym oddzialywaniom dwuczastkowym odpowiednich par czasteczek.
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W tym miejscu uczynimy zalozenie ograniczajace, 1z nie rozpatrujemy wyrazéw odpowiadajacym odd-
zialywaniom wiekszej liczby czastek niz dwie tj. w calce konfigruacyjnej uwzgledniamy jedynie te, ktdre
odpowiadaja zderzeniom dwoch czasteczek :

1 BN—l N
V—N/.../(exp(—§ Z Z V(ri;)) — dr ... dry &
i=1 j=i+1
N N-1
1 1 R R N-(N-1 _ -
V—N//—Z Z drl...drN:%VN 2//f12d7“1d7“2: (970)

i=1j=1j#i

%]

. _ 2
%‘/l)/ﬂru)drﬁ R~ 2]\‘]‘/ /f(ru)d?“ﬁ

Calke wystepujaca w powyzszym wzorze oznaczymy przez o(7T). W ramach powyzszego przyblizenia
energia swobodna Helmholtza :

N%.a(T
F = Fid—k’BT-lIl(l—F ﬁ) (971)
2.V
Zakladajac nastepnie, ze
N?.a(T) N?.a(T)
In(1 + T )= T (9.72)
uzyskujemy :
N?.a(T)
V=F4,— kgl ——= .
P (9.73)
Wyznaczymy teraz o(T) :
a(t) = [ f(i)ar =
(9.74)

4-71'/000 f(r) - ridr = 4-71'/000(exp(—ﬂ-<1>(7°)) — 1)ridr

Rozpisujemy calke na dwa czlony odpowiadajace odpowiednio krétkozasiegowemu silnemu odpychaniu
oraz dlugozasiegowemu slabemu przyciaganiu :

oQ

a(T)y=4-n- (/Oa(exp(—ﬂ -®(r)) — 1)r2dr —1—/ (exp(—=8 - ®(r)) — 1)r2dr (9.75)

W pierwszej calce przyjmujemy ze potencjal jest nieskoniczony jako odpowiadajacy zakazowi przenikania
sie czastek, natomiast funkcje podcaltkowa w drugiej rozwijamy z dokladnoscia do wyrazéw liniowych
jako odpowiadajaca slabemu oddzialywaniu. Uzyskujemy w ten sposéb

4. e
a(T) ~ —Tﬂ-ag —4. ﬂﬁ/ g (r)r2dr (9.76)
Pozwala nam to zapisaé energie swoboda Helmholtza w postaci
=
N? 32-71 o 4.7 [
Fiy+ kpT S ®aper (r)|rPdr =
a+ kT (=) kBT/U [®ater (r)lrdr (9.77)

N? 16-7 o e
Fid+ 7( 3 'k’BT'(i)S—Q?T/U |q)att7‘(r)|r2dr
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Wprowadzamy oznaczenia :

a= 271'/ |<I>attr(r)|r2dr

co prowadzi do wzoru :

N2
F:Fid+7(kBT'b_a)

Postawiajac jawny wzoér na F;g uzyskujemy :

V.e N?
F:—NkBTln(W)+7(kBTb—a):
e N-b N2q
— N -kgT -In(——=) — N -kgT(l e
T In(53s) sV ==5=) =
W przypadku gdy % < 1 mozemy zapisac :
e N-b N2q
Fers—N-kgT -In(——=)— N -kgT-1 1——)) —
W oparciu o powyzszy wzér mozemy wyznaczy¢ cisnienie
_ (B_F) N -kpgT N3a
Pyt N Ty NG T v
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(9.78)

(9.79)

(9.80)

(9.81)

(9.82)

(9.83)

W ramach uczynionych przyblizen, czesto niekontrolowanych, uzyskaliSmy dobrze znane réwnanie stanu

gazu van der Waalsa. Réwnanie to, przez analogie pierwszego wyrazu po prawej stronie do rownania

stanu gazu Tonksa mozemy zapisa¢ w postaci :

N2q
p(TavaN):pHS(TavaN)_ V2
gdzie
N - kT
T V,N) = ———
pHS( k) k) ) V_Nb

jest przyblizonym réwnaniem stanu twardych kul (w trzech wymiarach).

Analogiczng postaé réwnania mozna uzyska¢ w sposéb scisly w ramach modelu Kaca.

miedzyczasteczkowy w tym modelu zapisujemy w postaci
®(r) = Qus(r) + YV Pattr (v-r)

zas$ potencjal oddzialywania twardych kul wyraza sie jako

oo dlar<o
[0)] =
us(r) {0 dlar>o

(9.84)

(9.85)

Potencjal

(9.86)

(9.87)
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W ramach $cisle] analizy rozwaza sie granice v — 0 tj. potencjalu przyciggajacego, ktory jest coraz
slabszy, ale zarazem coraz bardziej dlugozasiegowy, a zatem taki, ze calka

/PySCI)a”T('yr)dF (9.88)

nie zalezy od y. Wtedy okazuje sie, ze réwnanie stanu w modelu Kaca ma postaé¢ (9.84) z tym ze prs
oznacza réwnanie stanu gazu oddzialujacego potencjatem (9.87). Aby znalezé jawna postaé cisnienia
musimy znaé¢ wzér na cisnienie gazu twardych kul, ktérego jawnej postaci nie uzyskuje sie w ramach
modelu Kaca. Z bardzo dobrym przyblizeniem okresla ja réwnanie Carnahana - Starlinga

1+n+9"—n
p=n-kgT———— 9.89
(1=n)? (9:89)
gdzie
1 3
n=gmon-o (9.90)

stanowi bezwymiarowa gesto$¢ - srednig liczbe czastek w objetosci zajmowanej przez twarda kule o
$rednicy o.

9.4 Gaz calkowicie zjonizowany

Rozpatrzymy gaz o temperaturze T znajdujacy sie w naczyniu o objetosci V zlozony z jonéw k rodzajéw.
Jony rodzaju « posiadaja tadunek zqe (e stanowi tadunek elementarny) i w uktadzie znajduje sie ich Ng.
Calkowita liczba jonéw wynosi V.

N=> N, (9.91)

Uklad jako calos¢ jest elektrycznie obojetny t;.

k
> Noza-e=0 (9.92)
a=1

co mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej :

k
> Napza =0 (9.93)
a=1
gdzie :
Nay = — (9.94)

stanowi srednig gestos¢ jonéw rodzaju «. Wprowadzamy ponadto calkowita srednig gestosé jonéw jako
sume gestosci jonéw poszczegdlnych rodzajow :

k
o= na, (9.95)
a=1
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Zakladamy ze typowa energia oddzialywania elektrostatycznego jest mala w poréwnaniu z energia
termiczna, tj.

Za€)(za€ L
e = el nf T (996)
=1 NQD

Wz6r ten narzuca warunek na calkowita gesto$é jonow :
kT 4

(Zoc,max(J)Z

n < ( (9.97)
gdzie 24 max stanowi wartosé ladunku jonu (wyrazonego w ladunkach elemenarnych) najwiekszego co do
modulu.

Calkowita energia wewnetrzna jest suma energii wewnetrznej gazu doskonalego oraz dodatku zwigzanego
z oddzialywaniem kulombowskim. Obliczymy sie postugujac sie nastepujacym wzorem z elektrostatyki
(zamiast obliczy¢ konfiguracyjna sume statystyczng i nastepnie odpowiadajacy jej wklad do energii
wewnetrznej) :

N
Uc = %Z(Zie)ﬁbi (9.98)
i=1
gdzie ¢; stanowi sredni potencjal pola elektrycznego dzialajacego na ¢-ty jon, a pochodzacy od pozostalych
ladunkéw. Jawna postaé¢ ¢; wyznaczymy za pomoca metody Debye’a -Huckel’a.
Wokét kazdego z jonéw tworzy sie chmura innych jonéw. Mozemy przyjac, ze jest ona sferycznie
symetryczna, tzn. ze gesto$é jonéw w chmurze zalezy wylacznie od odleglosci liczonej od jonu stanowiacego
srodek sfery. Gestos¢ jondéw moze by¢é zapisana za pomoca wzoru barometrycznego Boltzmanna

E(r)
kpT

ng = ng, exp(— ) (9.99)

gdzie E(r) stanowi energie jonu w polu o potencjale ¢ wytworzonym przez jon srodkowy oraz pozostale
tworzace chmure

E = zge¢ (9.100)

a stalg polozylisSmy jako réwna ng, gdyz w duzej odleglosci od centralnego jonu pole powinno zanikaé
(dla r = co winno zachodzi¢ ¢ — 0) co implikuje :

ng — Ng, (9101)
Potencjal ¢ jest zwiazany z gestoscia jonéw za pomoca réwnania Poissone’a :
Vig=—p (9.102)

gdzie p stanowi catkowita gestosé tadunku w ukladzie. Wykorzystujac definicje oraz wzér (9.99) mozemy
zapisac

p= zk:n@Z@(i‘ = zk:Z@e *Ng, eXp(—ZZZ‘qu)) (9103)
p=1 p=1
7 réwnania Poissone’a uzyskujemy wiec
ul zge - ¢
Vig=— Z zge - ng, exp(— ZBT ) (9.104)

p=1
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7 zalozenia o niewielkie] sile oddzialywan elektrostatycznych w poréwnaniu z energig termiczng funkcje
wykladniczg mozemy rozwinaé z dokladnoscia do wyrazéw liniowych :

k
24 _ €0, _
% ¢—_;Zﬁe'nﬁu'(1_ k’BT)_
= (9.105)
N 02 K ,
;ZﬁnﬁueJr ]@—T;Zﬁnﬁoﬁb

Pierwszy ze skladnikéw zeruje sie wobec obojetnosci elektrycznej uktadu (patrz (9.92)). Ostatecznie :

2 k:
€
Vi = kB—TqSZz;n@D (9.106)
i=1

Dla uproszczenia wprowadzimy oznaczenie :

2 k

2 _ ¢ 2
"= Z; A, (9.107)
Woéwczas réwnanie przybiera postac :
V3¢ = k%¢ (9.108)

Przy zalozeniu sferycznie symetrycznego ksztaltu chmury ladunku wzér powyzszy redukuje sie do
postaci® :
192 9
Rozwiazaniem réwnania jest :
r- ¢ = Crexp(—kr) + Cs exp(kr) (9.111)

Ze wzgledu na warunek zanikania potencjalu w nieskonczonosci Cy = 0 :

exp(—kr)

¢6=0Cy- (9.112)

r

Stalag Cy wyznaczamy z warunku, by w poblizu jonu centralnego (tj. dla » — 0 potencjal byl potencjatem
kulombowskim tegoz jonu; stad

Ch1 = zie (9.113)
czyli :

¢ = zww (9.114)

r

! Laplasjan we wspélrzednych sferycznych mozemy zapisaé jako :

- 162+1(62+t96+1 o2
=——r+ —(—+c¢ — —
o T 2502 T8 50 T Gin2 6 942

) (9.109)
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Potencjal jest wiec potencjalem Yukawy. Potencjal zanika bardzo szybko (wyktadniczo) i efektywny zasieg
zwany dlugoscia ekranowania Debye’a - Huckela wynosi :

= = (i) >y 1 (9.115)
K DRI+

W réwnaniu (9.98) wystepuje potencjal ¢; okreslajacy oddzialywanie elektrostatyczne na i-ty jon. Oz-

nacza to, ze aby uzyskac jego jawna posta¢ musimy wyznaczy¢ zachowanie potencjalu ¢ w poblizu jonu

¢ z wylaczeniem wkladu pochodzacego od tego jonu. W praktyce musimy dokona¢ rozwiniecia ¢ dla

malych r. Wtedy :

¢~ S ziek + O(r) (9.116)
r
Pierwszy skladnik opisuje energie pochodzaca od centralnego jonu, wiec po jej odjeciu uzyskujemy
¢i = —zi€eR (9.117)

Pozwala na to wyznaczy¢ jawna posta¢ wkladu do energii calkowitej ukladu

| N
Ue = 3 ;:1 zipie =
1 gN zie - (—zier) = —1562 gN 22 = —1562 f N, 22 =
2 =1 Z Z B 2 i=1 b 2 a=1 e (9118)

1 ostatecznie

k
_ 1 1 2.2)2
Uec = —2,/kBT' V(O;:l]\fazae ) (9.119)

Wyznaczymy teraz wklad do energii swobodne] Helmholtza w oparciu o wzor

P
Ue =T (=)

o7 (9.120)

Catkujac otrzymujemy

k
1 1 3
Fc(T,V,Nl,---,Nk)Z—gvm(E Nizfe?)s (9.121)
i=1

Mozemy stad wyznaczy¢ cisnienie :

p=—(=—)r (9.122)
gdzie

F=Fq4+ Fc (9.123)
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Woéwcezas
k k
k’BT 62 1 2,2
_ b7 N, — ——/— N, 2 124
PV &gy kBT(azzl %) (9-124)

Widzimy zatem, ze oddzialywanie kulombowskie powoduje, iz ci$nienie gazu calkowicie zjonizowanego
jest rézne od cisnienia doskonalej mieszaniny jonéw oraz ze dodatek kulombowski jest nieanalityczna
funkcja gestosci nq,.



Rozdzial 10

Inne rodzaje zespolow
statystycznych

10.1 Wielki zespdl kanoniczny

W dotychczas rozpatrywanych zespolach : mikrokanonicznym i kanonicznym objetosé¢ uktadu i liczba
czastek byly wielkosciami zadanymi dla danego uktadu. Wielki zesp6l kanoniczny Gibbsa dopuszcza
zmiennos¢ liczby czastek w ukladzie w wyniku mozliwe] wymiany materii z otoczeniem. écis’lej méwiac -
warunki termodynamiczne okreslajace makroskopowy stan ukladu bedacego elementem wielkiego zespolu
kanonicznego to temperatura 7', objetos¢ V oraz potencjal chemiczny pu. Mozemy to wyrazié¢ w ten
sposob, ze rozwazamy uklad o objetosci V, znajdujacy sie w kontakcie z termostatem o temperaturze T
i zbiornikiem materii o potencjale chemicznym p.

Funkcje rozktadu w wielkim zespole kanonicznym pn (g, p) tj. gestosé prawdopodobienstwa znalezienia
uktadu w stanie o N czastkach w punkcie ¢, p przestrzeni fazowej N - czasteczkowej wynosi :
exp(— T2l

=(T,V, )

pN(4,p) = (10.1)

Wielka kanoniczna sume statystyczng znajdujemy z warunku unormowania :

f: /pN(q,p)dFN =1 (10.2)

czyli
H = Hy(q,p)—p-N
E(T,V,p) = /exp(— i k)Tﬂ )dl =
N=0 B
. Hxtop) o (10.3)
q,p) — |-
1+ exp(— N )
P T

Wielki rozklad kanoniczny - podobnie jak rozklad kanoniczny - wyprowadzamy z rozkladu mikrokanon-
icznego. Niech uklad podlegajacy rozktadowi mikrokanonicznemu sklada sie z ukladu fizycznego oraz
otoczenia. Hamiltonian ukladu zloZonego mozemy zapisa¢ jako sume hamiltonianéw odpowiadajacych
uktadowi fizycznemu, otoczeniu oraz oddzialywaniu miedzy nimi :

H=H(q,p)+H'(¢,p)+H(q,p, ¢, D) (10.4)
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Zakladamy, Ze czlon opisujacy oddzialywanie miedzy ukladem i otoczeniem jest pomijalny, czyli w hamil-
tonianie separuja sie zmienne odpowiadajace za stan ukladu i otoczenia :

H=H(q,p)+ H'(¢,p) (10.5)
Liczba czastek w calym ukladzie jest ustalona :
N+N =N
Caly uktad jest opisywany za pomoca rozkladu mikrokanonicznego :

I S
pla:p, 4. p') = { Q(E,V,N,a

£)
0

(10.6)

dla E < H(q,p,¢,p') < E+AE
dla

. (10.7)
pozostalych

Aby uzyskaé rozklad dla ukladu w stanie N-czasteczkowym dokonujemy odcalkowania po zmiennych

odpowiadajacych otoczeniu :

1 ,  QE-H,N—Ny)
I Ep—— o ar= 1N (10.8)
QE,V,N,AFE) Jo-H<H <E+AF-H Q(E,N)
Wrykorzystujac definicje entropii mozemy zapisaé

pla,p) = eXp(S/(E — H(g,p), N = N) — S(E,N)

kp )

(10.9)
Wobec zalozen H « E'i N < N wystepujacg funkcje S’(E — H{q,p), N — N) mozemy rozpisaé w szereg
Taylora wzgledem energii i liczby czastek. 7 dokladnoscia do wyrazéw liniowych

o 05’ 05’
N-N)~ S (E,N)— —H(q,p) — —=N =
(o) oF ON (10.10)
vy Hasp) e
S'(E,N) Tt T
Dzieki temu rozklad prawdopodobieristwa mozemy zapisac

p(q,p) = exp(S/(E) —SB)

i ) exp(=B(H (q,p) — pN))
exp(—S(H (q,p) — pN))
E(T,V, 1))
Obliczymy entropie

(10.11)
S(T,V,p) = —kp <Inp>=

. > N—o S exp(=B(H(q,p) — pN)) - (=B(H (g, p) — pN) —=InE)dln
— B —

=(T,V, )
<;I> —%<N>+kBInE

(10.12)

Uwzgledniajac fakt réwnosci wartosci sredniej hamiltonianu i energii wewnetrznej po wymnozeniu przez
T i uporzadkowaniu wzoru uzyskujemy

—k’BTlIlE(T,V,/,L) :U(T,V,/J)—T‘S(T,V,/J) —/J'N(T,V,/,L) :Q(T,V,/J)

(10.13)



10.1. WIELKI ZESPOL KANONICZNY 89

Wynika stad, ze potencjalem termodynamicznym odpowiadajacym rozkladowi wielkiemu kanonicznemu
jest potencjal wielki kanoniczny.
Srednia liczba czastek w ukladzie

0o dE(T,V,N
Yon—o Nexp(=B(H(g,p) —pN))dl'n _ 1 (aiu 19 InE(T,V, )

Yn—o Jexp(=B(H(g,p) — uN))dTn — BE(T,V,n) B dp

W ukladzie opisywanym przez rozklad wielki kanoniczny wystepuja fluktuacje liczby czastek. Analogicznie
do wzoru (9.16)

<N >= (10.14)

<(N=<N>)P?>=<N?>—-<N>? (10.15)
Wyznaczymy sredni kwadrat liczby czastek

Y v S N exp(=B(H(g,p) = pN))dly _

<N = Yon=o J exp(=B(H(gq,p) — pN))dly
137 2ne ofNexp ﬁ(H(q,p)—uN))dFN
3 vy Jexp(—BU g, p) — ML 10-16)
1 <N> (Tv,u) _13<N>_|_<N>2
B E(T,V,u) B Op

Stad :
2 s 1 [(0<N>

<N >—<N>_B<7aﬂ >VT (10.17)

Wyrazenie okreslajace fluktuacje liczby czastek w ukladzie zapiszemy w postaci rownowaznej. Wykorzys-
tujac wlasnosci pochodnych czastkowych wystepujaca pochodng przeksztalcamy do postaci

(S Dy = (5 P (G (10.15)
Korzystajac z relacji Gibbsa-Duhema
dy = —sdT + vdp (10.19)
mozemy uzyskac
<w> =n*Vey (10.20)
Ip TV

)

gdzie k7 stanowi scisliwos¢ izotermiczng. Zatem

< N?>— < N>?=kgTn*Vkr (10.21)
i wzgledne fluktuacje wynosza
NZ>— < N >2 1
V<NZ>—-<N> (10.22)
<N > < N >1/2

czyli sg zaniedbywalnie male w granicy termodynamicznej.

Ze wzoru (10.21) widaé, Ze fluktuacje liczby czasteczek, a zatem i ich gestosci, staja sie niezwykle
duze w poblizu punktu krytycznego. Efekt ten odpowiedzialny jest za tzw. opalescencje krytyczng - silne
rozpraszanie swiatla na fluktuacjach gestosci w uktadzie krytycznym.
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Rozdzial 11

Kwantowa mechanika statystyczna

11.1 Wprowadzenie

W dotychczasowych rozwazaniach traktowalismy uklady w sposéb klasyczny. Wiemy jednak, iZ mechanika
klasyczna posiada ograniczony zakres stosowalnosci. Spodziewamy sie, ze np. w niskich temperaturach
niezbedna moze sie okazaé analiza oparta na mechanice kwantowej. W tym rozdziale zajmieny sie wlasnie
kwantowa mechanika statystyczna. W analogii do mechaniki klasyczne] w celu rozwazania wlasnosci
statystycznych danego ukladu wprowadzamy pojecie zespolu statystycznego, przy czym rozrézniamy ze-
spoly statystyczne czyste i mieszane.

Zespolem statystycznym czystym nazywamy wielka liczbe kopii danego ukladu znajdujacych sie w
tym samym stanie kwantowym, tj. w stanie opisywanym przez tg sama funkcje falowa V.

Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowe] warto$é srednia zmiennej dynamicznej (obserwabli)
reprezentowanej przez operator A w ukladzie opisywanym przez funkcje falowa ¥ wyraza sie wzorem

<A>g=<V|A|¥> (11.1)

W przestrzeni funkeji falowych moZemy obraé baze - oznaczymy ja przez {¢, }. Wykorzystujac zupelnosé
bazy mozemy dokonujac rozkladu jedynki zapisac :

<A>g =
U on><en) [A|T>=D < U |p, ><p, |A| T >=

n

(11.2)
D <on [AJU > | gy >=Tr(A | ¥ >< V)

n

Wartos¢ srednia obserwabli w stanie kwantowym ¥ jest wiec §ladem iloczynu operatora odpowiadajacego
tej obserwabli oraz pewnego operatora, ktory oznaczymy jako :

Py =| ¥ >< ¥ | (11.3)

Zwréémy uwage, iz zgodnie z wlasnosciami §ladu, wartos¢ srednia jest (jak moglismy sie spodziewad)
niezalezna od wyboru bazy {¢,}. Zauwazmy teraz Ze Py jest operatorem rzutowym tj spelnia warunki :

P =Py (11.4a)
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Pl =Py (11.4b)

Tr(Py) =1 (11.4c)

Powyizsze rozwazania dotyczyly czystego zespolu statystycznego, w praktyce jednak znacznie czesciej
spotykamy sie z koniecznoscig rozwazania uktadu mogacego sie znajdowaé¢ w réznych stanach kwantowych.
W tym celu wprowadzamy pojecie mieszanego zespolu statystycznego, ktéry definiujemy jako wielka liczbe
kopii danego ukladu mogacych sie znajdowaé w réZnych stanach kwantowych {¥},cr gdzie I oznacza
zbiér indekséw. Przyjmujemy ze funkcje opisujace poszczegdlne stany kwantowe sa unormowane a ich
uktad jest zupelny.

W zespole mieszanym zadane sa prawdopodobiefistwa znalezienia uktadu w stanach {¥},cs, ktére
oznaczam w,, przy czym wobec wlasnosci prawdopodobieristwa :

> wa=1 (11.5)

gdzie sumowanie rozcigga sie po wszystkich dopuszczalnych wartosciach indeksu « (pod pojeciem sumowa-
nia nalezy rozumie¢ w przypadku ciaglego zakresu a calkowanie; uwaga ta bedzie obowiazywala w dalszym
ciagu rozwazan).

Zespol statystyczny czysty jest szczegdlnym przypadkiem zespolu statystycznego mieszanego przy :

Wo = 0o, (11.6)
Wartosé srednia wielkosci fizycznej reprezentowanej przez operator A okreslamy przez wyrazenie :

CA>=D we <A>o= 3wy < U |A[¥y >= D w, < alAla > (11.7)

Niech {¢, } stanowi baze ortonormalna utworzona przez zbiér funkcji wlasnych hamiltonianu. Funkcje
opisujace wystepujace stany uktadu mozemy rozlozyé w tej bazie :

¥, = an,n@n (118)

n

W notacji Diraca wzér powyZszy mozemy zapisa¢ w postaci :

o >=>"canln > (11.9)

n

przy czym wspélczynniki ¢, 54 liczbami zespolonymi w ogélnosci zaleZnymi od czasu.
Poslugujac sie rokladem | > moZemy przeksztalcié wzér przedstawiajacy element macierzowy <
alAla > :

<aldla>= (3 <mDAQ |n>can) =
m n
S <l >
m n

(11.10)

Wprowadzamy macierz o elementach

Apn =< m|Aln > (11.11)
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uzyskujac :

<aldla>=>"Y "¢l neanAmn (11.12)

Wzér (11.7) moZemy wige zapisaé¢ w postaci

<A>= Zwa<a|A|a> Zwazz amcan mn —

(11.13)
2 Z Arn D 0all e
Wprowadzamy oznaczenie :
Pnm = Zwacz,mc%n = Zwa(< mla >)* < nla >=
(a3 (a3
D wa <nla><alm>=< 0|} wala >< af)jm >= (11.14)
(a3 (a3
< n| Zwan,a |m >
(a3
Wystepujacy w ww wzorze operator oznaczamy przez p
p=3 wal, (11.15)
(a3
Operator p posiada nastepujace wlasnosci :
pl=p (11.16)
Trp=1 (11.17)

Ich sprawdzenie przy wykorzystaniu (11.4) jest natychmiastowe. Ostatecznie wyraZenie na wartosé
$rednig obserwabli moZemy zapisa¢ w postaci :

<SA>=D"N " pumAmn = 3 Y < nlplm >< m|Aln >=

(11.18)
> <nlp(Y ] Im><m)Aln >= " < nlpAln >= Tr(pA)

Obliczymy teraz pochodng wartosci sredniej operatora A po czasie. W oparciu o wzér (11.18) uzysku-
jemy z jednej strony :

% = (o) = Tr(j_t(pA)) - Tr(‘fl—fA) (11.19)

gdy7 operator A jest niezaleZny od czasu. Z drugiej strony wykorzystujac definicj¢ operatora p (wzér
(11.15)) uzyskujemy :

iTr (pA) = Zwan;

dt
i (11.20)
Ty
E Ea we Tr(Py, A) = Ea we Tr( 7

4)
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Zauwazmy teraz Ze przy wykorzystaniu réwnania Schrodingera wystepujaca po prawej stronie pochodna
mozemy zapisac jako :

dP d
= (Ve >< Vo) =
¢ 1t . . (11.21)
—H|Y, U, ——|¥, V,|H=—(HPy_, — Pg_H
Ve >< Vo] = = Wa ><Wo|H = —(HPy, — Py, H)

W oparciu o definicje komutatora mozemy ostatecznie zapisac :

—Tr (pA) = ZwaTr <(H Py, — Py, H)A) =

—hz wo Tr(HPy A — Py HA) =

(11.22)
1
,—hTr(HpA —pHA) =
Z .
1 1
L T(H, p1A) = Tr([H, f1A)
t-h h
Poréwnujac wzory (11.19) i (11.22) uzyskujemy :
d p 1
—A H, p|A 11.23
Réwnanie to musi by¢ spelnione dla dowolnego operatora A wiec jest ono réwnowazne réwnaniu :
dp 1
-~ =_—J[H 11.24
Réwnanie to nosi nazwe rownania Liouville’a - von Neumanna, a jego rozwigzaniem jest :
—i-H-t i-H-t
p(t) = exp(———)p(0) exp(——) (11.25)
gdzie p(0) okresla warunki poczatkowe.
W stanie réwnowagi wartosci Srednie nie zaleZa od czasu :
d<A>
— =10 11.26
7 (11.26)
co wobec wzoru (11.19) prowadzi do zaleznosci
dp
— =0 11.27
g7 (11.27)
i przy wykorzystaniu réwnania Liouville’a - von Neumanna pozwala uzyskaé¢ zwigzek
[H,p] =0 (11.28)

Operatory H i p sa wiec komutujace, a poniewaz oba sa hermitowskie wiec posiadaja wspdlny uktad
funkcji wlasnych. Prowadzi to do wniosku, 17z operator gestosci moze by¢ przedstawiony w postaci:

p=> waly, (11.29)

gdzie ¢, stanowia funkcje wlasne hamiltonianu H.
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11.2 Kwantowy zespol mikrokanoniczny

Podobnie jak w przypadku klasycznym postulat réwnych prawdopodobienistw a priori prowadzi do nastepujacego
wzoru na prawdopodobienistwo znalezienia ukladu w stanie @; :

1 .
w; = | Q(EV,N.AF) dla E<E; <E+AE (11.30)
0 dla E; ¢[FE,E+ AE)]
gdzie E; stanowia wartos¢ wlasna odpowiadajaca funkcji wlasnej ¢; hamiltonianu H :
H - Y; = EiSDi (1131)

Ze wzgledu na warunek Y, w; = 1 Q(E,V, N, AE) stanowi liczbe stanéw kwantowych ukladu o objetosci
V i liczbie czastek N zawartych w warstwie [E; F + AF].
Operator gestosci w tym przypadku wyraza sie jako :

1

= P 11.32
P Q(E,V,N,AE)k Pk ( 3)

:Er€[E;E+AE]

gdzie sumowanie rozciaga sie po stanach kwantowych o energiach wlasnych nalezacych do warstwy E, F+
AE.

Jak widzimy rozklad mikrokanoniczny jest mozliwy do zastosowania pod warunkiem znajomosci
rozwiazan zagadnienia wlasnego hamiltonianu.

Analogicznie jak w klasycznej fizyce statystycznej entropie definiujemy jako:

S=—-kp<lnp> (11.33)
Wykorzystujac wzdr (11.18) mozemy zapisaé :
S=—kpTr(p-lnp) (11.34)

W bazie diagonalizujacej p po zauwazeniu zZe jedno z sumowan mozemy wykonac dzieki proporcjonalnosci
elementu macierzowego do delty Kroneckera dy, ,, uzyskujemy

S =—kp Z < nlplm >< m|lnpln >=

N (11.35)
— kg Z < nlpln >< n|lnpln >= —kg ann In prn

Wrykorzystujac posta¢ macierzy gestosci w rozkladzie mikrokanonicznym mozemy zapisaé :

1
prn =< 1l(5 > lk >< k|)|n >= w, (11.36)
k:Ey€[E,E+AFE]

co daje nam nastepujacy wzor na entropie :

S=—kp» wylnw, (11.37)

7 postaci tego wzoru mozemy wyciagnaé¢ pewne wnioski dotyczace dopuszczalnych wartosci entropii :

wy, € [0;1] = Inw, €] — o0,0] (11.38)
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Prowadzi to do wniosku :
S>0 (11.39)

Zauwazmy, ze r6wnosc jest uzyskiwana w przypadku, gdy p opisuje stan czysty.
W szczegdlnosei dla rozkladu mikrokanonicznego uzyskujemy :

1
S =—kg zﬂ:pnn Inpnn = ~kpIn 5 = kpInQ (11.40)

11.3 Kwantowy zespol kanoniczny

7 przyczyn analogicznych jak w klasycznej mechanice statystycznej znacznie wygodniejszym w uzyciu
od zespolu mikrokanonicznego jest zespdl kanoniczny. W mechanice kwantowej prawdopodobienistwo
znalezienia ukladu w stanie wlasnych |i > wyraza si¢ wzorem :

1

Qv N exp(—SFE;) (11.41)

w; =

gdzie E; jest wartoscig wlasna odpowiadajaca funkcji wlasnej |i > :
H|i >= F;|i > (11.42)

Wyrazenie na kwantowa kanoniczna sume statystyczng uzyskujemy z warunku normalizacji :
dwi=1=Q(I.V,N)=> exp(-pE;) (11.43)
i i

przy czym naleZy pamietaé, iz sumowanie nastepuje po wszystkich stanach wlasnych. Wykorzystujac
unormowanie funkcji falowych mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej :

Q(T,V,N) = exp(—fE;) = Z < i|exp(—BH)|i >= Tr(exp(—BH)) (11.44)

g g

Macierz gestosci w tym przypadku wyraza sie jako
p= wiPp =) wili><i|=
i i

zi: mexp(—ﬂ&)li >< | =

1 (11.45)
I _BH)Ii N
OV Xi:exp( BH)Ji >< il
1
—_— —BH
Q(T,V,N) o{=AH)
Analogicznie jak w przypadku klasycznym mozemy wykazaé :
F=—kgT -nQ(T,V,N) (11.46)

Rozklad kanoniczny mozemy, podobnie jak w przypadku klasycznym, wyprowadzié¢ z rozkladu mikrokanon-
icznego rozwazajac zespdl ukladéw w kontakcie z termostatem. Hamiltonian opisujacy pelny ukiad
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jest suma hamiltonianéw odpowiadajacych uktadowi badanemu oraz termostatowi (zaniedbujemy odd-
ziatywanie miedzy ukladem i termostatem) :

H=H+H (11.47)

7 tego wrzgledu funkcja falowa pelnego ukladu separuje sie na czes¢ odpowiadajaca ukladowi oraz ter-
mostatowi :

\Ifiﬂ = ©i - QD; (1148)

przy czym :
H, piwqPukiadi = Eukiad,iPukiad,i (11.49)
H'G. = ELo, (11.50)

Energia calego ukladu jest réwna sumie energii ukladu i termostatu :
Eio=E+ E, (11.51)
Macierz gestosci ukladu :

p = Triermostat P = Trtermostat Z wi o Py, ) =
Z <ﬁ|ZZwm|z a><i alﬁ >=
ZZZ“’ZMW ><alf>i><il =3 wali >< il =
Z Y wia)li ><il =) wili >< ]
i ;

(11.52)

gdzie :

1
wi = wia=» T (11.53)

11.4 Kwantowy wielki zespol kanoniczny
W analogii do przypadku klasycznego :
exp(—B(En, — uN)) (11.54)

Kwantowa wielka kanoniczna sume statystyczng wyznaczamy z warunku unormowania :

Zzwm_lj (T, V,p) = ZZexp B(En: — uN)) (11.55)

N=0 1 N=0 i
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Kwantowa wielka kanoniczna sume statystycznag mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej :

E(T,V,p) = Z Z < Nyilexp(=B(En,i — pIN))IN,i >=
N=0 1
0 . . 11.56
S5 < Vil exp(—BHn — pN))IN, i >= (11.56)
N=0 ¢

Tr(exp(—B(Hy — ul)))

Latwo sprawdzié, ze zachodzi analogiczny do przypadku klasycznego zwiazek

1
QT,V,p) = —BlnE(T,V,u) (11.57)

11.5 Kwantowe gazy doskonale - wprowadzenie

Rozwazymy gaz doskonaly skladajacy sie z NV identycznych czasteczek zamknietych w naczyniu V. Hamil-
tonian uktadu ma postaé :

N 2
=y (11.58)
i=1

IR

=

gdzie : p:; oznacza operator pedu i-te] czasteczki. Zauwazmy, ze czastki moga by¢ obdarzone spinem,
lecz energia kinetyczna nie zalezy od spinéw czasteczek - wspdlrzedne spinowe w hamiltonianie wchodza
jedynie do czlonu potencjalnego, ktory nie wystepuje w przypadku gazéw doskonalych.

W przyrodzie wyrézniamy dwa rodzaje uktadéw identycznych czastek:

e uklad czasteczek o spinie catkowitym (catkowita krotnos¢ h. Uklad ten jest opisywany funkcja
symetryczna wzgledem przestawienia wspélrzednych dowolne] pary czasteczek. Crzasteczki takie
nazywamy bozonami, a statystyke je opisujaca statystyka Bosego- Einsteina.

e uklad czasteczek o spinie poléwkowym (nieparzystej krotnosci %i) Ukla ten jest opisywany funkcja
antysymetryczng wzgledem przestawienia wspélrzednych dowolnej pary czasteczek. Czasteczki takie
nazywamy fermionami, a statystyke je opisujaca statystyka Fermiego-Diraca.

Dla przypadku gazu doskonalego hamiltonian ma posta¢ sumy czlonéw zaleznych od wspdlrzednych
pojedynczej czastki wiec funkcja falowa opisujaca uklad moze byé rozeparowana na czlony zalezne od
wspolrzednych poszczegdlnych czastek a energia ukladu jest suma energii jednoczastkowych. Stany jed-
noczastkowe bedziemy oznaczaé symbolicznie indeksem k, przy czym k = (7, s.), gdzie p'stanowi wartosé
wlasna operatora pedu pojedynczej czasteczki,

2-m-h

ﬁ: I (nl‘anyanz) (1159&)

Moy =0,41,£2,. .. (11.59b)

zas s, stanowi spin czasteczki. Energia pojedynczej czasteczki wyraza sie wzorem :

5
=2 (11.60)

T 2m
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i nie zalezy od jej stanu spinowego.
W granicy objedtosci dazacej do nieskoriczonosci sumowanie po stanach jednoczasteczkowych k moze
byé zastapione calkowaniem po pedach i sumowaniem po stanach spinowych :

Z /dp (11.61)

Stan ukladu N nieoddzialujacych czasteczek moze byé okreslony w sposéb jednoznaczny poprzez po-
danie liczb okreslajacych obsadzenia poszczegolnych stanéw jednoczastkowych {ng}, przy czym catkowita
energia i liczba czasteczek wyrazaja sie w nastepujacy sposéb poprzez {ng} :

E=> nge (11.62)
k

N=> m (11.63)

gdzie wykonujemy sumowanie po stanach jednoczasteczkowych.
Dopuszczalne wartosci ng sa zalezne od rodzaju statystyki, jakim podlegaja rozpatrywane czastki :

e dla bozonéw ng € {0,1,2,...}
o dla fermionéw ny =0vVn, =1

Wyprowadzimy teraz postaé rozkladéw Fermiego-Diraca i Bosego- Einsteina. Wykorzystamy w tym
celu wielki zespél kanoniczny :

=(T,V,p) = ZZexp B(En; — - N)) (11.64)
N=0 1

Przepisujemy powyzszy wzor wykorzystujac definicje aktywnosci :

z = exp(fBp) (11.65)
uzyskujac :
BT, Vou) = > > 2N exp(—BEn,) (11.66)
N=0 1

Stosujemy teraz wzory (11.62) 1 (11.63) otrzymujemy

E(T,V,u) Z Z 22k exp(— Z Nkey))

N=0 {n;}
S ne=N

o Y TIG-ep(=8-a)™ = (11.67)

{ne} &
> .ne=N

ZZ H zexp(—fe,))* = H(Z(zexp(—ﬁek))”k)

ny N2 Nk
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Uwzgledniajac dopuszczalne zakresy zmiennosci ng uzyskujemy

1 .
E(T’ ‘/’ ﬂ) _ Hk m dla Statystykl B.E. (1168)
[1.(1+ zexp(—PBex)) dla statystyki F.D.
Jak latwo obliczy¢ logarytm naturalny wielkiej kanoniczne] sumy statystycznej wynosi :
— In(1 —z- — dla B.E.
InE(T,V,u) = 2 In(l =z -exp(—e)) - dla (11.69)
Yo In(1+4 2 - exp(—per)) dla F.D.

Srednia liczba czagstek w ukladzie :

© N..NOT.V.N — L __ _ dlaB.E.
<N >= ZN@? - WLV N) _ zilnE(T,v,ﬂ) ¥ ep(Fle—m=1 < (11.70)
ZN:OZ Q(T,V,N) 0z Zk m dla F.D.

Podobnie mozna obliczy¢ srednia liczbe czasteczek w stanie jednoczasteczkowym [

I 1
<n >= = E 2V E n exp(—p E Ngek) = —B%IHE (11.71)
N=0 {ne} &
Ek nk:N

Wrykorzystujac tenze wzor uzyskujemy jawne postacie statystyk kwantowych:

L dla F.D.

____1 ___  JlaB.E.
< >= {exp(ﬁ(ﬁz—u))—l & (11.72)
exp(B(er—p))+1

Poniewaz w przypadku fermionéw 0 < n; <1 to wartosé srednia réwnieZ musi spelniaé ten warunek.
Jest on spelniony dla dowolnego z > 0 co prowadzi do wniosku, Ze potencjal chemiczny gazu fermionéw
moze by¢ dowolny.

W przypadku bozonéw ny > 0 i ta sama nieréwnos¢ musi spelniaé¢ wartosé srednia wiec :

exp(Bex — ) — 12 0 (11.73)
Bleg —p) >0 (11.74)

czyli :
u<eg (11.75)

Ze wrgledu na fakt, iZ nieréwnos¢ powyzsza musi by¢ spelniona dla wszystkich stanéw k& a najniZsza
energie posiada stan podstawowy posiadajacy energie 0

p <0 (11.76)

Srednia liczba czasteczek w ukladzie o pedach znajdujacych sie w przedziale miedzy p'a p+dp wyraza
sie wzorem :
Vv 1
h3gexp(ﬁeﬁ)z—1 F1

gdzie czynnik g zwany degeneracja spinowa powstaje w wyniku wysumowania po wszystkich dopuszczal-

dNy = dp (11.77)

nych kierunkach spinu przy zaloZeniu niezaleznosci funkcji stojacej pod suma od zmienne] spinowej.
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Aby uzyskaé srednig liczbe czastek o bezwzgledne] wartosci pedu pomiedzy p a p + dp nalezy wykonaé
calkowanie po wszystkich dopuszczalnych kierunkach pedu, co jest proste ze wzgledu na fakt, iZ €5 zalezy
wylacznie od dlugosci p. Przechodzac do wspéhzednych sferycznych otrzymujemy

T 27 2
V 1 . 47Vyg podp

dN:/ / —g————————p’sinb,dp,d,dp = 11.78
P o Jo h?’gexp(ﬁeﬁ)z—lq: 1p pAPpavpap h3 exp(B(e, —p)) F1 ( )

Wz6r ten jest odpowiednikiem rozkladu Maxwella w klasycznej mechanice statystyczne;.

47Vyg
dNp v = % nA3p? exp(— B¢, )dp (11.79)
Zauwaimy, ze w przypadku gdy exp(8u) < 1
1

s exp(Bp) exp(—Pep) (11.80)

exp(B(e, — ) F1

utoZsamiajac exp(8u) z nA® uzyskujemy ze wzoru kwantowego wzér klasyczny. Zwréémy uwage, fe w
granicy exp(Bu) < 1 otrzymujemy rzeczywiscie (dla gazu posiadajacego wylacznie postepowe stopnie
swobody) :

N =3 <ng>= exp(fp) exp(—fex) =
k k

. . (11.81)
exp(3) s [ exp(=Be, )5 = exp(Bn) 5
Stad :
exp(Bp) = /\3% = \n (11.82)

a zatem w granicy n\? < 1 wyniki uzyskane w ramach teorii kwantowej powinny przechodzi¢ w swoje
klasyczne odpowiedniki. Rzeczywiscie, warunek nA3 < 1 oznacza, 7e - srednio rzecz biorac - nie nastepuje
przekrywanie sie paczek falowych (NA3 <« V) poszczegdlnych czasteczek i wobec tego mozna je traktowaé
klasycznie.

Wyznaczymy réwnanie stanu gazu kwantowego. W tym celu calkujemy d/V, po wszystkich dopuszczal-
nych wartosciach modulu pedu :

dmgV /°° P 25mgVm? /°° &
N = dp = de 11.83
h3 Jo exp(Bley —p)) F 1 h3 o exp(Ble—p)F1 (1L83)

W sposéb analogiczny mozemy obliczy¢ energie wenetrzng jako wartos¢ srednig calkowitej energii kine-
tycznej :

e 2%71'ng% /Oo €3
U= edN, = de 11.84
/0 h3 o exp(Ble—p)F1 ( )
7 drugiej strony wykorzystujac wzér pV = —Q = kT InZ otrzymujemy w granicy duzych objetosci
ukladu
23mgVms [ .
oV =T [ (1 F exp(— (e — p)))de =
0
26(2571'me5/ e (Fexp(=Ble—p)) . _ (11.85)
3 h Fexp(—pF(ep) +1
2 2%71'ng% /Oo €3
z de
36 h3 o exp(Ble—p)F1
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Poréwnujac ze wzorem na energie wewnetrzng uzyskujemy :

2
pV = gU (11.86)
czyli wzér identyczny jak w przypadku klasycznego gazu doskonalego.
Wyprowadzimy teraz wzdr okreslajacy cisnienie gazu doskonalego bozonéw i fermionéw. W tym celu
musimy znalezé jawna postaé catki wystepujacej we wzorze (11.83)

00 6%
1 :/ de 11.87
o (A~ ) ¥ 1 D
W pierwszym kroku dokonujemy przeksztalcenia do postaci
1 e xz
I= d 11.
), i (11-88)

W granicy z < 1 moZemy rozwina¢ wyrazenie podcalkowe wzgledem z w okolicy zera. Uzyskujemy w
ten sposéb z dokladnoscig do wyrazéw kwadratuwych w z

I~ z(/ zt/? exp(—xz)de + / zt/? exp(—2x)dx = Z(F(%) + zs_S/ZF(%)) (11.89)
0 0

Po podstawieniu do wzoru na N uzyskujemy

Vg _3
N = Fz(l +2273) (11.90)
co mozemy zapisaé jako
3 gz*

W oparciu o ten wzér wyznaczymy postaé aktywnosci w funkcji n. Przyjmijmy, Ze z dokladnoscia do
wyrazéw kwadratowych w n mamy

3
z= K—|—oz712—|—0(n?’) (11.92)
g

gdzie wspdlezynnik a nalezy wyznaczyé. Po podstawieniu do wzoru (11.91) uzyskujemy zwiazek

3 3 5, 1PN 3
nA® =n)\° 4+ agn® £ CEIEn +0(n”) (11.93)
skad
6

co daje nastepujaca postac¢ rozwiniecia wirialnego aktywnosci

nA3 n2\é

3
7$g22—3/2+0(” ) (11.95)

z =
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Analogicznego rozwiniecia jak w (11.89) dokonamy w calce wystepujacej we wzorze (11.85) uzyskujac

/ /°° €z p 1 /°° s
= €= Z =
o exp(B)tFL T BTy exple) F 2

z

\_//—\

—5(/ x%exp(—x)dx:tz/ xs exp(—2x)dz + O(z%)) = (11.96)
Bz Jo 0
z 5 z
—5F =)(1 + - + O 2'2
ST E 5 +0()
Podstawiajac posta¢ aktywnosci (11.92) uzyskujemy nastepujacy wzér na cisnienie
g n\3 nA3 nA3
= ——=(—)(1 (1 4+ — 11.97
p= g (0F o0 (11.97)
i ostatecznie
nA3 1

Oznacza to 7e w granicy nA\® < 1, w tych samych warunkach makroskopowych cignienie gazu fermionéw
jest wieksze od ci$nienia gazu bozonéw, co jest zwigzane z istnieniem zakazu Pauliego.

11.6 Promieniowanie ciala doskonale czarnego

Pod pojeciem ciala doskonale czarnego rozumiemy cialo, ktérego wspdlczynnik absorpcji jest réwny
jednosci dla kazdej dlugosci fali. Choé¢ w przyrodzie nie wystepuja ciala doskonale czarne to dobrym
przyblizeniem jest wneka o $ciankach majacych maksymalnie duzy wspélczynnik absorpcji posiadajaca
znikomo maly w stosunku do jej wielkosci otwér, ktéry umozliwia obserwacje promieniowania wypelniajacego
wneke. Scianki wneki, pozostajace w temperaturze T, pochlaniaja padajace promieniowanie elektromag-
netyczne, jak réowniez je emituja. Promieniowanie wypelniajace wneke moze byé traktowane jako gaz
fotonéw. Ze wzgledu na liniowosé réwnan elektrodynamiki przy dodatkowym zalozeniu o slabym odd-
zialywaniu ze $ciankami wneki (jest ono jednak niezbedne do zapewnienia stanu réwnowagi) mozemy
przyjac, i7 jest to gaz doskonaly. Na skutek tego oddzialywania (absorpcji i emisji) liczba czastek gazu
jest zmienna - musimy znalez¢ stan rownowagi przy ustalonych temperaturze 7' i objetosci V. Wynika
stad Zadanie minimalizacji F' przy ustalonych T'1 V

oF

(B—N)T’V =0=>pu=0 (11.99)

A zatem potencjal chemiczny gazu fotonéw wynosi zero. Pamigtajac, ze dowolna liczba fotonéw moze
obsadzaé stan jednoczasteczkowy [ = (k «), gdzie k oznacza wektor falowy, zas « - kierunek polaryzacji,
dochodzimy do wniosku, ze srednia liczba fotonéw w danym stanie k& dana jest wzorem Bosego-Einsteina

o
exp(fBe)) — 1

gdzie zgodnie z warunkiem (11.99) potencjal chemiczny potozylismy réwny zeru. Uwzgledniajac wzdr na
energie fotonu

<y >= (11.100)

= hwy (11.101)
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uzyskujemy tzw. rozklad Plancka
1
exp(Bhon)) — 1

Aby uzyska¢ wzér na Srednig liczbe fotonéw we wnece musimy dokonaé wysumowania po wszystkich
mozliwych stanach jednoczastkowych

SHa)= 3 Hlep)=2-> Flep) (11.103)
l i e i
Dla duZego ukladu mozemy dokonaé przejscia z sumowania na catkowanie. W ten sposéb

> fla) :2-#/1’(%)&3 (11.104)

<y >= (11.102)

Poniewaz energia zalezy jedynie od modulu wektora falowego
ezhw=hc-k (11.105)
wiec mozemy wykonac caltkowanie po katach uzyskujac

2-#%/1?(%%2%: %/f(Fck)kde (11.106)

Przechodzac nastepnie od wektora falowego do czestosci otrzymujemy wzor na srednig ilosé fotonéw w
przedziale czestosci w do w + dw :

Vv widw
dN, = 11.1
n2¢3 exp(fhw) — 1 ( 07)
Calkowita liczbe fotonéw uzyskamy calkujac po wszystkich mozliwych wartosciach czestosci
oo 2
N = ;/3 / (g’m) =
w2¢ ex —
o P (11.108)

(kT [ 22 V(kpT)® o 4V (kBT)?
/0 exp( d ¢ (3) ~ 2,4

T3k z)—1 = m2c3 R m2c3 R

Wystepujaca w powyzszym wzorze funkcja { nosi nazwe funkcji dzeta Riemanna i jest definiowana dla
re z > 0 za pomoca calki lub szeregu

((2) = F(lz) /Ooo expt(zt_) —dt = kz ]:—2 (11.109)

=1

Wymnazajac wzér (11.107) przez energie fotonu uzyskujemy wzér Plancka wyraZajacy widmowa
gestosé energii, tzn. ilo$¢ energii gazu fotondéw na przedzial czestosci dw.

de,, Vh w3

do 123 exp(fhw) — 1 (11.110)
Wyznaczymy polozenie maksimum tego rozkladu. Warunek ekstremum ma postac
0= dey = ( Vh w3 )y =
dw n2c3 exp(fhw) — 1 (11.111)

Vh 3w?(exp(Bhw) — 1) — Bho3 exp(Biw)
w23 (exp(Bhw) — 1)2
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Dwa rozwigzania sa widoczne od razu w = 0 1 w = oo lecz one nas nie interesuja jako polozenia minimoéw.
Pierwsza pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny w punkcie w,, 4, spelniajacym warunek

3(6Xp(ﬁﬁ.dmax) - 1) - Bﬁ'dmax exp(ﬁﬁ'dm(m‘) =0 (11112)
3 — Blwmar = Jexp(—pSh) (11.113)

Rozwiazanie numeryczne tego rownania daje zwigzek :

kT
Winar = 2,821 - —f%—- (11.114)
co oznacza 7ze czasto$¢ promieniowania odpowiadajacego maksimum gestosci widmowe] energii rosnie
liniowo z temperaturg. Prawo to nosi nazwe prawa przesunie¢ Wiena.
Rozpatrzymy dwa wazne przypadki graniczne rozktadu Plancka

o Oy < 1 - jest to tzw. przypadek malych czestosci. W tym przypadku wystepujaca w liczniku
funkcje eksponencjalng mozemy rozwinaé w szereg Maclaurina z dokladnoscia do wyrazéw lin-
iowych. Uzyskany wzor

de,, Vw?

— = ——=kB
dw m2e3

(11.115)

ktéry nosi nazwe wzoru Rayleigha-Jeansa. Odpowiada on statystyce klasycznej tj. na kazdy oscyla-
cyjny stopient swobody przypada energia kgT. Prowadzi on jednak do tzw. katastrofy w nadfiolecie.

o Jhw > 1 - jest to tzw. przypadek duzych czestosci. W tym przypadku mozemy zaniedbaé jedynke
wystepujaca w mianowniku uzyskujac tzw. wzér Wiena

de,  Vh 4 ho

- 2 exp(—kB—T) (11.116)

Wyznaczymy wielkosci termodynamiczne dla gazu fotonéw. W tym celu musimy znalezé postac
wielkiego potencjalu kanonicznego.

Q::%E:hu1—eqx—ﬁmn) (11.117)

Zamieniamy sume po ¢ na catke analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru na widmowa gestos¢ energii,
po czym dokonujemy zamiany zmiennych x = h i scalkowania przez czesci

1V _4dr [
v /00 w?In(1 — exp(—pBhw))dw =
pre3 Jo P a
o o 3 (11.118)
L/ 2 In(1 — exp(—x))de = v / L dx =
w233 J, v P C3m2e3Rpt Jy 1 —exp(—x)
V V G 40
— (DT (= = yT*
3#203i§64c( Jr(4) 2m2c3R 3 90 3 cv
gdzie zostala wprowadzona stala o
71'2]47;43 w
= =567-107%—— 11.119
7 607 c2 ’ m2K* ( )
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noszaca nazwe stale] Stefana-Boltzmanna. Ze wzgledu na warunek (11.99) wielki potencjal kanoniczny
jest toZsamy z energia swobodna Helmholtza

4o
F=—-=vrt 11.120
32 ( )
Znajac potencjal mozemy wyznaczy¢ wielkosci termodynamiczne

o S=—(Gr)v =3IV

e U=F4+T-5= 4%VT4. Zaleznos¢ energii wewnetrzne] gazu fotonéw od czwarte] potegi temper-
atury nosi nazwe prawa Boltzmanna.

[ ] Cv = (%)v = 16%VT3

e p = —(%)T = %%T4 = %% Widzimy, ze w przypadku gazu (bezmasowych) fotondéw zwigzek

iloczynu pV z energia wewnetrzng jest podobny jak dla czasteczek masowych; réZznica we wspécézynnikach
wystepujacych w tych wzorach (odpowiednio % i %) odzwierciedla rézne zaleznosci energli czasteczek

od jej pedu (odpowiednio € ~ p i€ ~ p?).

11.7 Doskonaly gaz fermioné6w w niskich temperaturach

Obecnie rozwazymy wlasnosci doskonalego gazu fermionéw w niskich temperaturach. Waznym przykladem
takiego uktadu jest gaz elektronéw w metalu, w przyblizeniu w ktérym zaniedbujemy ich wzajemne odd-
zialywanie a takze oddzialywanie z jonami znajdujacymi sie w wezlach sieci.

Na poczatek rozwazmy temperature zera bezwzglednego. W takim gazie elektrony beda rozlozone
w réznych stanach kwantowych w taki sposéb, by calkowita energia gazu miala warto$¢ minimalna. W
kazdym stanie kwantowym moze znajdowac sie nie wiecej niz jeden elektron - elektrony wypelniaja wiec
wszystkie poziomy energii liczone od najnizszej energii do pewnej najwiekszej.

Ruch postepowy elektronu traktujemy quasi-klasycznie. Iloéé¢ stanéw kwantowych ruchu postepowego
elektronu o module pedu zawartym miedzy p i dp wynosi

ArVpidp
h3
Calkowita liczbe elektronéw znajdziemy catkujac po pedach od 0 do wartosci pg odpowiadajacej energii

najwyzszego obsadzonego stanu

dN, = (11.121)

AzgV [P, Vg
N=—— dp = 11.122
e /0 pidp = —757pp ( )

MozZzemy stad wyznaczy¢ ped graniczny :

3 N s
=(—=)""h 11.12
= (o) (11.123)
i graniczng energie
2 2
Po 3 N 2/3]7,
— - - - 11.124
€0 2m (47Tg V) 2m ( )

Zauwazmy ze jesli po oznacza graniczng warto$é potencjalu chemicznego w T' = 0, to

. . 1 1 dlaeg < po
lim < ng >= lim =
T50 750 exp(B(ey — p)) +1 0 dlaex > po

(11.125)
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Oznacza to, ze potencjal chemiczny gazu fermiondéw w temperaturze zera bezwzglednego jest réwny
granicznej wartosci energii elektronu eg. Wartosc te nazywa sie umownie energia Fermiego lub poziomem
Fermiego.

Po pomnozeniu (11.121) przez energie elektronu i wycatkowaniu po wszystkich dopuszczalnych wartosciach
modulu pedu otrzymujemy energie wewnetrzng w 1" = 0.

2pgV [Pe 1, 2mgV 0= 3

U= Som J, PP~ 5P =3

“Neo (11.126)

Cisnienia gazu fermionéw znajdziemy korzystajac w 7' = 0 ze wzoru (11.86). Wtedy

2N 1.3

e —(—— N)S/Sh_2
5 V 5 dnyg

)Z/S(V —

p= (11.127)

Oznacza to 7e cisnienie gazu Fermiego-Diraca w temperaturze zera bezwzglednego jest réZne od zera (w
zwigzku z zakazem Pauliego) i proporcjonalne do gestosci gazu w potedze g
Obecnie przeanalizujemy energie wewnetrzna ukladu fermionéw w temperaturach wiekszych od zera

bezwzglednego, jednak na tyle malych by
kT < € (11.128)
Po podstawieniu wyrazenia na energie Fermiego uzyskujemy

N, h?

= | 11.12
V(kBTm) > ( 9)

Jest to warunek przeciwny do warunku stosowalnosci statystyki Maxwella- Boltzmanna. Przypadek ten
nazywamy przypadkiem silnej degeneracji. Temperature Ty taka ze

kpT = ¢ (11.130)

nazywamy temperaturg zwyrodnienia.
Chcemy wyznaczy¢ catkowita energie uktadu

5/2 3/2 poo 3/2
_ 2 gVmm / < de (11.131)
h? o exp(Ble—p))+1

W tym celu zajmiemy sie analiza bardziej ogdlne] catki

_ [~ f(e)
1_/0 eXp(ﬁ(G_ﬂ))HdE (11.132)

pamietajac, ze w przypadku obliczania energii wewnetrznej f(e) = 6%, za$ w przypadku obliczania Sredniej
liczby czasteczek f(e) = €. Dokonujemy podstawienia € = kpTx 4+ p uzyskujac :

“ flut ksTa)

1= —— — ‘tkpTde =
_pp exp(x) +1 B
0 kpT > kpT
kT MdH JptkpTe) - (11.133)
_pp exp(x) +1 exp(z) + 1
Bu
kT J(p — kpTx) kBTx < flp+ k’BTx)

o exp(—= exp(z) + 1
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Funkcje podcatkowa w pierwszej calce przeksztalcamy wg wzoru

1 1
_ =1 — 11.134
exp(—z)+1 exp(z) + 1 ( 34)
uzyskujac
Pu Pu kpTe) ksT
[=ket([ flu—kpTa)de— [ LW =keT2) B z) / S+ B x) dx) (11.135)
o o exp(x exp(x

W pierwszej calce dokonujemy zamiany zmiennych y = u — kpT'z, natomiast sume dwéch pozostalych
calek rozwijamy w szereg Taylora w potegach % Wobec (11.128) mozemy poprzesta¢ na kilku pier-
wszych wyrazach, np. dwdéch :

1,3

X

I~ (/Ou Fy)dy + 2(ksT)* f' (1) /000 op(@) 11

Widzimy, ze aby obliczy¢ wspdlczynniki rozwiniecia musimy znalezé jawny wzor na caltke

o0 t—1 o0 _
Lyom :/ xidx:/ o1 X (11.137)
o exp(z)+1 0 1+ exp(—x)

Licznik funkcji podcalkowej rozpisujemy jako sume szeregu geometrycznego

Liom = /00 ' texp(— Z "exp(—nz)dr =
- ’ k=0 - (11.138)
Z(—l)" /00 e lexp(—(n + 1)z)de = )= 1/ ' Lexp(—lx)da
k=0 0 1:1
Dokonujemy zamiany zmiennych y =1 - x
Lo = i(—l)l_l%/ow y' " exp(—y)dy (11.139)

=1

Wystepujaca we wzorze calka jest rowna z definicji funkcji gamma Eulera. Przeksztalcamy szereg

Low =) (_112 _

G zlt =I(t) Z(llt - %%) = (11.140)

=1 =1
1—-t
1—217%) Z T
=1

Szereg jest rozwinieciem funkcji dzeta Riemanna od argumentu t wiec ostatecznie

Lpom = (1= 27T ()((

) (11.141)
Wyprowadzony wzér pozwala nam znaleié¢ jawna postaé¢ wzoru (11.136)

F= k([ fdy+ (TP PN + 3 TV P WU (11142
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Dla energii wewnetrznej uzyskujemy z dokladnoscia do drugiego wyrazu rozwiniecia

25/22gVim3/2 2 15 kpT
) P a (11.143)
) 5/2 T RBL (9
z 9 1420 (MBS
2T o)1 4 2T (1L
Wyznaczymy teraz rozwiniecie wirialne dla % W tym celu wykorzystamy wzor na NV :
4mgV 3 7% kgT
N = 2mp)3 (1 + —(——)? + ... 11.144
o om0+ T (B ) (11144
Dzielac obustronnie przez wzér (11.122) uzyskujemy
2
1= (Lyprae T4 ) (11.145)
€0 8
co mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
k’BT 3/2 k’BT 3/2 71'2 k’BT 2
—_— =(— 14+ —(—)"+... 11.146
( " ) (=0 + 5l " ) ) ( )
Poszukamy % w postaci rozwiniecia wzgledem %
kT kT kT kT
. | e T Y LEAR E R (11.147)
] €0 €0 €0
Wspétezynniki a i b wyznaczymy podstawiajac do wzoru (11.146)
kT kT kT kT 7% kgT
(%)3/2(1 +a(Eo) pp(FEy2 ) = (2321 4 5 Pyg) (11.148)
0 €0 €0 €0 €0

Widaé¢ zatem, ze a = 0, b = % i stad wykorzystujac otrzymane rozwiniecie % oraz wzory (11.143) i

1
(11.144) uzyskujemy z dokladnoscia do wyrazéw kwadratowych w %

U §N1+%(%)2 N
N5+ (R
572 (kpT\2
§€0(1+7r_2(kBT)2)_11+T(5—0) N (11.149)
5 12° € 1+%_2(k1630T)2
3 5 o kgT
e 1 2 2
seoll+ 5m (=)

A zatem w granicy niskich temperatur cieplo wlasciwe na jedng czasteczke jest liniowa funkcja tem-
peratury. Warto w tym miejscu przypomniec sobie, ze model Debye’a ciepla wlasciwego ciala stalego,
pochodzacego wylacznie od drgan sieci krystalicznej daje ¢y gpyse ~ 7. W odpowiednio niskich temperat-
urach wklad do ciepla wlasciwego pochodzacy od elektronéw dominuje nad wkladem do ciepla wlasciwego
pochodzacym od drgan sieci.
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11.8 Kondensacja Bosego-Einsteina

Zbadamy wlasnosci gazu bozonéw w niskich temperaturach. Poniewaz dla bozonéw nie obowiazuje zakaz
Pauliego mozemy sie spodziewac, ze w niskich temperaturach bedg obsadzaly stan o najniZszej energii.

Aby przeanalizowac ten problem przypomnijmy sobie na poczatek wielokrotnie juz stosowany wzér
(11.83) na srednig liczbe czasteczek w uktadzie o objetosci V, potencjale chemicznym p i temperaturze

T.

95/2 00V m3/2 o i
- 7;%/17: / o —da (11.150)
g o exp(z—fu)—1
7 postaci tego wzoru wynika, Ze
o dlapy— —oc0, N0
e dlap=0
B 25/27Tgvm3/2@ §

N(T,p=0,V) = (11.151)

FBI2p3 2 «(3)

Oznacza to, ze najwieksza liczba bozondéw, jaka moze sie pomiesci¢ w naczyniu o objetosci V jest
skoniczona i proporcjonalna do T5. W szczegblnoscl dla T' dazacego do zera liczba bozonéw wynosi
zero, co jest sprzeczne z faktem, Ze kazdy stan moze by¢é obsadzony przez ich dowolna liczbe. Gdzie
wiec popelnilismy blad 7

Jak pamietamy wzor okreslajacy srednig liczbe czasteczek uzyskaliSmy w wyniku przejscia od sumowa-
nia do catkowania. Pierwszy wyraz sumy (tj. odpowiadajacy €z = 0) mnozymy w granicy ciaglej przez
6%, co prowadzi do usuniecia go z sumy, podczas gdy w odrdznieniu od wszystkich pozostalych w granicy
¢ — 0 ma on wartos¢ nieskonczong. Z fizycznego punktu widzenia jest to zwiazane z faktem, Zze w miare
obnizania temperatury bozony beda dazyé¢ do obsadzenia stanu o najnizsze] energii. Prowadzi to do
koniecznoséci wydzielenia pierwszego wyrazu z sumy

1
N=d e 1T

g 1 _
exp(—pp) —1 zk: exp(Ble —p)) =1 (11.152)

Ek¢0

1
2

g n 25 wgm3 /Oo € d
€
exp(—pp) — 1 h3 o exp(Ble—p))—1

Wyznaczymy teraz wartosé catki wystepujacej w powyzszym wzorze. W tym celu dokonujemy zamiany
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zmiennej ¢ = Je a nastepnie rozwijamy funkcje podcatkowa w szereg

1 e rzz
_ dr =
@% /0 exp(z)(1 — exp(—x)2)

1 [ .

ﬂ_%/o Zl‘2 exp(—x)2" T exp(—nz)de = (11.153)
n=0

1 [P 1

—é/ Zaﬁz""’l exp(—(n + Da)de =

62 0 n=o

I [P 1

—é/ ZJNZ” exp(—nz)dr

62 0 p=1

Dokonujemy zamiany zmiennych y = n - &, po czym zmieniamy kolejno$é sumowania i catkowania

L [0, s
f:—gz/ i explyn Hy =

(11.154)
3 z"
% 2 n=1 n%
Wprowadzamy oznaczenie
(o] Zn
= Z ey (11.155)
n=1
co pozwala nam zapisac
1.3
I1=—T(z)g: 11.156
pRlTRE (11.156)
Ostatecznie Srednia gestos¢ czasteczek wyraza sie wzorem
A3 A3z

= . 11.1
T vTD: Tl (11.157)

Wzér powyzszy pozwala wyznaczyé aktywnosé z jako funkcje temperatury, objetosci i liczby moli.
Poniewaz réwnanie jest przestepne musimy zastosowaé przyblizone metody obliczen. Z wlasnosci funkcji

g+ wynika
3
g%(l) = C(i) ~ 2,612 (11.158)

’ s . s 3 .
W zaleznosci od wartosci % uzyskujemy

e dla ﬂ < 2,612 z dokladnosciag do wyrazéw rzedu 3 A

/\3
(2 (11.159)
g 2
czyli
/\3
s = g7 (2 (11.160)
Py
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e dla "gi > 2,612, przyjmujac

a3
=1—-—+... 11.161
z % + ( )
uzyskujemy
nA3 A3 1— aX®
—_— == s |1 — — 11.162
F o g (1-2) (1.162)
v
Wyznaczamy stad parametr a :
1
@=—5— (11.163)
= —ga(1)
Aktywnosé wyraza sie wiec wzorem
ggl(”g‘a) dla T > Ty
z = . 1 2° (11.164)
1 7%_9%(1) v dlaT < Tp
gdzie graniczng temperatre wyznaczamy z warunku
/\3
ndo _ gs(1) (11.165)
g 2

Zwréémy uwage, ze w granicy termodynamiczne] z = 1 dla T' < T, co jest réwnowazne g = 0.
Uzyskane wyniki uzyjemy do wyznaczenia Sredniej liczby czastek obsadzajacych podstawowy poziom
energetycznego. Dla T < Ty

1— v v
<ne>=g— YV =g <a_3_1> ~g— (11.166)

Podstawiamy zwigzek (11.163)

<ng>= LI gy 1) = N (1 (%)

wjw

1o

) (11.167)

Zarazem liczba czasteczek Ny (T) obsadzajacych stany wzbudzone wynosi

T\ 3
Ni(T) =N-<ng>=N <?0> (11.168)

W temperaturze Tj srednio wszystkie czasteczki obsadzaja stany wzbudzone. Zjawisko obsadzania stanu
podstawowego przez makroskopowa liczbe czasteczek w T' < T nosi nazwe kondensacji Bosego-Einsteina.
Nalezy pamietac, iz jest to kondensacja w przestrzeni pedéw, a nie polozen.

Analogiczny blad jak przy obliczaniu sredniej liczby czasteczek w uktadzie popelniliSmy wyznaczajac
potencjal wielki kanoniczny. Stosujac rozwazania analogiczne jak w przypadku liczby czastek uzyskujemy

A3 A3
ﬁ—p:—vln(l—z)—l—gg(Z) (11.169)
g 2
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Podstawiajac wyznaczona postaé aktywnosci uzyskujemy zaleznosé
p=pn,T) (11.170)

Energia wewnetrzna na jedna czasteczke w granicy termodynamicznej dana jest wzorem

2 _ %k’BTnngg(l) dla T < Ty (11171)
7 kolei cieplo wlasciwe
TE’k = %(1) dla T < Tp
cy = g3 (2) 11.172
U Bhakses(z) - Sheig dlaT> T ( )

Zauwazmy, ze w I = 1 cy jest ciagle, oraz Ze jego pochodna po temperaturze w tym punkcie doz-
naje skoku. Oznacza to, Ze mamy do czynienia z przemiana fazowa trzeciego rodzaju wg klasyfikacji
Ehrenfesta.

11.9 Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki glosi, ze entropia ukladu zamknietego posiada te sama skoriczong wartosé
dla wszystkich stanéw o T'= 0. Matematycznie mozemy to wyrazi¢ jako

lim S(T,2) = So So nie zalezy od ) (11.173)
T—0

Poniewa7 trzecia zasada termodynamiki dotyczy wlasnosci ukladéw w granicy niskich temperatur, to
wiaze sie ona z kwantowa natura uktadéw. Rozwazmy wiec NV - czasteczkowy uklad kwantowy znajdujacy
sie w niskiej, lecz réznej od zera, temperaturze. Zaldéimy, 7e w widmie energii (stan podstawowy Fo = 0)
pierwszy stan wzbudzony posiada energie By = A. Kanoniczna suma statystyczna wyraza sie wiec
wzorem

Q= Zexp(—ﬁEi) = go+ g1exp(—SA) (11.174)

gdzie, w granicy niskich temperatur, pominelismy wklady od stanéw, ktérym odpowiadaja energie wyzsze
od A, go oznacza degeneracje stanu podstawowego (N - czasteczkowego), zas gq - degeneracje pierwszego
stanu wzbudzonego. Prowadzi to do nastepujacego wzoru na energie swobodna Helmholtza

F=—kgTh@=
E— g_l — (a4
— kpTIn(go + g1 exp(—BA)) = —kpT(Ingo + In(1 + 7 exp(—pBA)) ~ (11.175)
— kpT(Ingo + Z—;eXp(—ﬁA))
oraz na entropie w niskich temperaturach
oF
S —_— _B_T ~o
A exp(—zor) A
oo () o
R go T g1 exp o R (11.176)
g1 g1

kg(l = —— )+ =—(1 - = — R~

(In go + exp( i) ka0 g P ) e )

kp <lngo + —@(p(—ﬁ)(l + i))
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Stad
lim S(T) = kplngo = So (11.177)

T—0

a wiec uzyskaliSmy na gruncie mikroskopowym potwierdzenie trzeciej zasady termodynamiki. Zauwazmy,
7e w szczegdlnosci gdy poziom podstawowy jest niezdegenerowany (go = 1) to

S(T=0)=0 (11.178)



Rozdzial 12

Model Isinga

12.1 Definicja

Model Isinga - jeden z najpopularniejszych modeli fizyki statystycznej - zaproponowany zostal w celu
mikroskopowej analizy zjawiska ferromagetyzmu. Jego zasadniczym elementem jest pojawienie sie spon-
tanicznego namagnesowania w temperaturach nizszych od tzw. temperatury Curie.

W modelu Isinga rozpatrujemy uklad momentéw magnetycznych (zwanych umownie spinami) ulokowanych
w wezlach d-wymiarowej (d = 1,2,3,...) sieci krystalicznej. Kazdemu wezlowi sieci przypisana jest zmi-
enna spinowa s; mogaca przybiera¢ jedng z dwu wartosci

si=+1Vs =—1 (121)

W pierwszym przypadku méwimy, ze ¢-ty spin jest skierowany do géry, a w drugim przypadku - w dél.
Zbiér liczb {s;}Y, okresla mikroskopowy stan ukladu.
W modelu Isinga zaktadamy, Ze energia konfiguracji {s;} dana jest nastepujacym wzorem

N
E({si}) = H({5:)) = = > Jijsisj —H - s (12.2)
(i-7) i=1

gdzie symbol Z(i,j) oznacza sumowanie po parach sasiadéw (oddzialywanie dwucialowe), za$ stala J;; nosi
nazwe catki wymiany (nazwa ta wywodzi sie z faktu, iz w mechanice kwantowej moZe byé ona obliczona
jako catka symbolizujaca przekrywanie sie orbitali poszczegdlnych atoméw obdarzonych spinem).

Pierwszy sktadnik wzoru (12.2) odpowiada za oddzialywanie wzajemne spinéw, drugi - oddzialywanie
poszczegdlnych spinéw z zewnetrznym polem magnetycznym.

W modelu Isinga najczesciej zaklada sie, ze wzajemne oddzialywanie wystepuje jedynie pomiedzy
parami najblizszych sasiadéw na sieci oraz, 7e stala J;; jest taka sama dla wszystkich par najblizszych
sgsiadéw J;; = J.

W przypadku, gdy J > 0 mamy do czynienia z ferromagnetykiem, dodatnie J faworyzuje pod
wzgledem energetycznym réwnolegle ustawienie spinéw. Gdy J < 0 - mamy do czynienia z antyfer-
romagnetykiem.

Ponizej bedziemy rozwaza¢ jednowymiarowy model Isinga, tj. uklad N spinéw znajdujacych sie
w wezlach lancucha. Sume kanoniczna dla zadanego ukladu wyznaczymy dokonujac wysumowania po
wszystkich dopuszczalnych polozeniach spinéw :

N-1 N
Z(T,H,N)=> exp(B-J > sisip1+8-H-> s) (12.3)
{s:} i=1 i=1

115
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Zauwazmy brak czynnika N! w sumie statystycznej - jest to zwiazane z ustalona lokalizacja spinéw.
Wzér (12.3), w ktérym sumujemy takZe po spinach znajdujacych sie na krancach laricucha odpowiada
tzw. swobodnym warunkom brzegowym : brzegowe spiny moga przyjmowac takie same wartosci jak spiny
we wnetrzu laficucha. Inny rodzaj warunkéw brzegowych, to przypadek gdy wartosci spinéw brzegowych
$3 zamrozone, np.

s1=—sy=1 (12.4)
lub
si=sy=1 (12.5)

Moment magnetyczny ukladu definiujemy jako :

N
J
M = i >=kp - T=—InZ(T,H,N 12.
<Z§:18> B TomlnZ( ) (12.6)
7 drugiej strony mamy termodynamiczna zaleznosé
oG
M=—(— 12.7
(57 (12.7)

gdzie G stanowi magnetyczna energie swobodna Gibbsa, tj. potencjal stanowiacy transformate Legendre’a
energii wewnetrzne] magnetyka U (S, M, N) wzgledem entropii i momentu magnetycznego

G=U-T-S-M-H (12.8)

Rézniczka magnetycznego potencjalu Gibbsa wyraza sie jako :
dG =-5-dT'— M -dH (12.9)

Z poréwnania wzordw (12.6) i (12.7) widaé¢ w szczegdlnosci, ze
—kp-T-mZ(T,H,N)=G(T,H,N) (12.10)

Obliczymy na poczatek sume statystyczng w przypadku, gdy J = 0, a na spiny sg nalozone swobodne
warunki brzegowe. Woéwczas hamiltonian
N
H({s:})=—H-Y s (12.11)
i=1

Wtedy suma statystyczna ma postac

Z(THN) =Y exp(8-H-> s;)=> [[exp(8-H - s:) =
{s:} =1 {s;}i=1
( Z exp(f- H - 5))N = (exp(B - H) + exp(—3- H))N — (12.12)
s==%1

(2 - cosh(BH))N
a srednia wartos$¢ k-tego spinu wynosi
N
Z{s,} seexp(B-H -3 1y s;) _
~ =
2qsyexp(B-H -3 55) (12.13)

exp(f-H) —exp(—8-H) ‘
exp(5 - ) + exp(—p- 1) &7 H)

< 8 > =
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Moment magnetyczny ukladu wynosi :

dlnZ(T,H,N)

M=kg -T
B oH

= N -tgh(8- H) (12.14)

Magnetyzacje definiujemy jako stosunek momentu magnetycznego ukladu do liczby spinéw tworzacych
uktad. Dla ukladu nieoddzialywujacych spinéw uzyskujemy

M
m=— =tgh(s - H) (12.15)
N
Zauwazmy, ze dla T > 0 mamy :
m(T,H=0)=0 (12.16)

co oznacza, iz w ukladzie swobodnych spinéw nie wystepuje spontaniczna magnetyzacja. Wynik ten jest
prawdziwy dla dowolnego wymiaru uktadu d.

12.2 Wilasnosci jednowymiarowego modelu Isinga
Rozwazymy teraz jednowymiarowy model Isinga. Aby wyznaczy¢ termodynamiczne wlasnosci uktadu

musimy znalezé jawna postaé sumy statystycznej. Zalézmy chwilowo, Ze nie wystepuje zewnetrzne pole
magnetyczne (tzn. H = 0). Hamiltonian uktadu wyraza sie wéwczas :

N-1
H({si) ==J- D sisina (12.17)

co prowadzi do nastepujacego wzoru na sume statystyczna

N-1
Z(T,H=0,N)=> exp(B-J- > sisiy1) (12.18)
{si} i=1

Przyjmijmy oznaczenie pomocniczne

K=p3-J (12.19)
co pozwala nam zapisac
N-1
S el - Y- s
Si i=1
N-2
Z Z ZSN exp(F Z $isip1) exp(K - sN_1SN) =
SN—1 i=1
N3 (12.20)
Z Z exp(K - Z $iSit1 Zexp([ SN_1SN) =
51 SN—1 =1 SN
N-2

Z Z exp(K - Z $i8i41) + 2-cosh(K - sy_1)

51 SN—1 i=1
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Zauwazmy jednak, Ze wobec parzystosci cosinusa hiperbolicznego ostatni czlon wzoru jest w rzeczywistosci
niezalezny od sy_1. Uzyskujemy dzieki temu prosty wzér rekurencyjny

Z(T,H =0,N)=2-cosh K - Z(T,H = 0, N — 1) (12.21)

Ze wrzgledu na sposéb jego wyprowadzenia obowiazuje on dla N > 2. Sume statystyczng dla uktadu
dwuspinowego musimy obliczy¢ oddzielnie.

Z(T,H =0,2)=> "> exp(K - (s1+52)) =2 _ cosh(K - 51) = 4 cosh(K) (12.22)

Opierajac sie na wzorach (12.21) 1 (12.22) moZemy zapisa¢ jawny wzér na sume statystyczng :
Z(T,H =0,N)=2- (2 cosh(K))¥~! (12.23)
Bezposrednio uzyskujemy stad energie swobodna Gibbsa

1

G(T,H = 0,N) = —3

(In2+4+ (N — 1) In(2 cosh K)) (12.24)

co w granicy termodynamicznej daje

g(T,H =0) =lim M = _1 In(2 cosh K) (12.25)
% N 3

Dla dodatnich wartosci temperatury jest to analityczna funkcja temperatury, co oznacza, ze w ukladzie
nie wystepuje przemiana fazowa.

Na uklad, ktéry rozwazalismy powyzej nie byly naloZone Zadne warunki dotyczace ustawienia spinéw
- mieliSmy tzw. swobodne warunki brzegowe.

Rozwazymy teraz uklad o periodycznych warunkach brzegowych, tzn. uklad spinéw umieszczonych
na okregu tak, Ze

SN4+1 = 851 (1226)

Jest to postepowanie dos$é czeste w réznych dziatach fizyki - uzyskujemy bowiem w ten sposéb ukiad
skoniczony nie posiadajacy brzegu. Zgodnie z przyjetym warunkiem sume statystyczng mozemy zapisac
w postaci :

N N

Z(T,H,N)=> exp(K-> sisip1+ B> s (12.27)

{s:} i=1 i=1

gdzie B = GH.
Jawna postaé¢ sumy statystyczne] wyznaczymy metoda macierzy przejscia. Jak zobaczymy obecnosé
zewnetrznego pola magnetycznego nie bedzie stanowila tu znacznego utrudnienia. Niech

B
L(s;i,si41) = exp(K - 838,41 + 5(52 + Sit1)) (12.28)

Woéwczas sume statystyczna mozemy zapisa¢ w postaci

Z(T,H,N)=>...> L(s1,52) - L(s2,53) ... L(sn—1,55) - L(5x, 51) (12.29)
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Zauwazmy, iz jest to iloczyn macierzy £ o elementach :

| L(L, 1) L(+1,-1)] _ |exp(K + B) exp(—K)
E=10=1,1) Li=1,=1)| = | exp(—K) exp(K — B) (12:30)
Uzyskujemy w ten sposéb :
Z(T,H,N) = (£N)s,,s, = Tr(LV) (12.31)

S1

Macierz £ jest symetryczna; mozna ja sprowadzi¢ do postaci diagonalne;. Slad tej macierzy mozemy wiec
wyznaczy¢ jako sume jej wartosci wlasnych.

Tr(LY)=>"Xa (12.32)
Poniewa# wartoé¢ wlasna N-tej potegi macierzy diagonalnej A, jest réwna N-tej potedze wartosci wlasnej
macierzy wyjsciowej tj.
Ao =AY (12.33)
wiec otrzymujemy
Z(T,H,N) =AY + )Y (12.34)

Wyznaczymy wartosci wlasne macierzy £ z réwnana wiekowego :

exp(K + B) — A exp(—K) _
exp(—K) exp(K — B) = A| 0 (12.35)
co prowadzi do réwnania kwadratowego na A,
A — 2. Xexp(K)cosh(B) +2-sinh(2K) = 0 (12.36)
0 rozwiazaniu
A2 = exp(K) cosh(B) & 1/exp(2K) sinh® B 4 exp(—2K) (12.37)
Zauwazmy :
A
A1
Wyznaczamy teraz energie swobodna w granicy termodynamiczne]j :
1 InZ(T,H, N 1 In(AY + AY
g=—=lim— et (T, #, N) :——limin( LA ) =
B oo N B oo N (12 39)
L OO G 1 G, |
B N T N

Poniewaz przy N — oo stosunek L;‘—IQ)N dazy do zera, wiec zgodnie z wlasnosciami logarytmu drugi
skladnik pod znakiem granicy musi znikaé. Stad :

g(T,H) = —% InA; = —% In(exp(K ) cosh(B) + y/exp(2K) sinh® B 4 exp(—2K)) (12.40)
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W przypadku H = 0 uzyskujemy :
1
g(T,H =0) = 3 In(2 cosh K) (12.41)

a wiec identyczny wynik jak dla swobodnych warunkéw brzegowych. Wyraza to intuicyjna wlasnosé, iz w
granicy termodynamicznej wlasnosci uktadu nie powinny zaleze¢ od nalozonych warunkéw brzegowych.

Wyznaczymy teraz wielkosci termodynamiczne dla modelu Isinga w przypadku bez przylozonego pola
zewnetrznego. Rozpoczniemy od energii wewnetrznej ukladu :

U(T,H:O,N):—%IHZ(T,H:(),N) (12.42)
Wykorzystamy zaleznosé
K
0 0K 0 J (12.43)

98~ 9B oK " 0K
Stad :

U(T,H=0,N) = —J%((? cosh K)N 4 (2sinh K)V) =
1

3 JN(Q cosh K)V=12sinh K + N(2sinh K)N¥ 12 cosh K
(2 cosh K)N + (2sinh K)N
_N.J. (2 cosh K)¥ tg{llf + (2 s‘inhlf)N ctg K _ (12.41)
(2 cosh K)N + (2sinh K)N

tgh K + ctg K (tgh K)N N tgh K + (tgh K)NV=1

L+ (tgh K)N 1+ (tgh K)N
1+ (tgh K)N-2

1+ (tgh K)N

~N-J-
~ N-J-tghK

W granicy termodynamicznej wobec faktu | tgh K |< 1 :

u(T,H =0) = —J tgh K (12.45)
Wyznaczamy entropie :
oG
S(T,H=0,N)= _(Z)_T)H:O’N =
— a%(—/@ -TIn((2cosh K)N + (2sinh K)V)) = (12.46)
kg - In((2cosh K)N + (2sinh K)™)) + kg - Ta%(ln(@cosh KN + (2sinh K)™))

Zastepujemy rozniczkowanie po T rézniczkowaniem po K

0 0K 0 a ., J 0 J 0 K 0
T ~ 0T 9K ~ 0T kyT)0K ~ huT?0K ~ T 0K (1247)

co prowadzi do wzoru

S(T,H =0,N) = kg -In((2cosh K) + (2sinh K))) +

< 12.48
I%[;Z’ (In((2 cosh K)N + (2sinh K)N)) ( )

—kp-T-
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Prowadzac dalszy rachunek analogicznie jak w przypadku energii wewnetrzne] uzyskujemy :
S(T,H=0,N)=

1 14 (teh K)YV—2 12.49
N -kp <1n(2 cosh K) + 5 (1+ (tgh K)N) — K tgh K - u) ( )

1+ (tgh K)N

W granicy termodynamicznej uzyskujemy :

s(T,H = 0) = hmw

¥ = kp (In(2cosh K) — K - tgh K) (12.50)

Dla niskich temperatur wzér ten redukuje sie do postaci
s(T < J/kp, H=0)~ kp(l+2K)e 2K (12.51)

W powyzszego wzoru wynika, ze gdy T — 0 to r/ownie/z s — 0, co jest zgodne z trzecig zasada
termodynamiki.

Zbadamy teraz zachowanie sie entropii w granicy T — oo, co jest réwnowazne dazeniu K do zera.
Jak latwo obliczy¢ :

lim s(T,H =0) = kpln2 (12.52)
K—0

Zastanéwmy sie co oznacza ten wynik. W tym celu rozwazymy zachowanie sie ukladu, w ktérym
zakladamy catkowita niezaleznosé spinéw. Wéwcezas rozklad faktoryzuje sie na czynniki zalezne wylacznie
od jednego spinu.

p(s1, ... s8) = p1(s1) ... pn(sn) (12.53)
Przyjmujac, Ze zachowania wszystkich spinéw sa identyczne :

N

p(s1,... sn) = [ plsi) (12.54)

i=1

Zakladamy nastepnie, Ze dopuszczalne poloZenia ustalonego spinu sg réwnoprawdopodobne :

1
5 (051 +05i,-1) (12.55)

P(Sz’) = 5

Entropia ukladu spelniajacego ww warunki wyraza sie wzorem :

S=—-kp <lnp>= —k’BZ...Zplnp:

—kBZ 30§ (R G o L

sy 1=1 =1 (1256)
s 1+6s,,—1 65,,1‘1‘65,,—1
i=1s5;=
1 1 1,1

Uzyskany wynik wskazuje, iz w granicy T' — oo spiny staja sie niezalezne.
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Znajac entropie mozemy znalezé cieplo wlasciwe ukladu opisywanego modelem Isinga :

0s

=T .(— 0=
=G b (12.57)
Tk E(QSiIlh[( eh K + K 1 ) = K? )
BT\ 9cosh K & cosh’ K~ B cosh?K
Magnetyzacja :
( g ) sinh B
m=—— = T =
oH'" (sinh? B 4 exp(—4K))z
sinh B _
| sinh B | -\/1 + exp(—4K)sinh™? B (12.58)
sgn(sinh B) B sgn(B)
\/1 + exp(—4K)sinh™? B \/1 + exp(—4K)sinh™? B
W przypadku braku pola magnetycznego przy temperaturze wiekszej od zera :
m(T,H=0)=0 (12.59)

co ozncza, 17 nie wystepuje spontaniczna magnetyzacja.
Zbadajmy teraz zachowanie ukladu przy ustalonym polu magnetycznym i temperaturze dazacej do
zera. Zachowanie asymptotyczne sinusa hiperbolicznego przy B — oo jest nastepujace :

sinh B "R sgn B - exp(|B|) (12.60)
W niskich temperaturach wzér (12.58) moze wiec byé zapisany jako :

0 sgn(B)
\/1+ exp(—4K) exp(—2|B])

m(T, H) '~ (12.61)

W przypadku ferromagnetyka tj. substancji dla ktérej J > 0 obie wystepujace funkcje wykladnicze sa
zanikajace wiec

lim m(T, H) = sgn H (12.62)
T—0
Zmnacznie bardzie] interesujgce zachowanie wykazuje uklad w przypadku antyferromagnetycznym, tj. dla

J < 0, wowczas bowiem pierwsza z funkcji wyktadniczych rosnie. Graniczna warto$¢ magnetyzacji jest
wiec zalezna od wartosci K 1 B :

0 dla 2|J| > |H|
) _
Thi% = 7zsenH dla 2|7 = |H| (12.63)
sgn H dla 2|J| < |H|
Co sprawia, Ze pole krytyczne ma wartosé 2|J| 7 Rozwazmy dwa poloZone obok siebie spiny i wyznaczmy
ich energie przy polozeniu rownoleglym i antyréwnoleglym :

e dla polozenia réwnoleglego

1
Froun = 1| = 32/H| = |7| - |H] (12.64a)
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e dla poloZenia antyréwnoleglego
1
Eanty = =|J| = 50[H| = ~|J] (12.64b)

Uklad dazy do minimalizacji swojej energii. W przypadku, gdy |H| = 2|.J| energie obu konfiguracji -

réwnolegle] i antyréwnoleglej staja sie jednakowe, co sprawia iz wspdlistnieja w ukladzie.
Znajac postaé¢ magnetyzacji mozemy znalezé¢ podatnosé¢ magnetycznag :

om ) exp(—4K) cosh B

Yy =

oH (sinh2 B+ exp(—4K))%

(T, H) = ( (12.65)

12.3 Teoria pola sredniego

Trudnosci wystepujace podczas praktycznego obliczania kanonicznej sumy statystyczne] zwiazane sg z
istnieniem oddzialywania pomiedzy czasteczkami tworzacymi uklad, np. pomiedzy spinami w modelu
Isinga. Metoda obejscia tego problemu jest teoria pola sredniego. Idea polega na rozpatrzeniu ukladu z
punktu widzenia pewnego wybranego spinu. Spin ten odczuwa dzialanie przylozonego zewnetrznego pola
magnetycznego H oraz pola pochodzacego od wszystkich pozostalych spinow :

H;=Hi({s;}) = H+ > Jijs (12.66)
i#i
Pole dzialajace na i-ty spin fluktuuje wokét wartosci sredniej :
<H >=<H+Y Jys; >=H+> Jij <s; > (12.67)
i#i i#i
Wrykorzystujac definicje magnetyzacji mozemy zapisac :
<H; >=H+Y Jim (12.68)
i
W ramach teorii pola sredniego wypadkowe pole dzialajace na dany spin zastepujemy przez jego Srednig
wartosé :

Hy =< H; > (12.69)

Innymi slowy w teorii pola sredniego pomijamy obecne w ukladzie fluktuacje. Nie dyskutujac zakresu
stosowalnosci tego przyblizenia zwréémy uwage na to, ze nie moze ono byé poprawne np. w poblizu
punktu krytycznego, gdzie wystepujg duze fluktuacje.

Przyjmijmy, ze dany spin oddzialuje z najblizszymi sasiadami z jednakowa stala sprzezenia J. Wdéwczas

<Hi>>H+J-m-z (12.70)

gdzie z oznacza liczbe koordynacyjna.
7 drugiej strony magnetyzacje mozemy obliczy¢ wg znanego przepisu

e s o Doy S P S sk < Hi>)
' doqsptexp(=8- vazl s < Hi >)
X, (=B sp(H +J-m-2)s (12.71)

>, exp(=B - sp(H +J -m-z)
tgh(8-H+5-J-2-m)




124 ROZDZIAL 12. MODEL ISINGA

Uzyskalismy w ten sposéb réwnanie na m. Rozwazymy czy uzyskane réwnanie przewiduje wystepowanie
spontanicznej magnetyzacji (tj. dla H = 0). Wéwczas réwnanie przybiera postaé :

m=tgh(3-J-z-m) (12.72)
Przeanalizujemy to réwnanie obliczajac pochodna po m prawej strony wzoru :

g-J-z

a —
(tgh(B-J-z-m)) = coshZ(ﬁ-J-z-m)

m

(12.73)

Wzér (12.72) wskazuje, i4 prawa strona jest rosnaca funkcja magnetyzacji, przy czym asymptotycznie
dazy do stalej wartosci. Wynika stad, Ze liczbe rozwiazan mozemy znalezé badajac wartos¢ pochodnej
w punkcie m = 0 : w przypadku, gdy jest ona wieksza od 1 mamy trzy rozwigzania (m; = 0, my =
—mg # 0), w przeciwnym wypadku tylko jedno rozwigzanie (dla m = 0). Istnienie niezerowych rozwigzan
oznacza pojawienie sie spontanicznej magnetyzacji.

J

a—m(tgh(ﬁ -Jezom)) |m=o=5-J -z (12.74)

Wystepuje zatem temperatura krytyczna T%F :

gy L (12.75)

ponizej ktorej pojawia sie spontaniczna magnatyzacja.

Zwréémy jednak uwage, ze jakosciowe przewidywania teorii pola Sredniego sa niezalezne od wymiaru
ukladu. Jest to jej istotny mankament. W szczegdlnosci teoria pola sredniego daje calkowicie bledne
wyniki w przypadku jednowymiarowym, gdzie réwniez sugeruje wystepowanie spontanicznej magnetyza-
¢ji, podczas gdy na podstawie $cisle] analizy wiemy, Ze jest to nieprawda.

Zbadajmy teraz przewidywania teorii pola sredniego co o wartosci wykladnika krytycznego 3 charak-
teryzujacego zanik magnetyzacji w miare jak T — T¢ ¢

m~ (T, = T)° (12.76)

w przypadku zerowego zewnetrznego pola magnetycznego. W przypadku malej wartosci magnetyzacji
mozemy dokonaé rozwiniecia tangensa hiperbolicznego w otoczeniu zera z dokladnoscia do wyrazéw rzedu
trzeciego :

tgh(%m) A TTm - %(%)Sm?’ (12.77)
Po wstawieniu do wzoru (12.72) uzyskujemy :
Ly T iy
i ostatecznie :
mo~ ) e T (12.79)
T.

pME = 1 (12.80)

Dokladna warto$é 3 zalezy jednak od wymiaru ukladu i wynosi
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e dla ukladu dwuwymiarowego
B=- (12.81)

e dla uktadu tréjwymiarowego (wynik numeryczny)

3=10.32 (12.82)

e dla ukladu o wymiarowosci wyzsze] niz trzy

5= % (12.83)



