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Termodynamika

1 Opis termodynamiczny

Parametry stanu ukªadu w danej chwili czasu:

• ekstensywne (ogólnie oznaczymy jako Xi) � proporcjonalne do rozmiaru, np. U � energia
(wewn¦trzna),V � obj¦to±¢, N � liczba moli, Ni (wiele skªadników), q � ªadunek, M �
magnetyzacja

• intensywne � niezale»ne od wielko±ci ukªadu, np. p � ci±nienie, n = N/V � koncentracja,
T � temperatura (bezwzgl¦dna), µ � potencjaª chemiczny

Nie wszystkie parametry musz¡ by¢ niezale»ne. Funkcja stanu � funkcja kompletu parametrów
ukªadu w danej chwili czasu. Wyró»niamy parametry ekstensywne zachowane � staªe globalne:
U , V , N , Ni (je±li nie ma zmian chemicznych), q. Uwaga: M jest zachowana tylko w przybli-
»eniu, niezachowanie jest istotne w diamagnetyzmie. Ukªad mo»na dzieli¢ na podukªady (np.
A + B + C, opisywanych ró»nymi kompletami parametrów (np. UX ,VX , NX , X = A,B,C).
Podukªad sam jest ukªadem. Ukªad jest jednorodny, je±li ka»dy podukªad ró»ni si¦ od ca-
ªego ukªadu tylko rozmiarem (tj. ma te same parametry intensywne, a ekstensywne ró»ni¡ si¦ o
wspólny czynnik). Przewa»nie rozpatrujemy ukªad jako sko«czony zbiór podukªadów jednorod-
nych (wyj¡tki: w polu grawitacyjnym, elektrycznym itp.). Podukªady s¡ rozdzielone wzajemnie
±ciankami, które dopuszczaj¡ zmian¦ parametrów zachowanych pomi¦dzy par¡ ukªadów (suma
nie zmienia si¦):

zmiana? TAK NIE
energii diatermicza adiabatyczna
obj¦to±ci ruchoma nieruchoma
moli przepuszczalna nieprzepuszczalna

Brak mo»liwo±ci jakichkolwiek zmian: ±cianka izoluj¡ca. Ukªad izolowany � zmiany niemo»-
liwe, ukªad zamkni¦ty � zmiany liczby moli niemo»liwe. Ukªad sko«czony � o sko«czonych
parametrach ekstensywnych (przeciwie«stwo: ukªad niesko«czony). Rezerwuar � ukªad nie-
sko«czony o sko«czonych parametrach intensywnych. Stan stacjonarny � nie zmienia si¦ w
czasie. Stan równowagowy � stacjonarny bez przepªywów (dla ukªadów izolowanych sko«czony
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stacjonarny = równowagowy). Przepªyw stacjonarny mo»e by¢ realizowany jako ci¡gªy przy-
rost (niesko«czonego) parametru ekstensywnego rezerwuaru (w niesko«czonej granicy). Proces
pseudostatyczny � ci¡g stanów równowagowych (przykªad: balon z male«k¡ dziurk¡, w prak-
tyce procesy dostatecznie powolne), kwazistatyczny � pseudostatyczny odwracalny w czasie.
Proces adiabatyczny � w ukªadzie otoczonym ±ciank¡ adiabatyczn¡, energia mo»e zmienia¢ si¦
wyª¡cznie przez prac¦.

1.1 Zasady termodynamiki

Zerowa

Równowaga pomiedzy podukªadami, w stanie równowagowym � relacja równowa»no±ci. Ter-
miczna � kiedy mo»liwa jest wymiana energii; mechaniczna � wymiana obj¦to±ci; chemiczna �
wymiana moli.

Pierwsza

Q = ∆U − W lub d̄Q = dU − d̄W , gdzie Q � ciepªo dostarczone do ukªadu, W praca nad
ukªadem.

Druga

Istnieje ekstensywna funkcja stanu, entropia S, addytywna (S = SA + SB dla ukªadu A +
B), która nie maleje w ukªadach izolowanych, pozostaje staªa w procesach odwracalnych w
czasie (nadal ukªad izolowany) i d¡»y do maksimum (które osi¡ga w równowadze). Uwaga
historyczna: nazw¦ entropia wymy±liª Clausius w 1865 roku, na bazie greckiego sªowa trope

(zmiana) i podobie«stwa sªownego do energii, u»ywaj¡c litery S prawdopodobnie na cze±¢
imienia twórcy nowo»ytnej termodynamiki, Sadi Carnot. Równowaga termiczna oznacza, »e
∂S/∂U jest identyczne w podukªadach. St¡d de�nicja temperatury bezwzgl¦dnej T : 1/T =
∂S/∂U (przy ustalonych pozostaªych parametrach ekstensywnych zachowanych). St¡d d̄Q =
TdS w procesach pseudostatycznych. Temperatura empiryczna τ � ±ci±le monotoniczna funkcja
T . Warunek równowagi pomi¦dzy podukªadami z 2. zasady to równo±¢ (∂S/∂Xi) dla parametru
ekstensywnego zachowanego Xi, którego wymiana jest mo»liwa.

Trzecia

S(T = 0) = 0 oprócz przypadków zamro»onego nieporz¡dku.

Dodatkowe

T ≥ 0. Zwi¡zane to jest z tym, »e energia jest ograniczona od doªu, a nie od góry. Je±li
energia jest ograniczona od góry, mo»liwe s¡ ujemne temperatury. Czasem mimo jednorodno±ci
potencjaªów zewn¦trznych ukªad samoistnie dzieli si¦ na podukªady, fazy (np. ciekªa i gazowa),
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i jest niejednorodny jako caªo±¢ (pojedyncze fazy s¡ jednorodne). Fazy umownie s¡ rozdzielone
±ciankami, dopuszczaj¡cymi zmiany ka»dej wielko±ci zachowanej. Je±li potencjaª zewnetrzny
(np. grawitacyjny) nie jest staªy to ukªad w ogóle przestaje by¢ jednorodny.

1.2 Podstawowe równania

Zwi¡zki podstawowe

Relacje daj¡ce peªn¡ informacj¦ o ukªadzie, np. S(U, V,N) lub U(S, V,N) (ogólnie S jako
funkcja kompletu parametrów ekstensywnych). Tak»e potencjaªy otrzymane w wyniku trans-
formacji Legendre'a, np. F (T, V,N), G(T, p,N) (patrz cz¦±¢ 3).

Równania stanu

Relacje daj¡ce cz¦±ciow¡ informacj¦ o ukªadzie, np. p(T, V,N) (przykªad: równanie stanu
gazu doskonaªego pV = NRT ) lub p(U, V,N).

Ró»niczka pracy

In�nitezymalna (bardzo maªa) praca nad ukªadem:

• mechanicznad̄W = −pdV (czyli dU = TdS−pdV oraz dS = (1/T )dU+(p/T )dV ). Uwaga:
ci±nienie p jest zasadniczo okre±lone jednoznacznie w ukªadach jednorodnych co mo»na w
dobrym przynli»eniu rozci¡gn¡¢ na prawie jednorodne, np. powietrze w atmosferze lub
woda w morzu powoli zmienia ci±nienie z wysoko±ci¡/gª¦boko±ci¡.

• magnetyczna d̄W = ~B · d ~M (cz¦sto upraszczamy ~M = MV oraz d̄W = BdM), ~B

� zewn¦trzne pole magnetyczne, ~M =
∫
d3r ~M � magnetyzacja. Wyprowadzenie (na

pozomie fundamentalnym jest przybli»one, ze wzgl¦du na �uktuacje pró»ni kwantowej,
co ma znaczenie w diamagnetyzmie): Praca nad magnetykiem (mo»na wyprowadzi¢ ze
wzoru na siª¦ Lorentza ~F = − ~B × ~IL) W = ∆

∫
d3r~j0 · ~A, gdzie ∇ × ~A = ~B. Z prawa

Faradaya ~j0 = ∇ × ~B0/µ0, ale ~B0 = µ0( ~H + ~M) oraz ~j = ∇ × ~H = 0 (brak pr¡dów
makroskopowych) czyli ~j0 = ∇ × ~M . Operator ∇ mo»na przerzuci¢ na ~A, ale znak nie
ulega zmianie, z powodu antysymetrii iloczynu wektorowego ×, czyli W = ∆

∫
d3r ~M · ~B.

Magnetyzmu nie daje si¦ wyja±ni¢ klasycznie (twierdzenie Bohra-van Leeuwen).

Inne de�nicje

Ciepªo wªa±ciwe Cx = (∂̄Q/T )x = T (∂S/∂T )x (molowe c = C/N),
±cisliwo±¢κx = −V −1(∂V/∂p)x, rozszerzalno±¢ αx = V −1(∂V/∂T )x
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2 Ró»niczki

Ró»niczka zupeªna, dla f(x, y, z)

df =

(
∂f

∂x

)
y,z

dx+

(
∂f

∂y

)
x,z

dy +

(
∂f

∂z

)
x,y

dz

gdzie (∂/∂x)y,z oznacza pochodn¡ po x przy ustalonych y, z. B¦dziemy opuszcza¢ b¡d¹ uprasz-
cza¢ oznaczenie ustalonych zmiennych, je±li b¦dzie to czytelne. Ogólniej dla f(x1, . . . , xn):

df =
∂f

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn =

∑
i

∂f

∂xi
dxi

(ustalone s¡ pozostaªe xj dla j 6= i). Równo±¢ pochodnych krzy»owych ∂2f/∂xi∂xj = ∂2f/∂xj∂xi.
Ró»niczka

d̄ω = a1(x1, . . . , xn)dx1 + · · ·+ an(x1, . . . , xn)dxn

jest zamkni¦ta, je±li ∂ai/∂xj = ∂aj/∂xi. Ró»niczka zamkni¦ta jest zupeªna na zbiorze jedno-
spójnym (bez dziur). Kontrprzykªad

dφ =
xdy − ydx
x2 + y2

, x = r cosφ, y = r sinφ

poniewa» k¡t φ ro±nie o 2π obchodz¡c ±rodek dookoªa.

2.1 Czynnik caªkuj¡cy

Forma 2-wymiarowa a(x, y)dx + b(x, y)dy posiada czynnik caªkuj¡cy λ(x, y) (poza punktami
a = b = 0), taki »e λ(adx+ bdy) = df . Funkcj¦ f znajduje si¦ jako staª¡ dowoln¡ z rozwi¡zania
y(x, f) równania

dy/dx = −a/b
Na rysunku mo»na wykre±li¢ linie staªego f jako prostopadªe do linii siª (a, b).

Dla 3-wymiarowych form nie zawsze jest czynnik caªkuj¡cy, kontrprzykªad

zdx+ dy + dz

Je±li λ jest czynnikiem caªkujacym to ∂λ/∂z = ∂λ/∂y oraz z∂λ/∂y = ∂λ/∂x i z∂λ/∂z + λ =
∂λ/∂x. Zatem λ = 0.
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2.2 Zamiana zmiennych

Zamiana zmiennych xi(y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n:

M(x→ y) =


∂x1
∂y1

· · · ∂x1
∂yn

...
. . .

...
∂xn
∂y1

· · · ∂xn
∂yn


(pochodne przy ustalonych y) czyliMij(x→ y) = ∂xi/∂yj. Zamiana ma sens tylko gdy jakobian
detM 6= 0. �atwo skªada¢ przeksztaªcenia metod¡ mno»enia macierzy, np. M(x → z) =
M(x → y)M(y → z) a tak»e ∂yi/∂xj = M−1

ij (element macierzy odwrotnej, a nie odwrotno±¢
elementu macierzy!). St¡d wynikaj¡ wa»ne wzory na pochodne zªo»one i uwikªane

a) (
∂x

∂y

)
z

=

(
∂y

∂x

)−1

z

b) (
∂x

∂u

)
z

=

(
∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂u

)
z

c) (
∂x

∂y

)
u

=

(
∂x

∂y

)
z

+

(
∂x

∂z

)
y

(
∂z

∂y

)
u

d) (
∂x

∂y

)
z

= −

(
∂z
∂y

)
x(

∂z
∂x

)
y

e)
∂x

∂z
=
∑
i

(
∂x

∂yi

)
y

∂yi
∂z

3 Potencjaªy termodynamiczne

Za pomoc¡ tzw. transformacji Legendre'a z U (dU = TdS − pdV + · · · ) konstruuje si¦ po-
tencjaªy F (T, V, · · · ) = U − TS (energia swobodna Helmholtza), G(T, p, · · · ) = U − TS + pV
(energia/entalpia swobodna Gibbsa), H(S, p, · · · ) = U + pV (entalpia). St¡d mamy ró»niczki
dF = −SdT − pdV + · · · , dG = −SdT + V dp + · · · , dH = TdS + V dp + · · · . Transformuj¡c
S (dS = (1/T )dU + (p/T )dV + · · · ) dostajemy np. (−F/T )(1/T, V, . . . ) i (−G/T )(1/T, p/T ),
oraz d(−F/T ) = −Ud(1/T ) + (p/T )dV + · · · , d(−G/T ) = −Ud(1/T )−V d(p/T ) + · · · . Trans-
formacja Legendre'a polega na zast¡pieniu zmiennej (tu ekstensywnej) przez pochodn¡ funkcji
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po niej i odj¦ciu ich iloczynu. Jest ona jednoznaczna dla funkcji wkl¦sªych lub wypukªych, a
takimi s¡ � o czym przekonamy si¦ pó¹niej z tzw. warunków stabilno±ci (cz¦±¢ 3)� S(U, V, · · · )
i U(S, V, · · · ) (dla T ≥ 0), patrz rysunek.

Ogólniej je±li U(X) oraz Pi = ∂U/∂Xi to F (P1, . . . , Pk, Xk+1, . . . ) = U −
∑k

i=1 PiXi oraz
dF = −

∑k
i=1 XidPi +

∑
i>k PidXi. Analogicznie dla S, wtedy P̃i = ∂S/∂Xi. Transformacja

Legendre'a jest odwracalna, tj. U = F +
∑k

i=1 PiXi, gdzie Xi = −∂F/∂Pi, np. U = F + ST ,
S = −∂F/∂T . Dlatego potencjaªy termodynamiczne jako transformacje Legendre'a s¡ tak»e
zwi¡zkami podstawowymi.

3.1 Potencjaª chemiczny

µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

, µi =

(
∂U

∂Ni

)
S,V,{Nj}

Relacja Gibbsa-Duhema, z ekstensywno±ci U(X) wynika (tylko dla kompletu parametrów eks-
tensywnych!)

U =
∑
i

PiXi,
∑
i

XidPi = 0

Dla gazu jednoskªadnikowego

U = TS − pV + µN, dµ = −sdT + vdp

dla s = S/N , v = V/N lub G = µN . Wi¦cej skªadników

U = TS − pV +
∑
i

µiNi, −SdT + V dp =
∑
i

Nidµi

Podobnie dla S mamy

ud(1/T ) + vd(p/T ) = d(µ/T ), Ud(1/T ) + V d(p/T ) =
∑
i

Nid(µi/T )
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3.2 Potencjaª Ω

Ω(V, T, µ1, . . . ) = −pV, Ω(V, T, µ) = U − TS − µN (1 skªadnik)

lub (−Ω/T )(V, 1/T, . . . ) = pV/T , (−Ω/T )(V, 1/T, µ/T ) = S − U/T + µN/T dla 1. skªadnika.

3.3 Potencjaªy a rezerwuary

Potencjaªy termodynamiczne pozwalaj¡ na wykorzystanie 2. zasady termodynamiki w przy-
padku ukªadu w kontakcie z rezerwuarem o ustalonych parametrach P̃i. Wtedy wystarczy mak-
symalizowa¢ S−

∑
i P̃iXi, bo cz¦±¢

∑
i P̃iXi nie zmienia si¦, co wynika z równo±ci P̃i dla ukªadu

i rezerwuaru, ekstensywno±ci Xi (nie zmienia si¦ ª¡cznie w ukªadzie i rezerwuarze) i faktu, »e
rezerwuar jest na tyle du»y, »e P̃i nie zmienia si¦. dlatego mo»emy maksymalizowa¢ −F/T w
kontakcie termicznym (tj. ±cianka dziel¡ca jest diatermiczna) przy ustalonej temperaturze lub
−G/T w kontakcie mechaniczno-termicznym (±cianka diatermiczna ruchoma). Dla T > 0 jest
to równowa»ne minimalizacji F lub G. Dla ±cianek diatermicznych, mo»emy równowa»nie mi-
nimalizowa¢ transformaty Legendre'a U(X) ale tylko potencjaªy ustalaj¡ce PS = ∂U/∂S = T
(np. F lub G). Uwaga: minimalizacja samego U(X) lub potencjaªów bez transformacji S na T
jest niejednoznaczna, bo S nie jest ogólnie staª¡ ruchu i trzeba by zapewni¢ kwazistatyczno±¢
(odwracalno±¢) i odbiór energii przez prac¦, co wymagaªoby dodatkowego opisu.

4 Warunki stablino±ci

Dla jednorodnego ukªadu w równowadze 2. zasada termodynamiki narzuca warunek maksimum
entropii, czyli nie mo» doj±c do utraty jednorodno±ci. Zatem wirtualny podziaª na 2 podukªady
nie mo»e spowodowa¢ zmian w ukªadzie, czyli entropia caªo±ci musi by¢ w maksymalna. Po-
dzielmy ukªad na 2. równe cz¦±ci A i B i obliczmy zmian¦ entropii

dS =
∑
i

∂SA
∂XiA

dXiA +
∑
ij

∂2SA
2∂XiA∂XjA

dXiAdXjA + A↔ B

Cz¦±ci s¡ w równowadze ze sob¡ (równe pierwsze pochodne) oraz dXA +dXB = 0 (zachowanie)
st¡d wypadaj¡ wyrazy pierwszego rz¦du, a drugiego rz¦du s¡ równe (bo ukªady s¡ równe), czyli

dS =
∑
ij

∂2SA
∂XiA∂XjA

dXiAdXjA

Poniewa» podukªad A jest dowolnie wybrany wi¦c maksimum oznacza »e dS ≤ 0 czyli macierz
Ŝ, Sij = ∂2S/∂Xi∂Xj musi by¢ ujemnie okre±lona, tj. vT Ŝv =

∑
ij viSijvj ≤ 0 dla dowolnego

wektora v (T � transpozycja). Jest to równowa»ne z wkl¦sªo±ci¡ S (odwrotna nierówno±¢:
dodatnio okre±lona macierz 2. pochodnych = funkcja wypukªa). B¦dziemy dla uproszczenia
stosowa¢ oznaczenia Si = ∂S/∂Xi, i podobnie dla U zamiast S. Poka»emy, »e U jest funkcj¡
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wypukª¡, o ile T ≥ 0. Intuicyjnie wida¢ to na rysunku w cz¦±ci 2, je±li S(U, . . . ) jest wkl¦sªa
to U(S) jest wypukªa. �cisªy dowód wymaga operacji ró»niczkowych. Niech U(S,X1, . . . ) ma
pochodne US = ∂U/∂S oraz Ui = (∂U/∂Xi)S, i analogicznie S(U,X1, . . . ), drugie pochodne
USi = ∂2U/∂S∂Xi i USS = ∂2S/∂S2 i analogicznie dla S. Zatem US = 1/SU . Poza tym
∂/∂S = (1/SU)∂/∂U oraz(

∂

∂Xi

)
U

=

(
∂

∂Xi

)
S

+

(
∂S

∂Xi

)
U

S−1
U

(
∂

∂U

)
St¡d Ui = −Si/SU oraz

USS = −SUU/S3
U , USi = −SUi/S2

U + SUUSi/S
3
U ,

Uij = −Sij/SU + SiSUj/S
2
U + SjSUi/S

2
U − SiSjSUU/S3

U

Zauwa»my, »e
∑

ij viUijvj = −
∑

ij wiSijwj/SU , je±li SUwU = vu−
∑

i>0 Sivi, wi = vi dla i > 0,

a wi¦c macierz Û jest dodatnio okre±lona jesli Ŝ � ujemnie oraz SU = 1/T > 0, czyli U jest
wypukªa dla T > 0.

Potencjaªy teremodynamiczne z transformacji Legendre'a F (. . . , Pk, Xk+1, . . . ) s¡ wkl¦sªe
dla P a wypukªe dla X (wi¦c w caªo±ci s¡ siodªowe). Do±¢ ªatwo pokaza¢ wkl¦sªo±¢ wzgl¦dem
P , mamy bowiem ∂F/∂Pi = −Xi. macierz Aij = (∂Xi/∂Pj)P jest odwrotna do macierzy
A−1
ij = (∂Pi/∂Xj)X = Uij (patrz cz¦±¢ 2). Skoro Û jest dodatnio okre±lona to Û−1 równie»

(wystarczy wzi¡¢ w = Û−1v), a st¡d F (P ) jest wkl¦sªa. [Uwaga, zakªadamy ±cisª¡ dodatni¡
okre±lono±¢ tj. tylko na zerowych wektorach dostajemy zero. Je±li istnieje v 6= 0, takie »e
Ûv = 0 to w (tylko) tym punkcie nie da si¦ przeprowadzi¢ transformacji Legendre'a w sposób
odwracalny i ró»niczkowalny, na szcz¦±cie takie sytuacje w praktyce mog¡ wyst¡pi¢ jedynie
punktowo] Wypukªo±¢ wzgl¦dem X jest trudniejsza. Podzielmy Û na bloki A−1

ij Uij dla i, j ≤ k,
Bij = Uij dla i ≤ k < j oraz Cij = Uij dla i, j > k:

Û =

 A−1 B

BT C


Mamy dla i > k: ∂F/∂Xi = Pi = Ui. Uwaga Fij 6= Uij bo przy drugim ró»niczkowaniu
ustalone s¡ Pm dla m ≤ k. Musimy skorzysta¢ z faktu, »e(

∂

∂Xi

)
X

=

(
∂

∂Xi

)
P

+
∑
j≤k

(
∂Pj
∂Xi

)
X

(
∂

∂Pj

)
P

=

(
∂

∂Xi

)
P

+
∑
j,m≤k

(
∂Xm

∂Pj

)
P

(
∂Pj
∂Xi

)
X

(
∂

∂Xm

)
X
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gdzie X oznacza ustalenie wszystkich Xj (j 6= i lub j 6= m) a P ustalenie Pn dla n ≤ k (n 6= j)
oraz Xi dla i > k St¡d

Fij = Cij −
∑
m,n≤k

BimAmnBjn

Mamy
∑

ij>k vivjFij =
∑

ij wiwjUij dla wi = vi, i > k oraz wi = −
∑

m,n≤k AmnBnivi dla i ≤ k
a wi¦c F jest wypukªa dla Xi, i > k, poniewa» U jest wypukªa.
Z wypukªo±ci wynika m.in. »e CV = (∂U/∂T )V , Cp = (∂H∂T )p, κT i κS s¡ dodatnie. Uwaga:
wynika z tego tak»e dodatnio±¢ podatno±ci magnetycznej χT = (∂M/∂B)T , która tymczasem
jest ujemna dla diamagnetyków. Pami¦tajmy jednak, »e magnetyzacja nie jest ±cisª¡ staª¡
ruchu i to dlatego warunki stabilno±ci nie dotycz¡ jej, co wªa±nie wida¢ w diamagnetykach.

5 Przemiany fazowe

S¡ sytuacje, w których ukªad musi utraci¢ jednorodno±¢, poniewa» nie mógªby inaczej speª-
ni¢ warunków stablino±ci. Wtedy dzieli si¦ na podukªady, nazywane fazami (2 lub wi¦cej),
o tych samych parametrach intensywnych okre±laj¡cych równowag¦, tj. (∂S/∂Xi)X ≡ P̃i lub
(∂U/∂Xi)X ≡ Pi, czyli T , p, µ, µi, itd., lub 1/T , p/T , µ/T , µi/T , itd., ale ró»nym ich za-
chowaniu (pochodne, posta¢ funkcji). Równo±¢ parametrów intensywnych de�niuje krzyw¡
(powierzchni¦) wspóªistnienia � warunki, kiedy fazy mog¡ istnie¢ jednocze±nie. Ehrenfest za-
proponowaª klasy�kacj¦ przemian fazowych. Pierwszego rodzaju � fazy ró»ni¡ si¦ pochodnymi
jednego z Pi (lub P̃i) po pozostaªych P (lub P̃ ). W oryginale Ehrenfest dyskutowaª pochodne
funkcji µ(T, p), czyli s i v, co dla przemian 1. rodzaju oznacza niezerowe ciepªo przemiany
(ró»nica Ts) i skok obj¦to±ci. Tak jest np. dla przemiany wody w par¦ albo lód. Drugiego
rodzaju � fazy maj¡ takie same pochodne, ale ró»ne pochodne 2. rz¦du (skok cp, αp lub κT ), np.
nadprzewodnictwo w zerowym polu magnetycznym. Mo»na to rozwin¡¢ do dowolnego rz¦du:
przemiana jest k-tego rz¦du, je±li pochodne do rz¦du k − 1 s¡ równe, a jedna z k-tych pochod-
nych ró»ni si¦ dla faz. Je±li ukªad jest wieloskªadnikowy lub jest wi¦cej wielko±ci zachowanych
musieliby±my zast¡pi¢ potencjaª chemiczny energi¡ swobodn¡ Gibbsa G, która nadal zale»aªaby
od Ni, a te mog¡ zmienia¢ si¦ skokowo w przemianie fazowej, dlatego G nie jest dobrym uni-
wersalnym potencjaªem dla klasy�kacji Ehrenfesta. Powinni±my wybra¢ taki potencjaª, który
zostawia tylko jedn¡ zmienn¡ ekstensywn¡, najsprawiedliwiej Ω = −pV lub −Ω/T . Wtedy
relacje Gibbsa-Duhema daj¡ np.

V dp = SdT +
∑
i

Nidµi, −V d(p/T ) = Ud(1/T )−
∑
i

Nid(µi/T )

a wi¦c mamy funkcj¦ p(T, {µi}) lub (p/T )(1/T, {µi/T}) (ogólniej p({Pi}) lub (p/T )({P̃i})) i
to pochodne takich funkcji decyduj¡ o rz¦dzie przemiany. Klasy�kacja Ehrenfesta nie jest w
stanie opisa¢ przemian, kiedy fazy ró»ni¡ si¦ du»o subtelniej, np. wszystkie pochodne s¡ równe,
a ró»nice s¡ innego typu � pochodne wybuchaj¡ (tak dzieje si¦ w tzw. przemianie Kosterlitza-
Thoulessa). Sporn¡ przemian¡ jest kondensacja Bosego-Einsteina, dla która zachodzi na granicy
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dopuszczalnego obszaru p i T (na linii µ = 0), cho¢ niektórzy okre±laj¡ j¡ jako 1. rz¦du ze
wzgl¦du na skok liczby moli, ale przy ustalonej obj¦to±ci (a nie ci±nieniu) lub 3. rz¦du ze
wzgl¦du na skok pochodnej cV , ale zmieniaj¡c V a nie p, czyli stanowi to swobodne uogólnienie
klasy�kacji Ehrenfesta.

5.1 Reguªa faz Gibbsa

Ile faz mo»e wpóªistnie¢ dla k skªadników? (Ogólniej dla k+2 wielko±ci zachowanych, wliczaj¡c
energi¦ i obj¦to±¢). Dla f faz indeksowanych a mamy równania pa(T, µ1, . . . , µk) W równowadze
ci±nienia pa musz¡ by¢ równe co daje f − 1 równa«. St¡d f − 1 ≤ k + 1 czyli f ≤ k + 2. Dla
ukªadu 1-skªadnikowego mamy maksymalnie 3 fazy (tzw. punkt potrójny).

5.2 Stany metatrwaªe

Bywaj¡ sytuacje, »e przemiana fazowa nie zachodzi mimo takiej mo»liwo±ci, poniewa» warunki
stablino±ci na to pozwalaj¡. Mamy wtedy do czynienia ze stanem metatrwaªym (np. przegrza-
nie, przechªodzenie), który utrzymuje si¦ przy braku równowagi z inna faz¡, poniewa» niektóre
procesy wymiany (np. moli przez parowanie), s¡ zablokowane/utrudnione. Jest to mo»liwe
tylko w ograniczonej skali czasu (mo»e by¢ to jednak do±¢ dªugo). Poza krzyw¡ (powierzchni¡)
wspóªistnienia tylko jedna faza jest stabilna, ma najwi¦ksz¡ entropi¦, ta która ma najwi¦ksze
P̃i przy ustalonych pozostaªych (albo najmniejsze Pi przy ustalonych pozostaªych. Wynika to
z faktu, »e zmiana entropii ukªadu faz A i B o ró»nym P̃i a pozostaªych innych P̃j ma posta¢

dS = d(SA + SB) = P̃iAdXiA + P̃iBdXiB +
∑
j 6=i

P̃j(dXjA + dXjB)

Jednak dXA = −dXB (wielko±ci zachowane) wi¦c dS = (P̃iA − P̃iB)dXiA, wi¦c zmiana jest
dodtania je±li P̃iA > P̃iB i dXiA czyli zwi¦ksza si¦ XiA. Dlatego faza stabilna oznacza np.
wi¦ksze −µ/T przy ustalonych 1/T i p/T albo mniejsze µ przy ustalonych T i p. Na krzywej
(powierzchni) wspóªistnienia fazy stabilne musz¡ si¦ zamieni¢. Zatem przedªu»enie metatrwaªe
jest mo»liwe tylko dla nieparzystego rz¦du przemiany (lewy rysunek dla 1. rz¦du) a niemo»liwe
dla parzystego, przynajmniej dla dolnej fazy (prawy rysunek dla 2. rz¦du).
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5.3 Równanie Clausiusa-Clapeyrona

Dla 1 skªadnika mo»na znale¹¢ równanie krzywej wspóªistnienia faz z relacji Gibbsa-Duhema
dµ = −sdT + vdp, bo µ musi zmienia¢ si¦ taka samo dla obu faz na tej krzywej. St¡d ∆sdT =
∆vdp, gdzie ∆s = s2 − s1 jest ró»nic¡ entropii a ∆v = v2 − v1 � obj¦to±ci molowych faz.
T∆s = q jest molowym ciepªem przemiany, czyli dp/dT = q/T∆v.

5.4 Punkt krytyczny

Krzywa (powierzchnia) wspóªistnienia faz mo»e si¦ urywa¢ i potem fazy staja si¦ jedn¡. Punkty
(linie) urwania nazywami krytycznymi. Najpopularniejsze s¡ punkty krytyczne dla 1. skªad-
nika. Okazuje si¦, »e zachowanie wielko±ci termodynamicznych blisko punktu krytycznego (o
okre±lonej temperaturze TK , ci±nieniu pk i potencjale chemicznym µK) jest zwykle uniwersalne
tj. ma posta¢ x ' A(±∆T )a, gdzie ∆T = T −TK (mo»na zast¡pi¢ przez p lub µ liczone wzdªu»
krzywej wspóªistnienia i jej przedªu»enia, zwykle liniowo powi¡zane) Np. ∆v ' A(−∆T )β

gdzie ∆v jest skokiem obj¦to±ci molowych pomi¦dzy fazami. Okazuje si¦, »e dla gazu van der
Waalsa (patrz cz¦±¢ 6.4), mamy β = 1/2. Z �zyki statystycznej mo»na pokaza¢, »e istotnie
tak ogólnie jest, ale... w co najmniej 4 wymiarach. Dla 3 wymiarów β ' 0, 3265 a dla dwóch
β = 1/8 (w 1 nie ma »adnych przemian fazowych). Pokazuje to, »e gaz van der Waalsa jest
tylko przybli»eniem.

6 Przykªady

6.1 Ciepªa wªa±ciwe a ±ci±liwo±ci

Iloraz

Poka»emy, »e
Cp/CV = κt/κad

gdzie t � jest umown¡ temperatur¡ (uwaga: mo»e to by¢ dowolny parametr, nie musi to
by¢ temperatura bezwzgl¦dna ani empiryczna), pojemno±¢ cieplna Cx = (∂̄Q/∂t)X , ±ci±liwo±¢
κx = −V −1(∂V/∂p)x. Dla x = ad, przyjmujemy brak ciepªa (d̄Q = 0).

Dowód I:
Ze wzoru d̄Q = dU + pdV mamy

CV =

(
∂U

∂t

)
V

, Cp =

(
∂U

∂t

)
p

+ p

(
∂V

∂t

)
p

Mo»emy te» skorzysta¢ z faktu, »e(
∂V

∂t

)
p

=

(
∂V

∂U

)
p

(
∂U

∂t

)
p
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Zatem
Cp
CV

=

(
∂U
∂t

)
p(

∂U
∂t

)
V

(
1 + p

(
∂V

∂U

)
p

)
Korzystaj¡c z wªasno±ci (

∂U

∂t

)
p

= −
(
∂p
∂t

)
U(

∂p
∂U

)
t

,

(
∂U

∂t

)
V

= −
(
∂V
∂t

)
U(

∂V
∂U

)
t

Mamy
Cp
CV

=

(
∂p
∂t

)
U(

∂p
∂U

)
t

(
∂V
∂U

)
t(

∂V
∂t

)
U

(
1 + p

(
∂V

∂U

)
p

)
Znów korzystaj¡c z (

∂p
∂t

)
U(

∂V
∂t

)
U

=

(
∂p

∂V

)
U

,

(
∂p
∂U

)
t(

∂V
∂U

)
t

=

(
∂p

∂V

)
t

Dostajemy

Cp
CV

=

(
∂p
∂V

)
U(

∂p
∂V

)
t

(
1 + p

(
∂V

∂U

)
p

)
=

(
∂V

∂p

)
t

((
∂p

∂V

)
U

− p
(
∂p

∂U

)
V

)
Z drugiej strony mamy

0
ad
= d̄Q = dU + pdV =

(
∂U

∂p

)
V

dp+

(
∂U

∂V

)
p

dV + pdV

czyli (
∂p

∂V

)
ad

= −

(
∂U
∂V

)
p
dV + p(

∂U
∂p

)
V

=

(
∂p

∂V

)
U

− p
(
∂p

∂U

)
V

co ko«czy dowód (czynniki −V −1 si¦ skracaj¡).

Dowód II:
Znajdujemy czynnik caªkuj¡cy 1/T dla formy d̄Q = dU −pdV , tak »e d̄Q = TdS. Uwaga: tutaj
S i T s¡ tylko pewnymi funkcjami, których konstrukcja wynika z istnienia czynnika caªkuj¡cego
a nie 2. zasady termodynamiki. Zatem Cx = T (∂S/∂t)x. Z wªasno±ci pochodnych

Cp
CV

=

(
∂p
∂t

)
S(

∂p
∂U

)
t

(
∂V
∂S

)
t(

∂V
∂t

)
S

Znów korzystaj¡c z (
∂p
∂t

)
S(

∂V
∂t

)
S

=

(
∂p

∂V

)
S

,

(
∂p
∂S

)
t(

∂V
∂S

)
t

=

(
∂p

∂V

)
t
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mamy
Cp
CV

=

(
∂p
∂V

)
S(

∂p
∂V

)
t

ale (∂p/∂V )S = (∂p/∂V )ad, poniewa» dS = 0 odpowiada d̄Q = 0.

Ró»nica

Wyrazimy Cp − CV przez ±ci±liwo±¢ izotermiczn¡ κT rozszerzalno±¢ αp = V −1(∂V/∂p)T , gdzie
Cx = (∂̄Q/∂T )x. Uwaga, tutaj T jest odwrotno±ci¡ czynnika caªkujacego formy d̄Q = TdS, a
wi¦c nie korzystamy w peªni z drugiej zasady termodynamiki.

Rozwi¡zanie:

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

= T

(
∂S

∂T

)
V

+ T

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

Tymczasem (
∂S

∂V

)
T

= −
(
∂T
∂V

)
S(

∂T
∂S

)
V

=

(
∂p
∂S

)
V(

∂T
∂S

)
V

=

(
∂p

∂T

)
V

gdzie skorzystali±my z (∂T/∂V )S = −(∂p/∂S)V , który wynika z równo±ci pochodnych krzy»o-
wych w ró»niczce dU = TdS−pdV . Mo»na ten fakt tak»e wyprowadzi¢ z równo±ci pochodnych
krzy»owych dla energii swobodnej Helmholtza F = U − TS, bo dF = −SdT − pdV . Zatem

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

Korzystaj¡c z (
∂p

∂T

)
V

= −

(
∂V
∂T

)
p(

∂V
∂p

)
T

otrzymujemy ostatecznie Cp − CV = TV α2
p/κT

6.2 Przydatne to»samo±ci

Zakªadamy, »e N jest staªe.(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p,
(
∂CV
∂V

)
T

= T

(
∂2p

∂T 2

)
V

Dowód: (
∂U

∂V

)
T

=

(
∂U

∂V

)
S

+

(
∂U

∂T

)
S

(
∂S

∂V

)
T
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Z kolei wiemy, »e (∂U/∂V )S = −p oraz (∂T/∂V )S = −(∂p/∂S)V (wcze±niejsze zadanie). Drug¡
to»samo±¢ otrzymujemy z pierwszej ró»niczkuj¡¢ po T , korzystaj¡c z CV = T (∂S/∂T )V =
(∂U/∂T )V i równo±ci pochodnych krzy»owych ∂2U/∂T∂U = ∂2U/∂U∂T .

6.3 Gaz doskonaªy

Równanie stanu pV = NRT . Wynika z niego zwi¡zek podstawowy S = RN ln(V/N) +Nf(u)
dla u = U/N , a f jest nieznan¡ funkcj¡ (odwrotnie U = Nf−1(S/N −R ln(V/N)), gdzie f−1

jest funkcj¡ odwrotn¡ do f). St¡d T = 1/f ′(u) i 1/cV = (1/f ′(u))′. Cz¦sto zakªadamy staªe
molowe ciepªo wªa±ciwe (cV = kR, k = 3/2 dla gazu 1-atomowego, k = 5/2 dla 2-atomowego).
Wtedy u = cV T +A oraz f ′(u) = cV /(u−A) czyli f = cV ln(u−A)+B, gdzie A,B pewne staªe
(U = N(A+exp(S/cVN−B/cV )(N/V )R/cV ). Gaz doskonaªy ma klasyczny model statystyczny
� cz¡stki nieoddziaªuj¡ce. Zauwa»my, »e entropia jest ujemna przy T → 0 lub V → 0, i wtedy
model klasyczny zaªamuje si¦ (bo z 3. zasady S ≥ 0)
Uwaga: kwantowy gaz doskonaªy ma inne równanie stanu 3pV = 2U , które tak»e wymaga
dodatkowej funkcji do zwi¡zku podstawowego.

6.4 Gaz van der Waalsa

Równanie stanu

(p+ aN2/V 2)(V −Nb) = NRT, p = RT/(v − b)− a/v2

dla v = V/N . Wykorzystj¡c wcze±niejsze to»samo±ci dla pochodnych U i CV po V dostajemy
U = Nf(T ) − aN2/V i cV = f ′(T ). Gaz van der Waalsa ma tylko przybli»one modele sta-
tystyczne, gdy» daje bª¦dne tzw. wykªadniki krytyczne (o tym pó¹niej) w wymiarach do 3
wª¡cznie. Równanie adiabaty (S = const) przy cV = const:

dU + pdV = N(cV dT +RT/(V −Nb)) = 0

ma rozwi¡zanie T cV (V−Nb)R = const. Entropia w tym przypadku S = NcV lnT+RN ln(V/N)+
NB, gdzie B jest nieznan¡ staª¡. Do uzyskania zwi¡zku podstawowego musimy wyznaczy¢
T (U, V,N) = (U + aN2/V −AN)/NcV , gdzie A jest tak»e nieznan¡ staª¡ (cz¦sto przyjmuje si¦
A = 0).

Model gazu van der Waalsa pozwala na opis przemiany fazowej 1. rodzaju i punktu kry-
tycznego. Dla wysokich temperatur κT jest dodatnie, ale w niskich, w pewnym zakresie ob-
j¦to±ci, jest ujemne co ªamie warunki stabilno±ci i wymusza podziaª na 2 fazy. Dzieje si¦
tak poni»ej temperatury krytycznej TK okreslonej równaniami (∂p/∂v)T = (∂2p/∂v2)T = 0
co daje punkt krytyczny (TK , pK , vK) okre±lony RTK = 8a/27b, pK = a/27b2, vK = 3b. W
pobli»u punktu krytycznego mo»na wyznaczy¢ chaylenie krzywej wspóªistnienia faz z równa-
nia Clausiusa-Clapeyrona, bowiem przy zaªo»eniu identycznego cV dla pary i cieczy ∆s =
R ln[(v2 − b)/(v1 − b)] ' R(v2 − v1)/2b czyli dp/dT |K = R/2b. Na lewym rysunku zaznaczone
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s¡ izotermy (staªe T ) gazu van der Waalsa dla temperatur wi¦kszych, równych i mniejszych
od TK (minimalna obj¦to±¢ to Nb). Poni»ej TK fragment rosn¡cy daje ujemne κT , czyli jest
niemo»liwy z warunków stabilno±ci. Z kolei krzyw¡ wspóªistnienia okre±la zasada równych pól
(prawy rysunek), tj. pozioma linia dzieli izoterm¦ tak, aby pola mi¦dzy ni¡ i izoterm¡ byªy
równe (oznaczone + i −). Jest to tzw. konstrukcja Maxwella, wynikaj¡ca z równo±ci ci±nie« i
potencjaªów chemicznych. Dla staªej temperatury µ =

∫
vdp = pv −

∫
pdv czyli dla faz 1 i 2

p(v2 − v1) =

∫ v2

v1

pdv.

Jak wida¢ w wykresu obie fazy mog¡ by¢ przedªu»one do stanów metatrwaªych, ale tylko do
ko«ca obszaru stabiilno±ci

Krzyw¡ wspóªistnienia mo»na wyznaczy¢ parametrycznie, patrz John Lekner, Parametric so-

lution of the van der Waals liquid�vapor coexistence curve, Am. J. Phys. 50, 161 (1982)
http://dx.doi.org/10.1119/1.12877

z = ∆s/2R, f(z) =
z cosh(z)− sinh(z)

cosh(z) sinh(z)− z
, f(0) = 1/2, f(z) = f(−z)

h(z) = cosh(z), g(z) = 1 + 2h(z)f(z) + f 2(z)

v = b+ b exp(±z)/f(z), T =
2a(h(z) + f(z))f(z)

Rbg2(z)
, p =

af 2(z)(1− f 2(z))

b2g2(z)

Funkcje f , g i h s¡ analityczne i parzyste. Dokªadne wykresy (kolor, czarna linia przemiany):
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W pobli»u punktu krytycznego mo»na wyznaczy¢ wykªadniki krytyczne. Najciekawszy jest
wykªadnik β tj. (v2 − v1) ' A(TK − T )β. Poka»emy, »e β = 1/2. Wprowad¹my oznaczenia
∆T = T − TK oraz ∆v = v − vK �atwo zobaczy¢, »e (∂p/∂v)T < 0 dla vK i T < TK czyli
v1 < vK < v2. Równo±¢ ci±nie« oznacza p1 = p2 a równo±¢ potencjaªów chemicznych oznacza

p(∆v2 −∆v1) =

∫ ∆v2

∆v1

pd∆v ⇔
∫ ∆v2

∆v1

p′∆vd∆v = 0 (∗)

gdzie w ostatnim kroku wykorzystujemy caªkowanie przez cz¦±ci oraz p′ = (∂p/∂v)T . Rozwi-
jamy ci±nienie w szereg wokóª punktu krytycznego:

p ' pK +
R∆T

2b
− R∆T

4b2
∆v +

R∆T

8b3
∆v2 − a∆v3

2(3b)5
+

7a∆v4

4(3b)6

plus wyrazy wy»szego rz¦du. Wprowadzamy oznaczenie ∆vs = ∆v1 + ∆v2 i ∆vr = ∆v2 −∆v1

Poniewa» v1 < vK < v2, wi¦c ∆vr > ∆vs. Z równo±ci ci±nie« otrzymujemy

0 ' −R∆T

4b2
∆vr +

R∆T

8b3
∆vr∆vs −

a∆vr
8(3b)5

(3∆v2
s + ∆v2

r) (∗∗)
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a z (∗) mamy

0 ' −R∆T

8b2
∆vr∆vs +

R∆T∆vr
48b3

(3∆v2
s + ∆v2

r)−
a∆vr∆vs
16(34b5)

(∆v2
s + ∆v2

r) +
7a∆v5

r

80(3b)6

Odejmuj¡c poprzednie równanie, pomno»one przez ∆vs/2, otrzymamy

0 ' R∆T∆v3
r

48b3
− a∆vs∆v

3
r

8(3b)5
+

7a∆v5
r

80(3b)6

Jednak ∆vr 6= 0, a wi¦c ∆vs ' 34R∆Tb2/2a + 7∆v2
r/30b. Oczywi±cie jest to przybli»enie, ale

z dalszej postaci szeregu wynika, »e poprawki musiaªyby by¢ wy»szego rz¦du. To wystarczy,
aby zaniedba¢ ∆vs w równo±ci ci±nie« (∗∗) co daje ∆v2

r ' −2 · 35b3R∆T/a czyli β = 1/2 a
tak»e ∆vs ' −36R∆Tb2/10a. Dla prawdziwych gazów jest tak tylko od 4 wymiarów, dla 2
mamy β = 1/8 a dla 3 wymiarów β ' 0, 3265. St¡d model van der Waalsa jest sªuszny tylko w
przybli»eniu i nie opisuje prawidªowo okolic punktu krytycznego.

Mo»na jeszcze przeanalizowa¢ zachowanie ciepªa wªa±ciwego blisko punktu krytycznego na
krzywej wspóªistnienia i jej przedªu»eniu. Dzi¦ki znajomo±ci ∆vs i ∆vr mo»emy znale¹¢ tak»e
istotn¡ poprawk¦ do nachylenia

dp

dT
=

R

∆v2 −∆v1

(ln(1 + ∆v2/2b)− ln(1 + ∆v1/2b))

' R

2b
− R(∆v1 + ∆v2)

8b2
+
R(∆v2

1 + ∆v1∆v2 + ∆v2
2)

24b3

dp

RdT
' (2b)−1 +

34R∆T

20a
Ciepªo wªa±ciwe na krzywej wspóªistnienia ma posta¢

cwsp/T =

(
∂s

∂T

)
wsp

=

(
∂s

∂T

)
p

+

(
∂s

∂p

)
T

dp

dT

=

(
∂s

∂T

)
v

+

(
∂s

∂p

)
T

(
dp

dT
−
(
∂p

∂T

)
v

)
Z kolei (

∂s

∂p

)
T

= −
(
∂v

∂T

)
p

=
(∂p/∂T )v
(∂p/∂v)T

St¡d

cwsp/T = cv/T +
(∂p/∂T )v
(∂p/∂v)T

(
dp

dT
−
(
∂p

∂T

)
v

)
Na przedªu»eniu krzywej wspóªistnienia

∆p ' R∆T

2b
+

34(R∆T )2

40a
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co porównuj¡c z rozwini¦ciem ci±nienia daje ∆v = −34R∆Tb2/10a. Wtedy (∂p/∂T )v = R/2b+
34R∆T/40a i dlatego wyraz w nawiasie daje 34R∆T/40a. Z kolei (∂p/∂v)T = −R∆T/4b2 i
dlatego ∆T si¦ skraca (!), wi¦c cwsp ' cv − 6R/5 dla T & TK . Poni»ej TK(

∂p

∂T

)
v

=
R

v − b
' R

2b
− R∆v

4b2
+
R∆v2

8b3

Podstawiaj¡c poprzednie wyniki

dp

dT
−
(
∂p

∂T

)
v

' R∆v

4b2
+

19 · 34R2∆T

80a

oraz (∂p/∂v)T ' R∆T/2b2. Bior¡c pod uwag¦, »e 2∆v ' ±
√

∆v2
r otrzymamy

cwsp ' RTK∆v/4b∆T ' ±
√
−2aR/3b∆T

czyli ciepªo wybucha w punkcie krytycznym jak 1/
√
−∆T . Je±li jednak we¹miemy ±redni¡

ciepeª dla obu faz to musimy jeszcze policzy¢

R∆vr
16b2

∆(∂T/∂v)p
(∂T/∂v)2

p

=
R∆vr
16∆T 2

(
a∆vr∆vs
R(3b)4

− 2a∆v3
r

R36b5

)
co ostatecznie daje (∆T si¦ znów skraca)

c̄wsp ' cv − 9R/10

Jak wida¢ w punkcie krytycznym jest wi¦c nieci¡gªo±¢, skok c wynosi −3R/10.

6.5 Napi¦cie powierzchniowe

Termodynamika opisuje nie tylko ukªady 3-wymiarowe ale tak»e 2 i 1-wymiarowe, takie jak
powierzchnie graniczne, np. pomiedzy fazami w równowadze. Najcz¦±ciej wyst¦puje jakie± na-
pi¦cie powierzchniowe σ, równe pracy potrzebnej na powi¦kszenie powierzchnid̄W = σdA, gdzie
A jest powierzchni¡. Na przykªad kropla fazy 1 otoczona faz¡ 2 w równowadze mechanicznej i
termicznej wykazuje równo±¢ temperatur, ale nie ci±nie«, bo w równowadze

0 = TdS = (p1 − p2)dV1 − σdA

Kropla przyjmuje ksztaªt kuli, bo wtedy ma najmniejsz¡ powierzchni¦ przy staªej obj¦to±ci
(intuicyjne oczywiste, ±cisªy dowód opiera si¦ na tzw. symetryzacji Steinera � pokazaniu,
»e wyrównanie dowolnej bryªy symetrycznie wzgl¦dem jakiejkolwiek pªaszczyzny zmniejsza
jej powierzchni¦). Wtedy V1 = 4πr3/3, A = 4πr2 a wi¦c warunek równowagi ma posta¢
(p1 − p2) = 2σ/r. Oznacza to, »e ci±nienie wewn¡trz kropli jest wi¦ksze ni» na zewn¡trz. Wy»-
sze ci±nienie oznacza tak»e wy»szy potencjaª cheniczny, bo z relacji Gibbsa-Duhema dla T =
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const mamy dµ = vdp. Kropla mo»e by¢ wi¦c niestablina termodynamicznie, je±li 2v1σ/r > ∆µ
(dokªadniej

∫ p1
p2
v1(p)dp > ∆µ), gdzie ∆µ jest ró»nic¡ potencjaªów chemicznych faz pod ci±nie-

niem p2, dodatnia kiedy faza 2 jest metatrwaªa. Daje to ograniczenie na r, zbyt maªe krople
nie powi¦ksz¡ si¦ mimo, »e to 1 jest faz¡ stabiln¡. Dopiero dostatecznie du»e krople doprowa-
dzaj¡ do przemiany w faz¦ 1. Dlatego fazy metatrwaªe (ciecz przegrzana, para przechªodzona)
utrzymuj¡ si¦ dopóki nie ma dostatecznie du»ych zarodków inicjuj¡cych faz¦ stabiln¡.

6.6 Gaz fotonów

Równanie stanu: 3pV = U (tak»e dla ka»dych cz¡stek o (prawie) zerowej masie, np. neutrin).
Liczba fotonów nie jest zachowana, wi¦c nie mo»e opisywa¢ stanu termodynamicznego. Z
rózniczki d̄Q = TdS = dU + pdV wynika »e (dU/dV )ad = (∂U/∂V )S = −p = −U/3V . Mo»emy
wi¦c rozwi¡za¢ równanie adiabaty S = const

dU/dV = −U/3V ⇔ 3dU

U
= −dV

V

czyli 3 lnU + lnV jest staªe albo U3V jest staªe. St¡d S = f(U3V ), poniewa» nie ma zale»no±ci
N . Funkcj¦ f wyznaczamy z warunku ekstensywno±ci S mamy f(x) = ax1/4 i ostatecznie
S = aU3/4V 1/4 lub U = (S/a)4/3/V 1/3, a wi¦c T = a−4/3(4/3)(S/V )1/3 oraz U = a4(3/4)4V T 4 i
p = a4(3/4)4T 4/3. Zwró¢my uwag¦ na zale»no±¢ T 4 charakterystyczn¡ np. dla gwiazd (prawo
Stefana-Boltzmanna). Niezale»no±¢ od N oznacza tak»e, »e G(T, p) = 0

6.7 Guma

Gum¦ opisujemy jej ekstensywn¡ dªugo±ci¡ L i napr¦»eniem I = (∂U/∂L)ad czyli d̄W = IdL
oraz dU = TdS + IdL. W pewnych warunkach grzeje si¦ przy adiabatycznym rozci¡ganiu tj.
(∂T/∂L)S > 0. Tymczasem z równo±ci pochodnych krzy»owych dla G(T, I) = U − TS − IL,
dG = −SdT − LdI,(

∂L

∂T

)
I

=

(
∂S

∂I

)
T

= − (∂T/∂I)S
(∂T/∂S)I

= −− (∂T/∂L)S(∂L/∂I)S
(∂T/∂S)I

Jednak T/CI = (∂T/∂S)I = (∂2H/∂S2)I (entalpia H(S, I) = U−IL) jest dodatnie bo entalpia
jest wypukª¡ funkcj¡ S, natomiast −(∂L/∂I)S = (∂2H/∂I2) jest ujemne do H jest wklesª¡
funkcj¡ I (patrz cz¦±¢ 4). St¡d wtedy guma kurczy si¦ przy ogrzewaniu tj. (∂L/∂T )I < 0.

6.8 Magnetyk

Dla gazu d̄W = −pdV , dla magnetyka d̄W = BdM. St¡d proste "tªumaczenie" magnetyków na
gazyM→ V , B → −p. Uwaga, cz¦sto B = µ0H orazM = MV , gdzie V jest staªe (zwykle
zakªadamy brak piezomagnetyzmu, czyli deformacji polem magnetycznym). Nie korzystamy
wtedy z ekstensywno±ci!
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Paramagnetyk

Ma równanie stanu M = cB/T , co daje U = V f(T, n) (nie zale»y od B i M) i entropi¦
S = V h(T, n)− VM2/2c (funkcje h i f s¡ zale»ne, tj. f(T, n) = ∂h/∂(1/T )).

6.9 Silniki cieplne

Silnik cieplny dziaªa na zasadzie cyklicznego procesu, który najcz¦±ciej opisuje si¦ jako pseudo-
statyczny, obrazuj¡c zamkni¦t¡ krzyw¡ w pªaszczy¹nie parametrów pracy (np. p− V ). Mo»na
go równie» obrazowa¢ w pªaszczy¹nie T −S. W cyklu rozró»nia si¦ pobieranie i oddawanie cie-
pªa, odpowiednio Q1 i Q2. Sprawno±¢ cyklu to stosunek wykonanej pracy do ciepªa pobranego,
η = W/Q1 = 1−Q2/Q1. Praca W = Q1−Q2 jest polem zakre±lonym przez krzyw¡ procesu w
pªaszczy¹nie pracy (np. p− V ) lub T − S.

Podstawowy jest cykl Carnota, zªo»ony z dwóch procesów adiabatycznych (adiabat) i dwóch
izotermicznych (naprzemiennie). Terminologia: adiabatyczny/adiabata � staªa entropia (brak
wymiany ciepªa), izotermiczny/izoterma � staªa temperatura, izobaryczny/izobara � staªe ci-
±nienie, izochoryczny/izochora � staªa obj¦to±¢. Sprawno±¢ cyklu Carnota wynosi 1 − T2/T1,
gdzie T1 to temperatura izotermicznego pobierania ciepªa (wi¦ksza), a T2 temperatura izoter-
micznego oddawania ciepªa (rysunek).

6.10 Proces Joule'a-Thomsona

Proces pseudostatyczny nieodwracalny polegaj¡cy na przeciskaniu gazu przez porowat¡ prze-
grod¦ (albo z male«k¡ dziurk¡) pomi¦dzy komorami o staªych ale ró»nych ci±nieniach, od wi¦k-
szego p1 do mniejszego p2. Jest to proces adiabatyczny, ale nieodwracalny, wi¦c entropia nie
jest zachowana. W procesie jest za to zachowana entalpia H, poniewa» U2 − U1 = p1V1 − p2V2

oraz N1 = N2. Entropia z kolei ro±nie bo

S2 − S1 =

∫ p2

p1

dp

(
∂S

∂p

)
H

= −
∫ p2

p1

(V/T )dp > 0
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bowiem dH = TdS+V dp czyli dS = dH/T − (V/T )dp oraz p1 > p2. Proces Joule'a-Thomsona
mo»e by¢ wykorzystywany do chªodzenia, je±li (∂T/∂p)H jest dodatnie. Tymczasem(

∂T

∂p

)
H

= − (∂H/∂p)T
(∂H/∂T )p

= −C−1
p

(
∂(V/T )

∂(1/T )

)
p

= C−1
p

(
T

(
∂V

∂T

)
p

− V

)
gdzie wykorzystali±my Cp = (∂H/∂T )p (wynika z dH) oraz pochodne krzy»owe d(S −H/T ) =
−Hd(1/T ) − (V/T )dp. Poniewa» Cp > 0 z warunków stabilno±ci, decyduje znak wyra»enia
w nawiasie. Dla gazu doskonaªego dostajemy zero, dla gazu van der Waalsa znak mo»e si¦
zmienia¢.

6.11 Mieszaniny

Ukªady wieloskªadnikowe opisuj¡ osobne liczby moli N1,..,Nk. De�niujemy uªamki molowe
xi = Ni/N dla N =

∑
iNi. Nie s¡ niezale»ne, bo

∑
i xi = 1, czyli jeden zale»y od pozostaªych.

potencjaªy chemiczne mog¡ by¢ jedynie funkcjami zmiennyc intensywnych, ewentualnie ilorazów
par ekstensywnych (bo wynik jest intensywny), np. U/N . Zatem np. µi = µi(T, p, x1, . . . , xk−1,
ale nie mo»e by¢ dodatkowej zale»no±ci od xk (zmienna zale»na) lub N (samotna zmienna eks-
tensywna). Je±li skªadniki nie oddziaªuj¡ ze sob¡, to z �zyki statystycznej mo»na wyprowadzi¢
twierdzenie Gibbsa

F (T, V,N1, . . . , Nk) =
∑
i

Fi(T, V,Ni)

gdzie Fi to funkcje czystych skªadników (pozostaªe Nj = 0). Równowa»nie jest dla −pV =
Ω(T, V, {µi}), dlatego ci±nienie caªkowite mo»na interpretowa¢ jako sum¦ ci±nie« ka»dego skªad-
nika, tzw. parcjalnych, jest to prawo Raoulta. Je±li skªadniki s¡ gazami doskonaªymi tj.
pV = NiRT dla czystego skªadnika, to Fi = Nifi(T ) − RNiT ln(V/Ni), gdzie fi jest nieznan¡
funkcj¡. Wtedy dla caªej mieszaniny pV = NRT . St¡d

G =
∑
i

(Nigi(T ) +RTNi ln p+RTNi lnxi)

oraz µi = gi(T ) +RT ln p+RT lnxi.
Dla 2 skªadników ju» z relacji Gibbsa-Duhema mamy µ2 = µ0

2(T, p) + RT lnx2 je±li µ1 =
µ0

1(T, p) +RT lnx1. Mamy bowiem (patrz cz¦±¢ 3.1)

−sdT + vdp = x1dµ1 + x2dµ2

gdzie s = S/N , v = V/N . Zakªadaj¡c staªe T, p relacja upraszcza si¦ do x1dµ1 + x2dµ2 = 0.
Jednak dµ1 = RTd lnx1 = RTdx1/x1 czyli RTdx1+x2dµ2 = −RTdx2+x2dµ2 = 0 (bo x1+x2 =
1 czyli dx2 = −dx1). Zatem dµ2 = RTdx2/x2 = RTd lnx2, a wi¦c µ2 = µ0

2(T, p) +RT lnx2.
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6.12 Reakcje chemiczne

Kiedy skªadniki mog¡ si¦ wymienia¢ atomami, wtedy liczba moli zwi¡zku chemicznego prze-
staje by¢ staªa, a b¦dzie ni¡ liczba moli pierwiastków skªadowych. Taki opis jest dobry tylko
klasycznie, kiedy cz¡steczki s¡ dobrze lokalizowane, i kwantowa nieoznaczono±¢ obj¦tosci cz¡-
steczki jest maªa w porównaniu z dost¦pn¡ obj¦to±ci¡ na jedn¡ cz¡steczk¦. Oznaczmy zwi¡zki
chemiczne przez greckie indeksy, np. α a pierwiastki przez ªaci«skie, np. i. Zatem Nα nie jest
zachowane, a Ni jest. Odpowiednie potencjaªy chemiczne to µi. Nie wszystkie Nα s¡ okre±lone,
bo pozostaje swoboda reakcji ∑

α

ναAα 
 0

np.
2H2 +O2 
 2H2O

czytamy A1 = H2, ν1 = 2, A2 = O2, ν2 = 1, A3 = H2O, ν3 = −2. W czasie reakcji nast¦puj¡
zmiany moli ∆Nα = ναÑ , gdzie Ñ jest nieustalon¡ zmienn¡ (jakby istniaªa wirtualna ±cianka
umo»liwiaj¡ca zmian¦ Ñ) Jej warto±¢ trzeba wyznaczy¢ z warunku minimalizacji F (patrz
ko«cówka cz¦±ci 3) przy ustalonej temperaturze (kontakt z rezeruwarem), czyli

0 =

(
∂F

∂Ñ

)
T,V,Ni

=
∑
α

να

(
∂F

∂Nα

)
T,V,Nβ

(∗ ∗ ∗)

Z kolei ci±nienie

p = −
(
∂F

∂V

)
T,V,Ni

= −
(
∂F

∂V

)
T,V,Nα

−
∑
α

(
∂F

∂Nα

)
T,V,Nβ

(
∂Nα

∂V

)
T,V,Ni

= −
(
∂F

∂V

)
T,V,Nα

−
∑
α

(
∂F

∂Nα

)
T,V,Nβ

να

(
∂Ñ

∂V

)
T,V,Ni

,

ale na mocy poprzedniej równo±ci ostatni wyraz znika czyli p = −(∂F/∂V )T,V,Nα .
Cz¦sto mieszanin¦ zwi¡zków mo»na dobrze opisywa¢ jako mieszanin¦ gazów doskonaªych,

poniewa» reakcja odbywa si¦ w punktach zderze«, oddzialywania maja bardzo krótki zasi¦g.
Wtedy obowi¡zuje twierdzenie Gibbsa

F =
∑
α

Fα(T, V,Nα)

gdzie Fα jest obliczone dla pojedynczego, niereaguj¡cego zwi¡zku. Dla gazów doskonaªych
mamy Fα = Nαfα(T ) − RTNα ln(V/Nα), a ci±nienie znów b¦dzie sum¡ wkªadów od ka»dego
zwi¡zku (parcjalnych). Wtedy pV =

∑
αRTNα. Zatem warunek (∗ ∗ ∗) oznacza∏
α

vναα = K(T ),
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gdzie vα = V/Nα natomiast K(T ) = exp
∑

α να(1 + fα(T )/RT ). Jest to tzw. prawo dzia-
ªania mas. W niektórych podr¦cznikach wyprowadza si¦ je de�niuj¡c potencjaªy chemiczne
dla zwi¡zków a nie pierwiastków, cho¢ opis termodynamiczny zasadniczo na to nie pozwala
(niezachowane parametry), ale wynik otrzymuje si¦ ten sam.

6.13 Roztwory

Roztwór jest mieszanin¡ z 1 skªadnikiem dominuj¡cym (rozpuszczalnik), podczas gdy inne
(rozpuszczone) wyst¦puj¡ w du»o mniejszej ilo±ci (np. sól w wodzie). W takiej sytuacji mo»na
zastosowa¢ twierdzenie Gibbsa i przybli»y¢ skªadniki rozpuszczone przez gazy doskonaªe (nawet
je±li nierozpuszczone nie s¡, np. sól), poniewa» cz¡steczki s¡ daleko od siebie (cho¢ mog¡
by¢ blisko rozpuszczalnika). Dla skªadników rozpuszczonych otrzymujemy wi¦c µi = fi(T ) −
RT ln(V/Ni) a dla rozpuszczalnika µ1 = µ1(T, V,N1) oraz

p = −
(
∂F

∂V

)
T,Ni

= −
(
∂F1

∂V

)
T,V,N1

+
∑
i>1

RTNi/V = p0(T, µ1) +
∑
i>1

RTNi/V

gdzie p0 jest ci±nieniem czystego rozpuszczalnika. Oznacza to, »e potencjaª chemiczny roz-
puszczalnika dla ustalonej obj¦to±ci jest taki sam jak w czystym przypadku, ale ci±nienie jest
wi¦ksze. Zdarza si¦, »e roztwór jest w równowadze z czyst¡ faz¡ rozpuszczalnika (par¡, sta-
nem staªym). Przemiana fazowa musi jednak wyst¦powa¢ przy ni»szym ci±nieniu, je±li druga
faza ma wi¦ksz¡ obj¦to±¢ molow¡ (nachylenie ∂µ/∂p), a mniejszym je±li druga ma mniejsz¡
obj¦to±¢ (rysunek). Na podstawie równania Clausiusa-Clapeyrona (patrz koniec cz¦±ci 4) ozna-
cza to tak»e, »e przy ustalonym ci±nieniu przemiana zachodzi przy wy»szej temperaturze, je±li
przej±cie do drugiej fazy wymaga dodatniego ciepªa przemiany (topnienie, parowanie) a przy
ni»szej, je±li ujemnego (zamarzanie, skraplanie). Dla maªych uªamków molowych zmiana tem-
peratury przemiany wynosi ∆T = RT 2x/q, gdzie q � ciepªo przemiany, x � ª¡czny uªamek
molowy skªadników rozpuszczonych. Dlatego np. solanka wrze w temperaturze wy»szej ni»
100◦C a zamarza w temperaturze ni»szej ni» 0◦C.

6.14 Nadprzewodnictwo

Charakterystyczn¡ cech¡ nadprzewodnika jest wypychanie pola magnetycznego z wn¦trza, co
z równania Ampere'a poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ wiecznie kr¡»¡cego pr¡du. Jest to mo»liwe
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tylko do pewnego granicznego pola zewn¦trznego Bc po czym nadprzewodnik traci podat-
no±¢ magnetyczn¡, tj. M = 0. Zatem energia swobodna Gibbsa w fazie normalnej wynosi
GN(T,B) = GN(T ) (bo pole B nie ma znaczenia) a w nadprzewodz¡cej M = −B/µ0 (bo pole
BS = B + µ0M = 0) czyli

dG = −SdT −MV dB = −SdT +BV dB/µ0 = −SdT + V dB2/2µ0

czyli GS(T,B) = GS(T ) − V B2/2µ0 . Na granicy faz musi zachodzi¢ równo±¢ GS = GN

co mo»na uzasadni¢ np. równo±ci¡ ci±nie« p = −(∂G(T,B, V )/∂V )T,B bo G = V g(T,B) (z
ekstensywno±ci G, V i intensywno±ci T , B) czyli p = −g. Zatem

GN(T ) = GS(T )− V B2
c (T )/2µ0

Skok entropii

∆S = SN − SS =

(
∂GS

∂T

)
B

−
(
∂GN

∂T

)
B

= −V Bc
dBc

µ0dT

Je±li Bc = B0(1 − (T/Tc)
2)dla T ≤ Tc to ∆S = 2V BcB0T/µ0T

2
c (a skok magnetyzacji ∆M =

Bc/µ0) czyli jest to przemiana 1. rodzaju. Rozwa»aj¡c lini¦ B = 0 przemian¦ otrzymujmemy
dla T = Tc, a wi¦c skoku entropii ani magnetyzacji nie ma, bo Bc = 0. Jest za to skok ciepªa
wªa±ciwego

∆CB = Tc∆

(
∂S

∂T

)
B

= Tc

(
∂∆S

∂T

)
B

= 4V B2
0/µ0Tc

a tak»e podatno±ci ∆χT = ∆(∂M/∂B)T = 1/µ0. Dlatego jest to przemiana 2. rodzaju.
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Fizyka statystyczna

7 Mechanika klasyczna

Klasyczny ruch opisuj¡ trajektorie, wspóªrz¦dne jako funkcje czasu qi(t) (i = 1, 2, . . . ), t � czas.
Krócej piszemy q(t) maj¡c na my±li wszystkie wspóªrz¦dne (mog¡ to by¢ nie tylko wektory
trójwymiarowe, ale te» k¡ty, dªugo±ci wzdªu» krzywych, itp.). Wa»ne s¡ pr¦dko±ci q̇i ≡ dqi/dt
(q̇ ≡ dq/dt). Dynamik¦ zadaje funkcja Lagrange'a L(q, q̇, t). Przykªady (wi¦cej w cz¦±ci 12.1)
cz¡stka nierelatywistyczna L = T − V , gdzie T = m|~̇q|2/2 (energia kinetyczna) i V (q, t) �
potencjalna (uwaga: przed V jest minus i tak ma by¢!), wi¦cej w cz¦±ci 10. Relatywistycznie T

zast¦pujemy przez −mc2dτ/dt = −mc
√
c2 − |~̇q|2, τ jest tzw. czasem wªasnym [Uwaga: mo»na

potraktowa¢ czas wªasny τ jako faktyczny a zwykªy jako 4. wymiar przestrzeni i wtedy T →
−m((cṫ)2 − |~q|2)/2 i Φ → ṫΦ, gdzie ȧ = da/dτ , ale prowadzi to do paradoksu ontologicznego]
Klasyczny ruch otrzymujemy minimalizuj¡c dziaªanie

∫
Ldt przy ustalonych ko«cach tj. q(t1)

i q(t2). Daje to równania Eulera-Lagrange'a

ṗi = dpi/dt = ∂L/∂qi, pi = ∂L/∂q̇i

(p � nazywamy p¦dem, w ogólnym znaczeniu, nie musi to by¢ tylko wektor trójwymiarowy).
Transformacja Legendre'a funkcji Lagrange'a daje funkcj¦ Hamiltona

H(q, p, t) =
∑
i

q̇ipi − L

Je±li L = L(q, q̇) (nie zale»y jawnie od czasu) to H jest staª¡ ruchu � energi¡ (mog¡ oczywi±cie
by¢ i inne staªe ruchu, np. p¦d, moment p¦du). Tym razem H = T + V i plus jest OK,

relatywistycznie T = −mc/
√
c2 − |~̇q|2.

7.1 Przestrze« fazowa

Przestrze« fazow¡ konstruuje si¦ jako Γ = (q, p), bo dΓ(t) = dqdp nie zmienia si¦ w czasie, na
mocy twierdzenia Liouville'a, które wynika wprost z równa« Eulera-Lagrange'a∑

i

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
= 0

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego



7. MECHANIKA KLASYCZNA 29

Dla elementu obj¦to±ci Vx = dx1 · · · dxn zale»nego od czasu mamy Vx = detMdy1 · · · dyn, gdzie
y stanowi¡ wspóªrz¦dne niezale»ne od czasu aM = (∂x/∂y) jest macierz¡ pochodnych ∂xi/∂yj.
Mamy dVx = d det(∂x/∂y)dy1 · · · dyn. Ze wzoru Jacobiego dla macierzy M

d detM = ( detM)Tr(M−1dM),

gdzie TrA =
∑

iAii to ±lad macierzy (wynika prosto np. z rozwini¦cia Laplace'a i wzorów na
macierz odwrotn¡ przez minory), dostajemy

d det(∂x/∂y) = det(∂x/∂y)Tr(∂y/∂x)(∂dx/∂y) = det(∂x/∂y)Tr(∂dx/∂x)

(zapis macierzowy). Przy zale»no±ci od czasu zast¦pujemy dx przez ẋ, dostajemy zero dla
x = (q, p) na mocy twierdzenia Liouville'a i wnioskujemy, »e obj¦to±¢ przestrzeni fazowej si¦
nie zmienia.

7.2 Ewolucja i nawiasy Poissona

Równania ewolucji mo»na zgrabnie zapisa¢ za pomoc¡ tzw. nawiasów Poissona dla dowolnych
funkcji X(q, p) i Y (q, p) (nie tylko prostych wspóªrz¦dnych!)

{X, Y } =
∑
i

(
∂X

∂qi

∂Y

∂pi
− ∂Y

∂qi

∂X

∂pi

)
bo q̇i = −∂H/∂pi = {qi, H} oraz ṗi = −∂H/∂qi = {pi, H}. Ponadto {qi, pj} = δij. Mo»na
wprowadzi¢ operator ewolucji na wektorze (q, p) w postaci

(q, p)(t) =

∫
dq0dp0Û(t, t′)(q0, p0)

gdzie

Û(t, t′) = T exp

∫ t

t′
L̂(t′′)dt′′

gdzie T oznacza iloczyn chronologiczny, tj. rozwini¦cie w szereg Taylora i ustawienie L̂(t′′)
w kolejno±ci od najwi¦kszego czasu do najmniejszego. Natomiast L̂A = {A,H}. Je±li L nie
zale»y od czasu to Û = exp L̂(t − t′). Dzi¦ki temu mo»emy zmieni¢ perspektyw¦ i analizo-
wa¢ jak zmieniaj¡ si¦ warto±ci funkcji X(q, p) (a nie ich argumentów � mikrostanów). Wtedy
X(q, p, t) = Û−1(t, t′)X(q, p, t′). Zwykle nie znamy dokªadnych poªo»e« i p¦dów a jedynie ich
dodatni rozkªad prawdopodobie«stwa ρ(q, p) umormowany, tj.

∫
dΓρ = 1. Rozkªad ten te»

zmienia si¦ w czasie ρ(q, p, t) = Û(t, t′)ρ(q, p, t′). Wtedy mo»emy zapisywa¢ ±rednie np.

〈X(t1)Y (t2)Z(t3)〉 ≡
∫
dΓX(Γ, t1)Y (Γ, t2)Z(Γ, t3)ρ(Γ, 0)
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8 Mechanika kwantowa

Klasyczne wspóªrz¦dne q stanowi¡ teraz baz¦ zespolonej przestrzeni liniowej (Hilberta), szcze-
góªy w uzupeªnieniach matematycznych, cz¦±¢ 13.11. Z mechaniki klasycznej konstruujemy
dziaªanie

S(q, t, q, t′) =

∫ t,q

t′,q′
L(q′′, q̇′′, t′′)dt′′

i wprowadzamy unitarny operator ewolucji Û(t, t′) jako

U(q, q′) =

∫
DqeiS/~

gdzie ~ = h/2π jest kre±lon¡ staª¡ Plancka (cz¦±ciej u»ywan¡ ni» historyczna niekre±lona h =
2π~). Tutaj caªkujemy po wszystkich realizacjach (trajektoriach) q, takich »e q(t) = q oraz
q(t′) = q′. Miar¦ caªkowania mo»na trakowa¢ jako granic¦

Dq = lim
n→∞

n∏
k=1

dq(t′ + (t− t′)k/(n+ 1))/Cn

gdzie Cn jest czynnikiem normalizuj¡cym (szczegóªowe omówienie tej procedury w cz¦±ci 12.2).
Je±li T jest form¡ kwadratow¡ pr¦dko±ci to prowadzi to do kwantowego formalizmu Hamiltona,
tj.

Û(t, t′) = T exp

∫ t

t′
dt′′Ĥ(t′′)/i~

Z kolei operator Hamiltona (hamiltonian)Ĥ(t) = H(q̂, p̂, t), gdzie q̂ =
∫
qdq|q〉〈q| (operator

poªo»enia) oraz p̂ =
∫

(−i~∂δ(q − q′)/∂q)|q〉〈q′|dqdq′ (operator p¦du) lub

p̂|ψ〉 =

∫
dq(−i~∂ψ(q)/∂q)|q〉

Operatory poªo»enia i p¦du s¡ hermitowskie. To tak»e daje wa»n¡ analogi¦ z mechanik¡ kla-
syczn¡: [q̂j, p̂k] = i~δjk (po prawej stronie jest jeszcze operator jednostkowy, który opuszczamy
w takich zapisach), gdzie[X̂, Ŷ ] = X̂Ŷ − Ŷ X̂ oznacza komutator. Uwaga: Dla macierzy (sko«-
czenie wymiarowych) TrX̂Ŷ = TrŶ X̂ wi¦c Tr[X̂, Ŷ ] = 0, co przeczyªoby powy»szemu wynikowi
(i∞), jednak w niesko«czonym wymiarze mo»e by¢ inaczej. Operator Hamiltona jest hermi-
towski, tj. Ĥ = Ĥ† je±li L nie zmienia si¦ przy jednoczesnym odwróceniu czasu, poªo»e« i
ewentualnym sprz¦»eniu zespolonym (bywaj¡ zespolone funkcje Lagrange'a), a tak musi by¢
(tzw. twierdzenie/postulat CPT � charge/ªadunek-parity/parzysto±¢-time/czas) Je±li L nie
zale»y jawnie od czasu to Û(t, t′) = exp(Ĥ(t− t′)/i~) Uwaga, je±li L nie jest kwadratow¡ funk-
cj¡ pr¦dko±ci (np. relatywistycznie) dla cz¡stki punktowej to jest problem. Mo»na próbowa¢
wymusi¢ form¦ kwadratow¡ zamieniaj¡c jak klasycznie czas na czas wªasny, R.P. Feynman Ma-

thematical formulation of the quantum theory of electromagnetic interaction, Phys. Rev. 80,

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego



9. ENTROPIA STATYSTYCZNA I ZASADA MAKSIMUM 31

440 (1950), ale trzeba sztucznie wybiera¢ okre±lone funkcje wªasne. Na szcz¦±cie fundamentalne
funkcje Lagrange'a w teorii pola (w peªni relatywistycznej!) s¡ kwadratowe w pr¦dko±ciach i
problem znika. Jest to ±ci±le powi¡zane z dwoma etapami przechodzenia od mechaniki kla-
sycznej do kwantowej: pierwsz¡ kwantyzacj¡ q → |ψ〉 =

∫
ψ(q)|q〉dq i drug¡ kwantyzacj¡ kiedy

ψ(q) traktujemy jako klasyczne "poªo»enie" i zamieniamy ψ → |Ψ〉 gdzie |Ψ〉 =
∫
DψΨ[ψ]|ψ〉

(caªka po funkcjach, tj. warto±ciach nieznanej funkcji).
Analogicznie do mechaniki klasycznej mo»emy dokonywa¢ ewolucji czasowej dla operatorów

X̂(t) = Û−1(t, t′)X̂(t′)Û(t, t′) ≡ Ǔ−1(t, t′)X̂(t′)

Tutaj Ǔ jest (super)operatorem ewolucji analogicznym do klasycznego, tj.

Ǔ(t, t′) = T exp

∫ t

t′
Ľ(t′′)dt′′

gdzie ĽX̂ = [X̂, Ĥ]/i~. Odpowiednikiem g¦sto±ci prawdopodobie«twa jest hermitowski ope-
rator g¦sto±ci ρ̂, unormowania Trρ̂ = 1 (±lad TrÂ =

∫
dqA(q, q)). Zasadniczo ρ̂ powinno by¢

dodatnio okre±lone, ale w zaawansowanej teorii pola z renormalizacj¡ nie musi tak by¢. Opera-
tory hermitowskie a wi¦c i ρ̂ mo»na zdiagonalizowa¢, tj. zapisa¢ w pewnej ortonormalnej bazie
|j〉 do postaci

∑
j pj|j〉〈j|,

∑
j pj = 1. Ewolucja ρ̂(t) = Ǔ(t, t′)ρ̂(t′).

〈Â(t1)B̂(t2)Ĉ(t3)〉 ≡ TrÂ(t1)B̂(t2)Ĉ(t3)ρ̂(0)

Przyjmuje si¦, »e wielko±ciom obserwowalnym odpowiadaj¡ operatory hermitowskie. Kwesti¡
dyskusyjn¡ jest oporz¡dkowanie czasowe takich wielko±ci oraz interpretacja faktycznych pomia-
rów, co przekracza jednak ramy niniejszych rozwa»a«.

Wa»ne: zamiast q dla cz¡stek o spinie 1/2 (cz¡stek Fermiego, fermionów, np. elektronów)
u»ywa si¦ liczb antyprzemiennych (Grassmanna) tj. takich, »e ξη = −ηξ, wi¦cej w cz¦±ci 12.4.
Bardzo cz¦sto opis kwantowy jest drastycznie upraszczany, np. ci¡gªe q zast¦puje si¦ liczbami
naturalnymi a operator Hamiltona Ĥ jest przybli»ony lub wr¦cz zapostulowany.

9 Entropia statystyczna i zasada maksimum

Podstawowym poj¦ciem �zyki statystycznej jest entropia. Punktem wyj±cia jest entropia infor-
macyjna Shannona (który nazw¦ zapozyczyª wªasnie z termodynamiki)

S = −kB
∑
j

pj ln pj

dla rozkªadu prawdopodobie«stwa pj dla zdarze« j (przypomnienie prawdopodobie«stwa � cz¦±¢
14). Staªa Boltzmanna kB stanowi tu jedynie dowolny czynnik wymiarowy, ale ustalamy go tak
dla pó¹niejszej zgodno±ci z termodynamik¡. Uwaga: W termodynamice posªugujemy si¦ liczb¡

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego



9. ENTROPIA STATYSTYCZNA I ZASADA MAKSIMUM 32

moli Nmol a w �zyce statystycznej liczb¡ czastek Ncz = NANmol, gdzie NA jest liczb¡ Avogadra.
Z tego powodu staªa Boltzmanna zast¦puje staª¡ gazow¡ R = NAkB.

Entropia informacyjna ma kilka wa»nych wªasno±ci, naturalnych dla ilo±cowego opisu in-
formacji: nie zmienia si¦ przy permutacji ("przetasowaniu") zdarze«, jest subaddytywna tj.
S ≤ SA + SB dla podziaªu na podukªady A i B je±li pAj =

∑
m pjm oraz pBm =

∑
j pjm (entropia

zwi¦ksza si¦ przy uniezale»nieniu podukªadów), addytywna tj. S = SA + SB je±li cz¦±ci A i
B s¡ niezale»ne pjm = pAj p

B
m. Okazuje si¦, »e tylko entropia Shannona speªnia te warunki (z

dokªadno±ci¡ do czynnika i zdarze« niemo»liwych p = 0), J. Aczel, Z. Daroczy, On Measures of

Information and Their Characterizations (Academic Press, New York 1975)
Entropia w �zyce statystycznej jest entropi¡ Shannona dla rozkªadu prawdopodobie«stwa

ρ a zdarzeniami s¡ punkty w przestrzeni fazowej b¡d¹ stany kwantowe (mikrostany). W celu
zapewnienia odpowiedniego wymiaru trzeba jednak u»y¢ bezwymiarowej miary przestrzeni fa-
zowej

dΓ =
∏
k

dqkdpk
2π~Kk

/
∏
j

kj!

Zamiast staªej Plancka ~ mo»na by u»y¢ dowolnej staªej o jej wymiarze, ale ten szczególny
wybór pozwoli na uto»samienie pó»niej entropii klasycznej i kwantowej kiedy ró»nica si¦ za-
ciera. Czynniki kj! uwzgl¦dniaj¡ nierozró»nialno±¢ cz¡stek w zbiorach kj elementowych, a K
ewentualne symetrie ci¡gªe, np. obrotowe. Niezmienno±¢ przy permutacjach odpowiada nie-
zmienniczo±ci przestrzeni fazowej, co zapewnia nam twierdzenie Liouville'a.

Kwantowa entropia jest dana
S = −kBTrρ̂ ln ρ̂

Wzór jest niezale»ny od wyboru bazy, co równie» oznacza, »e entropia nie zmienia si¦ przy
zmianach bazy ρ̂ → Û ρ̂Û−1 � odpowiednik niezmienno±ci przy permutacjach. Zatem w bazie
diagonalnej ρ̂ =

∑
j pj|j〉〈j| mamy S = −kB

∑
j pj ln pj, a wi¦c dokªadnie entropi¦ Shannona

(niezmienniczo±¢ przy permutacjach jest tu wi¦c szczególnym przypadkiem dla kiedy Û jest
macierz¡ permutacji). Kwantowa entropia speªnia równie» subaddytywno±¢ S ≤ SA + SB je±li
ρ̂A = TrBρ̂ (i viceversa). Tutaj operujemy iloczynem tensorowym przestrzeni, tj. w bazie
|qA qB〉 oraz ρ̂A = TrBρ̂ =

∑
qB
ρ(qA qB, q

′
A qB)|qA〉〈q′A|. Entropia jest te» addytywna tj.

S = SA + SB je±li ρ̂ = ρ̂Aρ̂B czyli ρ(qA qB, q
′
A q′B) = ρA(qA, q

′
A)ρB(qB, q

′
B). Dowody tych i

innych wªasno±ci mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce M.A. Nielsen, I.L. Chuang, Quantum Computation

and Quantum Information (Cambridge University Press, 2000).
Podstawowym zadaniem �zyki statystycznej jest konstrukcja rozkªadu równowagowego ρ

dla dynamiki niezale»nej jawnie od czasu w ustalonej obj¦to±ci i na tej podstawie zwi¡zków
podstawowych. Poniewa» ρ nie zmienia si¦ w czasie, wi¦c {ρ,H} = 0 lub [ρ̂, Ĥ] = 0. W
mechanice kwantowej oznacza to, »e istnieje baza diagonalizuj¡ca ρ̂ wspólna z tak¡ baz¡ dla
Ĥ. Mog¡ istnie¢ inne wielko±ci zachowane np. liczba cz¡stek N lub p¦d caªkowity. Przyjmuje
si¦ zasad¦ maksymalnej entropii przy ustalonych warunkach, tj. wybieramy takie ρ, które daje
najwi¦ksz¡ entropi¦, uzyskuj¡c ró»n¡ posta¢ ρ. Mo»na wtedy stosowa¢ metod¦ mno»ników
Lagrange'a 13.10.
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9.1 Rozkªady

Mikrokanoniczny

H < E (ustalona energia E) b¡d¹ H ∈ [U,U + ∆U ]. Klasycznie mo»na tak»e wzi¡¢ H = U
(kwantowo nie, bo energia Ĥ ma w sko«czonej obj¦to±ci zwykle zbiór warto±ci numerowany
liczbami naturalnymi a nie ci¡gªy). Otrzymuje si¦ ρ = const w dozwolonym obszarze (makro-
stanie) a kwantowo ρ̂ = C

∑
k |k〉〈k| gdzie k to (mikro)stany wªasne Ĥ o warto±ciach wªasnych

w dozwolonym zakresie. Podobnie post¦pujemy z innymi wielko±ciami zachowanymi np. N .
Rozkªad mikrokanoniczny jest bardzo niewygodny ze wzgl¦du na sztuczne warunki. Dostajemy
entropi¦ S/kB równ¡ logarytmowi naturalnemu z dost¦pnej przestrzeni fazowej (mikro)stanów
(klasycznie) lub liczby dost¦pnych (mikro)stanów (kwantowo).

Kanoniczny

Ustalamy 〈H〉 = U i np. N . Metod¡ mno»ników Lagrange'a otrzymujemy ρ = exp(β(F −
H)) (tak»e kwantowo tylko dopisujemy daszek nad H i ρ: X → X̂), gdzie β = 1/kBT a
F jest energi¡ swobodn¡ Helmholtza. Taka identy�kacja wynika podstawienia do wzoru na
entropi¦, energi¦ 〈H〉 = −∂βF/∂β a jednoznaczno±¢ z dodatniej okre±lono±ci −∂2βF/∂β2 =
〈(δH)2〉 ≥ 0 dla δH = H − 〈H〉. Wygodniejszy rozkªad ni» mikrokanoniczny, ale ustalenie N
bywa czasem kªopotliwe, zwªaszcza kwantowo. Mamy βF = − ln

∫
dΓ exp(−βH) lub βF =

− ln Tr exp(−βĤ).

Ogólniejszy kanoniczny

Je±li ustalimy wielko±ci 〈Xj〉 dla j ≤ k oraz Xj dla j > k to dostajemy odpowiedni potencjaª
βF (P̃1, . . . , P̃k, Xk+1, . . . ), gdzie P̃j = ∂S/kB∂Xj (zwykªy parametr termodynamiczny, nie funk-
cja ani operator!), oraz ρ = exp βF/ exp

∑
j≤k P̃jXj. Identy�kacja wynika ze wzoru na entropi¦,

±rednie 〈Xj〉 = −∂βF/∂P̃j i dodatnio±ci macierzy −∂2βF/∂P̃j∂P̃m = 〈δXjδXm〉 (uwaga: tutaj
wyj¡tkowo kwantowo 〈AB〉 =

∫ 1

0
dsTrρ̂sÂρ̂1−sB̂, je±li X nie s¡ wzajemnie przemienne).

Wielki kanoniczny

Ustalamy 〈H〉, 〈N〉 i ±rednie ka»dej (znanej) wielko±ci zachowanej. Podobnie jak w (ogólniej-
szym) kanonicznym otrzymujemy ρ = exp(β(−PV + µN − H)) (kwantowo z daszkami tak»e
nad N i ewentualnie innymi wielko±ciami zachowanymi) gdzie P jest ci±nieniem (du»a litera
aby unikn¡¢ kolizji z p¦dem p) a µ potencjaªem chemicznym. Ogólniej ρ = exp

∑
j(−P̃jXj) dla

kompletu wielko±ci zachowanych Xj ª¡cznie z obj¦to±ci¡. Tutaj P ma sens ci±nienia tylko
w ukªadzie jednorodnym, inaczej jest tylko staª¡ normalizacyjn¡ (uwaga: V jest ustalon¡
liczb¡, nie funkcj¡ ani kwantowym operatorem, bez daszka, w odró»nieniu od pozostaªych
X). St¡d mamy PV β = ln

∫
dΓ exp(β(µN −H)) lub PV β = ln Tr exp(β(µN̂ − Ĥ)) i ogólniej

PV β = ln
∫
dΓ exp

∑
j(−P̃jXj) lub PV β = ln Tr exp

∑
j(−P̃jX̂j) (suma bez V )
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Równowa»no±¢

Wszystkie rozkªady zasadniczo rozpatruje si¦ w granicy termodynamiczej, tj. V →∞, ale przy
ustalonych 〈H〉/V oraz 〈N〉/V i ogólnie 〈Xi〉/V , i wtedy daj¡ te same wyniki. Wtedy te» mo»na
uto»sami¢ 〈X〉 i X. Trzeba jednak uwa»a¢ je±li jest nietypowa wielko±¢ czuªa na rozkªad (np.
caªka obj¦to±ciowa ze ±redniej iloczynu koncentracji), w spornych sytuacjach rozstrzyga rozkªad
wielki kanoniczny (najpoprawniejszy). Mo»na od tej granicy odst¡pi¢ je±li celowo rozpatrujemy
maªy ukªad, b¡d¹ fragment du»ego, ale wymaga to dyskusji oddziaªywania z otoczeniem, tym
dokªadniejszej im mniej kanoniczny rozkªad bierzemy.

Warto tak»e zauwa»y¢, »e kwantowa posta¢ rozkªadu kanonicznego i wielkiego kanonicznego
przypomina operator ewolucji, w którym zast¦pujemy (t−t′)/i~ przez −1/kBT , co ma ogromne
konsekwencje praktyczne.

10 Przykªady klasyczne

10.1 Jednoatomowy gaz doskonaªy (nierelatywistyczny)

H =
∑N

j=1 |~p|2j/2m.

Rozkª¡d mikrokanoniczny

H < U , a wi¦c dost¦pna przestrze« fazowa ma miar¦ kuli 3N wymiarowej o promieniu
√

2mU
(cz¦±¢ 13.7) i czynnika obj¦to±ciowego V N/N !(2π~)N , czyli ª¡cznie

((2mEπ)3/2V )N/N !(2π~)3N(3N/2)!

st¡d w granicy termodynamicznej, stosuj¡c wzór Stirlinga dla silni (cz¦±¢ 13.6)

S/kB = (3N/2) ln(U/N) +N ln(V/N) + (3N/2) ln(m/3π~2) + 5N/2

Mamy te» U ≡ U = 2NkBT/2 oraz pV = NkBT = 2U/3

Rozkªad kanoniczny

βF = −N ln

∫
d3pe−β|~p|

2/2m −N lnV + lnN ! + 3N ln(2π~)

co w granicy termodynamicznej daje

βF = −(3N/2) ln(m/2βπ~2)−N ln(V/N)−N
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Rozkªad wielki kanoniczny

PV β = ln
∑
N

V Neβµ

(2π~)3N

∫
d3pe−β|~p|

2/2m/N ! = ln
∑
N

(V eβµ(2mπ/β)3/2/(2π~)3)N/N !

mo»na to zwin¡¢ do szeregu Taylora dla funkcji exp i otrzymamy

Pβ = eβµ(m/2βπ~2)3/2

i nie musieli±my nawet stostowa¢ granicy termodynamicznej! Mo»na sprawdzi¢, »e wszystkie 3
wyniki s¡ równowa»ne.

Rozkªad Maxwella

W nierelatywistycznym gazie doskonaªym mo»na poda¢ rozkªad prawdopodobie«stwa p¦dów

ρ(~p) = (β/2πm)3/2e−β|~p|
2/2m

W polu grawitacyjnym

Je±li
∑N

j=1(|~p|2j/2m+mgz z sªupie o podstawie A i wysoko±ci L to wkªad obj¦to±ciowy do −βF
ulega zmianie lnV → lnA+ ln(1− e−βmgL − ln(mgβ). Dla mgL� kBT oznacza to dodanie o
energii kBTN .

10.2 Gaz doskonaªy cz¡steczek

Mo»emy zaªo»y¢ »e cz¡steczki s¡ sztywnymi pr¦tami od dªugo±ci l zako«czonymi cz¡stkami o
masach ma i mb. Ruch mo»emy opisa¢ wspóªrz¦dnymi ±rodka masy m = ma +mb i wzajemn¡
odlegªo±ci¡, odlegªo±ci¡, tj. m~r = ma~ra+mb~rb i ~rl = ~ra−~rb. Energia kinetyczna jednej cz¡steczki
T = m|~̇r|2/2 + ml|~̇rl|2/2, gdzie ml = mamb/m jest mas¡ zredukowan¡. Wobec zablokowania
radialnego pr¦ta, przestrze« fazow¡ tworz¡ ~r oraz k¡ty θ, φ, ~rl = (l sin θ cosφ, l sin θ sinφ, l cos θ)
i hamiltonian jednej cz¡stki jest

H1 = |~p|2/2m+ p2
θ/2mll

2 + p2
φ/2mll

2 sin θ2

B¦dziemy u»ywa¢ rozkªadu kanonicznego. Potrzebujemy obliczy¢ caªk¦∫
dθdφdpθdpφ exp(−βp2

θ/2mll
2 − p2

φ/2mll
2 sin θ2)

Uwaga: nie dopisujemy jakobianu sin θ bo jest on ju» tu jest tylko "ukryty". Caªkowanie
po φ i pθ mozna wykona¢ w dowolnym momencie, natomiast trzeba scaªkowa¢ po pφ przed θ
(aby nie wpa±¢ w funkcje specjalne). Otrzymamy 8π2ml/β. Oznacza to, »e od βF dla gazu
jednoatomowego trzeba odj¡¢ N ln(2ml/β~) i st¡d E = 5kBT/2. Uwaga, je±li cz¡steczka jest z
dwóch identycznych atomów, musimy doda¢ N ln 2.
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Gaz bryª sztywnych

Przypomnienie: bryªa sztywna to ciaªo o ustalonych odlegªo±ciach wewn¦trznych, szczegóªy
np. w podr¦czniku W. Rubinowicz, W. Królikowski Mechanika teoretyczna (PWN, Warszawa,
1995). Wynik dla gazu 2-atomowego mo»na rozszerzy¢ na kazde ciaªo sztywne liniowe (pr¦t) za-
st¦puj¡c mll

2 przez I0 � moment bezwªadno±ci wzgl¦dem ±rodka masy na osi prostopadªej. Dla
ciaªa dwu- i trójwymiarowego (tak»e 3-atomowego) trzeba u»y¢ opisu przez k¡ty Eulera dla ob-
rotów φ (wokóª z), θ (wokóª y), ψ (ponownie wokóª z). Wtedy wybieramy ukªad wspóªrz¦dnych
zwi¡zany z bryª¡ w którym wektor pr¦dko±ci k¡towej

~ω = B̂

φ̇θ̇
ψ̇

 =

sinψ sin θ cosψ 0
cosψ sin θ − sinψ 0

cos θ 0 1

φ̇θ̇
ψ̇


Wtedy p = B̂T ÎB̂q̇ (dla q = φ, θ, ψ), gdzie Î jest tensorem momentu bezwªadno±ci wzgl¦-
dem ±rodka masy, czyli energia obrotowa H = q̇T B̂T ÎB̂q̇/2 = pT (B̂T ÎB̂)−1p/2. Zatem wkªad
obrotowy do −βF jest

ln

∫
dqdp

K(2π~)3
exp

(
−βpT (B̂T ÎB̂)−1p/2

)
co daje (patrz 13.5)

ln

∫
dq

K(2π~)3
det−B(2π/β)3/2

√
det Î = ln

(
8π2

K(2π~)3
(2π/β)3/2

√
det Î

)
bo detB = − sin θ. Tutaj czynnik K opisuje mo»liwe symetrie obrotowe bryªy, np. kula
K = 8π2, walec 4π, sto»ek 2π, trójk¡t równoramienny nierównoboczny 2, ostrosªup prawidªowy
nierównoboczny n (liczba wierzchoªków podstawy), graniastosªup prawidªowy nierównoboczny
2n, czworo±cian foremny 12, sze±cian 24, 12- i 20-±cian foremny 60. W ka»dym przypadku
energia wzrasta o 3kBTN/2 wzgl¦dem gazu jednoatomowego.

Energia kierunkowa

Je±li hamiltonia« jednocz¡stkowy zawiera potencjaª kierunkowy (np. dipol w polu elektrycz-
nym) to Hd = ~D · ~l, a wyberaj¡c ~D = (0, 0, C/l) mamy Hd = C cos θ. Oznacza to dodanie do
wkªadu obrotowego w −βF : ln sinh(Cβ) − ln(Cβ). Wtedy te» 〈cos θ〉 = coth(Cβ) − 1/Cβ co
daje C/3kBT dla C � kBT oraz 1 dla C � kBT .

10.3 Twierdzenie Gibbsa

Je±li w mieszaninie cz¡steczki nie "widz¡ si¦" to H =
∑

aHa gdzie a indeksuje skªadniki. Zatem
z rozkªadu kanonicznego (albo wielkiego kanonicznego) F =

∑
a Fa.
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10.4 Gaz ultrarelatywistyczny

m = 0, H1 = c|~p|. Obliczamy caªk¦
∫
d3p e−βcp = 8π(cβ)−3 czyli

βF = 3N ln β −N ln(8π) + 3N ln(2π~/c)−N ln(V/N)−N

Wynika st¡d tak»e E = 3NkBT .

10.5 Gaz relatywistyczny

H1 =
√
m2c4 + c2p2. Obliczamy

4π

∫
dpp2 exp(−β

√
m2c4 + c2p2) =

4π

(mc)3

∫ ∞
0

dxx2 exp(−βmc2
√

1 + x2)

W ostatniej caªce mo»na postawi¢ x = sinhu i otrzyma¢ (βmc2)−1K2(βmc2), gdzie K jest
jedn¡ z funkcji specjalnych Bessela (szczegóªowo opisan¡ w ka»dych zaawansowanych tablicach
matematycznych, programach matematycznych i wikipedii). St¡d

βF = N ln((mc)3βmc2(3π~)3/4π)−N lnK2(βmc2)−N ln(V/N)−N

Uwaga: w granicy nierelatywistycznej (du»e β) wynik ró»ni si¦ od poprzednio otrzymanego o
wyraz Nβmc2 odpowiadaj¡cy energii spoczynkowej, której wcze±niej nie uwzgl¦dniali±my. Dla
porównania w 1 wymiarze mamy caªk¦

2

mc

∫ ∞
0

dx exp(−βmc2
√

1 + x2) = 2K1(βmc2)/mc

a w dwóch
2π

(mc)2

∫ ∞
1

ydy e−βmc
2y =

2π

(mc)2

1 + βmc2

(βmc2)2
e−βmc

2

Tak naprawd¦ te» otrzymali±my funkcj¦ Bessela K3/2, ale ona akurat wyra»a si¦ przez funkcje
elementarne. We wszystkich przypadkach jest speªnione równanie stanu PV = NkBT , jedynym
warunkiem jest brak oddziaªywania cz¡steczek, czyli funkcja Hamiltona jest sum¡ wkªadów od
ka»dej cz¡teczki osobno i nie ma zmiennego zewn¦trznego potencjaªu.

10.6 Oscylator harmoniczny

H = mp2/2 +mω2x2/2. Caªka∫
dpdxe−βmp

2/2−βmω2x2/2 = 2π/βω

Sk¡d βF = ln(βω~). Dla N identycznych (ale rozró»nialnych) oscylatorów wynik mno»ymy
przez N , ewentualnie jeszcze przez liczb¦ wymiarów (np. 3). Nie ma obj¦to±ci, bo potencjaª
harmoniczny lokalizuje cz¡stk¦. W takich sytuacjach wystarcza rozkªad kanoniczny (nie trzeba
wielkiego).Mo»na oczywi±cie umownie rozstawi¢ oscylatory w pewnej obj¦to±ci. Wrócimy do
takich pyta« badaj¡c drgania sieci krystalicznej.
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10.7 Twierdzenie Bohra-van Leeuwen

Magnetyzacja mo»e wyst¡pi¢ jedynie w obecno±ci pr¡dów, bo ∇ × ~M = ~j. Poka»emy, »e
〈~v〉 = 0 (czyli ~j = 0) w klasycznym ukªadzie z polem magnetycznym. Zaªo»enia: Pr¦dko±ci
rzeczywsite zale»¡ liniowo od uogólnionych, vj =

∑
m Vjm(q)q̇m, funkcja Largange'a ma posta¢

dla L = L0(q, q̇) +
∑

j Aj(q)ejvj gdzie ej jest ªadunkiem (np. ró»ne cz¡stki moga mie¢ rózne
ªadunki) natomiast Aj jest skªadow¡ potencjaªu magnetycznego. Zakªadamy tak»e parzysto±¢
L0(q, q̇) = L0(q,−q̇). Zatem

pm = πm +
∑
j

Aj(q)ejVjm(q), πm = ∂L0/∂q̇m

a wi¦c H(q, p) =
∑

m πmq̇m − L0 = H̃(q, π). Tutaj H jest funkcj¡ q i p ale prawa strona zale»y
od π, q̇ i q a wi¦c de facto od π i q, bo zale»no±¢ miedzy π i q̇ jest jednoznaczna. Ponadto z
symetrii L0 wynika, »e π(q,−q̇) = −π(q, q̇) a wi¦c tak»e q̇(q,−π) = −q̇(q, π) i H̃ jest parzyst¡
funkcj¡ π, tj. H̃(q, π) = H̃(q,−π). Przy obliczaniu 〈q̇〉 musimy obliczy¢∫

dp

C
q̇ exp(−βH(q, p)) =

∫
dπ

C
q̇ exp(−βH̃(q, π)) = 0

Tutaj C jest staª¡ normalizacyjn¡, wykorzystali±my przesuni¦cie p → π, a zero otrzymujemy
z faktu, »e funkcja podcaªkowa jest iloczynem parzystej exp(−βH̃) i nieparzystej q̇ wzgl¦dem
π. Zatem nie ma pr¡dów i nie ma magnetyzacji! W uproszczeniu oznacza to, »e magnetyzmu
nie mo»na wyja±ni¢ klasycznie. Nie jest to do ko«ca prawd¡, bo wystarczyªoby zrezygnowa¢
z zaªo»e« dotycz¡cych funkcji Lagrange'a. Historycznie zamiast tego wybrano opis kwantowy,
gdzie pozornie funkcja Lagrange'a jest taka sama, ale inne s¡ s¡ zasady liczenia (co w sumie
wychodzi na to samo).

10.8 Gaz Tonksa

Jednowymiarowy gaz szytwnych pr¦tów o dªugo±ci l i masie m, które nie mog¡ zachodzi¢
na siebie. Je±li caªkowita dost¦pna dªugo±¢ jest L(zamiast obj¦to±ci) to N pr¦tów efektywnie
zabiera Nl dªugo±ci i mo»emy obliczy¢ βF jak dla jednowymiarowgo gazu z dªugo±ci (objeto±ci)
L−Nl, czyli

βF = (1/2) ln(2π~2β/m)−N ln(L/N − l)−N
Metody tej nie mo»na zastosowa¢ w wyzszych wymiarach (nie wystarczy odj¡¢ zaj¦t¡ obj¦to±¢).

11 Przykªady kwantowe

11.1 Model dwupoziomowy

Zakªadamy N niezale»nych ukªadów 2-poziomowych (spiny, kropki kwantowe, uproszczone
atomy), opisywanych za pomoc¡ stanów |+〉 i |−〉 takich, »e Ĥ|±〉 = ±ε|±〉, gdzie ε jest usta-
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lon¡ dodatni¡ energi¡. Wystarczy rozwa»y¢ stany wªasne, dzi¦ki czemu problem w zasadzie
mo»na rozwi¡za¢ metodami klasycznymi

Rozkªad mikrokanoniczny

Niech N± oznacza liczb¦ czastek w stanach |±〉. Oczywi±cie N+ + N− = N a energia E =
ε(N+−N−) Liczba stanów o ustalonej energii (wyznaczonej jednoznacznie przez N± jest liczba
kombinacji czyli

S/kB = ln

(
N

N+

)
= lnN !− lnN+!− lnN−!

Ze wzorów Stirlinga (cz¦±c 13.6) w granicy termodynamicznej otrzymamy

S/kB = −N+ ln(N+/N)−N− ln(N−/N) = N ln 2− 1

2

∑
±

(N ± E/ε) ln(1± E/Nε)

gdzie skorzystali±my z N± = N/2± E/2ε

Rozkªad kanoniczny

Teraz jest pro±ciej, bo mo»emy liczy¢ ukªady niezale»nie i zsumowa¢

βF = −N ln(2 cosh(βε))

Wyniki sa oczywi±cie równowa»ne. Zauwa»my te», »e dla E > 0 otrzymamy T < 0. Jest to
zwi¡zane z faktem, »e energia jest ograniczona od góry, co mo»e zdarzy¢ sie tylko wyj¡tkowo
w pewnych sytuacjach kwantowych (tzw. odwrócenie populacji), przy szerokich przerwach
energetycznych w krysztaªach lub zablokowanych wy»szych energiach i jedynie w przybli»eniu
(jest to stan nietrwaªy).

11.2 Oscylator harmoniczny

Przypomnienie diagonalizacji w cz¦±ci 12.3. Jeden lub N kopii o cz¦sto±ci ω. Obliczamy sum¦

∑
n≥0

e−β~ω(n+1/2) =
e−β~ω/2

1− e−β~ω
=

1

2 sinh(β~ω)

a wi¦c βF = (N) ln(2 sinh(β~ω/2)). Warto zauwa»y¢, »e w granicy du»ych temperatur (maªe β)
wynik pokrywa si¦ z klasycznym. Jest to jednocze±nie uzasadnienie czynnika 2π~ w klasycznej
przestrzeni fazowej.
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11.3 Kwantowe gazy doskonaªe

Ogólna posta¢ operatora Hamiltona dla gazów nieoddziaªuj¡cych jest

Ĥ =
∑
j

εjn̂j

gdzie εj jest energi¡ wªasn¡ wyznaczon¡ z problemu wªasnego jednocz¡stkowego (patrz tak»e
cz¦±¢ 12.4). natomiast n̂ jest operatorem liczby obsadze« danego stanu. Wtedy baza stanów
wªasnych jest numerowana warto±ciami wªasnymi n̂ czyli n. Dla fermionów (czastki o spinie
1/2, np. elektrony, nazwa od nazwiska �zyka Fermi, patrz cz¦±¢ 12.4) n = 0, 1 (to ograniczenie
to tzw. zakaz Pauliego), a dla bozonów (cz¡stki skalarne, o spinie 0, 1, . . . , nazwa pochodzi
od nazwiska �zyka Bose, np. fotony, ale nie tylko), n = 0, 1, 2, . . . . Uwaga: dla bozonów
powinni±my doda¢ 1/2 do n, ale okazuje si¦, »e nie ma to zwykle znaczenia, bo jedynie podnosi
energi¦ pró»ni. Jedyne przypadki, kiedy jest to wa»ne, to np. w efekcie Casimira � przyci¡ganiu
metalowych powierzchni wskutek zmiany tej wªa±nie energii � a tak»e kiedy badamy wªasno±ci
pró»ni kwantowej. Ponadto liczba wszystkich obsadze« (cz¡stek) N̂ =

∑
j n̂j. Do policzenia

PV β musimy sumowa¢ wszystkie mo»liwe obsadzenia niezale»nie dla ka»dego j, dla fermionów

1 + eβ(µ−ε)

a dla bozonów ∑
n≥0

enβ(µ−ε) = (1− eβ(µ−ε))−1

Mo»na to zapisa¢ jednym wzorem (1 ± eβµ−ε)±1, gdzie górny znak jest dla fermionów a dolny
dla bozonów i tej konwencji b¦dziemy si¦ odt¡d trzyma¢, kiedy chcemy rozwa»a¢ oba przypadki
jednocze±nie. Zatem

PV β = ±
∑
j

ln(1± eβ(µ−εj))

�atwo policzy¢ tak»e ±rednie liczby obsadze« 〈n̂j〉 = (eβ(εj−µ ± 1)−1. W granicy termodyna-
micznej wygodniejsz¡ zmienn¡ jest wektor falowy ~k lub p¦d ~p = ~~k ~k = 2π(j1/L1, j2/L2, j3/L3)
gdzie j przebiegaj¡ wszystkie liczby caªkowite. W granicy du»ej objeto±ci sume mo»na zastapi¢
caªk¡

∑
j →

∫
d3j, a miar¦ zamieni¢ na p¦dow¡

∫
d3j = V

∫
d3p/(2π~)3 (bo V = L1L2L3), a

wi¦c

Pβ = ±
∫

d3p

(2π~)3
ln(1± eβ(µ−ε(p)))

Uwaga: cz¦sto oprócz p¦du stan opisuj¡ dodatkowe zmienne, raczej indeksowane liczbami caª-
kowitymi, np. spin albo numer pasma (w krysztaªach), i po nich tak»e trzeba sumowa¢ praw¡
stron¦. Znalezienie termodynamicznego zwi¡zku podstawowego Pβ(β, µβ) sprowadza si¦ wi¦c
to caªki w której musimy zna¢ ε(p). Zauwa»my te», »e granica klasyczna oznacza −µβ � 1
czyli logarytm mo»na rozwin¡¢ w szereg Taylora i wzi¡¢ najni»szy wyraz

Pβ =

∫
d3p

(2π~)3
eβ(µ−ε(p))
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Jak wida¢ w granicy klasycznej nie ma ró»nicy pomi¦dzy fermionami i bozonami. Wynika to
z faktu, »e wi¦kszo±¢ stanów i tak jest pusta. Oczywi±cie dokªadn¡ równo±¢ z przypadkiem
klasycznym dostajemy tylko gdy klasycznie H(p) = ε(p) (a wi¦c np. H = p2/2m, cp lub
c
√

(mc)2 + p2) i mamy tylko p¦d (nie ma np. spinu). W przeciwnym razie musimy pomno»y¢
wynik przez liczb¦ dost¦pnych kon�guracji spinu, pasm itp. Zauwa»my te», »e rozwini¦cie
logarytmu w szereg Taylora mo»na wykorzysta¢ do wyra»enia wyniku kwantowego przez sum¦
klasycznych

Pβ = ∓
∑
j≥1

(∓1)j(Pβ)cl(jβ, µ)/j

Teraz przedyskutujemy szczegóªowo najwa»niejsze przypadki w peªni kwantowo. Technicznie
przydatn¡ wielko±ci¡ jest g¦sto±¢ stanów

g(ε) =

∫
d3p

(2π~)3
δ(ε− ε(p))

poniewa»

Pβ = ±
∫
dεg(ε) ln(1± eβ(µ−ε))

Dla gazu nierelatywistycznego ε(p) = p2/2m a st¡d

g(ε) = 2π(m/2π~2)3/2ε1/2

a dla ultrarelatywistycznego
g(ε) = 4πε2/(2π~c)3

Wykonamy ogóln¡ analiz¦ przypadku g(ε) = Aεα (w ten sposób mo»na jeszcze uwzgl¦dni¢
wymiar przestrzenny D: nierelatywistycznie α = D/2 − 1 a ultrarelatywistycznie α = D − 1)
Wtedy

Pβ = ±A
∫
dεεα ln(1± ze−βε) = ± A

βα+1

∫
dxxα ln(1± ze−x)

gdzie oznaczyli±my z = eµβ (tzw. aktywno±¢). Caªkuj¡c przez cz¦±ci

Pβ =
A

(α + 1)βα+1

∫
dxxα+1 ze−x

1± ze−x

Z wªasno±ci termodynamicznych wiadomo, »e d(Pβ) = −(U/V )dβ+(N/V )d(µβ) sk¡d mo»emy
wyznaczy¢ energi¦ licz¡ pochodn¡ po β. Dostajemy U = (α + 1)PV i jest to kwantowy odpo-
wiednik klasycznego równania stanu, które w formie PV = NkBT kwatnowo nie obowi¡zuje w
ogólno±ci! Wynik wyra»a si¦ przez funkcj¦ specjalne Γ (patrz cz¦±¢ 13.6) oraz tzw. polilogartym

Liα(z) =
∑
j≥1

zj

jα
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w nast¦puj¡cy sposób

Pβ = ∓ A

(α + 1)βα+1
Γ(α + 2)Liα+2(∓z), N/V = ∓ A

(α + 1)βα+1
Γ(α + 2)Liα+1(∓z)

Wykresy przydatnych tutaj polilogarytmów (dla α = 1/2 i α = 2) s¡ nastepuj¡ce:

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

-1

1

2
Li 3

2
HzL

Li 5
2

HzL

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Li3HzL
Li4HzL

Zobaczmy jak wygl¡daj¡ maªe poprawki do klasycznego równania stanu w drodze do granicy
klasycznej z � 1 We¹my 2 najni»sze wyrazy z Li:

Pβ ' A

(α + 1)βα+1
Γ(α + 2)(z ∓ z2/2α+2)

Mamy tak»e koncentracj¦

n =
N

V
=

(
∂Pβ

∂µβ

)
β

' A

(α + 1)βα+1
Γ(α + 2)(z ∓ 2z2/2α+2)

Dziel¡c stronami dostajemy

Pβ/n ' 1∓ z/2α+2

1∓ 2z/2α+2
' 1± z/2α+2 ' 1± (α + 1)βα+1

AΓ(α + 2)2α+2

Jak wida¢ ci±nienie fermionów jest troch¦ wi¦ksze a bozonów troch¦ mniejsze. Te pierwsze si¦
"nie lubi¡", wi¦c jakby odpychaj¡, a te drugie "lubi¡" i troch¦ przyci¡gaj¡, mimo »e jawnie nie
zakªadali±my »adnych oddziaªywa« (s¡ one "ukryte" w naturze opisu kwantowego).

11.4 Gazy kwantowe w niskich temperaturach

Gaz fermionów

W niskich temperaturach du»e β powoduje nagª¡ zmiani¦ w okolicach µ ' ε. Wtedy

ln(1 + eβ(µ−ε)) '
{
β(µ− ε) dla µ > ε

0 dla µ < ε
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co daje w granicy T = 0

P =

∫ µ

−∞
dεg(ε)(µ− ε)

a tak»e

n =

∫ µ

−∞
dεg(ε), U/V =

∫ µ

−∞
dεg(ε)ε

Parametr µ nazywamy poziomem Fermiego, poni»ej niego wszystkie stany w T = 0 s¡ obsadzone
a powy»ej puste. Jest to naturalna konsekwencja zakazu Pauliego. Cz¡stki chc¡ zajmowa¢ jak
najni»sze stany, ale ró»ne. Zobaczmy jeszcze jak si¦ zachowuje ciepªo wªa±ciwe dla ustalonej
obj¦to±ci i liczby cz¡stek

CV =

(
∂U

∂T

)
N,V

= −(kBT
2)−1

(
∂U

∂β

)
n

Tymczasem(
∂U

∂β

)
n

=

(
∂U

∂β

)
µβ

+

(
∂U

∂µβ

)
β

(
∂µβ

∂β

)
n

=

(
∂U

∂β

)
µβ

−
(
∂U

∂µβ

)
β

(∂N/∂β)µβ
(∂N∂µβ)β

= −
(
∂2PV β

∂β2

)
µβ

+
(∂2PV β/∂µβ∂β)2

(∂2PV β/∂µβ2)β

Korzystaj¡c z ogólnego wzoru na Pβ dostajemy(
∂2Pβ

∂β2

)
µβ

=

∫
dεg(ε)

ε2

4 cosh2((ε− µ)β/2)(
∂2Pβ

∂β∂µβ

)
= −

∫
dεg(ε)

ε

4 cosh2((ε− µ)β/2)(
∂2Pβ

∂µβ2

)
β

=

∫
dεg(ε)

1

4 cosh2((ε− µ)β/2)

Dokonuj¡c zamiany zmiennych x = (ε− µ)β/2, otrzymamy(
∂U/V

∂β

)
n

= 2β−3

((∫
dxgx cosh−2 x

)2∫
dxg cosh−2 x

−
∫
dxg

x2

cosh2 x

)

gdzie g liczymy w punkcie µ+ 2x/β. Je±li β jest du»e to g jest praktycznie staªe i caªki mozna
obliczy¢, pierwsza si¦ zeruje z nieparzysto±ci funkcji podcaªkowej a druga jest równa π2/6
(tablice albo caªka zespolona po prostych oddalonych o iπ)czyli (∂(U/V )/∂β)n = −π2g/3β3

i ostatecznie CV = V k2
BTπ

2g/3 gdzie obliczamy g dla µ. Uwaga: nie warto przelicza¢ tego
na ciepªo molowe, bo w niskich temperaturach wi¦kszo±¢ fermionów jest "u±piona" w stanach
gª¦boko poni»ej poziomu Fermiego µ i przypisywanie im aktywno±ci cieplnej jest nieuzasadnione.
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Bozony dla µ = 0

Tak samo dla nieustalonej liczby cz¡stek pod warunkiem ε > 0 (o ε = µ = 0 podyskutujemy
pó¹niej). Wtedy

Pβ = −
∫
dεg(ε) ln(1− e−βε)

Caªka jest zbie»na je±li dla ln g/ ln ε > −2 przy ε→ 0 co zwykle jest speªnione. Mimo »e liczba
cz¡stek nie musi by¢ ustalona (jako staªa ruchu), mo»na j¡ obliczy¢ najpierw ró»niczkuj¡c
ogólny wzór a potem kªad¡c µ = 0. Wtedy

N =

∫
dεg(ε)(eβε − 1)−1

Caªka jest zbie»na, je±li ln g/ ln ε > 0 co jest prawd¡ np. dla gazu nierelatywistycznego w 3
wymiarach (ale nie w 2 ani 1!) Dla g = Aεα otrzymujemy Pβ = AΓ(α+2)ζ(α+2)/((α+1)βα+1)
poniewa» Liα(1) = ζ(α), gdzie ζ jest funkcj¡ specjaln¡ zeta Riemanna. Warto±ci ζ(j) dla
parzystych liczb naturalnych j wyra»aj¡ si¦ przez wπj, gdzie w jest wymierne, np. ζ(2) = π2/6,
ζ(4) = π4/90 (dowody wykorzystuj¡ szeregi Fouriera albo funkcje holomor�czne), dla innych
liczb mo»na je tylko wyznaczy¢ numerycznie (np. z de�nicji granicy szeregu).

Przykªadem bozonów z µ = 0 s¡ fotony, których liczba nie jest ustalona. W 3 wymiarach
relatywistyczne A musimy jeszcze pomno»y¢ przez 2 polaryzacje i ostatecznie

P = (kBT )4π2/60(~c)3, U = V (kBT )4π2/15(~c)3

bo Γ(4) = 3! = 6. Jest to prawo Plancka, w którym charakteystyczny jest brak granicy klasycz-
nej, bo wyst¦puje staªa Plancka w mianowniku i nie da sie jej pozby¢ w »adnej granicy. Tak
musi by¢, bo wªa±nie energia promieniowania elektromagnetycznego doprowadziªa do powstania
mechaniki kwantowej (i staªej Plancka).

Z kolei dla gazu nierelatywistycznego dostajemy

U/V = (3/2)(m/2π~2)3/2(kBT )5/2ζ(5/2), P = (m/2π~2)3/2(kBT )5/2ζ(5/2) (A)

oraz
n = (m/2π~2)3/2(kBT )3/2(kBT )3/2ζ(3/2) (B)

gdzie ζ(5/2) ' 1, 341, ζ(3/2) ' 2, 612.

Kondensacja Bosego-Einsteina

Dla bozonów z µ nie mo»e przewy»szy¢ dolnej granicy energii (zwykle umownie 0) bo inaczej Li
wybucha (dla z > 1). Tymczasem dla ustalonej temperatury liczba bozonów jest rosn¡c¡ funk-
cj¡ µβ, wi¦c maksymaln¡ warto±¢ osi¡ga dla µ = 0. Z drugiej strony ze wzoru (B) wynika, »e
warto±¢ ta maleje z temperatur¡. Zatem im ni»sza temperatura, tym ni»sza maksymalna liczba
cz¡stek. Je±li wi¦c obni»amy temperatur¦ przy ustalonej obj¦to±ci i liczbie cz¡stek (ustalone
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n) to w pewnym momencie dotrzemy do takiej temperatury krytycznej, kiedy zachodzi (B).
Je±li dalej obni»amy temperatur¦, to liczba cz¡stek zaczyna przekracza¢ dopuszczaln¡ warto±¢
(która maleje z malej¡c¡ temperatur¡). Ale przecie» cz¡stki nie mog¡ znikn¡¢, bo ich liczba
jest zachowana! To gdzie si¦ ukryªy? Okazuje si¦, »e przeoczyli±my wa»ny szczegóª przy li-
czeniu granicy termodynamicznej. Beztrosko zamienili±my sum¦ na caªk¦. Przewa»nie jest to
poprawne, ale nie w sytuajach, kiedy sumowana funkcja gwaªtownie ro±nie. A tak si¦ dzieje w
stanie podstawowym ~p = 0, ε = 0. Musimy ten stan wyizolowa¢ i policzy¢ osobno jego wkªad
do ci±nienia i liczby cz¡stek (nie ma wkªadu do energii) dla maªego µβ (blisko zera). Mamy

P0βV = − ln(1− eµβ) ' − ln(−βµ), N0 = (e−µβ − 1)−1 ' (−µβ)−1

a wi¦c wybucha obsadzenie stanu podstawowego i to tam gromadz¡ si¦ nadmiarowe cz¡stki.
Na tym polega kondensacja Bosego-Einsteina. Nie dziaªa zwykªa granica termodynamiczna, bo
pojawia si¦ zale»no±¢ mi¦dzy ekstensywnym N0 i intenyswnym µβ i mamy P0βV = ln(N0 + 1).
Wida¢ wi¦c tak»e, »e zwi¦kszaj¡c ci±nienie powodujemy, »e liczba cz¡stek ro±nie wykªadniczo z
obj¦to±ci¡, czyli obj¦to±¢ wªa±ciwa cz¡stek V/N w granicy termodynamicznej maleje do zera, a
podobnie energia, bo prawie wszystkie cz¡stki przechodz¡ na stan podstawowy. Ten argument
podaje si¦ uzasadniaj¡c, »e jest to przemiana pierwszego rodzaju (bo energia i obj¦to±¢ na
cz¡stk¦ zeskakuj¡ od sko«czonej warto±ci do zera). Mo»na to te» tak uj¡¢, »e µβ(β, Pβ) dla
ci±nie« poni»ej (A) jest funkcj¡ o sko«czonych pochodnych, tak»e na linii µβ = 0, ale powy»ej
(A) mamy µβ = 0 a wi¦c wszystkie pochodne s¡ zerowe. Skomentujemy to jeszcze krytycznie
na ko«cu.

Wielu �zyków twierdzi jednak, »e mam tu do czynienia z przemian¡ trzeciego rodzaju,
analizuj¡c zachowanie energii wzgl¦dem temperatury przy ustalonej liczbie cz¡stek i obj¦to±ci.
Przedstawimy to uzasadnienie, ale na ko«cu je skrytykujemy. W rozpatrywanej sytuacji istnieje
specjalna temperatura krytyczna dla przemiany TK , wyznaczona przez (B) dla tutaj ustalonego
n i b¦dziemy si¦ do niej cz¦sto odnosi¢. W T = TK energia ma warto±¢ okre±lon¡ przez (A) i
nie ma skoku. Przeanalizujemy cV = (∂U/∂T )n/N . Poni»ej TK wystarczy zró»niczkowa¢ (A) i
wzi¡¢ N = N(TK) dane przez (B) (bo bierzemy pod uwag¦ tak»e cz¡stki zgromadzone w stanie
podstawowym):

cV = kB(15/4)(T/TK)3/2ζ(5/2)/ζ(3/2)

a w punkcie krytycznym cV = kB(15/4)ζ(5/2)/ζ(3/2) ' 1, 926kB. Powy»ej punktu krytycznego
mamy

ncV = −kBβ2

[(
∂2Pβ

∂β2

)
µβ

− (∂Pβ/∂µβ∂β)2

(∂2Pβ/∂µβ2)β

]
Dochodz¡c do punktu krytycznego rozwa»amy granic¦ µβ → 0. Wtedy pierwszy wyraz jest
taki sam jak poni»ej TK a drugi d¡»y do zera. Zachowuje si¦ bowiem jak Li23/2/Li1/2 co d¡»y
do ζ2(3/2)/ζ(1/2) a ζ(3/2) jest sko«czona podczas gdy ζ(1/2) = ∞. Zatem nie ma skoku cV .
Jest za to skok pochodnej cV . Poni»ej TK mamy

(∂cV /∂T )n = 3cV /2T
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a wi¦c w punkcie krytycznym 45ζ(5/2)kB/8ζ(3/2)TK ' 2, 889kB/TK . Z kolei powy»ej TK
»mudne przekstaªcenia prowadz¡ do(

∂cV
∂T

)
=
k2
Bβ

4

n

[
−2β−1

(
∂2Pβ

∂β2

)
µβ

+

(
∂3Pβ

∂β3

)
µβ

+2β−1 (∂Pβ/∂µβ∂β)2

(∂2Pβ/∂µβ2)β
+ 3

(∂2Pβ/∂µβ∂β)(∂3Pβ/∂µβ∂β2)

(∂2Pβ/∂µβ2)β

−3
(∂2Pβ/∂µβ∂β)2(∂3Pβ/∂β∂µβ2)

(∂2Pβ/∂µβ2)2
β

+
(∂2Pβ/∂µβ∂β)3(∂3Pβ/∂µβ3)β

(∂2Pβ/∂µβ2)3
β

]
W granicy µβ → 0 pierwsza linia daje ten sam wynik co poni»ej TK , druga linia i pierwszy
wyraz ostatniej znikaj¡ podobnie jak poprzednio bo ζ(1/2) = ∞ jedynie ostatni wyraz daje
sko«czony wynik, wªa±nie szukany skok. Co prawda mianownik wybucha jak (−µβ)−3/2, ale
okazuje si¦, »e licznik tak samo i b¦dzie sko«czona granica. Obliczamy j¡ dystukuj¡c caªk¦ z
mianownika ∫

dx
x3/2 cosh((x− µβ)/2)

4 sinh3((x− µ/β)/2)
' (3π/4)(−µβ)−1/2

podstawiajac x = (−µβ)1/2tg2φ, i rozwijaj¡c sinh y ' y. Caªka z licznika jest jej pochodn¡.
Ostatecznie skok pochodnej jest −27ζ2(3/2)kB/16πTK ' −3, 666kB/TK a caªa pochodna po-
wy»ej TK wynosi (45ζ(5/2)/8ζ(3/2)− 27ζ2(3/2)/16π)kB/TK ' −0, 778kB/TK . Wykresy u i cV
s¡ nast¦puj¡ce:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

T

TK

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

u�kB TK
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T

TK

0.5

1.0

1.5

2.0
cV �kB

Dla du»ych temperatur ciepªo d¡»y do warto±ci klasycznej 3kB/2. Widoczna ci¡gªo±¢, ale
skok pochodnej cV miaªby dowodzi¢ 3 rz¦du przemiany. Jednak mamy ustalone N i V a
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nie P , a wi¦c jest to niezgodne z ide¡ Ehrenfesta. Z drugiej strony uzasadnienie pierwszego
rz¦du przemiany jest tak»e dyskusyjne. Cz¡stki masowo zgromadzone w stanie podstawowym
zaczn¡ ujawnia¢ swoje oddziaªywanie (zaniedbali±my je na samym pocz¡tku) co spowoduje
mody�kacj¦ zale»no±ci termodynamicznych, np. wkªad do ci±nienia mo»e by¢ proporcjonalny
do obsadzenia stanu podstawowego na jednostk¦ obj¦to±ci. Mo»e (ale nie musi) to spowodowa¢
ci¡gª¡ zmian¦ obj¦to±ci zamiast skoku do zera i przemian¦ drugiego lub wy»szego rodzaju.
Wymaga to dokªadnej analizy mo»liwych oddziaªywa«, czego tutaj si¦ nie podejmiemy. Warto
tak»e wspomnie¢, »e do±wiadczalnie u»ywa si¦ raczej puªapek o potencjale harmonicznym co
zmienia ilo±ciowo opis kondensacji cho¢ gªówna idea pozostaje i jest to obszar aktywnych bada«
naukowych.

11.5 Kwantowe twierdzenie Gibbsa

Je±li operator Hamiltona a tak»e liczby cz¡stek jest sum¡ niezale»nych cz¦±cie to

P =
∑
a

Pa(µa, T )

gdzie po prawej stronie ka»dy skªadnik jest czysty.

11.6 Drgania krysztaªów � teoria Debye'a

Ze wzgl¦du na dodatkowe komplikacje nie rozwa»amy kwazikryszatªów ani szkieª.
Sie¢ krystaliczn¡ polega drganiom wzgl¦dnym, poprzez naturalne oddziaªywanie wzajemne jej
elementów. Oddziaªywania musz¡ by¢ jednak wzgl¦dne, tj. zale»ne od wzgl¦dnego poªo»enia.
Mo»emy ten ruch opisywa¢ przez wychylenie poªo»e« ±rodków masy komórek elementarnych od
umownego poªo»enia równowagi, ~u = ~r−~r0 (±rodek masy komórki mo»e by¢ zde�niowany do±¢
dowolnie, najlepiej aby mo»liwie naturalnie). Klasyczny wkªad do funkcji Hamiltona (tylko
wa»na tutaj cz¦±¢!)

H =
∑
j

|~pj|2/2m+
∑
jn

Vj−n(∆~ujn), ∆~ujn = ~uj = ~un

Dokªadna posta¢ Vl (dla l = j − n) jest nieistotna, istotna jest natomiast zale»no±¢ od ró»nicy
wychyle«, bo krzystaª mo»e si¦ swobodnie przesuwa¢ jako caªo±¢. Zakªadamy, »e wychylenia
s¡ maªe wzgl¦dem wymiarów komórki elementarnej, bo du»e wychylenia prowadz¡ do utraty
porz¡dku krystalicznego � stopienia. Dlatego przybli»ymy rozwijaj¡c wokóª równowagi, wtedy
V ' A(~e · ∆~u)2/2, gdzie ~e jest pewnym wektorem kierunkowym (o jednostkowej dªugo±ci
|~e| = 1). Np. dla trójwymiarowej sieci sze±ciennej (komórka elementarna l(~ex, ~ey, ~ez) gdzie l
jest bokiem sze±cianu) mo»emy uwzgl¦dni¢ oddziaªywania wzdªu» kierunków osi, przek¡tnych
prostopadªych do osi i przek¡tnych sze±cianu. Nast¦pny krok to przej±cie do bazy falowej (szereg
Fouriera)

~uj = N−1/2
∑
k

~wke
i~k~rj
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tutaj wk = w∗−k jest amplitud¡ zespolon¡ a N liczb¡ komórek (cz¦sto odpowiada liczbie w¦zªów
sieci, ale nie zawsze, np. nie w gra�cie). Teraz

H '
∑
k

[
|~pk|2/2m+

∑
e

2Ae|~e · ~wk|2 sin2(~k · ~re/2)

]

gdzie ~re jest wektorem ª¡cz¡cym komórki elementarne wdªu» kierunku ~e, ~re = re~e (je±li uwzgl¦d-
niamy nast¦pych s¡siadów, wtedy wi¦cej takich wektorów ma ten sam kierunek i po wszyskich
sumujemy). Uwaga: tak naprawd¦ musimy rozbi¢ wk na cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ i sumowa¢
po poªowie k (po jednym z par k,−k), ale uproszczenie zapisu nie wpªynie na wynik. Istotne
b¦d¡ sla nas cz¦sto±ci drga« wªasnych ωk. Otryzmujemy je rozwi¡suj¡c problem wªasny dla ma-
cierzy

∑
e 4Ae~e~e sin2(~k ·~re/2) (~e~e jest macierz¡ iloczynów skªadowych e) której warto±ci wªasne

λ = mω2. Dla maªych k mo»emy rowin¡¢ sin i dostajemy

H '
∑
k

[
|~pk|2/2m+

∑
e

Ae|~e · ~wk|2(~k · ~re)2/2

]

W ogólno±ci drugi wyraz mo»na zapisa¢ ~w~w∗ : Ǎ : ~k~k/2 gdzie Ǎ jest tensorem 4 rz¦du (ma
34 = 81 skªadowych Aabcd, ale jest symetryczny Aabcd = Abacd = Aabdc i tak»e zwykle = Aacbd).
Jego dokªadna posta¢ nie ma znaczenia w teorii Debye'a, ale warto spojrze¢ na przypadek
izotropowy tj.∑

e

Ae|~e · ~w|2(~k · ~re)2 = α1k
2|~w|2 + α2|~k · ~w|2 = α1|~k × ~w|2 + (α1 + α2)|~k · ~w|2

wtedy α2 = mc2
L oraz α1 + α2 = mc2

T gdzie cL,T to pr¦dko±ci fali (d¹wi¦kowej) spolaryzowanej
wdªu» kierunku przemieszczania si¦ (L � podªu»na) oraz prostopadle (T � 2 transwersalne).
Falowo±¢ wi¡»e si¦ z cz¦sto±ci¡ drga« wªasnych liniowo zale»n¡ od k, tj. ω = c|k|. Pr¦dko±ci cL
i cT mog¡ by¢ zupeªie ró»ne. Przypadek izotropowy mo»na otrzyma¢ np. dla sieci przestrzennej,
de�niuj¡c A1 wzdªu» osi, A2 � przek¡tnych prostopadªych do osi i A3 � przek¡tnych sze±cianu
(rysunek). Wtedy ten przypadek otrzymujemy dla A1 = A2 + 8A3/3, α1 = l2(A2 + 4A3/3),
α2 = l2(2A2 + 8A3/3), a wi¦c c2

T = l2(A2 + 4A3/3)/m, c2
L = l2(3A2 + 4A3)/m.
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Mo»emy wreszcie przyst¡pi¢ do obliczania energii swobodnej. W przypadku klasycznym

βF =
∑
k,a

ln(βωka~)

gdzie sumujemy dodatkowo po indeksie warto±ci wªasnej a (po 3 na ka»de k) St¡d te» U =
∂βF/∂β = 3NkBT oraz cV = 3kB bo liczba drga« jest równa liczbie zmiennych niezale»nych
(3N). Jest to charakterystyczny klasyczny wynik, który mo»na interpretowa¢ zasad¡ ekwipar-
tycji energii (kB/2 na ka»dy "stopie« swobody", tutaj po 1 "kinetycznym" i 1 "potencjalnym"
na ka»dy z 3 wymiarów, w sumie 6). Kwantowo z kolei

βF =
∑
k,a

ln(2 sinh(β~ωka/2))

Trzeba zaznaczy¢, »e do±¢ beztrosko przeªo»yli±my klasyczn¡ funkcj¦ Hamiltona na kwantowy
operator, chocia» zmienne u wcale nie s¡ fundamentalnym polem, kiedy mieliby±my peªne
prawo tak zrobi¢. Okazuje si¦ »e mo»na tak robi¢ dla niefundamentalnych zmiennych, jest to
tzw. kwantowanie kanoniczne, o ile rozpatrywane zmienne mo»na wydzieli¢ jako operuj¡ce w
zakresie znacznie ni»szych energii od innych lub s¡ w inny sposób niezale»ne od pozostaªych w
rozpartywanym zakresie energii (w �zyce statystycznej skal¦ istotnych energii wyznacza kBT )

Teraz
U =

∑
k,a

coth(β~ωka/2)~ωka/2 =
∑
k,a

~ωka(1/2 + (eβ~ωka − 1)−1)

Pierwszy wyraz to tzw. energia pró»ni. Drugi wyraz to cz¦±¢ zale»na od temperatury, ma t¦
sam¡ posta¢ co dla bozonów przy µ = 0. Nie jest to przypadek, bo bozonami s¡ tu kwanty
drga«, tzw. fonony (bo zwi¡zane z falami d¹wi¦kowymi, podczas gdy fotony s¡ zwi¡zane z
falami ±wietlnymi), tak»e o niezachowanej liczbie. Granica klasyczna oznacza teraz jednka
tylko maªe β, bo stale z = eµβ = 1. Tak jak w przypadku gazów, wygodnie jest przej±¢ do
granicy du»ej obj¦to±ci, wtedy

∑
k → V

∮
d3k/(2π)3 Tym razem caªka jest po sko«czonym

zakresie k (co wyra¹nie zaznaczyli±my), bo w krzysztaªach ograniczamy si¦ do jednej strefy
Brillouina (patrz cz¦±¢ 12.5). Ogólnie (2π)−3

∮
d3k = n (koncentracja komórek elemntarnych)

bo liczba k jest równa liczbie komórek elementarnych. Wprowadzimy tak»e g¦sto±¢ cz¦sto±ci

g(ω) =
∑
a

∮
d3k

(2π)3
δ(ω − ωka)

Jest ona unormowana,
∫
dωg(ω) = 3n (po 3 drgania na ka»de k) oraz

βF

V
=

∫
dωg(ω) ln(2 sinh(β~ω/2)),

U

V
=

∫
dωg(ω)~ω(1/2 + (eβ~ω − 1)−1)

W zysokich tempreaturach otrzymujemy oczywi±cie zachowanie klasyczne, za to w niskich wa»ne
b¦d¡ tylko maªe energie, dla których znajedziemy w przybli»eniu g(ω). Niech ~k = k~ek gdzie ~ek
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jest kierunkiem ~k. dla ka»dego k mo»emy napisa¢ macierz

D̂(~ek) = Ǎ : ~ek~ek/m =
∑
e

Ae~e~e(~ek · ~re)2/m

której 3 warto±ci wªasne s¡ kwadratami pr¦dko±ci d¹wi¦ku, mo»na zatem napisa¢ D̂ = Ĉ2

gdzie Ĉ jest macierz¡ pr¦dko±ci d¹wi¦ku o warto±ciach wªasnych ca(~ek) (a = 1, 2, 3) Mamy
ωka = kca(~ek) a wi¦c

g(ω) ' ω2

∫
d2~ek
(2π)3

∑
a

c−3
a (~ek)

ostatni¡ sum¦ mo»na tak»e zapisa¢ TrĈ−3 = TrD̂−3/2. W przypadku izotropowym
∑

a c
−3
a =

c−3
L + 2c−3

T i g(ω) = ω2(c−3
L + 2c−3

T )/2π2, jednak w ka»dym przypadku mo»emy napisa¢ g(ω) =
αω2, gdzie α jest pewn¡ staª¡. Zatem w niskich temperaturach

U

V
' U0

V
+ ~α

∫
dω

ω3

eβ~ω − 1
=
U0

V
+ π4(kBT )4α/15~3

oraz cV ' 4π4αk4
BT

3/15~3. Jest to charakterystyczne kwantowe zachowanie ciepªa wªa±ciwego
w niskich temperaturach ∼ T 3. W wysokich otrzymamy klasyczne wyniki (co wa»ne, kompen-
suje si¦ U0). Cz¦sto interpoluje sie zachowanie cV w po±rednich temperaturach, upraszczaja¢
g = Aω2 dla ω < ωD a zero powy»ej ωD (jest to drastyczne uproszczenie, nawet nie przybli»enie,
bo dla du»ych czesto±ci g zachowuje si¦ zupeªnie inaczej, ale faktycznie maleje o zera). Cz¦sto±¢
Debye'a ωD wyznacza si¦ z normalizacji g, czyli ωD = (9n/α)1/3. Cz¦sto±¢ ta powinna mniej
wi¦cej odpowiada¢ maksymalnej cz¦sto±ci drga« (pami¦tamy, »e takie ograniczenie istnieje bo
ω zmienia si¦ w sposób ci¡gªy w obszarze zwartej strefy Brillouina). Mo»na te» zde�niowa¢
temperatur¦ Debye'a TD = ~ωD/kB, która mo»e by¢ traktowana jako umowna granica mi¦dzy
zachowaniem klasycznym i kwantowym. W takim uproszczeniu

u ' u0 + 9kBT (T/TD)3

∫ TD/T

0

dx
x3

ex − 1

Wynik mo»na wyrazi¢ przez kombinacj¦ polilogarytmów (nie b¦dziemy tego wypisywa¢). Osta-
tecznie wykres cV wygl¡da nast¦puj¡co:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T

TD

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
cV �kB
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Drgania sieci maj¡ tak»e znacznie przy topnieniu � utracie uporz¡dkowania krystalicznego. Z
opisu drga« wyªaczyli±my jednostajne przesuwanie krzystaªu. Mo»na si¦ obawia¢, »e drgania
o niskich cz¦sto±ciach doprowadz¡ do rozchwiania krysztaªu i utrat¦ porz¡dku. Warunkiem
"bezpiecze«stwa" krysztaªu, tzw. kryterium Lindemanna, jest nierowno±¢

〈|~u|2〉 = N−1
∑
j

〈|~u2
j |〉 � l2

gdzie l jest wymiarem komórki elementarnej. Oznacza to, »e wychylenia s¡ maªe w porównaniu
z rozmiarami komórek, czyli zasadniczo tkwi¡ w miejscu; cz¦sto po prawej stronie dopisuje
sie tzw. czynnik Lindemanna � umown¡ bezwymiarow¡ liczb¦ mniejsz¡ od 1. Wykorzystuj¡c
otrzymany wcze±niej rozkªad kanoniczny mo»na to wyrazi¢

〈|~u|2〉 = N−1
∑
k

〈|~wk|2〉 = n−1

∫
dωg(ω)(~/mω)(1/2 + (eβ~ω − 1)−1)

Kluczem do stablino±ci jest zachowanie dla maªych ω, poniewa» w sko«czonych temperaturach
g konkuruje z 1/mω2. Dlatego krysztaªy 1-wymiarowe nie s¡ stabilne, 2-wymiarowe tylko w
zerowej temperaturze a w peªni stabilne dopiero 3-wymiarowe, bo wtedy g ∼ ω2 daje sko«czon¡
praw¡ stron¦. Niestabilno±¢ objawia si¦ rosn¡c¡ liczb¡ defektów sieci, które w ko«cu niszcz¡
caªy porz¡dek. W 3 wymiarach w granicy klasycznej

〈|~u|2〉 ' kBT

∫
dωg(ω)/mnω2

a w kwantowej (niskie temperatury)

〈|~u|2〉 '
∫
dωg(ω)~/2mnω

(jak wida¢ w zerowej temperaturze drgania wcale nie zamieraj¡). Z kolei uproszczeniu przez
cz¦sto±¢ Debye'a:

〈|~u|2〉 ' (9~/mωD)(T/TD)2

∫ TD/T

0

dxx(1/2 + (ex − 1)−1)

co daje w wysokich temperaturach 9kBT/mω
2
D a w niskich temperaturach 9~/4mωD a ogólnie:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T

TD

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

m ΩD Yu2]�9 Ñ
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11.7 Paramagnetyzm

Prosty model paramagnetyzmu opiera si¦ na spinie (patrz cz¦±¢ 12.6). Je±li zbiór spinów cz¡stek
ma oddziaªuje jak ∼ ~Sj · ~Sl = (|~Sj + ~Sl|2 − |~Sj|2 − |~Sl|2)/2 to wielko±ci¡ zachowan¡ jest

~M =
∑
j

µ~Sj

gdzie µ jest momentem magnetycznym. Ma to tak»e uzasadnienie elektrodynamice kwantowej
gdzie spin pojawia si¦ w kombinacji w polem magnetycznym, np. w równaniu Pauliego mamy
wyraz −e~S · ~B/m. Wtedy mo»na obliczy¢ potencjaª Gibbsa dla H = 0 (ignorujemy wszystkie
oddziaªywania)

βG(T,B) = − ln Tr exp(β ~M · ~B)

Tu G = F − ~M · ~B. Równowa»nie mo»na napisa¢ H(B) = − ~M · ~B. W takim razie ~M =

N ~M = −(∂G/∂ ~B)T . W przypadku spinu βG = −N ln Tr exp(µβ~S · ~B). Bez straty ogólno±ci
przyjmiemy ~B = (0, 0, B). Wtedy

s∑
l=−s

exp(l~µβB) =
e(s+1)~µβB − e−s~mβB

e~µβB − 1
=

sinh((s+ 1/2)~µβB)

sinh(~µβB/2)

sk¡d
M = (s+ 1/2)~µ coth((s+ 1/2)~µβB)− (~µ/2) coth(~µβB/2).

Wwysokich temperaturach lub dla maªych B wykorzystujemy przybli»enie coth(x) ' 1/x+x/3,
co dajeM ' s(s+1)(~µ)2B/3kBT czyli tzw. prawo Curie. W niskich temperaturach coth(x) '
sgn(x) czyli M ' sgn(B)s~µ osi¡ga nasycenie niezale»ne od B. Na wykresach wygl¡da to
nast¦puj¡co:

-4 -2 2 4

B Μ Ñ

kBT

-1.5
-1.0
-0.5

0.5
1.0
1.5
M �Μ Ñ

s=3�2
s=1
s=1�2

11.8 Model Isinga

Ising zaproponowaª pozornie prosty model, które miaª opisywa¢ zarówno para- jak i ferroma-
gnetym. Polega on na rozpatrywaniu spinów 1/2 rozªo»onych na sieci w w¦zªach o caªkowitych
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wspóªrzednych (ale mo»na u»y¢ dowolnej sieci) oddziaªuj¡cych jednokierunkowo, ∼ SzjSzm w
polu (0, 0, B) Zatem w bazie wªasnej spinów

H = −
∑
(jl)

Jjlσjσl

gdzie σ = ±1 a J jest siª¡ oddziaªywania (dla ferromagnetyków przyjmujemy J > 0) a tak»e
Sz = ~σ/2. Zatem

βG = − ln
∑
{σ}

exp

∑
(jl)

βJjlσjσl +
∑
j

βB~µσj/2


gdzie sumujemy po wszystkich kombinacjach σ. Rozpatrzymy przypadek jednowymiarowy
gdzie J jest niezerowe tylko dla najbli»szych s¡siadów. Kluczem do rozwi¡zania jest wykorzy-
stanie struktury ªa«cucha.

A =
∑
{σ}

exp
∑
j

(Jσjσj+1 + B̃(σj + σj+1)/2)

gdzie J̃ = βJ oraz B̃ = B~µβ/2. Mamy bowiem A = TrV̂ N gdzie V jest macierz¡ warto±ci
wkªadu j-tego "ogniwa", tzw. macierz¡ przej±cia

V̂ =

(
eJ̃+B̃ e−J̃

e−J̃ eJ̃−B̃

)

Z drugiej strony TrV̂ N = λN+ + λN− , gdzie λ± to dwie warto±ci wªasne V̂ . W granicy du»ych N
(termodynamicznej) zostaje tylko wi¦ksza z tych dwóch warto±ci. Obliczmy λ± = eJ̃ cosh B̃ ±√
e2J̃ sinh2 B̃ + e−2J̃ czyli wi¦ksza jest λ+ i ostatecznie

G = −NkBT ln
(
eJ̃ cosh B̃ +

√
e2J̃ sinh2 B̃ + e−2J̃

)
Niestety, z tego otrzymamy M jako ci¡gª¡ funkcj¦ T i B, a wi¦c M(B = 0) = 0 czyli nie ma
ferromagnetyzmu. Zachowanie

M =
sinh(Bβ~µ/2)µ~/2√

sinh2(Bβ~µ/2) + e−4βJ

mo»na prze±ledzi¢ na wykresie:
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Okazuje si¦, »e w 1 wymiarze nie ma co liczy¢ na ferromagnetyzm i jakiekolwiek przemiany fa-
zowe (o ile oddziaªywania maja krótki zasi¦g). Ferromagnetyzm (poni»ej pewnej temperatury)
wyst¦puje natomiast w 2-wymiarowej wersji modelu Isinga, któr¡ dla B = 0 mo»na rozwi¡za¢
±ci±le, tak»e znajduj¡c M , jest to jednak bardzo trudne, szczegóªy mo»na znale¹¢ np. w ksi¡»ce
B.M. McCoy and T.T. Wu, The Two-Dimensional Ising Model (Harvard University Press, Cam-
bridge, 1973). Trójwywmiarow¡ wersj¦ rozwi¡zano tylko w przybli»eniu, cho¢ mo»na pokaza¢
(tzw. argument Peierlsa), »e ferromagnetyzm te» wtedy wyst¦puje.
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Uzupeªnienia

12 Fundamenty �zyczne

12.1 Najwa»niejsze funkcje Lagrange'a i Hamiltona

Dla cz¡stek punktowych

• Cz¡stka nierelatywistyczna ("zwykªa") w polu zewn¦trznym Φ: L = mẋ2/2 − Φ(x, t),
H = p2/2m+ Φ (1 wymiar), L = m|ṙ|2/2− Φ(~r, t), H = |~p|2/2m+ Φ(~r, t)

• We wspóªrz¦dnych sferycznych |ṙ|2 = ṙ2 + r2θ̇2 +sin2 θφ̇2, |~p|2 = p2
r +p2

θ/r
2 +p2

φ/(r sin θ)2.

• W polu elektromagnetycznym L = m|ṙ|2/2−eΦ(~r, t)+e ~A · ~̇r (e ªadunek, Φ(~r, t) potencjaª
elektryczny, ~A(~r, t) potencjaª magnetyczny, ~B = ∇× ~A) H = |~p− e ~A|2/2m+ eΦ(~r, t)

• Cz¡stka relatywistyczna (w teorii wzgl¦dno±ci) m|ṙ|2/2 → −mc
√
c2 − |~̇r|2, |~p|2/2m →

c
√

(mc)2 + |~p|2

oraz |~p− e ~A|2/2m→ c

√
(mc)2 + |~p− e ~A|2

Dla pól (skrótowe oznaczenie ∂t ≡ ∂/∂t)

• Pole skalarne (Kleina-Gordona) ψ(~r, t) (tak jakby w ka»dym punkcie byªo inne "poªo»e-
nie" ψ)

L =

∫
d3r

2

(
(∂tψ)2 − c2|∇ψ|2 −m2c4ψ2/~2

)
kwantowa staªa Plancka ~ jest celowa, to jest ju» pierwsza kwantyzacja!

H =

∫
d3r

2

(
π2 + c2|∇ψ|2 +m2c4ψ2/~2

)
gdzie π = ∂tψ jest tu p¦dem!

• Zespolone pole skalarne ψ = (ψr + iψi)/
√

2 (kombinacja 2 pól rzeczywistych ψr,i)

L =

∫
d3r
(
|∂tψ|2 − c2|∇ψ|2 −m2c4|ψ|2/~2

)
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P¦dy π∗ = ∂tψ

H =

∫
d3r
(
|π|2 + c2|∇ψ|2 +m2c4|ψ|2/~2

)
• Pole Fermiego-Diraca ψ(~r, t), wektor 4-wymiarowy, tzw. bispinor o skªadowych ψa, a =

1, 2, 3, 4

L =

∫
d3r~ψ†(i∂tψ + ci~α · ∇ −mc2α0/~)ψ

gdzie α to macierze 4× 4 w postaci blokowej

α0 =

(
0 I
I 0

)
, αj =

(
−σj 0

0 σj

)
gdzie I jest dwuwymiarow¡ macierz¡ jednostkow¡ a σ macierzami Pauliego, tj.

I =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
Wtedy π = i~ψ† czyli

H =

∫
d3r~ψ†(−ci~α · ∇+mc2α0/~)ψ =

∫
d3rπ(−c~α · ∇ − imc2α0/~)ψ

• Wª¡czenie oddziaªywania z polem elektromagnetycznym dla zespolonego pola skalarnego
i Fermiego-Diraca wykonujemy przez zast¡pienie ∂t → ∂t + ieΦ/~, ∇ → ∇− ie ~A/~ gdzie
e ªadunek pola.

• Pole elektromagnetyczne ~A(~r, t), Φ(~r, t)

L =

∫
d3r

(
ε0
2
| ~E|2 − 1

2µ0

| ~B|2
)

gdzie ~E = −∇Φ − ∂t ~A, ~B = ∇ × A. Problemem jest brak pochodnej czasowej Φ.
Rozwi¡zanie jest zale»ne od wyboru cechowania:
a) Coulomba ∇ · A = 0. Brak niezmienniczo±ci relatywistycznej. Wtedy efektywne pole
jest skalarne o masie m = 0 i 2 stopniach swobody (polaryzacje poprzeczne A; Φ jest
"martwym" polem).
b) Lorentza w = (c−2∂tΦ +∇ · ~A). Zgodne z teori¡ wzgl¦dno±ci (niezmiennicze). Mo»na
ustali¢ w = 0 lub dopisa¢ do funkcji Lagrange'a −

∫
d3rξw2 z rzeczywistym ξ > 0.

W drugim przypadku sprawia to kªopoty przy kwantowaniu, bo nie da si¦ uratowa¢
dodatnio±ci operatora g¦sto±ci (rachunkowo jednak nie jest to takie straszne i ujemno±ci
nie "wida¢"). Technicznie dodaje si¦ tak»e wyraz
−µ2

∫
d3r(Φ2/c2 − | ~A2|) z male«kim µ, które na ko«cu oblicze« zmienia si¦ na zero.

W obu przypadkach H wyprowadza si¦ jak dla pola skalarnego, przypadki Φ = 0 dla a) i
b) przy w = 0 pokrywaj¡ si¦.
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12.2 Kwantowanie metod¡ caªek po trajektoriach

We¹my caªk¦ ∫
Dq exp

∫
imẋ2dt/2~

dla krótkiego czasu ∆t mamy z zespolone caªki Gaussa∫
(dq′/C) exp(im(q − q′)2/2~∆t) =

∫
(d∆q/C) exp(im∆q2/2~∆t) =

√
2iπ∆t~/m/C

sk¡d C =
√

2iπ∆t~/m (dla zbie»no±ci trzeba wzi¡¢ ∆t → ∆t − iε gdzie ε jest male«k¡ liczba
rzeczywist¡). Na funkcjach∫

(dq′/C) exp(im(q − q′)2/2~∆t)ψ(q′) =

∫
(d∆q/C) exp(im∆q2/2~∆t)ψ(q −∆q)

'
∫

(d∆q/C) exp(im∆q2~/2∆t)[ψ(q)−∆qψ′(q) + ∆q2ψ′′(q)/2 = ψ(q)− (∆t~/2mi)ψ′′(q)

gdzie ∆q = q − q′ i wzi¦li±my pocz¡tkowe wyrazy szeregu Taylora (wy»sze szybciej znikaj¡
w granicy ∆r → 0 i dlatego s¡ nieistotne). St¡d wªa±nie Ĥ = p̂2/2m oraz p̂ψ = −i~ψ′.
Uwaga: w ogólno±ci dla caªek typu exp

∑
kl

∫
iAkl(q)q̇kq̇ldt i macierzy rzeczywistej symetrycznej

Aij = Aji trzeba caªkowa¢ po elemencie obj¦to±ci proporcjonalnym do
√

detAdq. Wynik jest
niejednoznaczny kiedy Aij zale»y qi lub qj i trzeba wtedy poda¢ sposób interpretacji (tzw.
problem Ito i Stratonowicza, którzy podali dwie ró»ne interpretacje takich caªek)

12.3 Klasyczny i kwantowy oscylator harmoniczny

L = mẋ2/2 + mω2x2/2, H = p2/2m + mω2/2, ω > 0. Ruch klasyczny x = x0 cos(ωt + φ0),
gdzie staªe A i φ0 to odpowiednio amplituda i faza pocz¡tkowa.
Kwantowo wprowadza si¦ operatory â = x̂

√
mω/2~ + ip̂/

√
2mω~ i â† o wªasno±ci [â, â†] = 1

(wyprowadzonej z [x̂, p̂] = i~). Dzi¦ki temu mo»na zapisa¢

Ĥ = ~ω(â†â+ ââ†)/2 = ~ω(n̂+ 1/2)

gdzie n̂ = â†â jest operatorem hermitowskim dodatnio okre±lonym. Niech n̂ ma ortonor-
malne stany wªasne |n〉 z warto±ciami wªasnymi n. Wtedy â|n〉 =

√
n|n − 1〉 oraz â†|n〉 =√

n+ 1|n + 1〉. Z dodatniej okre±lono±ci n ≥ 0, a wi¦c mo»liwe s¡ tylko liczby naturalne
nieujemne 0, 1, 2, . . . . Stan podstawowy |0〉 ma wªasno±¢ â|0〉 = 0 a wi¦c w reprezentacji poªo-
»eniowej |0〉 =

∫
dxψ0(x)|x〉

ψ0(x) = (mω/2π~)1/4 exp(−mωx2/2~)

Stany |n〉 maj¡ reprezentacj¦ poªo»eniow¡

ψn(x) = ψ0(x)Hn(x
√
mω/~)/

√
2nn!

gdzie Hn jest tzw. wielomianem Hermite'a.
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12.4 Pola kwantowe

Pole skalarne

Funkcja Lagrange'a i Hamiltona dla pola skalarnego (Kleina-Gordona) ma struktur¦ przypo-
minaj¡c¡ oscylator harmoniczny, dlatego wprowadzamy

â(~k) =

∫
d3r

C
e−i

~k·~r(ψ̂(~r)
√
ωk/2~ + iπ̂(~r)/

√
2ωk~)

gdzie C = V 1/2 oraz ~k = 2π(j1/L1, j2/L2, j3/L3) z caªkowitymi j w sko«czonej obj¦to±ci V =
L1L2L3 o topologii cyklicznej rj = 0 ≡ Lj albo C = (2π)3/2 w niesko«czonej obj¦to±ci. W

obu przypadkach ωk =

√
m2c4/~2 + c2|~k|2. Mamy wtedy na mocy [π̂(~r), ψ̂(~r′)] = i~δ(~r − ~r′):

[â(~k), â†(~k′)] = δkk′ lub δ(~k − ~k′) (niesko«czona obj¦to±¢) oraz

Ĥ =
∑
k

Ek(â
†(~k)â(~k) + â(~k)â†(~k))/2

gdzie Ek =
√
m2c4 + c2|~pk|2 dla ~pk = ~~k, a sum¦ zast¦pujemy caªk¡

∫
d3k w niesko«czo-

nej obj¦to±ci. W ostatnim czªonie mo»emy przestawi¢ operatory, ale pozostanie wyraz su-
muj¡cy/caªkuj¡cy sie do niesko«czono±ci. Mo»na si¦ tym nie przejmowa¢, traktuj¡c go jako
umown¡ energi¦ pró»ni. Wtedy

Ĥ =
∑
k

Ekn̂k

gdzie n̂k = â†(~k)â(~k). Dlatego warto±ci wªasne n̂ traktuje si¦ jako liczby cz¡stek o okre±lo-
nych wektorach falowych (p¦dach) i energiach. Dla niskich energii otrzymujemy przybli»enie
nierelatywistyczne E ' mc2 + |~p|2/2m.

Zespolone pole skalarne

[ψ̂(~r), π̂†(~r′)] = i~δ(~r − ~r′). Teraz

â(~k) =

∫
d3r

C
e−i

~k·~r(ψ̂(~r)
√
ωk/2~ + iπ̂†(~r)/

√
2ωk~)

oraz

b̂(~k) =

∫
d3r

C
e−i

~k·~r(ψ̂†(~r)
√
ωk/2~− iπ̂(~r)/

√
2ωk~)

i otrzymujemy
Ĥ =

∑
k

Ek(n̂ak + n̂bk + 1)

okazuje si¦, »e b odpowiada antycz¡stce dla a (to wida¢ dopiero po doªo»eniu pola elektroma-
gnetycznego, zachowuje si¦ jak z przeciwnym znakiem ªadunku)
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Pole Fermiego-Diraca

Podobnie jak przy polu skalarnym de�niujemy ψ̂(~k) =
∫

(d3r/C)e−i
~k·~rψ(~r) i wtedy

Ĥ =
∑
k

ψ̂†(~k)(−c~~α · ~k +mc2α0)ψ̂

Tymczasem warto±ci wªasne macierzy hermitowskiej −c~α · ~k + mc2α0 wynosz¡ ±ωk (ωk jak
dla pola skalarnego), ka»da dwukrotnie zdegenerowana. Oznaczmy ortonormaln¡ baz¦ tych
wektorów us± gdzie s = 1, 2 (s¡ to skªadowe spinowe, to wªa±nie tu si¦ pojawia spin cz¡stki) a
± odpowiada znakowi warto±ci wªasnej, Wtedy ψ̂ =

∑
s± us±ψ̂s± oraz

Ĥ =
∑
k,s,±

±Ekψ̂†s±(~k)ψ̂s±(~k)

Zasadniczym problemem s¡ tu ujemne energie dla stanów −. Nie da si¦ ratowa¢ zamian¡ kolej-
no±ci b¡d¹ roli operatorów, które normalnie speªnaiªyby relacj¦ komutacyjn¡ [ψ̂s±(~k), ψ̂†s±(~k′)] =

δ(~k − ~k′). Jedyne wyj±cie to drasytczny krok: zamiania konutacji na antykomutacj¦, tj.
[X̂, Ŷ ]+ = X̂Ŷ+Ŷ X̂, dla ψ̂ i π̂ i ψ̂†, czyli [ψ̂a(~r), ψ̂

†
b(~r
′)]+ = δabδ(~r−~r′) i tak»e [ψ̂s±(~k), ψ̂†s±(~k′)]+ =

δ(~k − ~k′). St¡d wynik zakaz Pauliego, ψ̂† dokªadna jedn¡ cz¡stk¦ w okre±lonym stanie (inde-
koswanym przez k, s,±, ale dwóch ju» nie mo»e bo to daje zero. Dlatego role ψ̂ i ψ̂† staj¡ si¦
zamienne, bo dziaªamy w zerojedynkowym zajmowaniu stanów przez cz¡stki. Wtedy mo»emy
zamieni¢ kolejno±¢ w cz¦±ci ujemnej, jednocze±nie ignoruj¡c staª¡ energi¦ pró»ni,

Ĥ =
∑
k,s

Ek(n̂s+(~k) + n̂s−(~k)), n̂s+(~k) = ψ̂†s+(~k)ψ̂s+(~k), n̂s−(~k) = ψ̂s−(~k)ψ̂†s−(~k)

Teraz mo»emy przyj¡¢ ψ̂− = ˆ̃ψ†−. W ten sposób rodzi si¦ antycz¡stka Fermiego! Przyjmujemy »e
pró»nia jest obsadzona przez cz¡tki o ujemnej energii i mo»emy jedynie je zabiera¢, odbieraj¡ ich
enegri¦ ujemn¡ czyli energia wzrasta. Brak cz¡stki (o ujemnej energii) to wªa±nie antycz¡stka
(o dodatniej energii). Wida¢ te», »e waro±ci wªasne n̂ to 0 i 1 na mocy zakazu Pauliego. Musimy
dokona¢ zmiany tak»e na pozomie funkcji Lagrange'a. Teraz ψ to tzw. liczby Grassmanna, tj
takie, »e mo»na je przemiennie dodawa¢ mno»y¢ przez liczby zespolone, ale ξη = −ηξ, z operacj¡
ró»niczkowania d(ξA)/dξ = A, dA/dξ = 0, caªkowania

∫
dξ A = 0 oraz

∫
dξ ξA = A, je±li A

nie zawiera ξ. W caªkowaniu trzba ustali¢ pewn¡ kolejno±¢ (niewa»ne jak¡, byle ustalon¡).

W polu zewn¦trznym

Dotychczas rozwa»ali±my cz¡stki swobodne. Niezerowy potencjaª elektryczny Φ oczywi±cie
komplikuje rozwi¡zania, ale nadal mo»e je zapisa¢ w postaci

Ĥ =

∫
dqdq′ψ̂†(q)H1(q, q′)ψ̂(q′)
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gdzie H1 jest jednocz¡stkow¡ funkcj¡ Hamiltona, uzyskan¡ poprzez pierwsz¡ kwantyzacj¦, czyli
jakby dla pojedynczej cz¡stki Fermiego-Diraca∫

dq′H1(q, q′)ψ(q′) = (ci~~α · (∇− ie ~A/~) +mc2α0/~ + eΦ)ψ(q)

który cz¦sto upraszcza si¦ do postaci Pauliego(
(−i~∇− e ~A)2/2m− ~e~σ · ~B/2m+ eΦ

)
ψ(q)

(w pierwszym wyrazie wyj¡tkowo nie piszemy || bo to jest kwadrat skalarny a nie moduª ze-
spolony!), gdzie σ to macierze Pauliego. Bez pola magnetycznego mamy posta¢ Schrödin-
gera (−~2∆/2m + eΦ)ψ. Je±li potra�my diagonalizowa¢ H1 (rozwi¡za¢ zagadnienie wªasne
H1u = Euu) to

Ĥ =
∑
u

Eun̂u

gdzie û = ψ̂†uψ̂u oraz ψ̂(~r) =
∑

u u(~r)ψ̂u. Uªatwia to znacznie obliczenia.
Podobnie zagadnienie wªasne przydaje si¦ przy zespolonym polu skalarnym, bowiem funkcja
Lagrange'a jest taka jak dla oscylatora harmonicznego, którego cz¦sto±ci trzeba znale¹¢ i wtedy
Eu = ~ωu

Ĥ =
∑
u±

Eu±(n̂u± + 1/2)

(1/2 mo»na znów pomin¡¢ jako energi¦ pró»ni). Z kolei ωu znajdujemy z klasycznego równania
Eulera-Lagrange'a, które np. w polu elektromagnetycznym ma posta¢

∂t(∂t + ieΦ/~)ψ = c2(∇− ie ~A)2ψ −m2c4ψ/h2 − e2Φ2ψ − ieΦ∂tψ/~
Bior¡c ψ(t) = e−iω+tψ(0) mamy dla ψ(0) i staªego Φ

(ω+ − eΦ/~)2ψ = −c2(∇− ie ~A/~)2ψ +m2c4ψ/~2

lub
(E+ − eΦ)2ψ = c2(−i~∇− e ~A)2ψ +m2c4ψ

Bior¡c sprz¦»enie dostaniemy równanie na E− dla antycz¡stki zamieniaj¡c e → −e. Jest
to w istocie jednocz¡stkowe (tj. w pierwszej kwantyzacji) równanie Kleina-Gordona w polu
elektromagnetycznym, które daje si¦ przeksztaªci¢ do zwykªego zagadnienia wªasnego (o ile eΦ
nie przekracza ±mc2, aby klasyczna funkcja Hamiltona byªa dodatnio okre±lona)

Eψ = eΦψ + (c2(−i~∇− e ~A)2 +m2c4)1/2ψ

(trzeba pierwiastkowa¢ paskudny operator!). Dla maªych energii mo»na przybli»y¢

Eψ = (eΦ +mc2)ψ + (−i~∇− e ~A)2ψ/2m

co jest zwykªym równaniem Schrödingera w polu zewn¦trznym (+mc2 do pomini¦cia). Podob-
nie mo»na post¡pi¢ zawsze gdy funkcja Lagrange'a ma posta¢ harmoniczn¡ (co cz¦sto zakªa-
damy w przybli»eniu). �cisªe uzasadnienie powy»szej metody opiera si¦ na diagonalizacji form
symplektycznych (dla p i q speªniaj¡cych okre±lone zwi¡zki), patrz 13.12.
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Swobodne pole elektromagnetyczne

W cechowaniu Coulomba ∇· ~A = 0 mamy w reprezentacji falowej ~k · ~A(~k) = 0 czyli mo»liwe s¡
tylko fale prostopadªe do ~k (polaryzacje prostopadªe), dlatego pole elektromagnetyczne mo»na
uj¡¢ w formie

Ĥ =
∑
kε

|c~~k|(n̂kε + 1/2)

gdzie ε = R,L oznacza jedn¡ z dwóch polaryzacji (R,L oznacza naturalne polaryzacje koªowe
prawo- i lewoskr¦tne).

12.5 Krysztaªy � twierdzenie Blocha

Je±li operator Hamiltona nie zmienia si¦ przy pewnych przesuni¦ciach tj. H(~r) = H(~r + ~a)
(najcz¦±ciej stosujemy to przypadku jednocz¡stkowego, ale idea jest calkiem ogólna), to mo»na
go zdiagonalizowa¢ wzgodnie z tymi przsuni¦ciami, tj. stan wªasny |ψ〉 =

∫
d3rψ(~r)|~r〉 ma

wªasno±¢ ψ(~r + ~a) = eiφψ(~r). Przyjmuje sie konwencj¦ falow¡, tj. φ = ~k · ~a. Wida¢, »e ~k ma
ograniczony zakres do ~k ·~a = 2π, bo potem φ si¦ powtarza. W trójwymiarowym kryszale mamy
trzy wektory ~aj, j = 1, 2, 3, rozpinajace równolegªo±cian, komórk¦ elementarn¡. Nakªada to
ograniczenie na ~k, które s¡ zamni¦te w komórce elementarnej sieci odwrotnej rozpi¦tej przez
~kj zadanej przez ~kj · ~am = 2πδjm. Wektory kj maj¡ warto±ci ~k1 = 2π~a2 × ~a3/(~a1 · (~a2 × ~a3) a
pozostaªe cylkicznie (1 → 2 → 3 → 1) lub macierzowo (~k1

~k2
~k3)T = 2π(~a1~a2~a3)−1. Komórka

sieci odwrotnej to tzw. pojedyncza strefa Brillouina. Licz¡c stany wªasne zawsze oganiczamy
si¦ do niej, aby nie liczy¢ stanów wielokrotnie. Warto±¢ wªasna H staje si¦ wtedy funkcj¡
E(~k). Wida¢ wi¦c, »e stany wªasne mo»na pogrupowa¢ w tzw. pasma, w ka»dym z nich w
sposób ci¡gªy zmieniamy ~k a wi¦c i E. Dla ka»dego pasma E musi mie¢ ograniczony zakres.
Dla ró»nych pasm przedziaªy E mog¡ zachodzi¢ na siebie. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e »adne pasmo
nie osi¡ga pewnej energii, wtedy mamy do czynienia z przerw¡ energetyczn¡, co ma kolosalne
znaczenie w elektronice. Ze wzgl¦du na szczególne dodatkowe symetrie b¡d¹ wa»ne zastosowania
w opisie pasm i komórek wprowadza si¦ liczne konwencje oznaczeniowe, których nie b¦dziemy
tu dyskutowa¢.

12.6 Spin

Spin jest wªasno±ci¡ cz¡stek (uznawan¡ za kwantow¡), opisywan¡ operatorami hermitowskimi
~̂S o wªasno±ci

[Ŝx, Ŝy] = i~Ŝz, [Ŝy, Ŝz] = i~Ŝx, [Ŝz, Ŝx] = i~Ŝy,

oraz Ŝ2 = Ŝ2
x+Ŝ2

y+Ŝ2
z . Poniewa» ~̂SŜ

2 = Ŝ2 ~̂S, wi¦c Ŝ2 i Ŝz maj¡ wspóln¡ baz¦ stanów wªasnych.

Wprowadzaj¡c Ŝ± = Ŝx ± iŜy (odwrotnie Ŝx = (Ŝ+ + Ŝ−)/2, Ŝy = (Ŝ+ − Ŝ−)/2i) otrzymamy
[Ŝ±, Ŝz] = ∓~Ŝ±, [Ŝ±, Ŝ∓] = ±2~Ŝz oraz Ŝ2 = Ŝ2

z±~Ŝz+Ŝ∓Ŝ±. Na tej podstawie mo»na znale¹¢
warto±ci wªasne Ŝ2 w postaci ~2s(s+ 1) oraz Ŝz w postaci ~m, gdzie m = −s, 1− s . . . , s− 1, s
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oraz s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . . Skrótowo mówimy o spinie s. Odpowiedni¡ baz¦ stanów wªasnych
oznacza si¦ |s,m〉 Wtedy

Ŝ±|s,m〉 = ~
√

(s∓m)(s±m+ 1)|s,m± 1〉

Spin poªówkowy s = 1/2 wyra»a si¦ macierzami Pauliego ~̂S = ~~̂σ/2. Zagadnienie wªasne dla
spinu ma znaczenie nie tylko w mechanice kwantowej, ale tak»e klasycznej, np. w klasy�kacji
fal kulistych.

13 Uzupeªnienia matematyczne

13.1 Dystrybucje specjalne

Delta Diraca

δ(x) (±ci±le mówi¡c nie jest to funkcja, ale dystrybucja):∫
dxf(x)δ(x) = f(0)

czyli δ(x 6= 0) = 0 oraz
∫
dxδ(x) = 1 (funkcja wsz¦dzie zerowa poza zerem gdzie wybucha tak

aby jej caªka daªa 1). W wielu wymiarach np. δ(~r) = δ(r1)δ(r2)δ(r3) = δ(x)δ(y)δ(z)

Funkcja Heaviside'a

θ(x) =

{
1 dla x ≥ 0
0 dla x < 0

czyli δ(x) = θ′(x).

Funkcja znaku

sgn(x) =

{
1 dla x ≥ 0
−1 dla x < 0

czyli sgn(x) = 2θ(x)− 1.

13.2 Pochodna funkcjonalna

Tak jak funkcje przyporzadkowuj¡ liczby liczbom tak funkcjonaªy przyporz¡dkowuj¡ liczby
funkcjom, np. F [f ] =

∫
dx g(f(x), x) jest funckjonaªem (mo»na wzi¡¢ np. g(y, x) = xkyn. W

istocie F jest jak gdyby funkcj¡ wielu zmiennych F (. . . , f−2, f−1, f0, f1, f2, . . . ) dla fk = f(xk)
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oraz x = k/N , przy N → ∞. Na funkcjonaªach mo»na wykonywa¢ ró»niczkowanie tak jak na
funkcji wielu zmiennych tylko oznacza si¦ je przez δ/δf(x), np.

δF

δf(x)
=
∂g

∂f
(f(x), x)

a tak»e
δf(x′)

δf(x)
= δ(x− x′)

13.3 Przestrze« wektorowa

Delta Kroneckera

δjk = 1 dla j = k i 0 w przeciwnym razie.

Iloczyn skalarny

Dla ~a =
∑

i ai~ei mamy ~a ·~b =
∑

i aibi oraz |~a|2 = ~a · ~a.

Iloczyn wektorowy

εijk =


+1 dla ijk = 123, 231, 312
−1 dla ijk = 321, 312, 213

0 pozostaªe

je±li ~a =
∑

i ai~ei to ~a×~b =
∑

ijk εijk~eiajbk.

Nabla

∇ =
∑

i ~ei∂/∂ri (r1 = x, r2 = y, r3 = z). Cz¦sto u»ywana do zapisu gradientu ∇f(~r), rotacji
∇× ~A(~r) i dywergencji ∇ · ~A(~r).

Wspóªrz¦dne

Wspóªrz¦dne biegunowe 2-wymiarowe r1 = x = r cosφ, r2 = y = r sinφ, r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π[;
3-wymiarowe: r1 = x = r sin θ cosφ, r2 = y = r sin θ sinφ, z = r cos θ, r > 0, θ ∈ [0, π],
φ ∈ [0, 2π[
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13.4 Szereg Taylora

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)xn/n!

o ile prawa strona jest zbie»na (f (n) to n-ta pochodna, zerowa to sama funkcja).

13.5 Caªka Gaussa

I =
∫
dx exp(−x2). Poniewa» w zmiennych biegunowych x =

√
u cosφ, y =

√
u sinφ, φ ∈

[0, 2π], u > 0,

I2 =

∫
dxdy exp(−x2 − y2) = π

∫ ∞
0

e−udu = π

oraz I > 0, wi¦c I =
√
π. Wdla wielu zmiennych

I =

∫
dnx exp

(
−
∑
jk

xjAjkxk

)
= πn/2/

√
detA

Macierz A musi by¢ dodatnio okre±lona i symetryczna. Wynik otrzymuje si¦ przez diagonali-
zacj¦ i rozbicie na iloczyn.

13.6 Silnia i Gamma

Silnia: 0! = 1, n! = n(n− 1)! (np. 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120). Funkcja Gamma

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

Caªkuj¡c przez cz¦±ci wida¢, »e Γ(x+1) = xΓ(x) oraz Γ(1) = 1 sk¡d n! = Γ(n+1) Zamieniaj¡c
x2 = t mamy zwi¡zek z caªk¡ Gaussa Γ(1/2) = I =

√
π.

Wzór Stirlinga

Dla du»ych argumentów funkcji Γ(x+ 1) mo»emy rozwin¡¢ w szereg Taylora wykªadnik funkcji
podcaªkowej wokóª maksimum t = x, tj. zamieniamy zmienne s = t− x i dostajemy

Γ(x+ 1)(e/x)x =

∫ ∞
−x

ds exp(x ln(1 + s/x)− s) '
∫ ∞
−x

ds exp(−s2/2x) '
√

2πx

bo dla du»ych warto±ci x ogon (s < −x) i poprawki do caªki s¡ zaniedbywalne. St¡d Γ(x +
1) ' (x/e)x

√
2πx lub Γ(x) ' (x/e)x

√
2π/x oraz n! ' (n/e)n

√
2πn. Cz¦sto stosujemy wersj¦

uproszczon¡ ln Γ(x+ 1) ' ln Γ(x) ' x lnx− x (to samo dla silni).
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13.7 Kula n-wymiarowa

Jest to zbiór Kn dany równaniem
n∑
i=1

x2
i ≤ r2

gdzie r � promie« kuli. Obj¦to±¢ Vn(r) =
∫
K
dnx skaluje si¦ Vn(r) = rnVn(1). Powierzchnia

An(r) = dVn/dr = rn−1An(1) = nrn−1Vn(1) i An(1) = nVn(1). Mamy

Γ(1/2)n = πn/2 =

∫
dnx exp

∑
k

(−x2
k) =

∫ ∞
0

drAn(r)e−r
2

=

∫ ∞
0

rn−1An(1)e−r
2

dr.

Podstawiaj¡c u = r2 dostajemy An(1)(1/2)
∫
un/2−1e−udu = An(1)(1/2)Γ(n/2). St¡d An(1) =

πn/22/Γ(n/2) oraz Vn(1) = πn/2/Γ(n/2+1) St¡d znane wzory A1(1) = 2, V1(1) = 2, A2(1) = 2π,
V2(1) = π, A3(1) = 4π, V3(1) = 4π/3 i mniej znane A4(1) = 2π2, V3(1) = π2/2.

13.8 Funkcje zespolone

Liczby zespolone z = x + iy gdzie x, y rzeczywiste, x = Rez, y = Imz, a i2 = −1 i stosu-
jemy zwykªe wªasno±ci arytmetyki ciaªa (przemienne dodawanie i mno»enie, ª¡czno±¢, 0 i 1,
odwracanie, rozdzielno±¢), sprz¦»enie z∗ = x − iy, moduª |z| =

√
zz∗ =

√
x2 + y2. Funkcje

holomor�czne z zespolonych w zespolone: f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (rzeczywiste u, v) speªniaj¡
warunki Cauchy-Riemanna ∂u/∂x = ∂v/∂y, ∂u/∂y = −∂v/∂x. ró»niczka dz = dx + idy.
Niesamowicie przydatn¡ wªasno±ci¡ funkcji holomo�cznych jest

∮
f(z)dz = 0, je±li caªkujemy

po krzywej zamkni¦tej otaczaj¡cej obszar holomor�czno±ci f (wsz¦dzie tam sko«czona i jedno-
znacznie okre±lona).
Funkcja wykªadnicza od z = x+ iy:

ez =
∑
k

zk/k! = ex(cos y + i sin y)

st¡d π jest najmniejsz¡ dodatni¡ liczba rzeczywist¡, tak¡ »e sin π = 0 lub 2π jest minimalnym
dodatnim okresem sin i cos, oraz e = e1.
Przydatna caªka dla Rew ≥ 0: ∫

dx exp(−wx2) =
√
π/w

gdzie licz¡c
√
w wybieramy pierwiastek o dodatniej cz¦±ci rzeczywistej, wynika to z caªki Gaussa

i holomor�czno±ci e−z
2
na kawaªku tortu, tj. dla z = reiφ, w = Reiα, R, r rzeczywiste dodatnie,

φ, α rzeczywiste takie »e 0 < 2φ < α.
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13.9 Transformata Fouriera

Ciagªa

f(x) =

∫
dk eikxf(k), f(k)

∫
dx

2π
e−ikx

Przykªady: f(k) = δ(k) daje f(x) = 1, f(k) = e−ak
2
daje

√
π/ae−x

2/4a.

Szereg niesko«czony

x = L ≡ 0 (topologia okr¦gu o dªugo±ci L).

f(x) =
∑
k

eikxf(k), f(k) =

∫
dx

L
e−ikxf(x)

dla k = 2πn/L gdzie n jest liczb¡ caªkowit¡. St¡d przydatny przelicznik szereg/transformata
L→ 2π. Uogólnia si¦ naturalnie na D wymiarów, wtedy obj¦to±¢ V → (2π)D (V = L1 · · ·LD)
Dla szeregów Fouriera f(k) = δk,0 daje f(x) = 1, ale f(k) = 1 daje f(x) = Lδ(x). Trans-
formata/szereg Fouriera zamienia pochodn¡ na mno»enie, tj. dla g(x) = f ′(x) mamy g(k) =
ikf(k).

Sko«czony szereg

f(j) =
∑N

k=0 e
2πikj/Nf(k), f(k) =

∑N
k=0 e

−2πikj/Nf(k)/N , gdzie k, j ∈ {0, . . . , N−1}. Przykªad
f(k) = δk0 daje f(j) = 1.

13.10 Ekstrema zwi¡zane

Je±li chcemy znale¹¢ minimum (maksimum) ró»niczkowalnej funkcji f(x1, . . . , xn) przy ustalo-
nych (wi¦zach) ró»niczkowalnych gj(x1, . . . , xn) to warunki s¡

∂f

∂xi
=
∑
j

µj
∂gj
∂xi

dla wszystkich i, natomiast µj to tzw. mno»niki Lagrange'a, których warto±ci wyznaczane
s¡ na ko«cu z wi¦zów. Uogólnia si¦ to na funkcjonaªy, gdzie odgrywa to kluczow¡ rol¦ w
wyprowadzeniu równa« Eulera-Lagrange'a w mechanice klasycznej.

13.11 Formalizm macierzowy i operatorowy

Wektory (ket, stan, mikrostan) zapisujemy |ψ〉 =
∫
ψ(q)|q〉dq w bazie ci¡gªej (rzeczywiste q),

lub
∑

q ψ(q)|q〉 w bazie przeliczalnej (numerowanej liczbami caªkowitymi) a sprz¦»enia Her-
mite'a (hermitowskie) † tj. zespolone z transpozycj¡ (bra) 〈ψ| = (|ψ〉)† =

∫
ψ∗(q)〈q| (analo-

gicznie w bazie przeliczalnej, wsz¦dzie zast¦pujemy caªk¦ przez sum¦). Sprz¦»enie hermitowskie
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jest wªasn¡ odwrotno±ci¡, tj. (|ψ〉)†† = |ψ〉. Ogólny iloczyn skalarny 〈φ|ψ〉 =
∫
dqφ∗(q)ψ(q).

Zawsze 〈ψ|ψ〉 ≥ 0 przy czym = tylko dla ψ = 0. Unormowanie je±li 〈ψ|ψ〉 = 1 (dla ci¡gªego
zbioru mo»e by¢ odpowiednia delta Diraca), ortogonalno±¢ je±li 〈φ|ψ〉 = 0. Ortonormalno±¢
zbioru wektorów: unormowanie i wzajemna ortogonalno±¢. Baza jest zawsze ortonormalna,
np. 〈q′|q〉 = δ(q − q′) lub δqq′ . Operatory X̂ =

∫
dqdq′X(q, q′)|q〉〈q′| (operator jednost-

kowy Î =
∫
dq|q〉〈q| cz¦sto b¦dziemy opuszcza¢ w iloczynach b¡d¹ pisa¢ jako zwykªe 1) i

ich sprz¦»enia hermitowskie X̂† =
∫
dqdq′X∗(q′, q)|q〉〈q′|. Operatory mo»na mno»y¢ jak ma-

cierze tj. je±li Ĉ = ÂB̂ to C(q, q′) =
∫
dq′′A(q, q′′)B(q′′, q′). Operatory unitarne Û speªniaj¡

Û †Û = Û Û † = Î. Operatory unitarne sªu»¡ tak»e do wyra»ania wektorów w innej bazie (war-
to±ci U okre±laj¡ wspóªczynniki odpowiednich kombinacji liniowych). Operatory hermitowskie
speªniaj¡ X̂† = X̂, ponadto exp(iX̂) jest unitarny (je±li dobrze okre±lony). W liczbach rzeczywi-
stych hermitowskie=symetryczne, unitarne=ortogonalne. Wa»nym operatorem jest poªo»enie
q̂ =

∫
dq q|q〉〈q|. W bazie sko«czonej (sko«czona liczba stanów bazy) operatory s¡ zwykªymi

macierzami. W bazie ci¡gªej przydaje si¦ operator falowy (p¦du bez ~), który obliczamy na
funkcjach falowych k̂|ψ〉 = | − iψ′〉 gdzie −iψ′(q) jest funkcj¡ falow¡ wyniku (alternatywnie
k̂ =

∫
(−i∂δ(q − q′)/∂q)|q〉〈q′|dqdq′). Mo»na wtedy skonstruowa¢ baz¦ falow¡

|k〉 =

∫
d3r√
C
eikq|q〉

gdzie C = L dla topologii cyklicznej q = 0 ≡ L lub C = 2π bez ogranicze«. Wtedy k̂|k〉 = k|k〉.
Oczywi±cie powy»szy schemat uogólnia si¦ bez problemu na wiele wymiarów. Trzeba jednak
pami¦ta¢, »e ograniczamy si¦ w praktyce do funkcji normalizowalnych 〈ψ|ψ〉 jest sko«czone,
przynajmniej w granicy (np. |k〉 nie s¡ normalizowalne w przypadku nieograniczonym, ale
mo»na je potraktowa¢ jako specjalny przypadek graniczny).

Wa»nym elementem teorii operatorów i mechaniki kwantowej jest rozkªad na wektory i
warto±ci wªasne. Zagadnienie wªasne ma form¦

X̂|ψ〉 = λ|ψ〉

gdzie |ψ〉 jest unormowanym wektorem wªasnym a λ wasto±ci¡ wªasn¡ (przypisan¡ temu kon-
kretnemu wektorowi). Wektor wªasny jest okre±lony z dokªadno±ci¡ do czynnika fazy eiθ (do-
wolne θ). Dla operatorów hermitowskich ªatwo pokazuje si¦, »e λmusi by¢ rzeczywista (wykonu-
j¡c sprze»enie hermitowskie 〈ψ|X̂|ψ〉 ) oraz, »e wektóry wªasne dla ró»nych warto±ci wªasnych
musz¡ by¢ ortogonalne (bior¡c 〈φ|X̂|ψ〉 i sprz¦»enie hermitowskie). Wa»n¡ rol¦ odgrywaj¡
operatory hermitowskie nieujemne tj. 〈ψ|X̂|ψ〉 ≥ 0 dla dowolnego normalizowalnego ψ. Takie
operatory to np. Â†Â dla dowolnego A i ich suma. W mechanice kwantowej cz¦sto wykorzystuje
si¦ rozkªad operatora na funkcje wªasne, diagonalizacj¦, tj.

X̂ =
∑
ψ

λψ|ψ〉〈ψ|, Î =
∑
ψ

|ψ〉〈ψ|
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gdzie sumujemy po wszystkich ortonormalnych wektorach wªasnych, a λ jest odpowiedni¡ war-
to±ci¡ wªasn¡. Je±li kilka wektorów ma t¦ sam¡ warto±¢ wªasn¡, to zawsze mo»emy skonstru-
owa¢ z nich kompletn¡ baz¦ ortonormaln¡ przeksztaªceniami liniowymi. Taki rozkªad daje si¦
uzasadni¢ dla w bazie sko«czonej. W bazie niesko«czonej dla operatorów nieujemnych mo»na
uto»sami¢ zagadnienie wªasne z wariacyjnym problemem minimalizacji z wi¦zami, tj. mini-
mum 〈ψ|X̂|ψ〉 przy ustalonej normalizacji 〈ψ|ψ〉 = 1 i ortogonalno±ci 〈φ|ψ〉 do innych stanów
wªasnych φ. Wtedy bowiem

δ〈ψ|X̂|ψ〉
δψ∗

− µδ〈ψ|ψ〉
δψ∗

−
∑
φ

µφ
δ〈ψ|φ〉
δψ∗

= X̂|ψ〉 − µ|ψ〉 −
∑
φ

µφ|φ〉 = 0

gdzie µ to odpowiednie mno»niki Lagrange'a. Je±li operator jest nieujemny to oczywi±cie jego
warto±ci wªasne s¡ nieujemne. Wykonuj¡c minimalizacj¦ przy ortogonalno±ci wzgl¦dem wek-
torów o mniejszych warto±ciach wªasnych od ustalonej, mo»na w granicy "wyzerowa¢" ka»d¡
funkcj¦, tj. rozªo»y¢ na funkcje wªasne, tak »e nic nie zostaje (to co ewentualnie zostaje ma
"miar¦" zerow¡). Wymaga to rzecz jasna znalezienia kompletu funkcji wªasnych. W wielu
przypadkach, zbiór ten skªada si¦ z cz¦±ci przeliczalnej (tzw. stany zwi¡zane) i ci¡gªej (tzw.
stany rozproszeniowe), ale zawsze mo»na uciec si¦ do odpowiedniego przej±cia granicznego (np.
ograniczona przestrze«) dla przeliczalnych, które przewa»nie mo»na ±ci±le uzasadni¢. Metoda
dziaªa tak»e, je±li X̂ + cÎ jest nieujemny (dla rzeczywistego c). Je±li operator X̂ nie jest nie-
ujemny to mo»na wzi¡¢ X̂2. Wtedy funkcje wªasne X̂2 tworz¡ pary |ψ〉 i X̂|ψ〉, które musz¡
mie¢ t¡ sam¡ warto±¢ λ ≥ 0. Je±li s¡ liniowo niezale»ne to daj¡ ich pewne liniowe kombinacje
par¦ funkcji wªasnych X̂ o warto±ciach

√
λ (jedna) i −

√
λ (druga), a je±li s¡ liniowo zale»ne to

|ψ〉 daje warto±¢ ±
√
λ.

Przykªady wa»nych operatorów, zwykle rozkªadalnych na funkcje wªasne: ak̂2 + Φ(q), ~α · ~̂k +
α0m + Φ(q) (Dirac, nie jest nieujemnie okre±lony). Alternatywnie mo»na przybli»a¢ baz¦ jej
wersj¡ sko«czon¡ i uzasadni¢ jednoznaczno±¢ przej±cia do granicy. Je±li dwa (lub wi¦cej) ope-
ratory hermitowskie s¡ przemienne tj. X̂Ŷ = Ŷ X̂ to maj¡ wspóln¡ baz¦ wektorów wªasnych.

13.12 Formy symplektyczne

Dla harmonicznych (tj. kwadratowych) form funkcji Hamiltona w ogólno±ci stajemy przed
problemem diagonalizacji czyli rozkªadu na mody (drgania) wªasne

H(p, q) =
∑
jm

(pjAjmpm + 2pjBjmqm + qjCjmqm) = H(p̃, q̃) =
∑
j

ωj(p̃
2
j + q̃2

j )

gdzie ωj s¡ dodatnimi cz¦sto±ciami drga« wªasnych, q̃ i p̃ pewnymi kombinacjami liniowymi
(rzeczywistymi) p i q, a A i C s¡ symetryczne rzeczywiste. Nie s¡ to byle jakie kombinacje, ale
zachowuj¡ce nawias Poissona {q̃j, p̃m} = δjm (dziaªa to tak»e kwantowo tylko wtedy mamy ko-
mutatory). Jest to tzw. przeksztaªcenie kanoniczne. Wtedy ka»dy mod jest jakby niezale»nym

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego



14. ROZK�ADY PRAWDOPODOBIE�STWA 69

oscylatorem harmonicznym. Wprowad¹my oznaczenia blokowe(
q̃
p̃

)
= S

(
q
p

)
, M =

(
C BT

B A

)
, J =

(
0 I
−I 0

)
gdzie I jest podmacierz¡ jednostkow¡. Zauwa»my, »e J2 = −I. Zachowanie nawiasu Poissona
oznacza STJS = J i to jest de�nicja symplektyczno±ci. Zakªadaj¡c, »e M jest dodatnio okre-
±lona (wa»ne!) dokonamy diagonalizacji metod¡ Williamsona (J. Williamson, On the algebraic

problem concerning the normal forms of linear dynamical systems, Am. J. Math. 58, 141, 1963)
wedªug ksi¡»ki M. de Gosson Symplectic Geometry and Quantum Mechanics (Birkhauser, Ba-
sel, 2006). Je±li M jest dodatnio okre±lone, a jest tak»¦ symetryczne i rzeczywiste to mo»emy
znale¹¢ M1/2 (tak»e symetryczne i dodatnie) np. diagonalizuj¡c w liczbach rzeczywistych i
pierwiastkuj¡c warto±ci wªasne (z dodatnim wynikiem!). Macierz dodatnio okre±lona jest od-
wracalna i ma dodatnie warto±ci wªasne. Przypomnienie: macierze rzeczywiste symetryczne
mo»na zawsze zdiagonalizowa¢, tj. zapisa¢ M = KTΛK gdzie KTK = I (K jest rzeczywist¡
macierz¡ ortogonaln¡) natomiast Λ ma form¦ diagonaln¡ tj. jedyne mo»liwe niezerowe ele-
menty Λjj = λj. Mamy MJ = M1/2(M1/2JM1/2)M−1/2 (M−1/2 = (M1/2)−1). Macierz −iJ
jest hermitowska (ale zespolona!) wi¦c −M1/2iJM1/2 jest tak»e hermitowskie i ma rozkªad
U †Ω̃U , gdzie U jest unitarna a Ω̃ diagonalna rzeczywista. Oznacza to »e M1/2JM1/2 = U †iΩ̃U ,
a co za tym idzie tak»e MJ , ma czysto urojone niezerowe warto±ci wªasne. Jednak M1/2JM1/2

jest macierz¡ rzeczywist¡, wi¦c skoro ma urojone warto±ci wªasne to musz¡ wyst¦powa¢ w
parach ±iωj (odt¡d przyjmiemy ωj > 0). Ka»da para odpowiednich wektorów wªasnych ma
posta¢ w starej bazie

∑
m(am± ibm)|m〉 gdzie a i b s¡ rzeczywiste, a ponadto ortogonalne, czyli∑

m ambm = 0 czyli cz¦±ci rzeczywista i urojona s¡ wzajemnie ortogonalne i do pozostaªych
wektorów, Je±li zbudujemy baz¦ (kolumny macierzy RT ) z takich cz¦±ci rzeczywistych i urojo-
nych (unormowanych), to szybko przekonamy si¦, »e po odpowiednim uporz¡dkowaniu mamy
diagonalizacj¦ rzeczywist¡M1/2JM1/2 = RTΩJR, gdzie Ω jest macierz¡ diagonaln¡ zbudowan¡
w dwóch kolejnych identycznych bloków z warto±ciami ωj na przek¡tnej, a R jest rzeczywist¡
macierz¡ ortogonaln¡. St¡d te» ΩJ = JΩ. Bior¡c S = Ω−1/2RM1/2 okazuje si¦, »e speªnia wa-
runek symplektyczno±ci i daje szukan¡ diagonalizacj¦ z warto±ciami ωj (jako urojone warto±ci
wªasne MJ). Diagonalizacja jest okre±lona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do unitarnych rotacji
w podprzestrzeniach o staªej ωj, tj.

S ′ =

(
A B
−B A

)
gdzie U = A + iB jest unitarna, np. dla jednokrotnych ωj (jedna para pj, qj) jest to zwykªy
obrót U = eiφ.

14 Rozkªady prawdopodobie«stwa

Oznaczenia: p(k) dla caªkowitych k, ρ(x) dla rzeczywistych x
Dodatnio±¢ p(k) ≥ 0, ρ(x) ≥ 0.
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Normalizacja:
∑

k p(k) = 1,
∫
dxρ(x) = 1

Splot: p = pa ∗ pb oznacza p(k) =
∑

m pa(m)pb(k −m),
ρ = ρa ∗ ρb oznacza ρ(x) =

∫
dyρa(y)ρb(x− y)

�rednie: 〈A〉 =
∑

k p(k)A(k) lub 〈A〉 =
∫
dxρ(x)A(x)

Poni»ej x mo»na zast¦powa¢ przez k.
Funkcja charakterystyczna: ϕ(χ) = 〈eixχ〉, ϕ(0) = 1, dla splotu ϕ = ϕaϕb
Momenty: Mm = 〈xm〉, Mm = dmϕ(χ)/d(iχ)m|χ=0, M0 = 1
�rednia: x̄ = M1; wariancja σ2 = 〈(x− x̄)2〉 = M2 −M2

1

Kumulanty: Cm = dm lnϕ(χ)/d(iχ)m|χ=0, C1 = x̄, C2 = σ2, C3 = 〈(x − x̄)3〉, ale C4 =
〈(x− x̄)4〉 − 3σ2

14.1 Naturalne

Dwupunktowy: p1(1) = a > 0, p1(0) = b = 1− a > 0 (sukces lub pora»ka) ϕ = b+ aeiχ, x̄ = a,
σ2 = ab.
Bernoulliego pm = p1 ∗ · · · ∗ p1︸ ︷︷ ︸

n

:

pn(k) =

(
n

k

)
akbn−k

ϕ = (b+ aeiχ)n, x̄ = na, σ2 = nab.
Poissona: p(k) = e−λλk/k! (Bernouliego w granicy n → ∞, λ = an), ϕ = exp(λ(eiχ − 1)),
x̄ = σ2 = Cm>0 = λ.

14.2 Ci¡gªe

Jednorodny: ρ(x) = 1/(b − a) dla x ∈ [a, b] a zero poza tym, ϕ = (eiχb − eiχa)/iχ(b − a),
x̄ = (a+ b)/2, σ2 = (b− a)2/12
Gaussa:

ρG = (2πσ2)−1/2 exp(−(x− x̄)2/2σ2)

ϕ = iχx̄− σ2χ2/2 czyli Cm>2 = 0.
Uci¡glony rozkªad Poissona d¡»y do rozkªadu Gaussa z x̄ = σ2 = λ dla du»ych λ (na mocy
wzoru Stirlinga).
Cauchy'ego-Lorentza-Wignera-Breita (pojawia si¦ w wielu sytuacjach, np. w zjawiskach spon-
tanicznej emisji, rozpadu, szeroko±ci linii widmowych):

ρ(x) =
γ/π

γ2 + (x− x̄)2

ϕ = exp(ix̄χ− γ|χ|), ma niesko«czon¡ wariancj¦!

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego



15. NOTACJA 71

15 Notacja

• · � iloczyn skalarny

• × � iloczyn wektorowy

• ∆ � zmiana (czasem laplasjan)

• ~a = (a1, a2, a3) = (ax, ay, az) � wektor

• X̂ � operator/macierz

• X̌ -superoperator (operator dziaªa na wektorach, superoperator na operatorach)

• d̄ � ró»niczka

• d � ró»niczka zupeªna

• d/dx pochodna jednej zmiennej (tak»e f ′(x) = df/dx), druga f ′′(x), m-krotna dm/dxm

lub f (m)(x)

• (∂/∂x)y,z � pochodna cz¡stkowa po x przy staªym y,z, wielokrotna ∂n/∂xk∂yl∂zm, n =
k + l +m.

• ∇ � wektor pochodnych cz¡stkowych (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)

•
∫
� caªka

•
∫
C
- caªka po obszarze/krzywej C

•
∮
C
� caªka po krzywej/powierzchni zamkni¦tej C

• ∞ � niesko«czono±¢ (dodatnia rzeczywista, o ile nie napisane inaczej)

• R = kBNA ' 8, 3144621(75)kgm2/Ks2mol � staªa gazowa

• K � Kelvin, jednostka temperatury bezwzgl¦dnej, temperatura punktu potrójnego wody
jest 273, 16K (skªad izotopowy 0, 00015576 2H na mol 1H, 0, 0003799 17O na mol 16O,
0, 0020052 18O na mol 16O).

• kB ' 1, 3806488(13)× 10−23kgm2/Ks2 � staªa Boltzmanna

• NA ' 6, 02214129(27)× 1023/mol � liczba Avogadra

• U � energia

• V � obj¦to±¢
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• A � powierzchnia

• N � liczba moli (czasem liczba cz¡stek)

• Ni � liczba moli (cz¡stek) rodzaju i

• M � magnetyzacja

• M � g¦sto±¢ magnetyzacji

• q � ªadunek

• n = N/V � koncentracja (g¦sto±¢ liczebno±ci) moli/cz¡stek

• ni = Ni/V

• v = V/N � obj¦to±¢ molowa

• u = U/N � energia molowa (uwaga: czasem wyj¡tkowo g¦sto±¢ energii u = U/V )

• W � praca

• Q � ciepªo

• S � entropia

• s = S/N � entropia molowa

• T � temperatura bezwzgl¦dna

• τ � temperatura empiryczna

• Cx � pojemno±¢ cieplna (ciepªo wªa±ciwe) przy staªym x

• cx � molowa pojemno±¢ cieplna (molowe ciepªo wªa±ciwe) przy staªym x

• κx � ±ci±liwo±¢ przy staªym x

• αx � rozszerzalno±¢ temperaturowa przy staªym x

• p � ci±nienie

• µ, µi � potenjaª chemiczny (i-tego skªadnika)

• F � energia swobodna Helmholtza

• G � energia/entalpia swobodna Gibbsa

• H � entalpia albo funkcja Hamiltona
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• L � dªugo±¢ albo funkcja Lagrange'a

• ~B � pole magnetyczne

• ~E � pole elektryczne

• Φ � potencjaª elektryczny

• ~A � potencjaª magnetyczny

• ~F � siªa

• I � pr¡d

• ~j � g¦sto±¢ pr¡du

• µ0 = 4π × 10−7kgm/(sA)2 ' 1, 2566370614... × 10−6kgm/(sA)2 � przenikalno±¢ magne-
tyczna pró»ni

• c = 299792458m/s � pr¦dko±¢ ±wiatªa

• ε0 = 1/µ0c
2 ' 8, 854187817620...×10−12 A2s4kg−1m−3 � przenikalno±¢ elektryczna pró»ni

• ~ ' 1, 054571726(47)× 10−34kgm2/s � (kre±lona) staªa Plancka

• e ' (−)1, 602176565(35)× 10−19As � ªadunek elektronu

Projekt Fizyka ksztaªcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspóª�nansowany
ze ±rodków Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoªecznego


