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1. OPIS TERMODYNAMICZNY 4

Termodynamika

1 Opis termodynamiczny

Parametry stanu uktadu w danej chwili czasu:

e ckstensywne (ogolnie oznaczymy jako X;) — proporcjonalne do rozmiaru, np. U — energia
(wewnetrzna),V — objetosé, N — liczba moli, N; (wiele skladnikéw), ¢ — tadunek, M —
magnetyzacja

e intensywne — niezalezne od wielkosci uktadu, np. p — cisnienie, n = N/V — koncentracja,
T — temperatura (bezwzgledna), u — potencjal chemiczny

Nie wszystkie parametry muszg by¢ niezalezne. Funkcja stanu — funkcja kompletu parametrow
ukladu w danej chwili czasu. Wyrdzniamy parametry ekstensywne zachowane — state globalne:
U, V, N, N; (jesli nie ma zmian chemicznych), ¢q. Uwaga: M jest zachowana tylko w przybli-
zeniu, niezachowanie jest istotne w diamagnetyzmie. Uktad mozna dzieli¢ na poduklady (np.
A+ B+ C, opisywanych roznymi kompletami parametrow (np. Ux,Vx, Nx, X = A, B,C).
Poduktad sam jest uktadem. Uktad jest jednorodny, jesli kazdy poduktad r6zni sie od ca-
lego uktadu tylko rozmiarem (tj. ma te same parametry intensywne, a ekstensywne roznia sie o
wspolny czynnik). Przewaznie rozpatrujemy uklad jako skonczony zbior poduktadow jednorod-
nych (wyjatki: w polu grawitacyjnym, elektrycznym itp.). Poduktady sa rozdzielone wzajemnie
Sciankami, ktore dopuszczaja zmiane parametrow zachowanych pomiedzy para uktadow (suma
nie zmienia sie):

zmiana? TAK NIE
energii diatermicza adiabatyczna
objetosci ruchoma nieruchoma
moli przepuszczalna | nieprzepuszczalna,

Brak mozliwosci jakichkolwiek zmian: $cianka izolujaca. Uklad izolowany — zmiany niemoz-
liwe, uklad zamkniety — zmiany liczby moli niemozliwe. Uklad skoniczony — o skonczonych
parametrach ekstensywnych (przeciwienistwo: uklad nieskoriczony). Rezerwuar — uklad nie-
skoniczony o skoriczonych parametrach intensywnych. Stan stacjonarny — nie zmienia sie w
czasie. Stan rownowagowy — stacjonarny bez przeplywow (dla uktadow izolowanych skoriczony
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1. OPIS TERMODYNAMICZNY Y

stacjonarny = réwnowagowy). Przeplyw stacjonarny moze by¢ realizowany jako ciagly przy-
rost (nieskonczonego) parametru ekstensywnego rezerwuaru (w nieskoriczonej granicy). Proces
pseudostatyczny — ciag stanow rownowagowych (przyktad: balon z malenka dziurka, w prak-
tyce procesy dostatecznie powolne), kwazistatyczny — pseudostatyczny odwracalny w czasie.
Proces adiabatyczny — w uktadzie otoczonym $cianka adiabatyczna, energia moze zmienia¢ sie
wytacznie przez prace.

1.1 Zasady termodynamiki
Zerowa

Réwnowaga pomiedzy podukitadami, w stanie réwnowagowym — relacja rownowaznosci. Ter-
miczna — kiedy mozliwa jest wymiana energii; mechaniczna — wymiana objetosci; chemiczna —
wymiana moli.

Pierwsza

Q = AU — W lubdQ = dU —dW, gdzie ) — ciepto dostarczone do uktadu, W praca nad
uktadem.

Druga

Istnieje ekstensywna funkcja stanu, entropia S, addytywna (S = S4 + Sp dla uktadu A +
B), ktora nie maleje w ukladach izolowanych, pozostaje stala w procesach odwracalnych w
czasie (nadal uktad izolowany) i dazy do maksimum (ktoére osiaga w rownowadze). Uwaga
historyczna: nazwe entropia wymyslit Clausius w 1865 roku, na bazie greckiego stowa trope
(zmiana) i podobienistwa slownego do energii, uzywajac litery S prawdopodobnie na czesé
imienia tworcy nowozytnej termodynamiki, Sadi Carnot. Réwnowaga termiczna oznacza, ze
0S/0U jest identyczne w podukladach. Stad definicja temperatury bezwzglednej T: 1/T =
0S/0U (przy ustalonych pozostalych parametrach ekstensywnych zachowanych). Stad d@Q =
TdS w procesach pseudostatycznych. Temperatura empiryczna 7 — $cisle monotoniczna funkcja
T. Warunek réwnowagi pomiedzy poduktadami z 2. zasady to rownosé¢ (0S5/0X;) dla parametru
ekstensywnego zachowanego X;, ktérego wymiana jest mozliwa.

Trzecia

S(T = 0) = 0 oprocz przypadkow zamrozonego nieporzadku.

Dodatkowe

T > 0. Zwiazane to jest z tym, ze energia jest ograniczona od dotu, a nie od gory. Jesli
energia jest ograniczona od gory, mozliwe sa ujemne temperatury. Czasem mimo jednorodnosci
potencjalow zewnetrznych uklad samoistnie dzieli sie na poduktady, fazy (np. ciekla i gazowa),
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1. OPIS TERMODYNAMICZNY 6

i jest niejednorodny jako catosé (pojedyncze fazy sa jednorodne). Fazy umownie sg rozdzielone
Sciankami, dopuszczajacymi zmiany kazdej wielkoSci zachowanej. JeSli potencjal zewnetrzny
(np. grawitacyjny) nie jest staly to uklad w ogoble przestaje by¢ jednorodny.

1.2 Podstawowe réwnania
Zwiazki podstawowe

Relacje dajace pelna informacje o uktadzie, np. S(U,V,N) lub U(S,V,N) (ogblnie S jako
funkcja kompletu parametrow ekstensywnych). Takze potencjaly otrzymane w wyniku trans-
formacji Legendre’a, np. F(T,V,N), G(T,p, N) (patrz czes¢ 3).

Ro6wnania stanu

Relacje dajace cze$ciowa informacje o ukladzie, np. p(T,V,N) (przyktad: rownanie stanu
gazu doskonalego pV = NRT) lub p(U,V, N).

Ré6zniczka pracy
Infinitezymalna (bardzo matla) praca nad ukladem:

e mechanicznadW = —pdV (czyli dU = T'dS—pdV oraz dS = (1/T)dU+(p/T)dV). Uwaga:
cisnienie p jest zasadniczo okreSlone jednoznacznie w uktadach jednorodnych co mozna w
dobrym przynlizeniu rozciagnaé na prawie jednorodne, np. powietrze w atmosferze lub
woda w morzu powoli zmienia ci$nienie z wysokoscia/gltebokoscia.

e magnetyczna dW = B - dM (CZQStO upraszczamy M = MV oraz dW = BdM), B
~ zewnetrzne pole magnetyczne, M = [ d3rM — magnetyzacja. Wyprowadzenie (na
pozomie fundamentalnym jest przyblizone, ze wzgledu na fluktuacje prézni kwantowej,
co ma znaczenie w diamagnetyzmie): Praca nad magnetykiem (mozna wyprowadzi¢ ze
WZOru na siIQ Lorentza F = —B x IL) W = Afd?’rj'o ff gdzie V. x A = B. Z prawa
Faradaya jo =V x BO/,uo, ale BD = ,uo(H + M) oraz ] —VxH=0 (brak pradow
makroskopowych) czyli jg =V x M. Operator V mozna przerzuci¢ na A ale znak nie
ulega zmianie, z powodu antysymetrii iloczynu wektorowego x, czyli W = A f d3rM - B.
Magnetyzmu nie daje sie wyjasni¢ klasycznie (twierdzenie Bohra-van Leeuwen).

Inne definicje

Ciepto whasciwe C, = 0Q/T). = T(9S/9T), (molowe ¢ = C/N),
Scisliwo$cr, = —V 10V /0p),, rozszerzalnosé o, = V-1H0V/0T),
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2. ROZNICZKI 7

2 Ro6zniczki

Rozniczka zupelna, dla f(z, vy, 2)

_(of of of
4= (%)W bt (a@)m W (%)x,y *

gdzie (0/0x), . oznacza pochodna po x przy ustalonych y, z. Bedziemy opuszczaé badz uprasz-

czaé oznaczenie ustalonych zmiennych, jesli bedzie to czytelne. Ogolniej dla f(xq,...,x,):
of of of
df = ——d e dx, = dx;
f 0y Tt oz, . - ox; .

(ustalone sa pozostate z;; dla j # i). Rownos$é pochodnych krzyzowych 9% f /0x;0x; = 02 f /0x;0x;.
Roézniczka
dw = ay(z1, ..., x5)dxy + -+ ap(T1, . .., 2,)dxy,

jest zamknieta, jesli Oa;/0x; = Oa;/0z;. Rozniczka zamknieta jest zupelna na zbiorze jedno-
spojnym (bez dziur). Kontrprzyktad
xdy — ydx

do =
¢ x2_|_y2

poniewaz kat ¢ rosnie o 27 obchodzac $rodek dookota.

, T="7CoSsp, y=rsing

2.1 Czynnik calkujacy

Forma 2-wymiarowa a(z,y)dx + b(z,y)dy posiada czynnik catkujacy A(z,y) (poza punktami
a=>b=0), taki ze A(adx + bdy) = df. Funkcje f znajduje sie jako stala dowolna z rozwiazania
y(z, f) rownania

dy/dx = —a/b

Na rysunku mozna wykresli¢ linie statego f jako prostopadte do linii sit (a, b).

linie statego f

linie sit

»
Dla 3-wymiarowych form nie zawsze jest czynnik caltkujacy, kontrprzyktad
zdr + dy + dz

Jesli A jest czynnikiem catkujacym to O\/0z = OAN/Qy oraz zO\/Oy = ON/Ox i zON/0z + X =
OMN/Ox. Zatem \ = 0.
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3. POTENCJALY TERMODYNAMICZNE 8

2.2 Zamiana zmiennych

Zamiana zmiennych z;(y1,...,yn), i =1,... n
Oz, Om
8y1 ayn
Mz —y)=| :
Ozn . Oz
Oy1 Oyn

(pochodne przy ustalonych y) czyli M;;(x — y) = 0x;/0y;. Zamiana ma sens tylko gdy jakobian
det M # 0. Latwo skladac¢ przeksztalcenia metoda mnozenia macierzy, np. M(x — z) =
M(z — y)M(y — z) a takze dy;/0x; = M;;' (element macierzy odwrotnej, a nie odwrotnosé
elementu macierzy!). Stad wynikaja wazne wzory na pochodne ztozone i uwiklane

” (2) - (2);
&) -(2) (%)

3 Potencjaly termodynamiczne

Za pomoca tzw. transformacji Legendre’a z U (dU = TdS — pdV + ---) konstruuje sie po-
tencjaty F(T,V,---) = U — TS (energia swobodna Helmholtza), G(T,p,---) =U — TS + pV
(energia/entalpia swobodna Gibbsa), H(S,p,---) = U + pV (entalpia). Stad mamy rozniczki
dF = =5dT" —pdV +---,dG = =SdT'+ Vdp+---, dH =TdS + Vdp+ ---. Transformujac
S (dS = (1/T)dU + (p/T)dV + ---) dostajemy np. (—F/T)(1/T,V,...)i (-G/T)(1/T,p/T),
oraz d(—F/T) = =Ud(1/T)+ (p/T)dV +---, d(—G/T) = =Ud(1)T)—Vd(p/T)+ - -. Trans-
formacja Legendre’a polega na zastapieniu zmiennej (tu ekstensywnej) przez pochodng funkeji
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3. POTENCJALY TERMODYNAMICZNE 9

po niej i odjeciu ich iloczynu. Jest ona jednoznaczna dla funkeji wklestych lub wypuktych, a
takimi sa — o czym przekonamy si¢ pozniej z tzw. warunkow stabilnosci (czes¢ 3)- S(U,V,---)
i1U(S,V,---) (dla T > 0), patrz rysunek.

b U

S

>

Ogolniej jesli U(X) oraz P, = 0U/0X; to F(Py,..., Py, Xi1,...) = U — Zle P, X, oraz
dF = — Zle XidP; + ), PdX;. Analogicznie dla S, wtedy P, = 0S/0X;. Transformacja
Legendre’a jest odwracalna, tj. U = F + Zle P, X;, gdzie X; = —0F/OP;, np. U = F 4+ ST,
S = —0F/0T. Dlatego potencjaly termodynamiczne jako transformacje Legendre’a sa takze
zwigzkami podstawowymi.

3.1 Potencjal chemiczny

o= ()., = (om)
ON S,V’ ' ON; S,V,{N,}

Relacja Gibbsa-Duhema, z ekstensywnosci U(X) wynika (tylko dla kompletu parametrow eks-

tensywnych!)
U=> PX;, Y X;dP; =0

Dla gazu jednoskladnikowego
U=TS —pV + uN, du = —sdT + vdp
dla s =S/N,v=V/N lub G = uN. Wiecej sktadnikow

U=TS—pV+> uN;, =SdT +Vdp =" Nidp;

Podobnie dla S mamy

ud(1/T) +vd(p/T) = d(u/T), Ud(1/T) + Vd(p/T) = Z Nid(pi/T)
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4. WARUNKI STABLINOSCI 10

3.2 Potencjal
QV, T, py,...)=—pV, QV,T,u) =U — TS — uN (1 sktadnik)
lub (=Q/T)(V,1/T,...)=pV/T, (=Q/T)V,1/T,n)T) =S —U/T + uN/T dla 1. sktadnika.

3.3 Potencjaly a rezerwuary

Potencjaly termodynamiczne pozwalaja na wykorzystanie 2. zasady termodynamiki w przy-
padku uktadu w kontakcie z rezerwuarem o ustalonych parametrach P,. Wtedy wystarczy mak-
symalizowa¢ S—) . P, X;, bo czesé > P, X; nie zmienia sie, co wynika z rownosci P; dla uktadu
i rezerwuaru, ekstensywnosci X; (nie zmienia sie tacznie w ukladzie i rezerwuarze) i faktu, ze
rezerwuar jest na tyle duzy, ze P, nie zmienia sie. dlatego mozemy maksymalizowaé —F/T w
kontakcie termicznym (tj. $cianka dzielaca jest diatermiczna) przy ustalonej temperaturze lub
—G /T w kontakcie mechaniczno-termicznym (Scianka diatermiczna ruchoma). Dla T' > 0 jest
to rownowazne minimalizacji F' lub G. Dla Scianek diatermicznych, mozemy réwnowaznie mi-
nimalizowa¢ transformaty Legendre’a U(X) ale tylko potencjaly ustalajace Ps = 0U/9S =T
(np. F lub G). Uwaga: minimalizacja samego U(X) lub potencjatéw bez transformacji S na T'
jest niejednoznaczna, bo S nie jest ogélnie stala ruchu i trzeba by zapewni¢ kwazistatycznosé
(odwracalnosé¢) i odbior energii przez prace, co wymagatoby dodatkowego opisu.

4 Warunki stablinosci

Dla jednorodnego uktadu w rownowadze 2. zasada termodynamiki narzuca warunek maksimum
entropii, czyli nie moz dojsc do utraty jednorodnosci. Zatem wirtualny podziat na 2 poduktady
nie moze spowodowaé zmian w ukladzie, czyli entropia cato$ci musi by¢ w maksymalna. Po-
dzielmy ukltad na 2. réwne cze$ci A i B i obliczmy zmiane entropii

88,4 82514
ds = aX; —————dX;jadX;s+ A+ B
; IxXp AT ; DOX 20X, iAd it
Czesci sa w rownowadze ze soba (rowne pierwsze pochodne) oraz dX 4 + dXp = 0 (zachowanie)
stad wypadaja wyrazy pierwszego rzedu, a drugiego rzedu sa rowne (bo uktady sa rowne), czyli

0*Sa

dsS = _—
r aXZ‘AanA

dX;4dX; 4

Poniewaz poduktad A jest dowolnie wybrany wiec maksimum oznacza ze dS < 0 czyli macierz
S, Si; = 0*S/0X,0X,; musi by¢ ujemnie okreslona, tj. v7Sv = >, ViSijv; < 0 dla dowolnego
wektora v (T — transpozycja). Jest to réwnowazne z wklesloscia S (odwrotna nieréwnosé:
dodatnio okreslona macierz 2. pochodnych = funkcja wypukta). Bedziemy dla uproszczenia
stosowa¢ oznaczenia S; = 05/0X;, i podobnie dla U zamiast S. Pokazemy, ze U jest funkcja
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4. WARUNKI STABLINOSCI 11

wypukla, o ile 7" > 0. Intuicyjnie widaé¢ to na rysunku w czesci 2, jesli S(U,...) jest wklesta
to U(S) jest wypukla. Scisty dow6d wymaga operacji rézniczkowych. Niech U(S, X1,...) ma
pochodne Ug = 0U/0S oraz U; = (0U/0X;)s, 1 analogicznie S(U, Xy, ...), drugie pochodne
Usi = 0*U/0S0X; i Ugs = 925/0S? i analogicznie dla S. Zatem Us = 1/Sy. Poza tym
0/0S = (1/Sy)0/0U oraz

(ax), = (ax), + (ax), o (a0)

Stad U; = —S;/Sy oraz

Ui' — _Sij/SU + SzSUj/Slzj ‘l‘ S_]SU’L/S?] — SzS]SUU/S(?}
Zauwaziny, ze Zij v;Uijv; = — Zij w; Siw; /Sy, jesli Sywy = vy — Yo Sivi, wy = vy dla i > 0,
a wiec macierz U jest dodatnio okreslona jesli S - ujemnie oraz Sy = 1/T > 0, czyli U jest
wypukta dla 7" > 0.

Potencjaly teremodynamiczne z transformacji Legendre’a F(..., Py, Xjy1,...) sa wklesle
dla P a wypukle dla X (wiec w calosci sa siodlowe). Dosé tatwo pokazaé wklestosé wzgledem
P, mamy bowiem 0F/0P;, = —X,. macierz A;; = (0X,;/0F;)p jest odwrotna do macierzy
Al = (0P)0X;)x = Uy (patrz czes¢ 2). Skoro U jest dodatnio okreslona to U~' rowniez
(wystarczy wzigé w = U~'0), a stad F(P) jest wklesta. |Uwaga, zakladamy scisty dodatnia
okreslonosé¢ tj. tylko na zerowych wektorach dostajemy zero. Jesli istnieje v # 0, takie ze
Uv=0tow (tylko) tym punkcie nie da sie przeprowadzi¢ transformacji Legendre’a w sposob
odwracalny i rozniczkowalny, na szczescie takie sytuacje w praktyce moga wystapié¢ jedynie
punktowo| Wypuktosé wzgledem X jest trudniejsza. Podzielmy U na bloki Al-_leij dlai,j <k,
By =U;dlai <k <joraz C;; =U;; dlai,j > k:

AY B

-
[

BT |C

Mamy dla ¢ > k: 0F/0X; = P, = U;. Uwaga Fj; # Uj;; bo przy drugim rézniczkowaniu
ustalone sy P, dla m < k. Musimy skorzysta¢ z faktu, ze

(%), = (ax), S (o), (an), -

AN 5 0X,\ (0P )
0X:)p " == 0P ) p\0X;) \0X. )
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5. PRZEMIANY FAZOWE 12

gdzie X oznacza ustalenie wszystkich X (j # i lub j # m) a P ustalenie P, dlan <k (n # j)
oraz X; dla ¢ > k Stad

Fij=Cij— > BimAunBjn

m,n<k

Mamy lek Vv Fyj = Zij ww;Uy; dla w; = v;, @ > k oraz w; = — megk Ay Briv; dla i < k
a wiec I jest wypukla dla X;, ¢ > k, poniewaz U jest wypukla.
Z wypuktosci wynika m.in. ze Cy = (0U/0T)y, C, = (0HOT),, kr 1 kg sa dodatnie. Uwaga:
wynika z tego takze dodatnios¢ podatnosci magnetycznej yr = (OM/0B)r, ktora tymczasem
jest ujemna dla diamagnetykéw. Pamietajmy jednak, ze magnetyzacja nie jest Scista stata
ruchu i to dlatego warunki stabilnosci nie dotycza jej, co wlasnie wida¢ w diamagnetykach.

5 Przemiany fazowe

Sa sytuacje, w ktorych uktad musi utraci¢ jednorodno$é¢, poniewaz nie mogltby inaczej spel-
ni¢ warunkow stablinosci. Wtedy dzieli sie na poduklady, nazywane fazami (2 lub wiecej),
o tych samych parametrach intensywnych okreslajacych rownowage, tj. (05/0X;)x = P, lub
(OU/0X)x = Py, czyi T, p, p, s, itd., lub 1/T, p/T, u/T, p;/T, itd., ale réznym ich za-
chowaniu (pochodne, posta¢ funkeji). Roéwnosé parametrow intensywnych definiuje krzywa
(powierzchnie) wspolistnienia — warunki, kiedy fazy moga istnie¢ jednoczesnie. Ehrenfest za-
proponowal klasyfikacje przemian fazowych. Pierwszego rodzaju — fazy réznig si¢ pochodnymi
jednego z P; (lub P,) po pozostalych P (lub P). W oryginale Ehrenfest dyskutowat pochodne
funkeji u(T,p), czyli s i v, co dla przemian 1. rodzaju oznacza niezerowe ciepto przemiany
(roznica T's) i skok objetosci. Tak jest np. dla przemiany wody w pare albo 16d. Drugiego
rodzaju — fazy maja takie same pochodne, ale rozne pochodne 2. rzedu (skok ¢,, o, lub k7), np.
nadprzewodnictwo w zerowym polu magnetycznym. Mozna to rozwinaé¢ do dowolnego rzedu:
przemiana jest k-tego rzedu, jesli pochodne do rzedu k£ — 1 sa réwne, a jedna z k-tych pochod-
nych rézni sie dla faz. Jesli uktad jest wielosktadnikowy lub jest wiecej wielkosci zachowanych
musieliby$Smy zastapi¢ potencjat chemiczny energia swobodng Gibbsa GG, ktéra nadal zalezataby
od N;, a te moga zmienia¢ sie skokowo w przemianie fazowej, dlatego G nie jest dobrym uni-
wersalnym potencjatem dla klasyfikacji Ehrenfesta. Powinnismy wybra¢ taki potencjal, ktory
zostawia tylko jedna zmienna ekstensywna, najsprawiedliwiej Q = —pV lub —Q/T. Wtedy
relacje Gibbsa-Duhema daja np.

Vdp = SdT + Y Nidp;, —Vd(p/T) = Ud(1/T) — ZNd 11:/T)

a wiec mamy funkcje p(T, {u:}) lub (p/T)(1/T,{p;/T}) (ogolniej p({F;}) lub (p/T)({F;})) i
to pochodne takich funkcji decyduja o rzedzie przemiany. Klasyfikacja Ehrenfesta nie jest w
stanie opisa¢ przemian, kiedy fazy r6znia sie duzo subtelniej, np. wszystkie pochodne sa réowne,
a roznice sg innego typu — pochodne wybuchaja (tak dzieje sie w tzw. przemianie Kosterlitza-
Thoulessa). Sporng przemiana jest kondensacja Bosego-Einsteina, dla ktora zachodzi na granicy
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5. PRZEMIANY FAZOWE 13

dopuszczalnego obszaru p i T (na linii g = 0), cho¢ niektorzy okreslaja jg jako 1. rzedu ze
wzgledu na skok liczby moli, ale przy ustalonej objetosci (a nie cisnieniu) lub 3. rzedu ze
wzgledu na skok pochodnej ¢y, ale zmieniajac V' a nie p, czyli stanowi to swobodne uogoélnienie
klasyfikacji Ehrenfesta.

5.1 Regutla faz Gibbsa

[le faz moze wpolistnieé¢ dla k sktadnikow? (Ogolniej dla k+2 wielkosci zachowanych, wliczajac
energie i objetosé¢). Dla f faz indeksowanych a mamy rownania p, (7, p1, - - ., pir,) W rownowadze
ci$nienia p, musza by¢ rowne co daje f — 1 réwnan. Stad f —1 < k+ 1 czyli f < k+2. Dla
uktadu 1-sktadnikowego mamy maksymalnie 3 fazy (tzw. punkt potrojny).

5.2 Stany metatrwale

Bywaja sytuacje, ze przemiana fazowa nie zachodzi mimo takiej mozliwosci, poniewaz warunki
stablinosci na to pozwalaja. Mamy wtedy do czynienia ze stanem metatrwalym (np. przegrza-
nie, przechtodzenie), ktory utrzymuje sie przy braku roéwnowagi z inna faza, poniewaz niektore
procesy wymiany (np. moli przez parowanie), sa zablokowane/utrudnione. Jest to mozliwe
tylko w ograniczonej skali czasu (moze by¢ to jednak dosé¢ dtugo). Poza krzywa (powierzchnia)
wspotistnienia tylko jedna faza jest stabilna, ma najwicksza entropie, ta ktora ma najwicksze
P, przy ustalonych pozostalych (albo najmniejsze P; przy ustalonych pozostatych. Wynika to
z faktu, ze zmiana entropii uktadu faz A i B o r6znym P a pozostatych innych 15] ma, postac

dS = d(Sa+ Sp) = PiadXia + PipdXip + Y Pj(dX;a + dX;p)
J#i
Jednak dX, = —dXp (wielkosci zachowane) wiec dS = (]51-,4 — EB)dXiA, wiec zmiana jest
dodtania jesli I5Z-A > R’B i dX;a czyli zwieksza sie X;4. Dlatego faza stabilna oznacza np.
wieksze —u/T przy ustalonych 1/7T i p/T albo mniejsze p przy ustalonych T i p. Na krzywej
(powierzchni) wspolistnienia fazy stabilne musza sie zamieni¢. Zatem przediuzenie metatrwale
jest mozliwe tylko dla nieparzystego rzedu przemiany (lewy rysunek dla 1. rzedu) a niemozliwe
dla parzystego, przynajmniej dla dolnej fazy (prawy rysunek dla 2. rzedu).

WL
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6. PRZYKLADY 14

5.3 Réwnanie Clausiusa-Clapeyrona

Dla 1 sktadnika mozna znalezé¢ rownanie krzywej wspolistnienia faz z relacji Gibbsa-Duhema
dp = —sdT + vdp, bo p musi zmieniaé¢ sie taka samo dla obu faz na tej krzywej. Stad AsdT =
Avdp, gdzie As = sy — s1 jest roznicg entropii a Av = vy — v; — objetosci molowych faz.
TAs = q jest molowym cieptem przemiany, czyli dp/dT = q/T Av.

5.4 Punkt krytyczny

Krzywa (powierzchnia) wspolistnienia faz moze sie urywac i potem fazy staja sie jedna. Punkty
(linie) urwania nazywami krytycznymi. Najpopularniejsze sa punkty krytyczne dla 1. sktad-
nika. Okazuje sie, ze zachowanie wielkosci termodynamicznych blisko punktu krytycznego (o
okreslonej temperaturze Tk, ci$nieniu py i potencjale chemicznym pug) jest zwykle uniwersalne
tj. ma posta¢ r ~ A(£AT)?, gdzie AT = T — Tk (mozna zastapic¢ przez p lub u liczone wzdtuz
krzywej wspolistnienia i jej przedhuzenia, zwykle liniowo powiazane) Np. Av ~ A(—AT)?
gdzie Av jest skokiem objetosci molowych pomiedzy fazami. Okazuje sie, ze dla gazu van der
Waalsa (patrz czes¢ 6.4), mamy § = 1/2. 7 fizyki statystycznej mozna pokazaé, ze istotnie
tak ogolnie jest, ale... w co najmniej 4 wymiarach. Dla 3 wymiaréw [ ~ 0,3265 a dla dwoch
B = 1/8 (w 1 nie ma zadnych przemian fazowych). Pokazuje to, ze gaz van der Waalsa jest
tylko przyblizeniem.

6 Przyklady

6.1 Ciepla wlasciwe a Scisliwos$ci
Iloraz

Pokazemy, ze

C,/Cv = Kt/Kad

gdzie t — jest umowng temperaturg (uwaga: moze to by¢ dowolny parametr, nie musi to
by¢ temperatura bezwzgledna ani empiryczna), pojemnosé cieplna C, = (0Q/0t)x, Scisliwosé
ke = —V10V/dp),. Dla x = ad, przyjmujemy brak ciepta (@Q = 0).

Dowod I
Ze wzorud() = dU + pdV mamy

oU oU oV
O = (E)V’CP— (E)ﬁp(a)p

Mozemy tez skorzystaé¢ z faktu, ze
ot ), ou ), \ot),
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6. PRZYKLADY 15

Zatem

Korzystajac z wlasnosci

Mamy

Znoéw korzystajac z

Dostajemy
G _@Wu (1 (VN ) (VY (0 _, (o
Cy (g_‘f‘;) ou op ), \\9V J, ou ),
Z drugiej strony mamy
0240 = av +pav = (22) ap+ (22 av 4 pav
dp ) ov »
czyli
().~ =), ()
oV ) 4 <%_z>v v ), ou /.,

co konczy dowod (czynniki —V 1 sie skracaja).

Dowod II:
Znajdujemy czynnik catkujacy 1/T dla formydQ = dU — pdV, tak zed() = T'dS. Uwaga: tutaj
S'i7T s3 tylko pewnymi funkcjami, ktorych konstrukcja wynika z istnienia czynnika catkujacego
a nie 2. zasady termodynamiki. Zatem C, = T'(0S/0t),. 7 whasnosci pochodnych

G _ (3)s (55),
Cv (38), (5)s

Znoéw korzystajac z
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6. PRZYKLADY 16

mamy 5
Gy _ (ah)s
v (38,

ale (Op/0V')s = (Op/OV )44, poniewaz dS = 0 odpowiadad@ = 0.

Ro6znica

Wyrazimy C, — Cy przez $cisliwosé izotermiczna kr rozszerzalnosé o, = V=10V /0p)r, gdzie
C, = 0Q/0T),. Uwaga, tutaj T jest odwrotnoscia czynnika caltkujacego formy d@Q = TdS, a
wiec nie korzystamy w pelni z drugiej zasady termodynamiki.

o5 a5 95\ [V
&1 (o), =7 (o), o (), (&)
v or),” “\er), " \ov),\or ),

), -3,

as as

Rozwiazanie:

Tymczasem

gdzie skorzystalismy z (07/0V)s = —(9p/0S)y, ktory wynika z réwnosci pochodnych krzyzo-
wych w rozniczce dU = T'dS —pdV . Mozna ten fakt takze wyprowadzi¢ z rownosci pochodnych
krzyzowych dla energii swobodnej Helmholtza FF = U —T'S, bo dF = —SdT — pdV. Zatem

B dp oV
CP‘CV—T<8—T)V <a—T)p

(). )

T

Korzystajac z

SIS
3=

F2

otrzymujemy ostatecznie C, — Cy = TVCYI%/H,T

6.2 Przydatne tozsamosci

Zakladamy, ze N jest stale.

OUN _ (9N _ (9 _p (%

ov),. “\or), P\av ).~ "\orz),
() _ (20 L (oY (5
av i, \ov /)y \oT)4\oV ),

Dowod:
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Z kolei wiemy, ze (OU/0V)s = —p oraz (0T /0V)s = —(0p/0S)y (wczesniejsze zadanie). Druga
tozsamo$¢ otrzymujemy z pierwszej rozniczkuja¢ po T, korzystajac z Cy = T(9S/0T)y =
(OU/OT)y i rownosci pochodnych krzyzowych 0*U/0TOU = 9*U/OUOT.

6.3 Gaz doskonaly

Rownanie stanu pV = NRT. Wynika z niego zwiazek podstawowy S = RN In(V/N) + N f(u)
dla w = U/N, a f jest nieznana funkcja (odwrotnie U = N f~*(S/N — RIn(V/N)), gdzie f~!
jest funkcja odwrotna do f). Stad T'=1/f"(u) i 1/cy = (1/f'(u))’. Czesto zaktadamy state
molowe cieplo wlasciwe (cy = kR, k = 3/2 dla gazu l-atomowego, k = 5/2 dla 2-atomowego).
Wtedy u = ey T+ A oraz f'(u) =cv/(u—A) czyli f = cy In(u— A)+ B, gdzie A, B pewne stale
(U = N(A+exp(S/cy N — B/ey)(N/V)E/ev). Gaz doskonaly ma klasyczny model statystyczny
— czastki nieoddziatujace. Zauwazmy, ze entropia jest ujemna przy 7' — 0 lub V' — 0, i wtedy
model klasyczny zatlamuje sie (bo z 3. zasady S > 0)

Uwaga: kwantowy gaz doskonaly ma inne réwnanie stanu 3pV = 2U, ktore takze wymaga
dodatkowej funkcji do zwigzku podstawowego.

6.4 Gaz van der Waalsa

Rownanie stanu
(p+aN?/V*)(V — Nb) = NRT, p= RT/(v — b) — a/v*

dla v = V/N. Wykorzystjac wezesniejsze tozsamosci dla pochodnych U i Cy po V' dostajemy
U= Nf(T)—aN?/V icy = f(T). Gaz van der Waalsa ma tylko przyblizone modele sta-
tystyczne, gdyz daje bledne tzw. wykladniki krytyczne (o tym po6zZniej) w wymiarach do 3
wlacznie. Rownanie adiabaty (S = const) przy ¢y = const:

dU + pdV = N(cydT + RT/(V — Nb)) = 0

ma rozwigzanie T (V —Nb)f = const. Entropia w tym przypadku S = Ney InT+RN In(V/N)+
NB, gdzie B jest nieznang stala. Do uzyskania zwigzku podstawowego musimy wyznaczy¢
T(U,V,N) = (U+aN?/V —AN)/Ncy, gdzie A jest takze nieznana stala (czesto przyjmuje sie
A=0).

Model gazu van der Waalsa pozwala na opis przemiany fazowej 1. rodzaju i punktu kry-
tycznego. Dla wysokich temperatur sy jest dodatnie, ale w niskich, w pewnym zakresie ob-
jetosci, jest ujemne co tamie warunki stabilnosci i wymusza podzial na 2 fazy. Dzieje sie
tak ponizej temperatury krytycznej Tk okreslonej réwnaniami (Op/0v)r = (0?p/0v?)r =
co daje punkt krytyczny (Tk, pr,vk) okreslony RTx = 8a/27b, px = a/27b*, vxg = 3b. W
poblizu punktu krytycznego mozna wyznaczy¢ chaylenie krzywej wspotistnienia faz z rowna-
nia Clausiusa-Clapeyrona, bowiem przy zalozeniu identycznego cy dla pary i cieczy As =
Rln[(vy —b)/(vy — b)] ~ R(ve — v1)/2b czyli dp/dT | = R/2b. Na lewym rysunku zaznaczone
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6. PRZYKLADY 18

sa izotermy (stale T) gazu van der Waalsa dla temperatur wiekszych, rownych i mniejszych
od Tk (minimalna objeto$¢ to Nb). Ponizej Tk fragment rosnacy daje ujemne xr, czyli jest
niemozliwy z warunkéw stabilnosci. Z kolei krzywa wspoélistnienia okre$la zasada rownych pol
(prawy rysunek), tj. pozioma linia dzieli izoterme tak, aby pola miedzy nia i izoterma byly
rowne (oznaczone + i —). Jest to tzw. konstrukcja Maxwella, wynikajaca z réwnosci ci$nien i
potencjalow chemicznych. Dla stalej temperatury p = [wvdp = pv — [ pdv czyli dla faz 11 2

p(ve —vq) = / pdv.

Jak wida¢ w wykresu obie fazy moga by¢ przedtuzone do stanéw metatrwalych, ale tylko do
korica obszaru stabiilnosci

Ap

4

Krzywa wspoélistnienia mozna wyznaczy¢ parametrycznie, patrz John Lekner, Parametric so-
lution of the van der Waals liquid-vapor coexistence curve, Am. J. Phys. 50, 161 (1982)
http://dx.doi.org/10.1119/1.12877

z cosh(z) — sinh(z)
cosh(z)sinh(z) — 2’

z=As/2R, f(z) = f(0) =1/2, f(2) = f(—=2)

h(z) = cosh(z2), g(2) = 1 +2h(2)f(2) + f(2)

2a(h(2) + () (%) = af?(z)(1 = f*(2))
Rbg?(z) ’ b%g%(2)

Funkcje f, g i h sa analityczne i parzyste. Dokladne wykresy (kolor, czarna linia przemiany):

v=>0b+bexp(£z2)/f(z), T =
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W poblizu punktu krytycznego mozna wyznaczy¢ wyktadniki krytyczne. Najciekawszy jest
wyktadnik 3 tj. (vo —vy) ~ A(Tx — T)P. Pokazemy, ze B = 1/2. Wprowadzmy oznaczenia
AT =T — Tk oraz Av = v — v Latwo zobaczy¢, ze (Op/0v)r < 0 dla vg i T < Tk czyli
v < Vg < v3. ROwnos¢ cisnienn oznacza p; = py a réwnosé¢ potencjalow chemicznych oznacza

Ave Awvy

p(Avey — Avy) = / pdAv & pAvdAv =0 (*)

Avy Avy
gdzie w ostatnim kroku wykorzystujemy catkowanie przez czesci oraz p' = (9Op/0v)r. Rozwi-
jamy ci$nienie w szereg wokot punktu krytycznego:

RAT  RAT RAT ., aAvd  TaAv!
PP+ —— — v Av

- + ,
2b 4b2 8b3 2(3b)>  4(3b)¢

plus wyrazy wyzszego rzedu. Wprowadzamy oznaczenie Avs = Avy + Avg 1 Av, = Avg — Awvq

Poniewaz v; < vg < vo, wiec Av, > Avg. Z roéwnosci ciSnien otrzymujemy

RAT RAT aAv, 9 9
0~ ——0>3 Av, + WAUTA’US - 8(31))5(3AUS + AvZ)  (xx)
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a z (x) mamy

RAT RATAv,

Av, Avg

16(3%0°)

TaAv?
80(3b)6

0~ —

(3Av2 + Av?) — (Av? + Av?) +

Odejmujac poprzednie rownanie, pomnozone przez Avg/2, otrzymamy

0~ RATAv? B aAv,Av? n TaAv?
483 8(3b)° 80(3b)¢

Jednak Av, # 0, a wiec Av, ~ 3*RATbH?/2a + TAv? /30b. Oczywiscie jest to przyblizenie, ale
z dalszej postaci szeregu wynika, ze poprawki musialyby by¢ wyzszego rzedu. To wystarczy,
aby zaniedba¢ Av, w réwnosci cisnienn (x#) co daje Av? ~ —2 - 33 RAT/a czyli B = 1/2 a
takze Av, ~ —3°RATV?/10a. Dla prawdziwych gazow jest tak tylko od 4 wymiarow, dla 2
mamy 5 = 1/8 a dla 3 wymiaréw 5 ~ 0,3265. Stad model van der Waalsa jest stuszny tylko w
przyblizeniu i nie opisuje prawidtowo okolic punktu krytycznego.

Mozna jeszcze przeanalizowa¢ zachowanie ciepta wtasciwego blisko punktu krytycznego na
krzywej wspolistnienia i jej przedtuzeniu. Dzieki znajomosci Av, i Av, mozemy znalezé takze
istotng poprawke do nachylenia

b _ R
dT_AUQ—Avl

_ R R(Av + Awy) N R(Av? + Avi Avy + Avl)

(In(1 4 Awvy/2b) — In(1 + Avy/2b))

2 802 24p3
dp . 3'RAT
2~ 2p
RAT (2b) 20a

Cieplto wlasciwe na krzywej wspolistnienia ma postaé

o= (i), = (o7, - (7). 2
“(ar).+ (G2), G- ().

Cusp/ T = co/T + % <5_:]; - (%))

S

~

7 kolei
Stad

Na przedtuzeniu krzywej wspolistnienia

RAT  3*(RAT)?
Ap=— =+
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co poréwnujac z rozwinieciem cinienia daje Av = —3*RATH? /10a. Wtedy (9p/0T), = R/2b+
3*RAT /40a i dlatego wyraz w nawiasie daje 3*RAT /40a. Z kolei (Op/dv)r = —RAT /4b* i
dlatego AT si¢ skraca (1), wiec cysp >~ ¢, —6R/5 dla T 2 Tk. Ponizej Tx

@ R NE_RAU+RAUZ
oT v—>b 2b 4h? 8b3

Podstawiajac poprzednie wyniki
dp  (9p\ _ RAv N 19 - 3*R2AT
ar or), 4 80a

oraz (Op/Ov)r ~ RAT/2b*. Biorac pod uwage, ze 2Av ~ +./Av? otrzymamy
Cwsp = RTAv/4bAT ~ ++/—2aR/3bAT

czyli cieplto wybucha w punkcie krytycznym jak 1/+/—AT. Jedli jednak wezmiemy $rednia
ciepel dla obu faz to musimy jeszcze policzy¢

RAv, A(OT/0v), — RAv, (aAv,Av,  2aAv;
160> (9T/0v)2 — 16AT? \ R(3b)*  R30b5
co ostatecznie daje (AT sie znow skraca)

Cusp = o — OR/10

Jak wida¢ w punkcie krytycznym jest wiec nieciagtosé, skok ¢ wynosi —3R/10.

6.5 Napiecie powierzchniowe

Termodynamika opisuje nie tylko uktady 3-wymiarowe ale takze 2 i 1-wymiarowe, takie jak
powierzchnie graniczne, np. pomiedzy fazami w réwnowadze. Najczesciej wystepuje jakie§ na-
piecie powierzchniowe o, réwne pracy potrzebnej na powiekszenie powierzchnidW = odA, gdzie
A jest powierzchnig. Na przyklad kropla fazy 1 otoczona fazg 2 w rownowadze mechanicznej i
termicznej wykazuje rownos$¢ temperatur, ale nie cinien, bo w rownowadze

0=TdS = (p; — p2)dV}, — 0dA

Kropla przyjmuje ksztalt kuli, bo wtedy ma najmniejsza powierzchnie przy statej objetosci
(intuicyjne oczywiste, §cisty dowod opiera sie na tzw. symetryzacji Steinera — pokazaniu,
ze wyrdéwnanie dowolnej bryty symetrycznie wzgledem jakiejkolwiek ptaszczyzny zmniejsza
jej powierzchnig). Wtedy Vi = 4mr3/3, A = 4mr? a wigc warunek réwnowagi ma postac
(p1 — p2) = 20/r. Oznacza to, ze ci$nienie wewnatrz kropli jest wieksze niz na zewnatrz. Wyz-
sze ciSnienie oznacza takze wyzszy potencjal cheniczny, bo z relacji Gibbsa-Duhema dla T =
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const mamy dyu = vdp. Kropla moze by¢ wiec niestablina termodynamicznie, jesli 2vi0/r > Ap
(doktadniej fp’;l vi(p)dp > Ap), gdzie Ap jest réznica potencjatow chemicznych faz pod ci$nie-
niem p,, dodatnia kiedy faza 2 jest metatrwala. Daje to ograniczenie na r, zbyt male krople
nie powieksza sie mimo, ze to 1 jest faza stabilng. Dopiero dostatecznie duze krople doprowa-
dzaja do przemiany w faze 1. Dlatego fazy metatrwale (ciecz przegrzana, para przechlodzona)
utrzymuja sie dopoki nie ma dostatecznie duzych zarodkéw inicjujacych faze stabilng.

6.6 Gaz fotonow

Rownanie stanu: 3pV = U (takze dla kazdych czastek o (prawie) zerowej masie, np. neutrin).
Liczba fotonéw nie jest zachowana, wiec nie moze opisywa¢ stanu termodynamicznego. Z
rozniczkid@ = TdS = dU + pdV wynika ze (dU/dV ),q = (0U/OV)s = —p = —U/3V. Mozemy

wiec rozwigzaé¢ réwnanie adiabaty S = const

8dU _ _dv
u v

czyli 3InU +1In 'V jest stale albo U3V jest state. Stad S = f(U?V), poniewaz nie ma zaleznosci
N. Funkcje f wyznaczamy z warunku ekstensywnosci S mamy f(z) = ax'/* i ostatecznie
S = aU3*VY4ub U = (S/a)*3/V3, awiec T = a=*/3(4/3)(S/V)Y/3 oraz U = a*(3/4)*VT* i
p = a*(3/4)*T*/3. Zwro¢my uwage na zaleznoéé T* charakterystyczng np. dla gwiazd (prawo
Stefana-Boltzmanna). Niezaleznos¢ od N oznacza takze, ze G(T,p) =0

dU/dV = —U/3V &

6.7 Guma

Gume opisujemy jej ekstensywna dtugoscia L i naprezeniem [ = (OU/Jp)qq czylidW = IdL
oraz dU = TdS + IdL. W pewnych warunkach grzeje sie przy adiabatycznym rozcigganiu tj.
(0T /O0L)s > 0. Tymczasem z rownosci pochodnych krzyzowych dla G(T,1) = U — TS — IL,
dG = —SdT — Ldl,

(8L) B (as> _@Tjons _ (9T/dL)s(IL/OI)s

oT oI 0T/8S);, (8T /8S);

Jednak T'/C; = (0T /0S); = (0*°H/0S?); (entalpia H(S,I) = U—IL) jest dodatnie bo entalpia
jest wypukly funkcja S, natomiast —(0L/0I)s = (0*°H/OI?) jest ujemne do H jest wklesta
funkcja I (patrz czesé 4). Stad wtedy guma kurczy sie przy ogrzewaniu tj. (0L/0T); < 0.

6.8 Magnetyk

Dla gazudW = —pdV, dla magnetykadW = BdM. Stad proste "tlumaczenie" magnetykéw na
gazy M — V, B — —p. Uwaga, czesto B = poH oraz M = MV, gdzie V jest stale (zwykle
zakladamy brak piezomagnetyzmu, czyli deformacji polem magnetycznym). Nie korzystamy
wtedy z ekstensywnosei!
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Paramagnetyk

Ma rownanie stanu M = ¢B/T, co daje U = V f(T,n) (nie zalezy od B i M) i entropie
S =Vh(T,n) — VM?/2c (funkcje h i f sa zalezne, tj. f(T,n) = 0h/0(1/T)).

6.9 Silniki cieplne

Silnik cieplny dziata na zasadzie cyklicznego procesu, ktory najczesciej opisuje sie jako pseudo-
statyczny, obrazujac zamknieta krzywa w plaszczyznie parametrow pracy (np. p — V). Mozna
go réwniez obrazowaé w plaszczyznie T'— S. W cyklu rozréznia sie¢ pobieranie i oddawanie cie-
pta, odpowiednio )1 i Q)3. Sprawnosé¢ cyklu to stosunek wykonanej pracy do ciepta pobranego,
n=W/Q1=1—0Q2/Q1. Praca W = Q1 — ()3 jest polem zakreslonym przez krzywa procesu w
plaszczyznie pracy (np. p— V) lub T — S.

i
w
Vv Qz S

Podstawowy jest cykl Carnota, ztozony z dwoch procesow adiabatycznych (adiabat) i dwoch
izotermicznych (naprzemiennie). Terminologia: adiabatyczny/adiabata — stala entropia (brak
wymiany ciepla), izotermiczny /izoterma — stala temperatura, izobaryczny/izobara — stale ci-
$nienie, izochoryczny /izochora — stata objetos¢. Sprawnosé cyklu Carnota wynosi 1 — Ty /71,
gdzie T to temperatura izotermicznego pobierania ciepta (wieksza), a T, temperatura izoter-
micznego oddawania ciepla (rysunek).

6.10 Proces Joule’a-Thomsona

Proces pseudostatyczny nieodwracalny polegajacy na przeciskaniu gazu przez porowata prze-
grode (albo z malerika dziurka) pomiedzy komorami o stalych ale réznych cisnieniach, od wiek-
szego p; do mniejszego po. Jest to proces adiabatyczny, ale nieodwracalny, wiec entropia nie
jest zachowana. W procesie jest za to zachowana entalpia H, poniewaz Uy — U; = p1 Vi — po Vs
oraz N1 = N,. Entropia z kolei ro$nie bo

D2 aS D2
52—51:/ dp(a—) :—/ (V/T)dp > 0
p1 P H p1
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bowiem dH = TdS + Vdp czyli dS = dH/T — (V/T)dp oraz p; > ps. Proces Joule’a-Thomsona
moze by¢ wykorzystywany do chtodzenia, jesli (07/0p)y jest dodatnie. Tymczasem

oT (OH/Op)r , (O0(V/T) 1 ov
o) = AP VA R T(ZL) —
(%), =@, =~ (5u/m ;o \Mar), 7Y
gdzie wykorzystalismy C, = (0H/JT), (wynika z dH) oraz pochodne krzyzowe d(S — H/T) =
—Hd(1/T) — (V/T)dp. Poniewaz C, > 0 z warunkoéw stabilnosci, decyduje znak wyrazenia

w nawiasie. Dla gazu doskonalego dostajemy zero, dla gazu van der Waalsa znak moze sie
zmieniac.

»
p, —

S
[T

6.11 Mieszaniny

Uktady wielosktadnikowe opisuja osobne liczby moli Nj,..,Nj. Definiujemy utamki molowe
xz; = N;/N dla N = ). N;. Nie sa niezalezne, bo > . z; = 1, czyli jeden zalezy od pozostatych.
potencjaly chemiczne moga by¢ jedynie funkcjami zmiennyc intensywnych, ewentualnie ilorazow
par ekstensywnych (bo wynik jest intensywny), np. U/N. Zatem np. p; = p;(T,p, 1, ..., Tp_1,
ale nie moze by¢ dodatkowej zaleznosci od z, (zmienna zalezna) lub N (samotna zmienna eks-
tensywna). Jesli sktadniki nie oddzialuja ze soba, to z fizyki statystycznej mozna wyprowadzi¢
twierdzenie Gibbsa
F(T,V,Ny,...,Ny) =Y _ F(T,V,N;)

gdzie F; to funkcje czystych skladnikow (pozostate N; = 0). Rownowaznie jest dla —pV =
T, V,{u:}), dlatego cisnienie catkowite mozna interpretowac jako sume ci$nien kazdego sktad-
nika, tzw. parcjalnych, jest to prawo Raoulta. Jesli sktadniki sa gazami doskonalymi tj.
pV = N;RT dla czystego sktadnika, to F; = N, f;(T) — RN, T In(V/N;), gdzie f; jest nieznana
funkcjg. Wtedy dla calej mieszaniny pV = NRT'. Stad

G =) (Nigi(T) + RTN;Inp + RTN; In ;)

oraz j1; = ¢;(T) + RTInp + RT In x;.
Dla 2 skladnikow juz z relacji Gibbsa-Duhema mamy s = pS(T,p) + RT Inzy jesli py =
p(T,p) + RT Inx;. Mamy bowiem (patrz czesé¢ 3.1)

—sdT + vdp = x1dpy + xodus

gdzie s = S/N, v = V/N. Zakladajac stale T p relacja upraszcza sie do x1du; + xodps = 0.
Jednak dpy = RTdInzy = RTdxy/xy czyli RTdxy+xodps = —RT'dxe+x2dpe = 0 (bo 21429 =
1 czyli dvg = —dzy). Zatem dus = RTdxy/xe = RTdIn 1y, a wiee puy = uS(T,p) + RT In xs.
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6.12 Reakcje chemiczne

Kiedy sktadniki moga sie wymienia¢ atomami, wtedy liczba moli zwiazku chemicznego prze-
staje by¢ stata, a bedzie nig liczba moli pierwiastkow sktadowych. Taki opis jest dobry tylko
klasycznie, kiedy czasteczki sa dobrze lokalizowane, i kwantowa nieoznaczono$¢ objetosci cza-
steczki jest mata w poréwnaniu z dostepna objetoscig na jedna czasteczke. Oznaczmy zwiazki
chemiczne przez greckie indeksy, np. « a pierwiastki przez taciniskie, np. i. Zatem N, nie jest
zachowane, a N; jest. Odpowiednie potencjaly chemiczne to u;. Nie wszystkie N, sa okreslone,
bo pozostaje swoboda reakcji
Z Vo Ay = 0

2H2 + OQ - QHQO

np.

czytamy Ay = Hy, v = 2, Ay = O, 1, = 1, A3 = H50, v3 = —2. W czasie reakcji nastepuja
zmiany moli AN, = v, N, gdzie N jest nieustalona zmienna (jakby istniata wirtualna $cianka
umozliwiajaca zmiane N ) Jej warto$¢ trzeba wyznaczy¢ z warunku minimalizacji F' (patrz
koricowka czesci 3) przy ustalonej temperaturze (kontakt z rezeruwarem), czyli

oF oF
0= (—N) = Vg (—) (5 % %)
ON /1y, Za: ONa /) 1y,

Z kolei ci$nienie

0= () () 2 ), ()
ov T,V,N; ov T,V,No a 8Na T,V,Ng ov T,V,N;

() (), (5
V) pyne S \ONa) iy, “\OV )

ale na mocy poprzedniej réwnosci ostatni wyraz znika czyli p = —(0F/0V)rv.n,-

Czesto mieszanine zwiazkéw mozna dobrze opisywaé jako mieszanine gazéw doskonalych,
poniewaz reakcja odbywa si¢ w punktach zderzen, oddzialywania maja bardzo krotki zasieg.
Wtedy obowiazuje twierdzenie Gibbsa

F:ZFQ(T,MNQ)

gdzie F, jest obliczone dla pojedynczego, niereagujacego zwigzku. Dla gazéw doskonatych
mamy F, = N,fo(T) — RT'N,In(V/N,), a ci$nienie znéw bedzie suma wkladoéw od kazdego
zwiazku (parcjalnych). Wtedy pV = > RTN,. Zatem warunek (x * %) oznacza

H UZO’LQ = K(T)7

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



6. PRZYKLADY 26

gdzie v, = V/N, natomiast K(T') = exp)_, vo(l + fo(T)/RT). Jest to tzw. prawo dzia-
tania mas. W niektorych podrecznikach wyprowadza sie je definiujac potencjaly chemiczne
dla zwiazkéw a nie pierwiastkéw, choé opis termodynamiczny zasadniczo na to nie pozwala
(niezachowane parametry), ale wynik otrzymuje sie ten sam.

6.13 Roztwory

Roztwor jest mieszaning z 1 skladnikiem dominujacym (rozpuszczalnik), podczas gdy inne
(rozpuszczone) wystepuja w duzo mniejszej ilosci (np. s6l w wodzie). W takiej sytuacji mozna
zastosowac twierdzenie Gibbsa i przyblizy¢ sktadniki rozpuszczone przez gazy doskonate (nawet
jesli nierozpuszczone nie sa, np. sol), poniewaz czasteczki sa daleko od siebie (cho¢ moga
by¢ blisko rozpuszczalnika). Dla sktadnikow rozpuszczonych otrzymujemy wiec pu; = fi(T) —
RT In(V/N;) a dla rozpuszczalnika py = puy (T, V, Ny) oraz

oF 6F1
= — | = = — + RTN; )V = po(T, + RTN;V
1= (7)1 = (57 ), * DTNV =T+ 3TN

gdzie pgy jest cisnieniem czystego rozpuszczalnika. Oznacza to, ze potencjal chemiczny roz-
puszczalnika dla ustalonej objetosci jest taki sam jak w czystym przypadku, ale cisnienie jest
wieksze. Zdarza sie, ze roztwor jest w rownowadze z czysta faza rozpuszczalnika (para, sta-
nem stalym). Przemiana fazowa musi jednak wystepowa¢ przy nizszym ci$nieniu, jesli druga
faza ma wieksza objetos¢ molowa (nachylenie Ou/0p), a mniejszym jesli druga ma mniejsza
objetos¢ (rysunek). Na podstawie rownania Clausiusa-Clapeyrona (patrz koniec czesci 4) ozna-
cza to takze, ze przy ustalonym ci$nieniu przemiana zachodzi przy wyzszej temperaturze, jesli
przejscie do drugiej fazy wymaga dodatniego ciepta przemiany (topnienie, parowanie) a przy
nizszej, jesli ujemnego (zamarzanie, skraplanie). Dla maltych utamkoéw molowych zmiana tem-
peratury przemiany wynosi AT = RT?z/q, gdzie q — ciepto przemiany, = — laczny utamek
molowy sktadnikéow rozpuszczonych. Dlatego np. solanka wrze w temperaturze wyzszej niz
100°C a zamarza w temperaturze nizszej niz 0°C.

U

ciecz ,
roztwor

para

'hc

6.14 Nadprzewodnictwo

Charakterystyczna cecha nadprzewodnika jest wypychanie pola magnetycznego z wnetrza, co
z robwnania Ampere’a pociaga za soba koniecznosé wiecznie krazacego pradu. Jest to mozliwe
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tylko do pewnego granicznego pola zewnetrznego B. po czym nadprzewodnik traci podat-
no$¢ magnetyczng, tj. M = 0. Zatem energia swobodna Gibbsa w fazie normalnej wynosi
Gn(T,B) = Gn(T) (bo pole B nie ma znaczenia) a w nadprzewodzacej M = —B/ o (bo pole
BS =B+ /JJQM = 0) Czyli

dG = —SdT — MVdB = —SdT + BVdB/uy = —SdT + VdB* /2y

czyli Gs(T, B) = Gs(T) — VB?/2uy . Na granicy faz musi zachodzi¢ rownos¢ Gg = Gy
co mozna uzasadni¢ np. réwnoscia cisnien p = —(0G(T, B,V)/0V)rp bo G = Vg(T, B) (z
ekstensywnosci G, V' i intensywnosci T, B) czyli p = —¢g. Zatem

G (T) = Gs(T) - VBA(T) 2419

Skok entropii

9Gs dGy dB,
AS =Sy —Ss = (—) - <_> = VB, —%
Neese\ar ), \or ), 11odT

Jesli B, = Bo(1 — (T/T.)*)dla T < T, to AS = 2V B.BoT/1oT? (a skok magnetyzacji AM =
B/ o) czyli jest to przemiana 1. rodzaju. Rozwazajac linie B = 0 przemiane otrzymujmemy
dla T'= T, a wiec skoku entropii ani magnetyzacji nie ma, bo B. = 0. Jest za to skok ciepta

wlasgciwego
oS 0AS
ACp=TA | =T.( | =4VB/uT.
o0 =18 (57, =1 (), =4V
a takze podatnosci Axr = A(OM/OB)r = 1/py. Dlatego jest to przemiana 2. rodzaju.
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Fizyka statystyczna

7 Mechanika klasyczna

Klasyczny ruch opisuja trajektorie, wspolrzedne jako funkcje czasu ¢;(t) (i = 1,2,...), t — czas.
Krocej piszemy ¢(t) majac na mysli wszystkie wspohrzedne (moga to by¢ nie tylko wektory
trojwymiarowe, ale tez katy, dlugosci wzdtuz krzywych, itp.). Wazne sa predkosci ¢; = dg;/dt
(¢ = dq/dt). Dynamike zadaje funkcja Lagrange’a L(q,q,t). Przyktady (wigcej w czesci 12.1)
czastka nierelatywistyczna L = T — V, gdzie T = m|q]*/2 (energia kinetyczna) i V(q,t) —
potencjalna (uwaga: przed V jest minus i tak ma by¢!), wiecej w czesci 10. Relatywistycznie T

zastepujemy przez —mcdr /dt = —mcy/c? — |c‘.ﬂ?, T jest tzw. czasem wlasnym [Uwaga: mozna
potraktowaé czas wlasny 7 jako faktyczny a zwykly jako 4. wymiar przestrzeni i wtedy T —
—m((ct)? —|q?)/2 i ® — t®, gdzie @ = da/dr, ale prowadzi to do paradoksu ontologicznego|
Klasyczny ruch otrzymujemy minimalizujac dziatanie [ Ldt przy ustalonych koricach tj. ¢(t;)
i q(t2). Daje to rownania Eulera-Lagrange’a

pi = dp;/dt = 0L/0q;, p; = OL/0q;

(p — nazywamy pedem, w ogolnym znaczeniu, nie musi to by¢ tylko wektor trojwymiarowy).
Transformacja Legendre’a funkcji Lagrange’a daje funkcje Hamiltona

H(g,p,t) =Y dpi— L

Jesli L = L(q, ¢) (nie zalezy jawnie od czasu) to H jest stala ruchu — energia (moga oczywiscie
by¢ i inne state ruchu, np. ped, moment pedu). Tym razem H = T + V i plus jest OK,

relatywistycznie T = —me/y/c? — |2

7.1 Przestrzen fazowa

Przestrzen fazows konstruuje sie jako I' = (¢, p), bo dI'(t) = dqdp nie zmienia sie w czasie, na
mocy twierdzenia Liouville’a, ktore wynika wprost z réwnarni Eulera-Lagrange’a

dq;  Opi\
zi: (3%‘ * api) =0
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Dla elementu objetosci V, = dxy - - - dz,, zaleznego od czasu mamy V, = det Mdy; - - - dy,, gdzie
y stanowia wspolrzedne niezalezne od czasu a M = (0x/0y) jest macierza pochodnych dz;/0y;.
Mamy dV, = ddet(0z/0y)dy; - - - dy,. Ze wzoru Jacobiego dla macierzy M

ddet M = (det M)Tr(M~'dM),

gdzie TrA = ). A;; to $lad macierzy (wynika prosto np. z rozwiniecia Laplace’a i wzoréw na
macierz odwrotna przez minory), dostajemy

ddet(0x/0y) = det(0x/0y)Tr(0y/0x)(ddx/0y) = det(Ox/0y)Tr(ddx/Ox)

(zapis macierzowy). Przy zaleznosci od czasu zastepujemy dx przez &, dostajemy zero dla
x = (¢,p) na mocy twierdzenia Liouville’a i wnioskujemy, ze objetos¢ przestrzeni fazowej sie
nie zmienia.

7.2 Ewolucja i nawiasy Poissona

Roéwnania ewolucji mozna zgrabnie zapisa¢ za pomoca tzw. nawiaséw Poissona dla dowolnych
funkeji X(q,p) i Y(q,p) (nie tylko prostych wspotrzednych!)

0X9JY 0Y 0X
XY= —
{ 7 } Xl: <a%’ Op; 0g; (9]%)

bo ¢ = —0H/0p; = {q;, H} oraz p;, = —0H/0q; = {p;, H}. Ponadto {¢;,p;} = d;;. Mozna
wprowadzié operator ewolucji na wektorze (g, p) w postaci

(g, p)(t) = /dQOdPOU(t:t,)(QOaPO)

gdzie
t

Ut t') = Texp/ L"dt"
"
gdzie T oznacza iloczyn chronologiczny, tj. rozwiniecie w szereg Taylora i ustawienie I:(t” )
w kolejnosci od najwiekszego czasu do najmniejszego. Natomiast LA = {A, H}. Jesli L nie
zalezy od czasu to U = exp f/(t — t'). Drzieki temu mozemy zmieni¢ perspektywe i analizo-
wac jak zmieniaja sie wartosci funkcji X (¢, p) (a nie ich argumentéw — mikrostanow). Wtedy
X(q,p,t) = Ufl(t,t’)X(q,p, t'). Zwykle nie znamy dokladnych potozen i pedow a jedynie ich
dodatni rozktad prawdopodobienstwa p(g,p) umormowany, tj. [dlp = 1. Rozklad ten tez

A~

zmienia sie w czasie p(q,p,t) = U(t,t)p(q, p,t'). Wtedy mozemy zapisywa¢ §rednie np.
(X(t)Y (t2)Z(t3)) = /dFX(F,tl)Y(F,tQ)Z(F,tg)p(F,O)
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8 Mechanika kwantowa

Klasyczne wspotrzedne g stanowia teraz baze zespolonej przestrzeni liniowej (Hilberta), szcze-
goly w uzupelnieniach matematycznych, czes¢ 13.11. Z mechaniki klasycznej konstruujemy

dzialanie
t,q

S(q,t,q,t’):/ L(q",¢" t")dt"
t

1ot
7q

i wprowadzamy unitarny operator ewolucji U(t,t') jako

Ulg,q) = /quis/h

gdzie h = h/27 jest kreslona stata Plancka (czesciej uzywang niz historyczna niekreslona h =
27h). Tutaj calkujemy po wszystkich realizacjach (trajektoriach) ¢, takich ze ¢(t) = ¢ oraz
q(t') = ¢’. Miare calkowania mozna trakowaé jako granice

9. / oy
Dq = Jg&ﬂdq@ +(t—1)k/(n+1))/C,
gdzie C,, jest czynnikiem normalizujacym (szczegoltowe omowienie tej procedury w czesci 12.2).
Jesli T jest forma kwadratowa predkosci to prowadzi to do kwantowego formalizmu Hamiltona,
tj.
t
O(t.1) = Texp / at" F (") /ih

t/
Z kolei operator Hamiltona (hamiltonian)ﬁ(t) = H(q,p,t), gdzie ¢ = [qdqlq){q| (operator
polozenia) oraz p = [(—ihdd(q — ¢')/0q)|q)(¢'|dgdq" (operator pedu) lub

plepy = / dg(—ihd(a)/00)|a)

Operatory polozenia i pedu sa hermitowskie. To takze daje wazna analogie z mechanika kla-
syczna: (g, pr] = hdj; (po prawej stronie jest jeszcze operator jednostkowy, ktory opuszczamy
w takich zapisach), gdziep{ Y] = A)A(}A/ ~YX oznacza komutator. Uwaga: Dla macierzy (skon-
czenie wymiarowych) TrXY = TrY X wiec Tr[X, Y] = 0, co przeczyltoby powyzszemu wynikowi
(100), jednak w nieskoriczonym wymiarze moze by¢ inaczej. Operator Hamiltona jest hermi-
towski, tj. H = Ht jesli L nie zmienia sie przy jednoczesnym odwrdceniu czasu, potozen i
ewentualnym sprzezeniu zespolonym (bywaja zespolone funkcje Lagrange’a), a tak musi by¢
(tzw. twierdzenie/postulat CPT — charge/tadunek-parity /parzystosé-time/czas) Jesli L nie
zalezy jawnie od czasu to U(t, t) = eXp(H(t —t')/ih) Uwaga, jesli L nie jest kwadratowa funk-
cja predkosci (np. relatywistycznie) dla czastki punktowej to jest problem. Mozna probowaé
wymusi¢ forme kwadratowa zamieniajac jak klasycznie czas na czas wlasny, R.P. Feynman Ma-
thematical formulation of the quantum theory of electromagnetic interaction, Phys. Rev. 80,
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440 (1950), ale trzeba sztucznie wybieraé¢ okreslone funkcje wlasne. Na szczescie fundamentalne
funkcje Lagrange’a w teorii pola (w pelni relatywistycznej!) sa kwadratowe w predkosciach i
problem znika. Jest to $cisle powiazane z dwoma etapami przechodzenia od mechaniki kla-
sycznej do kwantowej: pierwsza kwantyzacja ¢ — [¢) = [1(q)|q)dq i druga kwantyzacja kiedy
¥(q) traktujemy jako klasyczne "polozenie" i zamieniamy ¢ — |¥) gdzie |¥) = [ DypW[y][¢)
(calka po funkcjach, tj. wartosciach nieznanej funkcji).

Analogicznie do mechaniki klasycznej mozemy dokonywaé ewolucji czasowej dla operatorow

~

X(t)=U't,)X(Ut ) = U (L)X (1)

Tutaj U jest (super)operatorem ewolucji analogicznym do klasycznego, tj.

t
U(t,t') = Texp/ L(t")dt"

tl

gdzie LX = [X H |/ih. Odpowiednikiem gestosci prawdopodobientwa jest hermitowski ope-
rator gestosci p, unormowania Trp = 1 (slad TrA = [ dgA(q,q)). Zasadniczo p powinno by¢
dodatnio okreslone, ale w zaawansowanej teorii pola z renormalizacja nie musi tak by¢. Opera-
tory hermitowskie a wiec i p mozna zdiagonalizowaé, tj. zapisa¢ w pewnej ortonormalnej bazie

7) do postaci 3, p,17) (1. X, s = 1. Ewolucia (1) = Ut £)o(¢)
(A(t1) B(t2)C(ts)) = TrA(t1) B(t2)C(t3)p(0)

Przyjmuje sie, ze wielkoSciom obserwowalnym odpowiadaja operatory hermitowskie. Kwestig
dyskusyjna jest oporzadkowanie czasowe takich wielkogci oraz interpretacja faktycznych pomia-
row, co przekracza jednak ramy niniejszych rozwazan.

Wazne: zamiast ¢ dla czastek o spinie 1/2 (czastek Fermiego, fermionow, np. elektronow)
uzywa sie liczb antyprzemiennych (Grassmanna) tj. takich, ze {&n = —né, wiecej w czesci 12.4.
Bardzo czesto opis kwantowy jest drastycznie upraszczany, np. ciagle ¢ zastepuje sie liczbami
naturalnymi a operator Hamiltona H jest przyblizony lub wrecz zapostulowany.

9 Entropia statystyczna i zasada maksimum

Podstawowym pojeciem fizyki statystycznej jest entropia. Punktem wyjécia jest entropia infor-
macyjna Shannona (ktory nazwe zapozyczy! wlasnie z termodynamiki)

S = —]{ZB ij lIlpj
J

dla rozktadu prawdopodobieristwa p; dla zdarzen j (przypomnienie prawdopodobienstwa — czes¢
14). Stata Boltzmanna kp stanowi tu jedynie dowolny czynnik wymiarowy, ale ustalamy go tak
dla pézniejszej zgodnosci z termodynamika. Uwaga: W termodynamice postugujemy sie liczba
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moli N,,,; a w fizyce statystycznej liczbg czastek N.. = Ny N,,o, gdzie N4 jest liczba Avogadra.
Z tego powodu stata Boltzmanna zastepuje stata gazowa R = Nakp.

Entropia informacyjna ma kilka waznych wtlasnosci, naturalnych dla iloscowego opisu in-
formacji: nie zmienia sie przy permutacji ("przetasowaniu") zdarzen, jest subaddytywna t;j.
S <S4+ Sp dla podziatlu na poduktady A i B jesli pj‘ =, Djm oraz pb = zj pjm (entropia
zwieksza sie przy uniezaleznieniu podukladow), addytywna tj. S = Sy + Sp jesli czesci A i
B s niezalezne pj,, = pj‘pﬁ. Okazuje sie, ze tylko entropia Shannona spelnia te warunki (z
dokltadnoscia do czynnika i zdarzen niemozliwych p = 0), J. Aczel, Z. Daroczy, On Measures of
Information and Their Characterizations (Academic Press, New York 1975)

Entropia w fizyce statystycznej jest entropia Shannona dla rozktadu prawdopodobienstwa
p a zdarzeniami sa punkty w przestrzeni fazowej badz stany kwantowe (mikrostany). W celu
zapewnienia odpowiedniego wymiaru trzeba jednak uzy¢ bezwymiarowej miary przestrzeni fa-

Z0Wej
= i /1T
™

Zamiast statej Plancka h mozna by uzy¢ dowolnej stalej o jej wymiarze, ale ten szczeg6lny
wybor pozwoli na utozsamienie pdzniej entropii klasycznej i kwantowej kiedy réznica sie za-
ciera. Czynniki k;! uwzgledniaja nierozroznialno$é czastek w zbiorach k; elementowych, a K
ewentualne symetrie ciggte, np. obrotowe. Niezmienno$¢ przy permutacjach odpowiada nie-
zmienniczo$ci przestrzeni fazowej, co zapewnia nam twierdzenie Liouville’a.
Kwantowa entropia jest dana
S =—kgTrplnp

Wzor jest niezalezny od wyboru bazy, co rowniez oznacza, ze entropia nie zmienia si¢ przy
zmianach bazy p — U pU 1 — odpowiednik niezmiennoéci przy permutacjach. Zatem w bazie
diagonalnej p = >, p;|j)(j| mamy S = —kp>_,;p;Inp;, a wigc dokladnie entropi¢ Shannona

(niezmienniczos¢ przy permutacjach jest tu wiec szczegélnym przypadkiem dla kiedy U jest
macierza permutacji). Kwantowa entropia spelnia rowniez subaddytywnosé S < Sy + Sp jesli
pa = Trpp (i viceversa). Tutaj operujemy iloczynem tensorowym przestrzeni, tj. w bazie
lga gp) oraz pa = Trgp = > p(qa 4B,qs qB)lqa)(ds|- Entropia jest tez addytywna tj.
S = Sa+ Spjesli p = papp czyli p(qa 45,44 d8) = pa(qa,d4)pB(aB, qp). Dowody tych i
innych wlasnosci mozna znalez¢ w ksigzce M.A. Nielsen, I.L. Chuang, Quantum Computation
and Quantum Information (Cambridge University Press, 2000).

Podstawowym zadaniem fizyki statystycznej jest konstrukcja rozktadu réwnowagowego p
dla dynamiki niezaleznej jawnie od czasu w ustalonej objetosci i na tej podstawie zwigzkow
podstawowych. Poniewaz p nie zmienia sie w czasie, wiec {p, H} = 0 lub [p,H] = 0. W
mechanice kwantowej oznacza to, ze istnieje baza diagonalizujaca p wspolna z taka baza dla
H. Mogg istnieé¢ inne wielkosci zachowane np. liczba czastek N lub ped catkowity. Przyjmuje
sie zasade maksymalnej entropii przy ustalonych warunkach, tj. wybieramy takie p, ktore daje
najwicksza entropie, uzyskujac r6zna postaé p. Mozna wtedy stosowa¢ metode mnoznikéow
Lagrange’a 13.10.
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9.1 Rozklady

Mikrokanoniczny

H < E (ustalona energia E) badz H € [U,U + AU]|. Klasycznie mozna takze wzia¢ H = U
(kwantowo nie, bo energia H ma w skoniczonej objetosci zwykle zbiér warto$ci numerowany
liczbami naturalnymi a nie ciagly). Otrzymuje sie p = const w dozwolonym obszarze (makro-
stanie) a kwantowo p = C'Y", |k) (k| gdzie k to (mikro)stany whasne H o wartosciach whasnych
w dozwolonym zakresie. Podobnie postepujemy z innymi wielko$ciami zachowanymi np. N.
Rozklad mikrokanoniczny jest bardzo niewygodny ze wzgledu na sztuczne warunki. Dostajemy
entropie S/kp réwna logarytmowi naturalnemu z dostepnej przestrzeni fazowej (mikro)stanow

(klasycznie) lub liczby dostepnych (mikro)stanéw (kwantowo).

Kanoniczny

Ustalamy (H) = U i np. N. Metoda mnoznikow Lagrange’a otrzymujemy p = exp(8(F —
H)) (takze kwantowo tylko dopisujemy daszek nad H i p: X — X), gdzie f = 1/kgT a
F' jest energia swobodna Helmholtza. Taka identyfikacja wynika podstawienia do wzoru na
entropig, energie (H) = —9BF/08 a jednoznacznosé z dodatniej okreslonosci —0?BF/0p* =
((6H)*) > 0 dla 6H = H — (H). Wygodniejszy rozklad niz mikrokanoniczny, ale ustalenie N
bywa czasem klopotliwe, zwlaszcza kwantowo. Mamy SF = —In [dl exp(—fSH) lub SF =

—InTrexp(—SH).

Ogo6lniejszy kanoniczny

Jedli ustalimy wielkosci (X;) dla j < k oraz X dla j > k to dostajemy odpowiedni potencjal
BE(Py, ..., Py, Xpia, ... ), gdzie Pj = 0S/kp0X; (zwykly parametr termodynamiczny, nie funk-
cja ani operator!), oraz p = exp BF'/ exp ), P;X;. Identyfikacja wynika ze wzoru na entropi,
srednie (X;) = —0FF/OP; i dodatniosci macierzy —0*8F/0P;0P,, = (6X;0X,,) (uwaga: tutaj
wyjatkowo kwantowo (AB) = fol dsTrp* Ap'—* B, jesli X nie sa wzajemnie przemienne).

Wielki kanoniczny

Ustalamy (H), (N) i $rednie kazdej (znanej) wielkodci zachowanej. Podobnie jak w (ogo6lniej-
szym) kanonicznym otrzymujemy p = exp(8(—PV + uN — H)) (kwantowo z daszkami takze
nad N i ewentualnie innymi wielko§ciami zachowanymi) gdzie P jest ci$nieniem (duza litera
aby uniknaé kolizji z pedem p) a p potencjatem chemicznym. Ogolniej p = exp Zj(—]—:’ij) dla
kompletu wielkoSci zachowanych X; lacznie z objetoscia. Tutaj P ma sens ciSnienia tylko
w uktadzie jednorodnym, inaczej jest tylko stala normalizacyjna (uwaga: V jest ustalong
liczbg, nie funkcja ani kwantowym operatorem, bez daszka, w odroznieniu od pozostatych
X). Stad mamy PV =In [ dl exp(B(uN — H)) lub PV = lnTreXp(ﬁ(,uN — f[)) i ogolniej
PV =1n [dlexp Zj(—lf’ij) lub PV = InTrexp ZJ(—]BJX]) (suma bez V)

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



10. PRZYKEADY KLASYCZNE 34

Rownowaznosé

Wszystkie rozktady zasadniczo rozpatruje sie w granicy termodynamiczej, tj. V' — oo, ale przy
ustalonych (H)/V oraz (N)/V iogolnie (X;)/V, i wtedy daja te same wyniki. Wtedy tez mozna
utozsami¢ (X) i X. Trzeba jednak uwaza¢ jesli jest nietypowa wielkos¢ czula na rozklad (np.
calka objetosciowa ze $redniej iloczynu koncentracji), w spornych sytuacjach rozstrzyga rozktad
wielki kanoniczny (najpoprawniejszy). Mozna od tej granicy odstapié¢ jesli celowo rozpatrujemy
maty uktad, badz fragment duzego, ale wymaga to dyskusji oddzialywania z otoczeniem, tym
doktadniejszej im mniej kanoniczny rozktad bierzemy.

Warto takze zauwazy¢, ze kwantowa postac¢ rozkladu kanonicznego i wielkiego kanonicznego
przypomina operator ewolucji, w ktorym zastepujemy (t—t')/ih przez —1/kgT, co ma ogromne
konsekwencje praktyczne.

10 Przyklady klasyczne

10.1 Jednoatomowy gaz doskonaly (nierelatywistyczny)
H =300, |l /2m.

Rozklad mikrokanoniczny

H < U, a wiec dostepna przestrzen fazowa ma miare kuli 3N wymiarowej o promieniu v2mU
(czeéé 13.7) i czynnika objetosciowego VY /N!(27h)N, czyli tacznie

(2mEm)*2V)N /N(2rh)*N (3N/2)!
stad w granicy termodynamicznej, stosujac wzor Stirlinga dla silni (czesé¢ 13.6)
S/kg = (3N/2)In(U/N) + N In(V/N) + (3N/2) In(m/37h?) + 5N /2

Mamy tez U = U = 2NkgT/2 oraz pV = NkgT =2U/3

Rozklad kanoniczny
BF = —Nln / dPpe= P72 _ NInV + In N1 + 3N In(27h)
co w granicy termodynamicznej daje

BF = —(3N/2)In(m/2B7h?) — NIn(V/N) — N
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Rozklad wielki kanoniczny

VN ebr
PVB=In)_ P
N

mozna to zwina¢ do szeregu Taylora dla funkcji exp i otrzymamy

/d3p6_6|m2/2m/N! =1In Z(Veﬂ“(2m7r/ﬁ)3/2/(27rh)3)N/N!

Pp = eﬁ“(m/Qﬁwh2)3/2

i nie musieliémy nawet stostowa¢ granicy termodynamicznej! Mozna sprawdzié¢, ze wszystkie 3
wyniki sg rownowazne.

Rozklad Maxwella

W nierelatywistycznym gazie doskonalym mozna podaé¢ rozktad prawdopodobienstwa pedow
p(B) = (B/2mm)?/2e AT/

W polu grawitacyjnym

Jesli Z;\f:l(lﬂgﬂm%—mgz 7 stupie o podstawie A i wysokosci L to wklad objetosciowy do —BF
ulega zmianie InV — In A + In(1 — e #™9% —In(mgpB). Dla mgL > kT oznacza to dodanie o
energii kgT'N.

10.2 Gaz doskonaly czasteczek

Mozemy zatozy¢ ze czagsteczki sa sztywnymi pretami od dlugosci [ zakoniczonymi czgstkami o
masach m, i my. Ruch mozemy opisa¢ wspotrzednymi srodka masy m = m, + my i wzajemna
odlegtoscia, odlegtoscia, tj. mr" = m,ro+myry i 7 = 74—73. Energia kinetyczna jednej czasteczki
T = m|r?/2 + my|r1|?/2, gdzie m; = mamy/m jest masa zredukowana. Wobec zablokowania
radialnego preta, przestrzen fazowa tworza r oraz katy 6, ¢, 77 = (I sin 6 cos ¢, [ sin 0 sin ¢, [ cos 0)
i hamiltonian jednej czastki jest

H, = |p]*/2m +p§/2m512 +pi/2ml12 sin 62

Bedziemy uzywac rozkladu kanonicznego. Potrzebujemy obliczy¢ catke

/d&dgzﬁdpgd% exp(—pBp; /2myl* — p2/2mll2 sin 6?)

Uwaga: nie dopisujemy jakobianu sinf bo jest on juz tu jest tylko "ukryty". Calkowanie
po ¢ i pp mozna wykona¢ w dowolnym momencie, natomiast trzeba scatkowa¢ po p, przed 0
(aby nie wpa$¢ w funkcje specjalne). Otrzymamy 87%m,; /3. Oznacza to, ze od SF dla gazu
jednoatomowego trzeba odja¢ N In(2m,/fh) i stad E = 5kgT /2. Uwaga, jesli czasteczka jest z
dwoéch identycznych atomow, musimy dodaé N In 2.
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Gaz bryl sztywnych

Przypomnienie: bryta sztywna to cialo o ustalonych odlegtosciach wewnetrznych, szczegoly
np. w podreczniku W. Rubinowicz, W. Krolikowski Mechanika teoretyczna (PWN, Warszawa,
1995). Wynik dla gazu 2-atomowego mozna rozszerzy¢ na kazde ciato sztywne liniowe (pret) za-
stepujac myl? przez Iy — moment bezwladnoséci wzgledem érodka masy na osi prostopadiej. Dla
ciala dwu- i trojwymiarowego (takze 3-atomowego) trzeba uzy¢ opisu przez katy Eulera dla ob-
rotow ¢ (wokot z), 6 (wokoét y), ¥ (ponownie wokol z). Wtedy wybieramy uktad wspotrzednych
zwigzany z bryta w ktérym wektor predkosci katowej

X q§ sinysinf cosy 0 ¢
W=B|60]=|cosysind —siny 0 0
U cos f) 0 1 ¥

Wtedy p = BTIBg (dla ¢ = ¢,0,1), gdzie fjesAt tensorem momentu bezwladnosci wzgle-
dem $rodka masy, czyli energia obrotowa H = ¢' BT'IB¢/2 = p" (BTIB) 'p/2. Zatem wklad
obrotowy do —fF jest

dqd, DO
ln/%exp (—ﬁpT(BTIB) 11’0/2)

co daje (patrz 13.5)

2

ln/%det —B(27T/6)3/2Vdet_f: In (%(QW/B)g/deetf)

bo det B = —sinfl. Tutaj czynnik K opisuje mozliwe symetrie obrotowe bryly, np. kula
K = 872, walec 4, stozek 2m, trojkat rownoramienny nieréwnoboczny 2, ostrostup prawidlowy
nieréwnoboczny n (liczba wierzchotkow podstawy), graniastostup prawidtowy nieréwnoboczny
2n, czworoscian foremny 12, sze$cian 24, 12- i 20-$cian foremny 60. W kazdym przypadku
energia wzrasta o 3kgT N /2 wzgledem gazu jednoatomowego.

Energia kierunkowa

Jesli hamiltonian jednoczastkowy zawiera potencjal kierunkowy (np. dipol w polu elektrycz-
nym) to Hy = Dl a wyberajac D = (0,0,C/l) mamy Hy; = C cosf. Oznacza to dodanie do
wkladu obrotowego w —BF: lnsinh(Cg) — In(Cf). Wtedy tez (cos@) = coth(Cp) —1/Cp co
daje C'/3kpgT dla C < kT oraz 1 dla C' > kgT.

10.3 Twierdzenie Gibbsa

Jesli w mieszaninie czasteczki nie "widza sie" to H = ) H, gdzie a indeksuje sktadniki. Zatem
z rozkladu kanonicznego (albo wielkiego kanonicznego) F' =) Fi,.
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10.4 Gaz ultrarelatywistyczny
m =0, H; = ¢|p|. Obliczamy catke [d®pe PP = 8r(cB)~? czyli

BF =3NInp — NIn(87) + 3N In(27h/c) — NIn(V/N) — N
Wynika stad takze £ = 3NkgT.

10.5 Gaz relatywistyczny

m2ct + ¢2p?. Obliczamy

4 [e.e]
47 / dpp?® exp(—B/m2ct + c2p?) = 7r)3 / dzaz? exp(—Bmc*V1 + x?)
0
W ostatniej calce mozna postawi¢ r = sinhw i otrzymaé (8mc?) ™1 Ky(Bmc?), gdzie K jest
jedna z funkcji specjalnych Bessela (szczegotowo opisana w kazdych zaawansowanych tablicach
matematycznych, programach matematycznych i wikipedii). Stad

BF = N1In((mc)?Bmc*(3nh)* /4n) — N In Ky(Bmc?*) — NIn(V/N) — N
Uwaga: w granicy nierelatywistycznej (duze ) wynik rézni sie od poprzednio otrzymanego o
wyraz Nfmc? odpowiadajacy energii spoczynkowej, ktorej wezesniej nie uwzgledniali$émy. Dla
poréwnania w 1 wymiarze mamy catke
2 oo
—/ dz exp(—pBmc*V1 + 22) = 2K,(Bmc?) /mc
0

mc

a w dwbch

27 /OO ydy —hmey _ 21 1+ fmc? J
(me)? Jy (me)* (Bme?)?

Tak naprawde tez otrzymaliSmy funkcje¢ Bessela K3/, ale ona akurat wyraza si¢ przez funkcje
elementarne. We wszystkich przypadkach jest spetnione réwnanie stanu PV = NkgT', jedynym
warunkiem jest brak oddzialywania czasteczek, czyli funkcja Hamiltona jest suma wkladow od
kazdej czateczki osobno i nie ma zmiennego zewnetrznego potencjatu.

10.6 Oscylator harmoniczny

H =mp*/2 + mw?x? /2. Calka
/alpd:zse_5’”’“”2/2_/8"‘“’2”62/2 = 27/Pw

Skad SF = In(fwh). Dla N identycznych (ale rozréznialnych) oscylatoréow wynik mnozymy
przez N, ewentualnie jeszcze przez liczbe wymiaréw (np. 3). Nie ma objetosci, bo potencjal
harmoniczny lokalizuje czastke. W takich sytuacjach wystarcza rozklad kanoniczny (nie trzeba
wielkiego).Mozna oczywiscie umownie rozstawic¢ oscylatory w pewnej objetosci. Wrocimy do
takich pytan badajac drgania sieci krystalicznej.
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10.7 Twierdzenie Bohra-van Leeuwen

Magnetyzacja moze wystapi¢ jedynie w obecnosci pradéow, bo V x M = ; Pokazemy, ze
(7) = 0 (czyli j = 0) w klasycznym ukladzie z polem magnetycznym. Zatozenia: Predkosci
rzeczywsite zaleza liniowo od uogélnionych, v; = > Vi (q)¢m, funkcja Largange’a ma postaé
dla L = Lo(q,q) + >_; Aj(q)ejv; gdzie e; jest tadunkiem (np. rozne czastki moga mie¢ rozne
tadunki) natomiast A; jest sktadowa potencjalu magnetycznego. Zakladamy takze parzystosé
Lo(q,4) = Lo(q, —q). Zatem

Pm = Tm + Z Aj(Q>€j‘/jm(q)v T = 8L0/8Qm
J

a wiec H(q,p) =, Tmlm — Lo = H(q,w). Tutaj H jest funkcja ¢ i p ale prawa strona zalezy
od 7, ¢ i q a wiec de facto od 7 i ¢, bo zalezno$¢ miedzy 7 i ¢ jest jednoznaczna. Ponadto z
symetrii Lo wynika, ze m(q, —¢) = —(q, q) a wiec takze §(q, —7) = —(q,7) i H jest parzysta
funkcja 7, tj. H(q,m) = H(q, —7). Przy obliczaniu (§) musimy obliczy¢

| Baexol-stta.p) = [ Faew(-siia.m) =0

Tutaj C jest stata normalizacyjna, wykorzystaliSmy przesuniecie p — m, a zero otrzymujemy
z faktu, ze funkcja podcatkowa jest iloczynem parzystej exp(—SH) i nieparzystej ¢ wzgledem
7. Zatem nie ma pradéw i nie ma magnetyzacji! W uproszczeniu oznacza to, ze magnetyzmu
nie mozna wyjasni¢ klasycznie. Nie jest to do konca prawda, bo wystarczyloby zrezygnowac
z zalozen dotyczacych funkcji Lagrange’a. Historycznie zamiast tego wybrano opis kwantowy,
gdzie pozornie funkcja Lagrange’a jest taka sama, ale inne sa sa zasady liczenia (co w sumie
wychodzi na to samo).

10.8 Gaz Tonksa

Jednowymiarowy gaz szytwnych pretéow o dlugosci [ i masie m, ktore nie moga zachodzié¢
na siebie. Jesli catkowita dostepna diugosé jest L(zamiast objetosci) to N pretow efektywnie
zabiera NI dltugosci i mozemy obliczy¢ SF jak dla jednowymiarowgo gazu z dlugosci (objetosci)
L — NI, czyli

BF = (1/2)In(27h*3/m) — NIn(L/N — 1) — N

Metody tej nie mozna zastosowa¢ w wyzszych wymiarach (nie wystarczy odja¢ zajeta objetosé).

11 Przyklady kwantowe

11.1 Model dwupoziomowy

Zakltadamy N niezaleznych ukitadéw 2-poziomowych (spiny,Akropki kwantowe, uproszczone
atomy), opisywanych za pomoca stanow |+) i |—) takich, ze H|+) = +e|+), gdzie € jest usta-
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11. PRZYKEADY KWANTOWE 39

long dodatnia energig. Wystarczy rozwazy¢ stany wilasne, dzieki czemu problem w zasadzie
mozna rozwigza¢ metodami klasycznymi

Rozklad mikrokanoniczny

Niech Ny oznacza liczbe czastek w stanach |+). Oczywiscie Ny + N_ = N a energia E =
e(Ny — N_) Liczba stanow o ustalonej energii (wyznaczonej jednoznacznie przez N. jest liczba
kombinacji czyli

N
S/kB =In (N

) =InN'—InN,!—InN_!
+

Ze wzorow Stirlinga (czesc 13.6) w granicy termodynamicznej otrzymamy

S/kg = =N, In(N./N) — N_In(N_/N) = NIn2 — %Z(N + E/e)In(1 + E/Ne)
+

gdzie skorzystaliSmy z Ny = N/2 £ E/2¢

Rozklad kanoniczny

Teraz jest prosciej, bo mozemy liczy¢ uktady niezaleznie i zsumowac
BF = —N In(2 cosh(Se))

Wyniki sa oczywiscie rownowazne. Zauwazmy tez, ze dla E > 0 otrzymamy T < 0. Jest to
zwiazane z faktem, ze energia jest ograniczona od gory, co moze zdarzy¢ sie tylko wyjatkowo
w pewnych sytuacjach kwantowych (tzw. odwrécenie populacji), przy szerokich przerwach
energetycznych w krysztatach lub zablokowanych wyzszych energiach i jedynie w przyblizeniu
(jest to stan nietrwaly).

11.2 Oscylator harmoniczny
Przypomnienie diagonalizacji w czesci 12.3. Jeden lub N kopii o czestosci w. Obliczamy sume
—Bhw/2
Ze_ﬁfw(n-‘rlﬂ) _ el _ 1
1 —e P 2sinh(fhw)

n>0

awiec BF = (N)In(2sinh(Bhw/2)). Warto zauwazy¢, ze w granicy duzych temperatur (mate 3)
wynik pokrywa sie z klasycznym. Jest to jednoczesnie uzasadnienie czynnika 27h w klasycznej
przestrzeni fazowe;j.
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11.3 Kwantowe gazy doskonale

Ogolna postaé¢ operatora Hamiltona dla gazoéw nieoddziatujacych jest
}AI == Z Ejﬁj
J

gdzie €; jest energia wlasna wyznaczona z problemu wlasnego jednoczastkowego (patrz takze
czesé 12.4). natomiast n jest operatorem liczby obsadzen danego stanu. Wtedy baza stanow
wlasnych jest numerowana warto$ciami wlasnymi 7 czyli n. Dla fermionéw (czastki o spinie
1/2, np. elektrony, nazwa od nazwiska fizyka Fermi, patrz czes¢ 12.4) n = 0,1 (to ograniczenie
to tzw. zakaz Pauliego), a dla bozonow (czastki skalarne, o spinie 0,1,..., nazwa pochodzi
od nazwiska fizyka Bose, np. fotony, ale nie tylko), n = 0,1,2,.... Uwaga: dla bozonow
powinnismy dodaé¢ 1/2 do n, ale okazuje sie, ze nie ma to zwykle znaczenia, bo jedynie podnosi
energie prozni. Jedyne przypadki, kiedy jest to wazne, to np. w efekcie Casimira — przyciaganiu
metalowych powierzchni wskutek zmiany tej wtasnie energii — a takze kiedy badamy wtasnosci
prozni kwantowej. Ponadto liczba wszystkich obsadzen (czastek) N = 37 ;7. Do policzenia
PV 8 musimy sumowaé wszystkie mozliwe obsadzenia niezaleznie dla kazdego j, dla fermionéw

1 + eﬁ(lﬁ*‘f)

a dla bozonow

Zenﬂ(u%) = (1— eﬁ(ufe»fl

n>0

Mozna to zapisa¢ jednym wzorem (1 4 e%~¢)*1  gdzie gorny znak jest dla fermionéw a dolny
dla bozonow i tej konwencji bedziemy sie odtad trzymac, kiedy chcemy rozwaza¢ oba przypadki
jednoczesnie. Zatem

PVB =4 In(l e t))

J

Latwo policzy¢ takze $rednie liczby obsadzen (n]) = (efls—r £ 1)*1. W granicy termodyna-
micznej wygodniejszg zmienng jest wektor falowy k lub ped p'= Bk k = 270(j1/ L1, jo/ Lo, js/Ls3)
gdzie j przebiegaja wszystkie liczby catkowite. W granicy duzej objetosci sume mozna zastapi¢
catka >, — [d’j, a miar¢ zamieni¢ na pedowa [d’j =V [ d’p/(27h)° (bo V = LiLyL3), a
wiec ,

_ d°p B(n—e(p

Pﬁ—i/wln(lie (h=e®)))

Uwaga: czesto oprocz pedu stan opisuja dodatkowe zmienne, raczej indeksowane liczbami cal-
kowitymi, np. spin albo numer pasma (w krysztatach), i po nich takze trzeba sumowa¢ prawa
strone. Znalezienie termodynamicznego zwiazku podstawowego PS(3, uf) sprowadza si¢ wiec
to catki w ktorej musimy zna¢ €(p). Zauwazmy tez, ze granica klasyczna oznacza —puf > 1
czyli logarytm mozna rozwina¢ w szereg Taylora i wzia¢ najnizszy wyraz

d3p
P3 = B(n—e(p))
=/ 2rnp ¢
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11. PRZYKEADY KWANTOWE 41

Jak wida¢ w granicy klasycznej nie ma réznicy pomiedzy fermionami i bozonami. Wynika to
z faktu, ze wiekszos¢ standw i tak jest pusta. Oczywidcie doktadng réwnosé z przypadkiem
klasycznym dostajemy tylko gdy klasycznie H(p) = e(p) (a wigc np. H = p?/2m, cp lub
cy/(mc)? + p?) i mamy tylko ped (nie ma np. spinu). W przeciwnym razie musimy pomnozy¢
wynik przez liczbe dostepnych konfiguracji spinu, pasm itp. Zauwazmy tez, ze rozwiniecie
logarytmu w szereg Taylora mozna wykorzysta¢ do wyrazenia wyniku kwantowego przez sume
klasycznych
PB =% (FV/(PB)alis 1)/i
j>1

Teraz przedyskutujemy szczegdélowo najwazniejsze przypadki w pelni kwantowo. Technicznie
przydatna wielkoscia jest gestosé stanow

o) = | erdte— <)

poniewaz
Pp = j:/deg(e) In(1 4 =9
Dla gazu nierelatywistycznego €(p) = p*/2m a stad
gle) = 2m(m/2mh?)3/2e!/?
a dla ultrarelatywistycznego
g(€) = 4né?/(2nhc)?

Wykonamy ogoélna analize przypadku g(e) = Ae® (w ten sposob mozna jeszcze uwzgledni¢
wymiar przestrzenny D: nierelatywistycznie « = D/2 — 1 a ultrarelatywistycznie a = D — 1)

Wtedy
A

Ba+1

gdzie oznaczylismy z = e#? (tzw. aktywnosé¢). Calkujac przez czesci

Pp = iA/deea In(1+ze?) =+ /dxxo‘ In(1+ze™®)

-

_ A at1 <€
Pb= (o + 1)pott /dm@ 1+ze®

Z whasnosci termodynamicznych wiadomo, ze d(Pf) = —(U/V)dB+ (N/V)d(uf3) skad mozemy
wyznaczy¢ energie licza pochodna po 5. Dostajemy U = (a+ 1)PV i jest to kwantowy odpo-
wiednik klasycznego rownania stanu, ktore w formie PV = NkgT kwatnowo nie obowiazuje w
ogblnosci! Wynik wyraza sie przez funkcje specjalne I' (patrz czesé 13.6) oraz tzw. polilogartym
J
Lig(z) =y =

[0
i1/
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w nastepujacy sposob

Pﬁ = :FWF(CK + 2)Lia+2(q:2), N/V = q:ml—‘(a + 2)Lia+1(:[:2’)

Wykresy przydatnych tutaj polilogarytmow (dla o = 1/2 i o = 2) sa nastepujace:

— Lis@ ol — Lis@ | 10

— L@ — Lis» | 9%
S S B . I 2
-15 -1.0 -0. i 05 10

-15 -10 - 05 10 i

4 ~1.0

Zobaczmy jak wygladaja mate poprawki do klasycznego réwnania stanu w drodze do granicy
klasycznej z < 1 Wezmy 2 najnizsze wyrazy z Li:

A

WP(@ +2)(2 F 22/2°2)

Pp ~

Mamy takze koncentracje

N [oPpB N A N
"y T (3,&5)[3 B (a+1)ﬁa+1r(&+2>(zqi222/2 )

Dzielac stronami dostajemy

N 1 ¥ Z/2a+2
T 1 F 22/2042

(a+ 1)+
Al (o + 2)20+2

PB/n ~142/2972 ~ 14

Jak wida¢ ci$nienie fermionow jest troche wieksze a bozonéw troche mniejsze. Te pierwsze sie
"nie lubia", wiec jakby odpychaja, a te drugie "lubiag" i troche przyciagaja, mimo ze jawnie nie
zakladalismy zadnych oddzialtywan (sa one "ukryte" w naturze opisu kwantowego).

11.4 Gazy kwantowe w niskich temperaturach
Gaz fermionéw

W niskich temperaturach duze § powoduje nagta zmianie w okolicach p ~ ¢. Wtedy

i1 200y = f S qn e
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co daje w granicy T =0
o
P= [ deglou -9

a takze

n= [ degtar UV = [ deglor

—0oQ —0o0
Parametr y nazywamy poziomem Fermiego, ponizej niego wszystkie stany w T' = 0 sa obsadzone
a powyzej puste. Jest to naturalna konsekwencja zakazu Pauliego. Czastki chca zajmowad jak
najnizsze stany, ale rézne. Zobaczmy jeszcze jak sie zachowuje cieplo wlasciwe dla ustalonej

objetosci i liczby czastek
ou ou
Cy == = —(kgT*) ™' | =
= ()., = (55),
Tymczasem

().~ 40, 3, 32). 6. -3, e
08), \08),5 \ous)s\ 08 ), \08),, \ouB), (ONOuB)s
~ (aQPm) | (0*PV5/0u50p)?

08> )5 (OPPVB/ouB?)s

Korzystajac z ogdlnego wzoru na P dostajemy

(a;]@jf)w - / dﬁg(e)zxcoshz((f— 1)B/2)

(jﬁTPfB) - _/ d69(6)4cosh2<<:— 15/2)

Dokonujac zamiany zmiennych = = (€ — p)3/2, otrzymamy

(8U/V> _ 943 (fal:zcggncosh:2 x)2 B /dmg 22

B ), [ dxg cosh 2y cosh?

gdzie g liczymy w punkcie p+ 2z /5. Jesli 5 jest duze to g jest praktycznie stale i catki mozna
obliczy¢, pierwsza sie zeruje z nieparzystosci funkcji podcatkowej a druga jest rowna 72/6
(tablice albo calka zespolona po prostych oddalonych o im)czyli (O(U/V)/9B), = —n*g/333
i ostatecznie Cy = Vk%Tn?g/3 gdzie obliczamy g dla u. Uwaga: nie warto przelicza¢ tego

na ciepto molowe, bo w niskich temperaturach wiekszos$¢ fermionow jest "uspiona'" w stanach
gteboko ponizej poziomu Fermiego p i przypisywanie im aktywnosci cieplnej jest nieuzasadnione.
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Bozony dla =0

Tak samo dla nieustalonej liczby czastek pod warunkiem ¢ > 0 (0 € = p = 0 podyskutujemy
pozniej). Wtedy

Ps = —/deg(e) In(1 — 6_55)

Calka jest zbiezna jesli dla Ing/Ine > —2 przy ¢ — 0 co zwykle jest spetnione. Mimo ze liczba
czastek nie musi by¢ ustalona (jako stata ruchu), mozna ja obliczy¢ najpierw rézniczkujac
ogolny wzor a potem kladac p = 0. Wtedy

N = /alosg(é)(eﬂe — 1)t

Calka jest zbiezna, jesli Ing/Ine > 0 co jest prawda np. dla gazu nierelatywistycznego w 3
wymiarach (ale nie w 2 ani 1) Dla g = Ae® otrzymujemy P = AT (a+2)¢(a+2)/((a+1)3%")
poniewaz Li,(1) = ((«), gdzie ¢ jest funkcja specjalna zeta Riemanna. Wartosci ((j) dla
parzystych liczb naturalnych j wyrazaja sie przez wn’, gdzie w jest wymierne, np. ((2) = 72/6,
¢(4) = 7 /90 (dowody wykorzystuja szeregi Fouriera albo funkcje holomorficzne), dla innych
liczb mozna je tylko wyznaczy¢ numerycznie (np. z definicji granicy szeregu).

Przyktadem bozonéw z pu = 0 sa fotony, ktorych liczba nie jest ustalona. W 3 wymiarach
relatywistyczne A musimy jeszcze pomnozy¢ przez 2 polaryzacje i ostatecznie

P = (kgT)*n?/60(hc)?, U = V (kgT)*r*/15(hec)?

bo I'(4) = 3! = 6. Jest to prawo Plancka, w ktorym charakteystyczny jest brak granicy klasycz-
nej, bo wystepuje stata Plancka w mianowniku i nie da sie jej pozby¢ w zadnej granicy. Tak
musi by¢, bo wlasnie energia promieniowania elektromagnetycznego doprowadzita do powstania
mechaniki kwantowej (i statej Plancka).

Z kolei dla gazu nierelatywistycznego dostajemy

U/V = (3/2)(m/2r1?)* (ksT)*2¢(5/2), P = (m/2x1*)*(ksT)*?((5/2) (A)

oraz

n = (m/2xh?)*?(kpT)*?(kpT)**((3/2) (B)
gdzie ((5/2) ~ 1,341, ((3/2) ~ 2,612.

Kondensacja Bosego-Einsteina

Dla bozonéw z p nie moze przewyzszy¢ dolnej granicy energii (zwykle umownie 0) bo inaczej Li
wybucha (dla z > 1). Tymczasem dla ustalonej temperatury liczba bozonéw jest rosnaca funk-
cja puf, wiec maksymalna warto$¢ osiaga dla p = 0. Z drugiej strony ze wzoru (B) wynika, ze
warto$¢ ta maleje z temperatura. Zatem im nizsza temperatura, tym nizsza maksymalna liczba
czastek. Jesli wiec obnizamy temperature przy ustalonej objetosci i liczbie czastek (ustalone
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n) to w pewnym momencie dotrzemy do takiej temperatury krytycznej, kiedy zachodzi (B).
Jesli dalej obnizamy temperature, to liczba czastek zaczyna przekracza¢ dopuszczalng wartosé
(ktora maleje z malejaca temperatura). Ale przeciez czastki nie moga zniknaé, bo ich liczba
jest zachowana! To gdzie sie ukryly? Okazuje sie, ze przeoczyliémy wazny szczegdt przy li-
czeniu granicy termodynamicznej. Beztrosko zamieniliSmy sume na catke. Przewaznie jest to
poprawne, ale nie w sytuajach, kiedy sumowana funkcja gwaltownie rosnie. A tak sie dzieje w
stanie podstawowym p = 0, ¢ = 0. Musimy ten stan wyizolowa¢ i policzy¢ osobno jego wktad
do ci$nienia i liczby czastek (nie ma wktadu do energii) dla malego uf (blisko zera). Mamy

PV = —In(1 — e"®) ~ —In(—Bu), Ny = (e — 1)t ~ (—ppB)!

a wiec wybucha obsadzenie stanu podstawowego i to tam gromadza sie nadmiarowe czastki.
Na tym polega kondensacja Bosego-Einsteina. Nie dziala zwykta granica termodynamiczna, bo
pojawia sie zaleznos¢ miedzy ekstensywnym Ny i intenyswnym pf i mamy PV = In(Ny + 1).
Wida¢ wiec takze, ze zwickszajac cisnienie powodujemy, ze liczba czastek rosnie wyktadniczo z
objetoscia, czyli objetosé wlasciwa czastek V/N w granicy termodynamicznej maleje do zera, a
podobnie energia, bo prawie wszystkie czastki przechodza na stan podstawowy. Ten argument
podaje sie uzasadniajac, ze jest to przemiana pierwszego rodzaju (bo energia i objetos¢ na
czastke zeskakuja od skoriczonej wartosci do zera). Mozna to tez tak ujac, ze ufS(5, PS5) dla
cisniert ponizej (A) jest funkcja o skonczonych pochodnych, takze na linii pf = 0, ale powyzej
(A) mamy pfS = 0 a wiec wszystkie pochodne sa zerowe. Skomentujemy to jeszcze krytycznie
na korncu.

Wielu fizykow twierdzi jednak, ze mam tu do czynienia z przemiana trzeciego rodzaju,
analizujac zachowanie energii wzgledem temperatury przy ustalonej liczbie czastek i objetosci.
Przedstawimy to uzasadnienie, ale na koncu je skrytykujemy. W rozpatrywanej sytuacji istnieje
specjalna temperatura krytyczna dla przemiany Tk, wyznaczona przez (B) dla tutaj ustalonego
n 1 bedziemy sie do niej czesto odnosi¢. W T' = T energia ma wartos¢ okreslona przez (A) i
nie ma skoku. Przeanalizujemy ¢y = (OU/IT),,/N. Ponizej T wystarczy zrozniczkowaé (A) i
wzigé N = N(Tk) dane przez (B) (bo bierzemy pod uwage takze czastki zgromadzone w stanie
podstawowym):

cv = kp(15/4)(T/Tx)**((5/2)/¢(3/2)

a w punkcie krytycznym cy = kg(15/4)((5/2)/((3/2) ~ 1,926kp. Powyzej punktu krytycznego
mamy

ney = —kpf

(82%)  (0PB/0uBOB)?
0B )5 (PPBJoup?);

Dochodzac do punktu krytycznego rozwazamy granice pufS — 0. Wtedy pierwszy wyraz jest
taki sam jak ponizej Tk a drugi dazy do zera. Zachowuje sie bowiem jak Lig/Z/Lil/g co dazy
do ¢%(3/2)/¢(1/2) a ¢(3/2) jest skonczona podczas gdy ((1/2) = oco. Zatem nie ma skoku cy .
Jest za to skok pochodnej cy. Ponizej T mamy

(Dey /0T, = 3y /2T

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



11. PRZYKEADY KWANTOWE 46

a wiec w punkcie krytycznym 45¢(5/2)kp/8((3/2)Tx ~ 2,889kp/Tk. Z kolei powyzej Tk
zmudne przekstalcenia prowadza do

8cv . k’2 54 — 82P5 (‘93Pﬁ
(57)="" [_25 (%5 ),ﬁ (55 ),w
(OPB/0uBos)? +3(32Pﬁ/3uﬂaﬁ)(33P6/3MB852)
(0*PB/0up?)s (0*PB/0up?)s

(6°PB/0upOB)* (0°PB/0BOuS") | (0°PB/0uBOB) (8" PB/OuS")s
(0°PB/0up); (0*PB/0upB?)}

W granicy pf8 — 0 pierwsza linia daje ten sam wynik co ponizej Tk, druga linia i pierwszy
wyraz ostatniej znikaja podobnie jak poprzednio bo ((1/2) = oo jedynie ostatni wyraz daje
skoniczony wynik, wlasnie szukany skok. Co prawda mianownik wybucha jak (—upB3)~%/2, ale
okazuje sie, ze licznik tak samo i bedzie skoriczona granica. Obliczamy ja dystukujac catke z

mianownika
/ %2 cosh((z — pf)/2)
dr——-——3
4sinh®((z — u/B)/2)
podstawiajac © = (—u3)"/?tg?¢, i rozwijajac sinhy ~ y. Calka z licznika jest jej pochodna.
Ostatecznie skok pochodnej jest —27¢%(3/2)kp /16T ~ —3,666kp /T a cala pochodna po-
wyzej Tx wynosi (45¢(5/2)/8¢(3/2) —27¢*(3/2)/16m)kp/Tx ~= —0,778kp/Tx. Wykresy u i cy
sg nastepujace:

+2471

-3

~ (3m/4)(—uB) "2

u/ks Tk
35
3.0
2'55 Cv/Ks
2.0 0;
15 1.5 -nommofdn e =
10 1.0
05 05 |
05 1.0 15 2.0 25 Tk 05 1.0 1.5 2.0 25 Tk

Dla duzych temperatur ciepto dazy do wartosci klasycznej 3kp/2. Widoczna ciaglosé, ale
skok pochodnej ¢y miatby dowodzi¢ 3 rzedu przemiany. Jednak mamy ustalone N i V a
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nie P, a wiec jest to niezgodne z ideg Ehrenfesta. 7Z drugiej strony uzasadnienie pierwszego
rzedu przemiany jest takze dyskusyjne. Czastki masowo zgromadzone w stanie podstawowym
zaczna ujawnia¢ swoje oddzialywanie (zaniedbaliSmy je na samym poczatku) co spowoduje
modyfikacje zaleznosci termodynamicznych, np. wktad do ci§nienia moze byé proporcjonalny
do obsadzenia stanu podstawowego na jednostke objetosci. Moze (ale nie musi) to spowodowac
ciggla zmiane objetosci zamiast skoku do zera i przemiane drugiego lub wyzszego rodzaju.
Wymaga to doktadnej analizy mozliwych oddziatywan, czego tutaj sie nie podejmiemy. Warto
takze wspomnie¢, ze doswiadczalnie uzywa sie raczej putapek o potencjale harmonicznym co
zmienia ilogciowo opis kondensacji cho¢ gtdéwna idea pozostaje i jest to obszar aktywnych badan
naukowych.

11.5 Kwantowe twierdzenie Gibbsa

Jesli operator Hamiltona a takze liczby czastek jest sumg niezaleznych czescie to
P = Z Pu(pa, T)

gdzie po prawej stronie kazdy sktadnik jest czysty.

11.6 Drgania krysztaléw — teoria Debye’a

Ze wzgledu na dodatkowe komplikacje nie rozwazamy kwazikryszattow ani szkiet.

Sie¢ krystaliczng polega drganiom wzglednym, poprzez naturalne oddzialywanie wzajemne jej
elementow. Oddzialywania muszg byé¢ jednak wzgledne, tj. zalezne od wzglednego potozenia.
Mozemy ten ruch opisywac przez wychylenie potozen srodkéw masy komorek elementarnych od
umownego potozenia rownowagi, @ = i — 7 (Srodek masy komorki moze by¢ zdefiniowany dosé
dowolnie, najlepiej aby mozliwie naturalnie). Klasyczny wktad do funkcji Hamiltona (tylko
wazna tutaj czesc!)

J in

Doktadna posta¢ V; (dla I = j — n) jest nieistotna, istotna jest natomiast zaleznosé od roznicy
wychylen, bo krzystal moze sie swobodnie przesuwaé¢ jako catosé. Zakladamy, ze wychylenia
sg male wzgledem wymiaréow komorki elementarnej, bo duze wychylenia prowadza do utraty
porzadku krystalicznego — stopienia. Dlatego przyblizymy rozwijajac wokot rownowagi, wtedy
V ~ A(e- Au)?/2, gdzie € jest pewnym wektorem kierunkowym (o jednostkowej dlugosci
le] = 1). Np. dla trojwymiarowej sieci szeSciennej (komorka elementarna I(€,, €, €,) gdzie
jest bokiem szescianu) mozemy uwzgledni¢ oddziatywania wzdhuz kierunkow osi, przekatnych
prostopadtych do osi i przekatnych szescianu. Nastepny krok to przejscie do bazy falowej (szereg
Fouriera)

~ -1/2 = ik
u; =N / E we™"
k
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tutaj wy, = w*, jest amplituda zespolona a N liczba komorek (czesto odpowiada liczbie weztow
sieci, ale nie zawsze, np. nie w graficie). Teraz

H oY Vg2 /2m+ ) 246 iy sin®(k - 7% /2)
k e

gdzie 7, jest wektorem laczacym komorki elementarne wdtuz kierunku €, 7, = r.€ (jesli uwzgled-
niamy nastepych sagsiadow, wtedy wiecej takich wektoré6w ma ten sam kierunek i po wszyskich
sumujemy). Uwaga: tak naprawde musimy rozbi¢ wy na cze$¢ rzeczywista i urojona i sumowac
po polowie k (po jednym z par k, —k), ale uproszczenie zapisu nie wplynie na wynik. Istotne
bedg sla nas czestosdci drgan wlasnych wy. Otryzmujemy je rozwigsujac problem wtasny dla ma-
cierzy >, 4A.éesin®(k - 7, /2) (€ jest macierza iloczynow skladowych e) ktorej wartosci wlasne
A = mw?. Dla malych k& mozemy rowina¢ sin i dostajemy

H oYV pl?/2m+ ) Acle il (k - )22
k e

W ogolnosci drugi wyraz mozna zapisa¢ W™ : A : EE/Q gdzie A jest tensorem 4 rzedu (ma
31 = 81 sktadowych Agpeq, ale jest symetryczny Agped = Apacd = Aavde 1 takze zwykle = Aypq)-
Jego doktadna posta¢ nie ma znaczenia w teorii Debye’a, ale warto spojrze¢ na przypadek
izotropowy tj.

S A WPk 7)? = onk? i + aslk - @) = aqlk x B + (on + )|k -]

wtedy ag = mc? oraz a; + ag = mck gdzie cr 1 to predkosei fali (dZwigkowej) spolaryzowanej
wdluz kierunku przemieszczania si¢ (L — podiuzna) oraz prostopadle (T' — 2 transwersalne).
Falowos¢ wiaze sie z czestoscig drgan wlasnych liniowo zalezna od k, tj. w = c|k|. Predkosci ¢y,
i cr moga by¢ zupelie rozne. Przypadek izotropowy mozna otrzymac np. dla sieci przestrzennej,
definiujac A; wzdluz osi, A — przekatnych prostopadlych do osi i A3 — przekatnych szescianu
(rysunek). Wtedy ten przypadek otrzymujemy dla A; = Ay + 8A43/3, oy = [*(Ay + 4A3/3),
g = 12(2A45 + 843/3), a wiee & = I?(Ay + 4A3/3)/m, 2 = [2(3Ay + 4A3)/m.

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



11. PRZYKEADY KWANTOWE 49

Mozemy wreszcie przystapi¢ do obliczania energii swobodnej. W przypadku klasycznym

BF = In(Bwrah)

k,a

gdzie sumujemy dodatkowo po indeksie wartosci wlasnej a (po 3 na kazde k) Stad tez U =
OPBF/0p = 3NkgT oraz ¢y = 3kp bo liczba drgan jest rowna liczbie zmiennych niezaleznych
(3N). Jest to charakterystyczny klasyczny wynik, ktory mozna interpretowaé zasada ekwipar-
tycji energii (kp/2 na kazdy "stopieri swobody", tutaj po 1 "kinetycznym" i 1 "potencjalnym"
na kazdy z 3 wymiarow, w sumie 6). Kwantowo z kolei

BF = In(2sinh(Bhwia/2))

Trzeba zaznaczy¢, ze dos$¢ beztrosko przetozyliSmy klasyczna funkcje Hamiltona na kwantowy
operator, chociaz zmienne u wcale nie sa fundamentalnym polem, kiedy mielibysmy pelne
prawo tak zrobi¢. Okazuje sie ze mozna tak robi¢ dla niefundamentalnych zmiennych, jest to
tzw. kwantowanie kanoniczne, o ile rozpatrywane zmienne mozna wydzieli¢ jako operujace w
zakresie znacznie nizszych energii od innych lub sg w inny sposéb niezalezne od pozostatych w
rozpartywanym zakresie energii (w fizyce statystycznej skale istotnych energii wyznacza kgT')
Teraz
U= coth(Bhwia/2)hwia/2 =Y hwga(1/2+ (e —1)7)

k,a k,a

Pierwszy wyraz to tzw. energia prozni. Drugi wyraz to cze$¢ zalezna od temperatury, ma te
samg postaé¢ co dla bozonéw przy p = 0. Nie jest to przypadek, bo bozonami sa tu kwanty
drgan, tzw. fonony (bo zwigzane z falami dzwiekowymi, podczas gdy fotony sa zwiazane z
falami $wietlnymi), takze o niezachowanej liczbie. Granica klasyczna oznacza teraz jednka
tylko mate 3, bo stale z = e’ = 1. Tak jak w przypadku gazéw, wygodnie jest przejé¢ do
granicy duzej objetosci, wtedy >, — V § d&®k/(27)® Tym razem calka jest po skoriczonym
zakresie k (co wyraznie zaznaczyliSmy), bo w krzysztatach ograniczamy sie do jednej strefy
Brillouina (patrz czesé 12.5). Ogolnie (2m)~* ¢ d*k = n (koncentracja komorek elemntarnych)
bo liczba k jest rowna liczbie komoérek elementarnych. Wprowadzimy takze gestosé czestosci

gw) =3 75 %aw )

Jest ona unormowana, [ dwg(w) = 3n (po 3 drgania na kazde k) oraz

BE

= /dwg(w) In(2sinh(fhw/2)), %: /dwg(w)hw(l/QjL(eﬁﬁw — 1)

W zysokich tempreaturach otrzymujemy oczywiscie zachowanie klasyczne, za to w niskich wazne
beda tylko mate energie, dla ktorych znajedziemy w przyblizeniu g(w). Niech k = kéj, gdzie €
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jest kierunkiem k. dla kazdego k mozemy napisa¢ macierz

D(gk) = A : €k€k/m == ZAegg(gk . Fe)2/m

ktorej 3 wartosci wtasne sa kwadratami predkosci dzwigku, mozna zatem napisac D = (2
gdzie C' jest macierza predkosci dzwieku o wartosciach wlasnych ¢,(€x) (¢ = 1,2,3) Mamy
Wra = kcq(€x) a wiec

d*e,
2 —3(>

w) ~w c.’(e
o) = [ s D @)
ostatnia sume mozna takze zapisa¢ TrC—3 = TrD~%/2. W przypadku izotropowym Y ¢;® =
c® 4 2e7% i g(w) = w(ep® 4 2¢5%) /272, jednak w kazdym przypadku mozemy napisaé g(w) =
aw?, gdzie a jest pewng staly. Zatem w niskich temperaturach

U U

w? Uo 4 4 3
V—V‘i‘h&/dweﬁm}—_lzv—i—ﬂ (kBT) 04/15h

oraz cy ~ 4rtakpT3 /1503, Jest to charakterystyczne kwantowe zachowanie ciepta wlasciwego
w niskich temperaturach ~ T%. W wysokich otrzymamy klasyczne wyniki (co wazne, kompen-
suje sie Up). Czesto interpoluje sie zachowanie ¢y w posrednich temperaturach, upraszczajac
g = Aw? dlaw < wp a zero powyzej wp (jest to drastyczne uproszczenie, nawet nie przyblizenie,
bo dla duzych czestosci g zachowuje sie zupehie inaczej, ale faktycznie maleje o zera). Czestosé
Debye’a wp wyznacza sie z normalizacji g, czyli wp = (9n/a)'/3. Czestoé¢ ta powinna mniej
wiecej odpowiadaé¢ maksymalnej czestosci drgan (pamietamy, ze takie ograniczenie istnieje bo
w zmienia sie w sposob ciagly w obszarze zwartej strefy Brillouina). Mozna tez zdefiniowa¢
temperature Debye’a Tp = hwp/kp, ktora moze byé traktowana jako umowna granica miedzy
zachowaniem klasycznym i kwantowym. W takim uproszczeniu

Tp/T 3

w~ g+ 9kBT(T/TD)3/ do—~

0 e? —1

Wynik mozna wyrazi¢ przez kombinacje polilogarytmow (nie bedziemy tego wypisywac). Osta-
tecznie wykres ¢y wyglada nastepujaco:
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Drgania sieci maja takze znacznie przy topnieniu — utracie uporzadkowania krystalicznego. Z
opisu drgan wytlaczyliSmy jednostajne przesuwanie krzystatu. Mozna sie obawia¢, ze drgania
o niskich czestosciach doprowadza do rozchwiania krysztalu i utrate porzadku. Warunkiem
"bezpieczenstwa'" krysztatu, tzw. kryterium Lindemanna, jest nierownos$¢

(lal) = N‘IZW?I} <

gdzie [ jest wymiarem komorki elementarnej. Oznacza to, ze wychylenia sg male w poréwnaniu
z rozmiarami komorek, czyli zasadniczo tkwia w miejscu; czesto po prawej stronie dopisuje
sie tzw. czynnik Lindemanna — umowna bezwymiarowa liczbe mniejsza od 1. Wykorzystujac
otrzymany wczesniej rozktad kanoniczny mozna to wyrazic

(@) = N7y (jaif?) =n7! /dwg(w)(ﬁ/mw)(1/2 + (e —1)7)

Kluczem do stablinosci jest zachowanie dla malych w, poniewaz w skoriczonych temperaturach
g konkuruje z 1/mw?. Dlatego krysztaly 1-wymiarowe nie sa stabilne, 2-wymiarowe tylko w
zerowej temperaturze a w peli stabilne dopiero 3-wymiarowe, bo wtedy g ~ w? daje skoniczong
prawg strone. Niestabilnosé objawia sie rosnaca liczbg defektow sieci, ktore w koncu niszcza
caly porzadek. W 3 wymiarach w granicy klasycznej

(|]?) ~ kBT/dwg(w)/mnw2

a w kwantowej (niskie temperatury)

() ~ /dwg(u})h/anw

(jak wida¢ w zerowej temperaturze drgania wcale nie zamieraja). 7 kolei uproszczeniu przez
czestosé Debye’a:
Tp/T
(Ja]?) ~ (9h/me)(T/TD)2/ drx(1/2+ (e —1)7")
0

co daje w wysokich temperaturach 9k5T /mw? a w niskich temperaturach 9h/4mwp a ogolnie:

Mawp (U?)/97

o
NRoOO
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11.7 Paramagnetyzm

Prosty model paramagnetyzmu opiera sie na spinie (patrz czesé¢ 12.6). Jesli zbior spinow czastek
ma oddziatuje jak ~ S; - S; = (|S; + S)|> — |S;|* — |S1]?)/2 to wielkoscia zachowana jest

A= "uS;
J

gdzie i jest momentem magnetycznym. Ma to takze uzasadnienie elektrodynamice kwantowej
gdzie spin pojawia si¢ w kombinacji w polem magnetycznym, np. w réwnaniu Pauliego mamy
wyraz —eS - B/m Wtedy mozna obliczy¢ potencjal Gibbsa dla H = 0 (ignorujemy wszystkie
oddziatywania)

BG(T,B) = —InTrexp(SM - B)

Tu G = F — M - B. Réwnowaznie mozna napisa¢ H(B) =
NM = —(0G/0B)r. W przypadku spinu G = —N In Trexp(u
przyjmiemy B = (0,0, B). Wtedy

B. W takim razie M =
B). Bez straty ogolnosci

./\;l—»
BS -

28: exp(lhufB) = e e _ sinhlls + 1/2)h55)
eBB — 1 sinh(hufSB/2)

l=—s

skad

M = (s+ 1/2)hucoth((s + 1/2)hufB) — (hu/2) coth(hufBB/2).
W wysokich temperaturach lub dla matych B wykorzystujemy przyblizenie coth(x) ~ 1/z+x/3,
codaje M ~ s(s+1)(hu)>B/3kgT czyli tzw. prawo Curie. W niskich temperaturach coth(z) ~
sgn(z) czyli M ~ sgn(B)shu osiaga nasycenie niezalezne od B. Na wykresach wyglada to
nastepujaco:

M /ut
~ =172 18"
- s=1 |10

Bun
ke T

11.8 Model Isinga

Ising zaproponowal pozornie prosty model, ktore mial opisywaé zaréwno para- jak i ferroma-
gnetym. Polega on na rozpatrywaniu spindéw 1/2 rozlozonych na sieci w weztach o catkowitych
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wspolrzednych (ale mozna uzyé dowolnej sieci) oddzialujacych jednokierunkowo, ~ S,;S.,, w
polu (0,0, B) Zatem w bazie wlasnej spinow

H=- leo-jo-l
G0

gdzie 0 = +1 a J jest sila oddzialywania (dla ferromagnetykow przyjmujemy J > 0) a takze
S, = ho /2. Zatem

BG = — anexp Zﬁleajal + ZﬂBﬁuaj/Q
{o} (40 J

gdzie sumujemy po wszystkich kombinacjach o. Rozpatrzymy przypadek jednowymiarowy
gdzie J jest niezerowe tylko dla najblizszych sasiadéw. Kluczem do rozwiagzania jest wykorzy-
stanie struktury tancucha.

A= "exp» (Jojo5.1 + Bloj+0j11)/2)
{o} J

gdzie J = BJ oraz B = Bhu3/2. Mamy bowiem A = TrVYN gdzie V jest macierza wartosci
wkladu j-tego "ogniwa', tzw. macierza przejscia

e
e leB

Z drugiej strony VN = MY+ AN gdzie A1 to dwie warto$ci wlasne V. W granicy duzych N

<>
I
VN
[}
L)
|+
S UU'
S

(termodynamicznej) zostaje tylko wieksza z tych dwoch wartosci. Obliczmy Ay = e/ cosh B +

Vel sinh? B + e2/ czyli wieksza jest A, i ostatecznie

G = —NkgTIn <ej cosh B + \/62j sinh? B + e—2j)
Niestety, z tego otrzymamy M jako ciagla funkcje T'i B, a wiec M (B = 0) = 0 czyli nie ma
ferromagnetyzmu. Zachowanie
sinh(BBhw/2)puh/2

M p—
/sinh® (BB 2) + 457

mozna przesledzi¢ na wykresie:
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N
ol ol
[

[EEN

KgT/J
2M/uh

-1 -05 0 0.5 1
BuR/2J

Okazuje sie, ze w 1 wymiarze nie ma co liczy¢ na ferromagnetyzm i jakiekolwiek przemiany fa-
zowe (o ile oddzialywania maja krotki zasieg). Ferromagnetyzm (ponizej pewnej temperatury)
wystepuje natomiast w 2-wymiarowej wersji modelu Isinga, ktora dla B = 0 mozna rozwiagzac
Scisle, takze znajdujac M, jest to jednak bardzo trudne, szczegély mozna znalez¢ np. w ksigzce
B.M. McCoy and T.T. Wu, The Two-Dimensional Ising Model (Harvard University Press, Cam-
bridge, 1973). Trojwywmiarowa wersje rozwigzano tylko w przyblizeniu, cho¢ mozna pokazac
(tzw. argument Peierlsa), ze ferromagnetyzm tez wtedy wystepuje.
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Uzupelnienia

12 Fundamenty fizyczne

12.1 Najwazniejsze funkcje Lagrange’a i Hamiltona
Dla czastek punktowych

e Czastka nierelatywistyczna ("zwykla") w polu zewnetrznym ®: L = mi?/2 — ®(z,t),
H = p?/2m + ® (1 wymiar), L = m|r|?/2 — ®(7,t), H = |p]*/2m + ®(7,t)

o We wspohzednych sferycznych |72 = 72 +120% +sin? 062, |p|? = p? +p3 /r?+p3/ (r sin 0)2.

e W polu elektromagnetycznym L = m|r|2/2 — e® (7, t)+eA- 7 (e tadunek, ®(F, ) potencjal
elektryczny, A(7,t) potencjal magnetyczny, B =V x A) H = |p— eA|*/2m + e®(7t)

e Czgstka relatywistyczna (w teorii wzglednoéci) ml|i|2/2 — —mey/ — |72, [p]2/2m —
cy/(me)? + |p)?

oraz |f— eA2/2m — C\/(mc)2 + |7 — eAl?
Dla pol (skrotowe oznaczenie 0, = 0/0t)

e Pole skalarne (Kleina-Gordona) (7, t) (tak jakby w kazdym punkcie byto inne "potoze-
nie" 1)
d*r 2 2 2 2 4.2 /52
L= 7((3151/}) — EIVY? = mPct? [h?)
kwantowa stata Plancka h jest celowa, to jest juz pierwsza kwantyzacja!

d3
H— /77’ (72 + VY2 + m2c?/h?)
gdzie m = 0,1 jest tu pedem!
e Zespolone pole skalarne ¢ = (1, + i1);)/v/2 (kombinacja 2 pol rzeczywistych ;)

L= [ & (0] - V9P — micul/m2)

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



12. FUNDAMENTY FIZYCZNE 56

Pedy 7* = 0
H = /d3r (|7* + |V |? + m*cty|?/1?)

e Pole Fermiego-Diraca (7, t), wektor 4-wymiarowy, tzw. bispinor o sktadowych v, a =
1,2,3,4

L= / d>riapt(i0p) + cid - V — mcag /h)

gdzie o to macierze 4 x 4 w postaci blokowe;]

0 I —0j 0
“w=\ro0) Y7 0 o

gdzie I jest dwuwymiarowa macierza jednostkowa a ¢ macierzami Pauliego, tj.

(10 (01 (0 =i (10
“Lo1 )" \10)27 i 0)" o —1
Wtedy 7 = ihy! czyli

H = /d%hi/ﬂ(—ciéz’ -V +mcag/h) = /dsrw(—céz’ -V —imcag/h)

e Wilaczenie oddzialywania z polem elektromagnetycznym dla zespolonego pola skalarnego
i Fermiego-Diraca wykonujemy przez zastapienie 0; — 0; + ie®/h, V — V —ieA/h gdzie
e tadunek pola.

e Pole elektromagnetyczne A(7,t), ®(7, )

L= /d% (€—°|E\2 _ L|§12)
2 240

gdzie E = -V®—9A B =V x A Problemem jest brak pochodnej czasowej .
Rozwiazanie jest zalezne od wyboru cechowania:
a) Coulomba V - A = 0. Brak niezmienniczosci relatywistycznej. Wtedy efektywne pole
jest skalarne o masie m = 0 i 2 stopniach swobody (polaryzacje poprzeczne A; ® jest
"martwym" polem).
b) Lorentza w = (¢ 20,® + V - A). Zgodne z teoria wzglednosci (niezmiennicze). Mozna
ustali¢ w = 0 lub dopisa¢ do funkcji Lagrange’a — [ d*réw? z rzeczywistym & > 0.
W drugim przypadku sprawia to klopoty przy kwantowaniu, bo nie da sie uratowac
dodatniosci operatora gestosci (rachunkowo jednak nie jest to takie straszne i ujemnosci
nie "wida¢"). Technicznie dodaje sie takze wyraz
— 1 [ d3r(9?/* — | A2|) z malerikim p, ktore na koricu obliczen zmienia si¢ na zero.
W obu przypadkach H wyprowadza sie jak dla pola skalarnego, przypadki ® = 0 dla a) i
b) przy w = 0 pokrywaja sie.
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12.2 Kwantowanie metodg calek po trajektoriach

/quxp/imx'th/Qh

dla krotkiego czasu At mamy z zespolone caltki Gaussa

/(dq’/C’) exp(im(q — ¢')%/2RAt) = /(qu/C’) exp(imAq? /2hAL) = /2inAth/m/C

skad C' = /2imrAth/m (dla zbieznosci trzeba wzia¢ At — At — ie gdzie € jest maleiika liczba
rzeczywista). Na funkcjach

/ (dq' /C) explim(q — ¢/ 2hAD)B(q) = / (dAq/C) explimAg/2hAtYi(q — Ag)

Weimy catke

o~ / (dAq/C) exp(imAG*h/2A8)[1(q) — Mgy’ (q) + A¢*Y" () /2 = (q) — (Ath/2mi)y" (q)

gdzie Aq = q — ¢ 1 wzieliSmy poczatkowe wyrazy szeregu Taylora (wyzsze szybciej znikaja
w granicy Ar — 0 i dlatego sa nieistotne). Stad wlasnie H = p?/2m oraz pyp = —ihy)'.
Uwaga: w ogolnosci dla calek typu exp >, [ 1Ak (q)drqidt i macierzy rzeczywistej symetryczne;
A;; = Aj; trzeba catkowaé po elemencie objetosci proporcjonalnym do vdet Adg. Wynik jest
niejednoznaczny kiedy A;; zalezy ¢; lub ¢; i trzeba wtedy poda¢ sposob interpretacji (tzw.
problem Ito i Stratonowicza, ktorzy podali dwie rézne interpretacje takich catek)

12.3 Klasyczny i kwantowy oscylator harmoniczny

L = mi?/2 + mw?2?/2, H = p*/2m + mw?/2, w > 0. Ruch klasyczny x = g cos(wt + ¢y),
gdzie state A i ¢y to odpowiednio amplituda i faza poczatkowa.

Kwantowo wprowadza sie operatory a = 2+/mw/2h + ip/v/2mwh i a' o wlasnosci [a,a'] = 1
(wyprowadzonej z [z, p| = th). Dzieki temu mozna zapisa¢

H = hw(ata+ aa’) /2 = hw(n +1/2)

gdzie 7 = a'a jest operatorem hermitowskim dodatnio okre§lonym. Niech 7 ma ortonor-
malne stany wlasne |n) z wartosciami wlasnymi n. Wtedy aln) = y/n|n — 1) oraz a'|n) =
vn+1n + 1). Z dodatniej okreglonoéci n > 0, a wiec mozliwe sg tylko liczby naturalne

nieujemne 0, 1,2, .... Stan podstawowy |0) ma wlasnos¢ a|0) = 0 a wiec w reprezentacji poto-
zeniowej [0) = [ daipo(z)|x)

Yo(z) = (mw/2mh)/* exp(—mwz?/2h)
Stany |n) maja reprezentacje polozeniowa
V() = o (x) Hy (2/muw /) /V2mn]

odzie H,, jest tzw. wielomianem Hermite’a.
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12.4 Pola kwantowe
Pole skalarne

Funkcja Lagrange’a i Hamiltona dla pola skalarnego (Kleina-Gordona) ma strukture przypo-
minajgca oscylator harmoniczny, dlatego wprowadzamy

a(k) = Fe_iE'F(A(F) w20 + i7(7) [/ 2wih)

gdzie C = V2 oraz k = 27(j1/ L1, jo/ L2, js/L3) z catkowitymi j w skoniczonej objetosci V =
LiLsyL3 o topologii cyklicznej r; = 0 = L; albo C' = (27)*? w nieskoticzonej objetosci. W
obu przypadkach wy = \/m204/h2 + |k|2. Mamy wtedy na mocy [7(F), (7)) = ihd(F — 7):

-
~

a(k),at K] = S lub 8(k — k') (nieskoticzona objetosé) oraz
[a( Q

H=Y" Ea'(k)a(k)+ a(k)a' (k))/2

gdzie B, = /m2?c + E[p,? dla p, = hk, a sume zastepujemy calka [ &k w nieskonczo-
nej objetosci. W ostatnim czlonie mozemy przestawi¢ operatory, ale pozostanie wyraz su-
mujacy /catkujacy sie do nieskoriczonosci. Mozna sie tym nie przejmowac, traktujac go jako

umowna energie prozni. Wtedy
H=>" Eny,
k

gdzie ny = dT(lg)d(E). Dlatego wartosci wlasne n traktuje sie jako liczby czastek o okreslo-
nych wektorach falowych (pedach) i energiach. Dla niskich energii otrzymujemy przyblizenie
nierelatywistyczne E ~ mc?® + [p]?/2m.

Zespolone pole skalarne
[p(7), 7T (7)] = ihd(F — 7). Teraz

a(k) = %ei’?-w(f‘) Wi/ 2h + i (7) [ /2005 h)

b(k) = %ei”(wf)\/wk /20 — it (F) )/ 2wih)

i otrzymujemy
H=>" Ep(fiax + f + 1)
k

okazuje sie, ze b odpowiada antyczastce dla a (to wida¢ dopiero po dotozeniu pola elektroma-
gnetycznego, zachowuje sie jak z przeciwnym znakiem tadunku)
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Pole Fermiego-Diraca

Podobnie jak przy polu skalarnym definiujemy 0 (k) = [(d3r/C)eF7)(7) i wtedy

H ="t (k)(—cha - k + mc*ap)ih
k

Tymczasem wartoéci wlasne macierzy hermitowskiej —ca - k+ mc?ag wynosza +wy (wy, jak

dla pola skalarnego), kazda dwukrotnie zdegenerowana. Oznaczmy ortonormalna baze tych

wektorow ugy gdzie s = 1,2 (sa to sktadowe spinowe, to wiasnie tu si¢ pojawia spin czastki) a
+ odpowiada znakowi wartosci wtasnej, Wtedy @/} Dot usiwsi oraz

=3 B0 (R ()

k,s, £

Zasadniczym problemem sa tu ujemne energie dla stanéw —. Nie da sie ratowa¢ zamiang kolej-
nosci badz roli operatoréw, ktore normalnie spelnaityby relacje komutacyjng [Qﬁsi(l;), @Zii(lg’)] =
5(E — %’) Jedyne wyjscie to drasytczny krok: zamiania konutacji na antykomutacje, t).
(X, V] = XYY X, dla i #0107, coyli [a(7), (7)) 4 = a0 (F=7) i takie [er (F), P (K] =
5(k — K ). Stad wynik zakaz Pauliego, ¢! dokladna jedna czastke w okreslonym stanie (inde-
koswanym przez k, s, &, ale dwoch juz nie moze bo to daje zero. Dlatego role 2[1 i W staja sie
zamienne, bo dzialamy w zerojedynkowym zajmowaniu stanéw przez czastki. Wtedy mozemy
zamieni¢ kolejno$¢ w czesci ujemnej, jednoczesnie ignorujac staty energie prozni,

7= Bl (F) + it (F)), s () = O, (B (K)o (R) = - (R)DL(F)

k,s

Teraz mozemy przyjacé ﬂ, = W_ W ten sposob rodzi sie antyczastka Fermiego! Przyjmujemy ze
proznia jest obsadzona przez czatki o ujemnej energii i mozemy jedynie je zabieraé, odbieraja ich
enegrie ujemng czyli energia wzrasta. Brak czastki (o ujemnej energii) to wlasnie antyczastka
(o dodatniej energii). Widaé tez, ze warosci wlasne 72 to 01 1 na mocy zakazu Pauliego. Musimy
dokona¢ zmiany takze na pozomie funkcji Lagrange’a. Teraz i to tzw. liczby Grassmanna, tj
takie, ze mozna je przemiennie dodawa¢ mnozy¢ przez liczby zespolone, ale én = —né, z operacja
rozniczkowania d(§A)/dE = A, dA/dE = 0, calkowania [dé A = 0 oraz [d§ A = A, jesli A
nie zawiera . W catkowaniu trzba ustali¢ pewna kolejnos¢ (niewazne jaka, byle ustalona).

W polu zewnetrznym

Dotychczas rozwazaliSmy czastki swobodne. Niezerowy potencjal elektryczny & oczywiscie
komplikuje rozwiazania, ale nadal moze je zapisa¢ w postaci

H = / dqdq' ' (q) Hy(q,¢)¥(q)
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gdzie H jest jednoczastkowa funkcja Hamiltona, uzyskang poprzez pierwsza kwantyzacje, czyli
jakby dla pojedynczej czastki Fermiego-Diraca

/ dq' Hy(q, ¢ 1(q) = (cihd - (V — ieA/R) + mcaq/h + e®)(q)
ktory czesto upraszcza sie do postaci Pauliego
((—mv — A /2m — hed - B/2m + e<I>> b(q)

(w pierwszym wyrazie wyjatkowo nie piszemy || bo to jest kwadrat skalarny a nie modul ze-
spolony!), gdzie o to macierze Pauliego. Bez pola magnetycznego mamy posta¢ Schrodin-
gera (—h2A/2m + e®)y. Jesli potrafimy diagonalizowa¢ H; (rozwigzaé¢ zagadnienie wlasne

Hyu = E,u) to
1= B,

gdzie @ = i1, oraz Y(F) = > u(7)th,. Ulatwia to znacznie obliczenia.
Podobnie zagadnienie wlasne przydaje sie przy zespolonym polu skalarnym, bowiem funkcja
Lagrange’a jest taka jak dla oscylatora harmonicznego, ktérego czestosci trzeba znalezé i wtedy
E, = hw,

H=> Eyus(iz:+1/2)

ut

(1/2 mozna znoéw pomina¢ jako energie prozni). 7 kolei w,, znajdujemy z klasycznego rownania
Eulera-Lagrange’a, ktore np. w polu elektromagnetycznym ma postaé

0y (0) + ie® /Ry = A(V —ieA)2p — m>c*p/h? — 2% — iedByp ki
Biorac ¢(t) = e”“+%)(0) mamy dla ¢(0) i statego ®
(wy — e® /B2 = —A(V — ieA/h) Y + m>ct /K2
lub .
(B4 — e®)*) = A(—ihV — eA)*p + m*ctyp
Biorac sprzezenie dostaniemy rownanie na E_ dla antyczastki zamieniajac e — —e. Jest
to w istocie jednoczastkowe (tj. w pierwszej kwantyzacji) rownanie Kleina-Gordona w polu

elektromagnetycznym, ktore daje sie przeksztalci¢ do zwyklego zagadnienia wiasnego (o ile e®
nie przekracza +mc?, aby klasyczna funkcja Hamiltona byla dodatnio okreslona)

Etp = e®1) + (A(—ihV — eA)? + m2cH) 2y
(trzeba pierwiastkowa¢ paskudny operator!). Dla malych energii mozna przyblizy¢
Etp = (e® 4+ mc*)p + (—ihV — eA)%)/2m

co jest zwyktym rownaniem Schrodingera w polu zewnetrznym (+mc? do pominigcia). Podob-
nie mozna postapi¢ zawsze gdy funkcja Lagrange’a ma posta¢ harmoniczna (co czesto zakla-
damy w przyblizeniu). Sciste uzasadnienie powyzszej metody opiera sie na diagonalizacji form
symplektycznych (dla p i ¢ spelniajacych okreslone zwiazki), patrz 13.12.
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Swobodne pole elektromagnetyczne

W cechowaniu Coulomba V- 4 = 0 mamy w reprezentacji falowej k- X(E) = 0 czyli mozliwe sa
tylko fale prostopadte do k (polaryzacje prostopadle), dlatego pole elektromagnetyczne mozna
uja¢ w formie

H =" |chk| (e + 1/2)
ke

gdzie e = R, L oznacza jedng z dwoch polaryzacji (R, L oznacza naturalne polaryzacje kolowe
prawo- i lewoskretne).

12.5 Krysztaly — twierdzenie Blocha

Jesli operator Hamiltona nie zmienia sie przy pewnych przesunieciach tj. H(7) = H(7 + @)
(najczesciej stosujemy to przypadku jednoczastkowego, ale idea jest calkiem ogdlna), to mozna
go zdiagonalizowa¢ wzgodnie z tymi przsunieciami, tj. stan wlasny w = [dPri( F)|F) ma
. Widag, ze k ma
ograniczony zakres do k-a = 27, bo potem ¢ sie powtarza. W tr(’)jwymlarowym kryszale mamy
trzy wektory d;, j = 1,2, 3, rozpinajace rownolegloscian, komorke elementarng. Naktada to

—»

wlasnoéé (7 + @) = (). Przyjmuje sie konwencje falowa, tj. ¢ = k-

ograniczenie na k ktore s3 zamniete w komorce elementarnej sieci odwrotnej rozpigtej przez
k zadanej przez k - O = 2m0;m. Wektory k; maja wartosci k:l = 2mdy X dz/(dy - (dy x d3) a
pozostale cylkicznie (1 — 2 — 3 — 1) lub macierzowo (kikoks)” = 2m(@,@ds) . Komorka
sieci odwrotnej to tzw. pojedyncza strefa Brillouina. Liczac stany wlasne zawsze oganiczamy
sie do niej, aby nie liczy¢ stanow wielokrotnie. Warto$¢ wlasna H staje sie wtedy funkcja
E(E) Widaé¢ wiec, ze stany wtasne mozna pogrupowaé¢ w tzw. pasma, w kazdym z nich w
sposob ciagly zmieniamy ka wiec i F. Dla kazdego pasma F musi mie¢ ograniczony zakres.
Dla r6znych pasm przedzialy E mogg zachodzi¢ na siebie. Moze sie zdarzy¢, ze zadne pasmo
nie osiagga pewnej energii, wtedy mamy do czynienia z przerwa energetyczna, co ma kolosalne
znaczenie w elektronice. Ze wzgledu na szczegdlne dodatkowe symetrie badz wazne zastosowania
w opisie pasm i komoérek wprowadza sie liczne konwencje oznaczeniowe, ktorych nie bedziemy
tu dyskutowac.

12.6 Spin

Spin jest wlasnoscia czastek (uznawana za kwantowa), opisywana operatorami hermitowskimi

S o wlasnosci

1Sz, S,] = ihS., [S,, S.] = ihS,, [S., S| = ihS,,

oraz 5% = S§+5'§+5'§ Poniewaz 592 = 525, wiec $%1 S, maja wspolna baze stanéw wlasnych.
Wprowadzajac Sy =8, +iS, (odwrotnie Sy = (S, + S )/2, S, = (S — S_)/2i) otrzymamy
154, 5.] = FhS., [Si,S | = +2hS, oraz S% = S?4hS,+5:54. Na tej podstawie mozna znalezé
wartosci wlasne S2 w postaci h2s(s + 1) oraz S, w postaci fim, gdziem = —s,1—s...,s—1,s
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oraz s = 0,1/2,1,3/2,2,.... Skrotowo méwimy o spinie s. Odpowiednig baze stanéw wlasnych
oznacza sie |s,m) Wtedy

Sils,m) =k (sTm)(sEtm+1)s,m=+1)

Spin potowkowy s = 1/2 wyraza sie macierzami Pauliego S = h(A?/ 2. Zagadnienie wlasne dla
spinu ma znaczenie nie tylko w mechanice kwantowej, ale takze klasycznej, np. w klasyfikacji
fal kulistych.

13 Uzupelnienia matematyczne

13.1 Dystrybucje specjalne
Delta Diraca

d(x) ($cisle mowiac nie jest to funkeja, ale dystrybucja):

[tz (@) = 10

czyli 6(x # 0) = 0 oraz [ dzd(x) = 1 (funkcja wszedzie zerowa poza zerem gdzie wybucha tak
aby jej catka dalta 1). W wielu wymiarach np. 6(7) = 6(r1)d(r2)0(r3) = 0(x)d(y)d(z2)

Funkcja Heaviside’a

1 dla >0
9(3:)—{0 dla <0

czyli 0(z) = 0'(x).

Funkcja znaku

sen(z) = 1 dla >0
SIT) =Y 1 dla z<0

czyli sgn(z) = 260(z) — 1.

13.2 Pochodna funkcjonalna

Tak jak funkcje przyporzadkowujg liczby liczbom tak funkcjonaly przyporzadkowuja liczby
funkcjom, np. F[f] = [dx g(f(z),z) jest funckjonalem (mozna wzia¢ np. g(y,z) = zFy". W
istocie I jest jak gdyby funkcja wielu zmiennych F(..., f o, f_1, fo, f1, f2,...) dla fi = f(xg)
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oraz x = k/N, przy N — oco. Na funkcjonatach mozna wykonywaé rézniczkowanie tak jak na
funkcji wielu zmiennych tylko oznacza sie je przez §/df(z), np.

oF —@ T),x
a takze 5F(a)
5w ~ ")

13.3 Przestrzen wektorowa
Delta Kroneckera

djr = 1dla j =k i0 w przeciwnym razie.

INloczyn skalarny

—

Dla @ = 3, ;¢ mamy @-b =3, a;b; oraz |d|> = @ - d.

Iloczyn wektorowy

+1 dla 17k = 123,231,312
€k =1 —1 dla 17k = 321,312,213
0 pozostale

Jeéh a= Zz aia tod x b= Zijk eijkaajbk.

Nabla

V =)>,60/0r; (n =x,ry =1y, r3 = z). Czesto uzywana do zapisu gradientu V f(7), rotacji
V x A(7) i dywergencji V - A(7).

Wspoélrzedne

Wspotrzedne biegunowe 2-wymiarowe 1| = x = rcos¢, 1, = y = rsing, r > 0, ¢ € [0,27];
3-wymiarowe: 1, = x = rsinflcos¢, 1o = y = rsinfsing, z = rcosf, r > 0, € [0,7],
¢ € [0,27]
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13.4 Szereg Taylora

= f"(0)z"/n!

o ile prawa strona jest zbiezna (f™ to n-ta pochodna, zerowa to sama funkcja).

13.5 Calka Gaussa
I
[0,

= [dxexp(—z?). Poniewaz w zmiennych biegunowych = \/ucos¢, y = Jusing, ¢ €
0,27, u >0,

I’ = /dxdy exp(—2* — y?) = 7T/ e tdu=m
0

oraz I > 0, wiec I = /7. Wdla wielu zmiennych
I= /d”x exp (— ijAjkxk> = 7/2//det A
ik

Macierz A musi by¢ dodatnio okreslona i symetryczna. Wynik otrzymuje sie przez diagonali-
zacje i rozbicie na iloczyn.

13.6 Silnia i Gamma
Silnia: 0! =1, n! =n(n —1)! (np. 1! =1, 2! =2, 31 =6, 4! = 24, 5! = 120). Funkcja Gamma

F(x):/ t" e tdt
0

Calkujac przez czesci wida¢, ze I'(z+1) = z['(x (1) = 1 skad n! = I'(n+ 1) Zamieniajac

ora
r? =t mamy zwiazek z catka Gaussa I'(1/2) =

) oraz I'(1
I =/
Wzér Stirlinga

Dla duzych argumentéw funkeji I'(z + 1) mozemy rozwina¢ w szereg Taylora wyktadnik funkcji
podcatkowej wokol maksimum ¢ = z, tj. zamieniamy zmienne s =t — x i dostajemy

o

Tz + 1)(e/z)" = /_

o

dsexp(zIn(l + s/z) — s) ~ / dsexp(—s*/2x) ~ V2mx

x x

bo dla duzych wartosci x ogon (s < —x) i poprawki do calki sa zaniedbywalne. Stad I'(z +
1) ~ (z/e)*/2mx lub I'(x) ~ (x/e)*\/2m/x oraz n! ~ (n/e)"/2mn. Czesto stosujemy wersje

uproszczong InT'(z + 1) ~ InT'(x) ~ zlnx — z (to samo dla silni).
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13.7 Kula n-wymiarowa

Jest to zbior K, dany réwnaniem
n
5 xf <r?
i=1

gdzie r — promien kuli. Objetos¢ V,(r) = [, d"x skaluje sie V,,(r) = "V, (1). Powierzchnia
A, (r)=dV,/dr =r"1A,(1) = nr" 1V, (1) 1 A,(1) = nV,(1). Mamy

L(1/2)" = a2 — /dn;cexp Z(—xi) :/ dT’An(T)e_T2 :/ Tn_lAn(l)e_T2d7’.
k 0 0

Podstawiajac u = r? dostajemy A, (1)(1/2) [u"/*te™du = A,(1)(1/2)I'(n/2). Stad A,(1) =
7/22/T(n/2) oraz V,,(1) = 7™/2/T'(n/2+1) Stad znane wzory A;(1) = 2, Vi(1) = 2, Ay(1) = 2,
Vo(1) =, A3(1) = 4m, V3(1) = 47/3 i mniej znane A4(1) = 272, V3(1) = %/2.

13.8 Funkcje zespolone

Liczby zespolone z = z + iy gdzie xz,y rzeczywiste, x = Rez, y = Imz, a > = —1 i stosu-

jemy zwykle wlasnodci arytmetyki ciala (przemienne dodawanie i mnozenie, tacznosé, 0 i 1,
odwracanie, rozdzielnoé¢), sprzezenie z* = x — iy, modut |z| = Vzz* = /22 + 2. Funkcje
holomorficzne z zespolonych w zespolone: f(z) = u(z,y) + iv(x,y) (rzeczywiste u,v) spelniaja
warunki Cauchy-Riemanna Ou/0x = 0v/dy, Ou/dy = —O0v/Ox. rozniczka dz = dx + idy.
Niesamowicie przydatna wlasnoscia funkeji holomoficznych jest ¢ f(z)dz = 0, jesli calkujemy
po krzywej zamknietej otaczajacej obszar holomorficznosei f (wszedzie tam skonczona i jedno-
znacznie okreslona).

Funkcja wyktadnicza od z = x + y:

e’ = sz/k! = ¢e®(cosy +isiny)
k

stad 7 jest najmniejsza dodatnig liczba rzeczywista, taka ze sinm = 0 lub 27 jest minimalnym
dodatnim okresem sin i cos, oraz e = e'.
Przydatna catka dla Rew > 0:

/ dz exp(—wa?) = /7w

gdzie liczac /w wybieramy pierwiastek o dodatniej czedci rzeczywistej, wynika to z catki Gaussa
i holomorficznosci e° na kawaltku tortu, tj. dla z = re’®, w = Re', R, r rzeczywiste dodatnie,
o, a rzeczywiste takie ze 0 < 2¢ < a.
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13.9 Transformata Fouriera

Ciagla
fo) = [aretpm), gm) [ Gre
Przyktady: f(k) =d(k) daje f(x) =1, f(k) = e~ daje /W/ae—fﬂz’/‘la.

Szereg nieskoniczony

x = L = 0 (topologia okregu o dtugosci L).

fm=ZJWWJU—/“ﬂWH

k

dla k = 2mn/L gdzie n jest liczbg catkowita. Stad przydatny przelicznik szereg/transformata
L — 2m. Uogolnia sie naturalnie na D wymiaréow, wtedy objetos¢ V — (27)P (V = L, --- Lp)
Dla szeregow Fouriera f(k) = 0o daje f(x) = 1, ale f(k) = 1 daje f(z) = Lé(x). Trans-
formata/szereg Fouriera zamienia pochodna na mnozenie, tj. dla g(z) = f'(x) mamy g(k) =

ikf(k).
Skoiiczony szereg

F(G) = Son, e HiN £ () ) flk) =0 e 2mki/N f(k) /N, gdzie k,j € {0,..., N —1}. Prayktad
f(k) = oo daje f(j) =

13.10 Ekstrema zwigzane

Jesli chcemy znalez¢ minimum (maksimum) rézniczkowalnej funkeji f(xy, ..., z,) przy ustalo-
nych (wiezach) rézniczkowalnych gj(:zl, ..., Ty) to warunki sa

Jg;
895@ Z M 0x;
dla wszystkich 4, natomiast p; to tzw. mnozmkl Lagrange’a, ktorych wartosci wyznaczane

sa na koncu z wiezéw. Uogo6lnia sie to na funkcjonaly, gdzie odgrywa to kluczowa role w
wyprowadzeniu rownan Eulera-Lagrange’a w mechanice klasycznej.

13.11 Formalizm macierzowy i operatorowy

Wektory (ket, stan, mikrostan) zapisujemy |¢) = [(q)|q)dg w bazie ciaglej (rzeczywiste ),
lub >~ 1(q)lg) w bazie przeliczalnej (numerowanej liczbami catkowitymi) a sprzgzema Her-
mite’a (hermitowskie) T tj. zespolone z transpozycja (bra) (¢| = (|¢))' = [¢¥*(q){g| (analo-
gicznie w bazie przeliczalne], wszedzie zastepujemy calke przez sume). Sprzezenie hermltowskle
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jest wlasna odwrotnoscia, tj. (|¢))" = |[¢). Ogolny iloczyn skalarny (o) = [ dgd*(q)v(q).
Zawsze (P[) > 0 przy czym = tylko dla ¢ = 0. Unormowanie jesli (¢|¢)) = 1 (dla ciagtego
zbioru moze by¢ odpowiednia delta Diraca), ortogonalnosé jesli (¢|i) = 0. Ortonormalnosé
zbioru wektor6w: unormowanie i wzajemna ortogonalno$é. Baza jest zawsze ortonormalna,
np. (¢'|l¢) = 6(q — ¢') lub 6,y. Operatory X = [ dqdqd' X (q,q')|q){¢'| (operator jednost-
kowy I = [ dqlq)(q| czesto bedziemy opuszczaé w iloczynach badz pisa¢ jako zwykle 1) i
ich sprzezenia hermitowskie X = qudq’X*(q q)|¢){¢'|. Operatory mozna mnozyc jak ma-
cierze tj. jesli C = AB to C(q,q") = [dq"A(g,q")B(¢",¢'). Operatory unitarne U spelniaja
Ut =00t = 1. Operatory unltarne stuzg takze do wyrazania wektoréw w innej bazie (war-
tosci U okreslaja wspolezynniki odpowiednich kombinacji liniowych). Operatory hermitowskie
spelniaja Xt = X, ponadto exp(zX) jest unitarny (jesli dobrze okreslony). W liczbach rzeczywi-
stych hermltowsklefsymetryczne, unitarne=ortogonalne. Waznym operatorem jest potozenie
¢ = [dqqlg){q|. W bazie skoticzone] (skoficzona liczba stanow bazy) operatory sa zwyklymi
macierzami. W bazie ciaglej przydaje sie operator falowy (pedu bez k), ktory obliczamy na
funkcjach falowych l;:|w> = | — ') gdzie —i)'(q) jest funkcja falowa wyniku (alternatywnie
k= [(—idd(q — ¢')/9q)|q)(¢'|dgdq’). Mozna wtedy skonstruowaé baze falowa

d>r
Ve

gdzie C' = L dla topologii cyklicznej ¢ = 0 = L lub C = 27 bez ograniczen. Wtedy k|k) = k|k).
Oczywiscie powyzszy schemat uogoélnia sie bez problemu na wiele wymiaréw. Trzeba jednak
pamieta¢, ze ograniczamy sie w praktyce do funkeji normalizowalnych (i[1)) jest skoniczone,
przynajmniej w granicy (np. |k) nie sa normalizowalne w przypadku nieograniczonym, ale
mozna je potraktowaé jako specjalny przypadek graniczny).

Waznym elementem teorii operatoréw i mechaniki kwantowej jest rozklad na wektory i
wartosci wlasne. Zagadnienie wlasne ma forme

X[ = Al)

k) = e™g)

gdzie |¢) jest unormowanym wektorem wlasnym a \ wastoscia wlasna (przypisana temu kon-
kretnemu wektorowi). Wektor wlasny jest okreslony z doktadnoscig do czynnika fazy ¢ (do-
wolne #). Dla operatorow hermitowskich tatwo pokazuje sie, ze A musi by¢ rzeczywista (wykonu-
jac sprzezenie hermitowskie (10| X|[1)) ) oraz, ze wektory wlasne dla roznych wartodci wlasnych
musza by¢ ortogonalne (biorac (¢|X 1) i sprzezenie hermitowskie). Wazna role odgrywaja
operatory hermitowskie nieujemne tj. (1| X|¢)) > 0 dla dowolnego normalizowalnego ¢. Takie
operatory to np. ATA dla dowolnego A iich suma. W mechanice kwantowej czesto wykorzystuje
sie rozktad operatora na funkcje wtasne, diagonalizacje, t].

X =Y M)l 1= 1)
1 %
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13. UZUPELNIENIA MATEMATYCZNE 68

gdzie sumujemy po wszystkich ortonormalnych wektorach wtasnych, a A jest odpowiednia war-
toscig wlasng. Jesli kilka wektorow ma te sama warto$¢ wlasna, to zawsze mozemy skonstru-
owaé z nich kompletna baze ortonormalng przeksztalceniami liniowymi. Taki rozktad daje sie
uzasadni¢ dla w bazie skoniczonej. W bazie nieskoriczonej dla operatoré6w nieujemnych mozna
utozsami¢ zagadnienie wiasne z wariacyjnym problemem minimalizacji z wiezami, tj. mini-
mum <¢|X|@/}> przy ustalonej normalizacji (|¢)) = 1 i ortogonalnosci (4[¢)) do innych stanow
wtasnych ¢. Wtedy bowiem

S| X ) ) %
WQWW — %w —Zw—gﬂ? — ) — ZMM) ) =0

¢

gdzie p to odpowiednie mnozniki Lagrange’a. Jesli operator jest nieujemny to oczywiscie jego
warto$ci wlasne sa nieujemne. Wykonujac minimalizacje przy ortogonalnoéci wzgledem wek-
toréw o mniejszych wartosciach wlasnych od ustalonej, mozna w granicy "wyzerowa¢" kazda
funkcje, tj. roztozy¢ na funkcje wlasne, tak ze nic nie zostaje (to co ewentualnie zostaje ma
"miare" zerowa). Wymaga to rzecz jasna znalezienia kompletu funkcji wltasnych. W wielu
przypadkach, zbior ten sktada sie z czeSci przeliczalnej (tzw. stany zwiazane) i ciaglej (tzw.
stany rozproszeniowe), ale zawsze mozna uciec sie do odpowiedniego przejscia granicznego (np.
ograniczona przestrzen) dla przeliczalnych, ktore przewaznie mozna Scidle uzasadni¢. Metoda
dziala takze, jesli X +cl Jest nieujemny (dla IZeCczy wistego ). Jesli operator X nie jest nie-
ujemny to mozna wzia¢ X2. Wtedy funkcje wlasne X2 tworza pary 1) i X|¢> ktore musza
mie¢ ta sama warto$¢ A > 0. Jesli sa liniowo niezalezne to daja ich pewne liniowe kombinacje
pare funkeji wlasnych X o wartosciach v/ (jedna) i —v/A (druga), a jesli s liniowo zalezne to
1) daje wartosé £v/\.

Przyktady waznych operatoréw, zwykle rozktadalnych na funkcje wlasne: ak? + d(q), a- k+
agm + ®(q) (Dirac, nie jest nieujemnie okreslony). Alternatywnie mozna przyblizaé¢ baze jej
wersjg skoriczong i uzasadni¢ jednoznacznos¢ przejscia do granicy. Jesli dwa (lub wiecej) ope-
ratory hermitowskie sa przemienne tj. XY =YX to maja wspolna baze wektorow wtasnych.

13.12 Formy symplektyczne

Dla harmonicznych (tj. kwadratowych) form funkcji Hamiltona w ogolnosci stajemy przed
problemem diagonalizacji czyli rozktadu na mody (drgania) wlasne

H(p7 Q) = Z(ijjmpm + 2ijijm + Qjcjmqm) = H(ﬁa (j) = ij<}5]2 + (192)

jm

gdzie w; sa dodatnimi cze¢stoSciami drgan wilasnych, ¢ i p pewnymi kombinacjami liniowymi
(rzeczywistymi) pi g, a A i C sa symetryczne rzeczywiste. Nie sa to byle jakie kombinacje, ale
zachowujace nawias Poissona {q;, pm} = d;m (dziala to takze kwantowo tylko wtedy mamy ko-
mutatory). Jest to tzw. przeksztalcenie kanoniczne. Wtedy kazdy mod jest jakby niezaleznym
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14. ROZKEADY PRAWDOPODOBIENSTWA 69

oscylatorem harmonicznym. WprowadZzmy oznaczenia blokowe

(1)-5(2) v (5 )= (11)

gdzie I jest podmacierza jednostkows. Zauwazmy, ze J2 = —I. Zachowanie nawiasu Poissona
oznacza STJS = J i to jest definicja symplektycznosci. Zakladajac, ze M jest dodatnio okre-
slona (wazne!) dokonamy diagonalizacji metoda Williamsona (J. Williamson, On the algebraic
problem concerning the normal forms of linear dynamical systems, Am. J. Math. 58, 141, 1963)
wedlug ksigzki M. de Gosson Symplectic Geometry and Quantum Mechanics (Birkhauser, Ba-
sel, 2006). Jesli M jest dodatnio okreslone, a jest takze symetryczne i rzeczywiste to mozemy
znalezé M'/? (takze symetryczne i dodatnie) np. diagonalizujac w liczbach rzeczywistych i
pierwiastkujac wartosci wlasne (z dodatnim wynikiem!). Macierz dodatnio okreslona jest od-
wracalna i ma dodatnie wartosci wlasne. Przypomnienie: macierze rzeczywiste symetryczne
mozna zawsze zdiagonalizowa¢, tj. zapisa¢c M = KTAK gdzie KTK = I (K jest rzeczywista
macierza ortogonalng) natomiast A ma forme diagonalng tj. jedyne mozliwe niezerowe ele-
menty Aj; = \;. Mamy MJ = MY2(MYV2JMY2)M~12 (M~Y2 = (MY?)71). Macierz —iJ
jest hermitowska (ale zespolona!) wiec —M'/23.JM'/? jest takze hermitowskie i ma rozkltad
UTQU, gdzie U jest unitarna a Q diagonalna rzeczywista. Oznacza to ze MY/2JMY? = UTiQU,
a co za tym idzie takze M.J, ma czysto urojone niezerowe wartosci wlasne. Jednak MY/2JM1/?
jest macierzg rzeczywisty, wiec skoro ma urojone wartosci wtasne to musza wystepowaé w
parach +iw; (odtad przyjmiemy w; > 0). Kazda para odpowiednich wektoréw wlasnych ma
postac¢ w starej bazie ) (a,, £1ib,,)|m) gdzie a i b sa rzeczywiste, a ponadto ortogonalne, czyli
Y o @mby, = 0 czyli czesci rzeczywista i urojona sa wzajemnie ortogonalne i do pozostatych
wektorow, Jesli zbudujemy baze (kolumny macierzy RT) z takich czesci rzeczywistych i urojo-
nych (unormowanych), to szybko przekonamy sie, ze po odpowiednim uporzadkowaniu mamy
diagonalizacje rzeczywista M2 JMY? = RTQJR, gdzie ) jest macierza diagonalna zbudowang
w dwoch kolejnych identycznych blokéw z wartosciami w; na przekatnej, a R jest rzeczywista
macierza ortogonalna. Stad tez Q.J = J. Biorac S = Q~2RM'/? okazuje sie, ze spetnia wa-
runek symplektycznosei i daje szukang diagonalizacje z wartosciami w; (jako urojone wartosci
wlasne M.J). Diagonalizacja jest okreslona jednoznacznie z doktadnoscia do unitarnych rotacji

w podprzestrzeniach o statej wj, tj.
A B
I
=5 1)

gdzie U = A+ iB jest unitarna, np. dla jednokrotnych w; (jedna para p;, ¢;) jest to zwykly
obrot U = €.

14 Rozklady prawdopodobienstwa
Oznaczenia: p(k) dla catkowitych k, p(z) dla rzeczywistych x

Dodatniosé p(k) > 0, p(z) > 0.
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Normalizacja: Y., p(k) =1, [dzp(z) =1
St = 7, omaca ) = Sl

p = pa* py oznacza p(x) = [ dypa(y ( y)
Srednie: (A) = >, p(k ) (k) lub (A) = [ dap(z)A(z)

Ponizej x mozna zastepowaé przez k

Funkcja Charakterystyczna o(x) = ("X), p(0) = 1, dla splotu p = v
Momentys My, = (a7, My, = d"(0)/d(0)" o, My —1

Srednia: T = M;; wariancja 02 = ((x — Z)?) = My — M7}

Kumulanty: C,, = d™Inp(x)/d(ix)™|y=0, C1 = =, C’g = 0% O3 = {(z — 7)3), ale Oy =
((z —2)%) — 307

14.1 Naturalne
Dwupunktowy: pi(1) =a >0, p1(0) =b=1—a > 0 (sukces lub porazka) ¢ = b+ ae’X, T = a,

o? = ab.
= (b+ ae™)", T = na, o® = nab.

Bernoulliego p,, = p1 * - - - % py:

—_—
P01ssona p(k) = e *M*/k! (Bernouliego w granicy n — oo, A = an), ¢ = exp(A(eX — 1)),
T=02=Chps0=\

14.2 Ciagte

Jednorodny: p(x) = 1/(b—a) dla € [a,b] a zero poza tym, ¢ = (eX® — eX?) /ix(b — a),
z=(a+b)/2, c*=(b—a)?/12
Gaussa:

pa = (270%) " exp(—(x — 2)*/20°)

0 =1ixT — 02x?/2 czyli Cppno = 0.

Uciaglony rozktad Poissona dazy do rozkladu Gaussa z ¥ = 02 = X dla duzych \ (na mocy
wzoru Stirlinga).

Cauchy’ego-Lorentza-Wignera-Breita (pojawia sie w wielu sytuacjach, np. w zjawiskach spon-
tanicznej emisji, rozpadu, szerokosci linii widmowych):

- v/
plz) = v 4 (x — T)?

v = exp(iTx — v|x|), ma nieskoriczona wariancje!
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15 Notacja

e - —iloczyn skalarny

e x —iloczyn wektorowy

e A — zmiana (czasem laplasjan)

o 4= (ay1,a2,a3) = (ay,ay,,a,) — wektor

e X — operator/macierz

e X -superoperator (operator dziala na wektorach, superoperator na operatorach)
e d — rozniczka

e d — rozniczka zupelna

e d/dzx pochodna jednej zmiennej (takze f'(x) = df /dz), druga f”(z), m-krotna d™/dz™
lub f(™)(x)

e (0/0x),. — pochodna czastkowa po z przy stalym y,z, wielokrotna 9"/9z"9y'902™, n =
k414 m.

e V — wektor pochodnych czastkowych (0/0x,0/0y,0/0z)
o [ —calka

e [, - calka po obszarze/krzywej C

o ¢, — calka po krzywej/powierzchni zamknietej C

e 00 — nieskoriczonosé (dodatnia rzeczywista, o ile nie napisane inaczej)

R = kpN, ~ 8,3144621(75)kgm? /Ks*mol - stala gazowa

o /K — Kelvin, jednostka temperatury bezwzglednej, temperatura punktu potréjnego wody
jest 273, 16K (sktad izotopowy 0,00015576 *H na mol 'H, 0,0003799 7O na mol °0,
0,0020052 80O na mol 60).

kg ~ 1,3806488(13) x 10~**kgm?/Ks? — stala Boltzmanna

Ny =~ 6,02214129(27) x 10% /mol — liczba Avogadra

e U — energia

V' — objetosé
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A — powierzchnia

N — liczba moli (czasem liczba czastek)

e N; — liczba moli (czastek) rodzaju i

e M — magnetyzacja

o M — gesto$¢ magnetyzacji

e ¢ — tadunek

e n = N/V — koncentracja (gestos¢ liczebnosci) moli/czastek
o n;,=N;/V

e v = V/N - objeto$¢ molowa

e u=U/N — energia molowa (uwaga: czasem wyjatkowo gestosé¢ energii u = U/V)
e W — praca

e () — cieplo

e S — entropia

e s =S/N — entropia molowa

e T — temperatura bezwzgledna

e T — temperatura empiryczna

e (C, — pojemno$¢ cieplna (ciepto wlasciwe) przy stalym z

e ¢, — molowa pojemnos¢ cieplna (molowe cieplo wlasciwe) przy statym x
e 1, — Scidliwos¢ przy staltym z

e o, — rozszerzalno$¢ temperaturowa przy statym x

e p — ci$nienie

e 4, 1; — potenjal chemiczny (i-tego sktadnika)

e [’ — energia swobodna Helmholtza

G — energia/entalpia swobodna Gibbsa

H — entalpia albo funkcja Hamiltona
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e [ — dlugosc¢ albo funkcja Lagrange’a

B - pole magnetyczne

o - pole elektryczne
(D _

potencjat elektryczny

o A potencjal magnetyczny

o F—sila
e [ —prad
) j* gesto$é¢ pradu

o g = 41 x 107 "kgm/(sA)? ~ 1,2566370614... x 10~ 5kgm/(sA)? — przenikalno$¢ magne-
tyczna prozni

¢ = 299792458m /s — predkos¢ Swiatta

€0 = 1/ppc?® ~ 8,854187817620... x 10712 A%s?kg~'m 3 — przenikalnos¢ elektryczna prozni

B~ 1,054571726(47) x 1073*%kgm? /s — (kreélona) stata Plancka
e e~ (—)1,602176565(35) x 10~ As — tadunek elektronu

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt Fizyka ksztatcenie dla gospodarki opartej na wiedzy wspoHinansowany
ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



