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0.0 Wstep

0.0.1 Po co jest ten skrypt

Dawno temu, kiedy bytem na drugim roku studiow, we wstepie do
skryptu z astronomii (chyba prof. Zonna) przeczytalem, ze gtéwnym
celem, ktory przyswiecal autorowi bylo uwolnienie studenta od szko-
dliwej (jako$ tak bylo tam napisane) koniecznosci notowania na wy-
ktadzie. Po pierwszym zaskoczeniu przyznatem temu zdaniu gteboka
stusznos¢ — notowanie podczas wyktadu rzeczywiscie bardzo utrudnia
sledzenie biegu mysli 1 zastanawianie sie nad jego trescia. OczywisScie,
umiejetnos¢ notowania jest bardzo wazna i pozyteczna, a wyrabianie
jej u studentéw uwazam za godne popierania. Dobrze jednak, jesh wy-
ktad ma jeden przedmiot — na przyktad matematyke. Jesli chcemy
pozna¢ nowy, bardzo wielki kraj, to dobrze jest miec jakis§ pojazd,
aby zwiedzania nie taczy¢ z nauka chodzenia. Piechota jest co prawda
zdrowiej, ale samochodem na ogét dojedzie sie dalej (chociaz potem i
tak trzeba bedzie przejs¢ maty kawalek na wtasnych nogach).

Skrypt jest jednak skryptem, a nie samouczkiem. Wyktadu nie
zastepuje — jego celem jest umozliwienie lepszego korzystania z wy-
ktadu. Nie twierdze, 1z wyktad jest tak wspanialy, ze zadna ksiazka nie
jest w stanie go zastapic. Po pierwsze, sa to rézne srodki przekazywa-
nia mysli, po drugie, ta wtasnie ksiazeczka napisana zostata w zupetnie
innym celu i1 raczej nie nalezy sie spodziewaé szczegélnego pozytku z
jej przeczytania, bez wyshichania wyktadu i czynnego udziatu w cwi-
czeniach. Jesli kilku osobom udato sie mimo to zda¢ egzamin na pod-
stawie samego skryptu, to niczego jeszcze nie dowodzi. Nie odrzucajac
catkowicie mozliwosci, 1z chodzi tu o geniuszy, za bardziej prawdopo-
dobne uwazatbym zbyt malo wnikliwe egzaminowanie, a wiec efektem
jest tylko otrzymanie tréjczyny, a nie wiedza, ktéra mimo wszystko
jest do czego$ potrzebna (inaczej nikt by sie nie zajmowal nauczaniem
tego wlasnie przedmiotu).

0.0.2 Jak z niego korzystac

Najlepiej przeczytac kawatek skryptu przed wyktadem. Jesli sie czegos
nie zrozumie, to na wyktad przyjdzie sie z pytaniem — o co tu chodzi?



Wihasnie o to chodzi, aby na wyktad przychodzi¢ ze swoimi pytaniami
(ktérych weale nie trzeba zadawac, trzeba je miec). Ten, kto zrozumial
wszystko, zobaczy, ze wyktad zawiera catkiem sporo innych tresci, o
ktorych nie wspomniano w skrypcie; bedzie miat okazje zastanowic sie
nad tym, co juz wie. Na jednym wykladzie omawia sie zwykle jeden,
dwa, najwyzej trzy paragrafy (4-8 stron), nie jest to wiec wielka praca,
a pozytek znacznie wiekszy niz z kucia przed sesja. Poza tym, na ¢wi-
czeniach obowiazuje znajomos¢ materialu omowionego na wyktadzie.

Po skrypcie mozna pisa¢, mazac rysowac itp. Zapisanie tylko swo-
jego komentarza, w przeciwienstwie do notowania wyktadu, nie prze-
szkadza w podazaniu za mysla wyktadowcy. Wyktad z wlasnym ko-
mentarzem jest doskonata pomoca przed egzaminem. Warto tu wspo-
mnie¢, ze znane sa przypadki, gdy komentarz byt wiecej wart od sa-
mego dzieta.

Rozpoczynamy wspdlna podroz po wielkim obszarze mysli — ma-
tematyce. Jesli uzy¢ poréwnania zeglarskiego, bedzie to raczej zegluga
przybrzezna, a jeszcze nie pelnomorska, tym bardziej nie oceaniczna.
Wyktadowca jest w niej przewodnikiem, moze sternikiem, kazdy jed-
nak — 1 na tym polega istota przygody — przebywa cata droge oso-
biscie. Mozliwie najpelniejsze, aktywne uczestnictwo w tej podrézy
przynosi najwiecej pozytku (kto caly czas siedzi w kabinie, najpraw-
dopodobnie zapamieta tylko chorobe morska). Nie chodzi tu zreszta
jedynie (a nawet przede wszystkim) o pozytek. Jakze aktualnie brzmia
stowa Keplera na ten temat:

Czy trzeba pozytek z dziel boskich oceniaé w obiegowych pienig-
dzach tak, jak przystawki? Bo coz, pytam, pomaga glodnemu
zoltgdkowi poznanie praw natury, czy tez coz cala pozostala
astronomia? A jednak rozumni ludzie nie stuchajq tego bar-
barzynstwa, ktore krzyczy, iz z tego powodu nalezy zaniechac
tych studiow. Uznajemy malarzy, ktorzy cieszq wzrok, muzy-
kow, ktorzy cieszq stuch, chociaz nie przynoszq Zadnego zysku



naszym interesom. I nie tylko za godng czlowieka, lecz nawet
za zacng uwaza sie przyjemnosé, ktora pochodzi od tych dwoch
sztuk. Czyz wiec nie jest barbarzynstwem i glupotq zazdroscié
przyjemnosdci naleznej umystowi, wzrokowi zas i stuchowi nie
zazdroscié?*

Szukajmy wiec razem piekna obecnego w matematyce. Rola wykta-
dowcy, nauczyciela jest tutaj bardzo skromna — nie moze on poznawac
i odkrywa¢ za ucznia. W tym sensie nauczanie jest niemozliwe. Sokra-
tes porownywal swoja role do zawodu swojej matki — potoznej. Chciat
pomagac uczniom w samodzielnym rodzeniu mysl. Przektadajac to
na jezyk codzienny, powiedziatbym to tak: Ja was niczego nie naucze,
ale jesli sami bedziecie sie uczy¢, to sprobuje wam w tym pomagac.

Ksiazeczke te poswiecam moim studentom i przyjaciotom (te dwa
zbiory wcale nie sa roztaczne), bez ktérych nie bytoby ani powodu, ani

L k/um,\

mozliwosci jej powstania.

P.P. Obecne wydanie skryptu ma pelni¢ podwojna role. W niedtu-
gim czasie przewiduje sie otwarcie nowego kierunku studiow, prze-
znaczonego dla przyszlych nauczycieli przedmiotu o nazwie . Przy-
roda”. Program studow tego nowego kierunku zawiera matematyke w
skromniejszym zakresie niz program Nauczycielskiego Kolegium Fi-
zyki. Wydaje sie jednak, ze nie miatoby wiekszego sensu pisanie osob-
nego skryptu. Réznica miedzy programem nowego kierunku a progra-
mem NKF bedzie polegala gtownie na usunieciu pewnych dziatow.
Aby utatwic¢ prace studentom ,,Przyrody”, przeznaczone dla nich cze-
sci skryptu zaznaczone zostaty znakiem pingwina — sympatycznego
ptaka odznaczajacego sie podobno wielka ciekawoscia. Nie oznacza to,
ze czytanie pozostatych czesci jest dla nich szkodliwe czy zabronione
— przeciwnie.

K. N.

1Jan Kepler Tajemnica Kosmosu thum. M. Skrzypczak i E. Zakrzewska-Gebka,
Zakt. Nar. im. Ossolinskich. Wroclaw-Warszawa-Krakéw-Gdansk 1972.



Rozdziatl 1

Funkcje jednej zmiennej

1.1 Zbiory, relacje, odwzorowania

Na poczatek powtorzymy kilka oznaczen z dziedziny logiki, ktére przy-
dadza sie przy zapisywaniu niektérych bardziej skomplikowanych tre-
sci. Material ten traktujemy jako wygodny sposdb zapisu, nie wnikamy
w zagadnienia logiki matematyczne;.

Niech a, 3,7 ... oznaczaja zdania. Mozemy tworzy¢ z nich nowe
zdania za pomoca nastepujacych znakéw!:

o czylamy jako nie

alp e arf3

aVp e alub g

a=f jezeli a to B (albo: nie o lub 3)
Noea () . dla kazdego x € A o(z)

Vaea () e istnieje © € A takie, ze a(x)

Tworzenie zaprzeczen zdan ztozonych:

La(z) nie jest, $cidle biorac, zdaniem, lecz forma zdaniowa, czyli czyms, co staje
sie zdaniem po podstawieniu w miejsce z elementu zbioru A. Zamiast A niektérzy
pisza V, a zamiast \/ — 3.

-
»
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Veea(a(z))'
Noeala(z))

troeee

Przyktad. Sprébujmy zapisac zdanie ” Ciag (a,,) jest ograniczony”.

VA lan €M

MeR neN

A tak wyglada jego zaprzeczenie:

ANV la. |>M

MeR neN

Widac¢, ze nie trzeba przy tym duzo myslec.

1.1.1 Zbiory

Pojecie zbioru pojawito sie w matematyce bardzo pézno (II potowa
XIX w. — G.Cantor, R.Dedekind) w zwiazku z problemami podstaw
analizy matematycznej. Okazato sie ono ptodne 1 w innych dziedzi-
nach. Interesowac nas beda przede wszystkim sposoby okreslania zbio-

réw:

e Wypisanie elementéw zbioru w nawiasach {}, np. {1,3,7},

e Podanie zasady, wedlug ktérej z danego zbioru wyrdznia sie nie-

ktore elementy: {z € A

a(x)}. Napis tego rodzaju oznacza

zbiér tych elementéw x zbioru A, dla ktérych a(z) jest praw-

dziwe. Przyktady: {z € R :

3m}.

22> 1}, {ne€N : Vyen 7 =

e Niektore zbiory maja imiona wtasne:
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R — zbor liczb rzeczywistych,

N — zbior liczb naturalnych,

C — zbior liczb zespolonych,

Z — zbior liczb catkowitych,
W lub Q — zbior liczb wymaernych.

e Dziatania na zbiorach, czyli pewne sposoby tworzenia z danych

zbioréw nowych, np. AUB, ANB, A—B.

1.1.2 Relacje

Czesto spotykamy wyrazenia typu < y lub z +y = 2. Czy jest
to co$ istotnie réznego od zbioréw, czy tez da sie opisa¢ za pomoca
pojecia zbioru? Zauwazmy, ze dotycza one uporzadkowanych par (lub
tréjek) liczb rzeczywistych. Rozwazmy wiec zbidr par uporzadkowa-
nych (z,y) liczb rzeczywistych. Zbiér ten oznaczaé bedziemy R x R
1 nazywac iloczynem kartezjanskim tych zbiorow. Relacja mniejszosci
jest jednoznacznie wyznaczona przez wyrdznienie podzbioru R x R
ztozonego z tych elementéw, ktore ja spelniaja. W dalszym ciagu re-
lacja bedziemy nazywali po prostu podzbidr iloczynu kartezjanskiego
kilku zbioréw. Zachowamy jednak tradycyjna notacje: nie bedziemy
pisaé np.(z,y) €<, lecz x < y. Szczegdlnie ciekawe sa relacje réwno-
waznosci.

Definicja 1 Niech A bedzie zbiorem. Mowimy, Ze relacja ~C A x A
jest relacja rownowaznosci, jesli posiada ona naslepujgcee trzy wtasno-
sei:

l.x~zx (zwrotnosé),
2.0~y Sy~ (symelria),

3.6~y Ny~z = x~z (przechodniosé).

Zmnaczenie relacji rownowaznosci zwigzane jest z tym, ze wyzna-
czaja one podzial zbioru na czesci zwane klasami abstrakeji. Zachodzi
mianowicie nastepujace twierdzenie:

-
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Twierdzenie 1 Niech ~ bedzie relacjq rownowaznosci na zbiorze A.
Zbior A przedstawia sie wtedy (i to tylko na jeden sposob) w postaci
sumy zbiorow A = U;c; Ai (zwanych klasami) o takiej wlasnosci, Ze
x ~y wtedy 1 tylko wtedy, gdy x i y nalezqg do tej samej klasy.

Przyktad. W zbiorze liczb naturalnych N okreslamy nastepujaca
relacje: n = m (mod 3) & em jest podzielne przez 3. Sprawdzamy,
ze jest to relacja réwnowaznosci. Latwo jest zauwazyc¢, ze n = m (mod
3), gdy n i m przy dzieleniu przez 3 daja takie same reszty. Stad juz
widac, jakie sa klasy — jedna z nich tworza wszystkie liczby podzielne
przez 3, druga liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 1 itd.

Inny przyktlad. Bawimy sie figurami szachow magnetycznych. Fi-
gury te maja u podstawy male ptaskie magnesiki. Dwie rézne figury
zetkniete podstawami albo sie przyciagaja, albo odpychaja. Ktéra z
relacji — przyciaganie, czy odpychanie moze by¢ relacja réwnowaz-
nosci? Jaka wtasnosc tej relacji jest odpowiedzialna za to, ze sa dwie
klasy?

1.1.3 Odwzorowania

Odwzorowanie i funkcja to wlasciwie synonimy. Nie bedziemy odréz-
niali tych pojec. Sprébujmy natomiast zorientowac sie w réznych spo-
sobach definiowania funkcji:

e podanie wzoru, np. f(z) = sin(x?). Pewna trudno$é sprawia w
tym przypadku odréznianie funkeji od jej wartosci w punkcie x
(co jest wazne, bo przeciez przepis na babke z rodzynkami to
nie to samo, co taka babka). Dlatego czasami, aby zaznaczyc, ze
mamy na mysli funkcje, a nie jej wartos¢ w punkcie x bedziemy
pisali f(-) albo po prostu f. Nie zawsze jednak jest to mozliwe,
bo jesli zamiast sin(z) napiszemy sin(-) lub sin, to co napisac
zamiast 227

e Mozna podac tablice wartosci funkeji dla kolejnych wartosci ar-
gumentéw. Bardzo dobrym przyktadem sa szkolne tablice funkcji
trygonometrycznych, logarytmow itp. Praktyczne korzystanie z
tablic zawiera w sobie umiejetnos$¢ interpolacji czyli znajdowania
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wartosci funkcji, gdy argument znajduje sie miedzy wartosciami
podanymi w tablicy.

e Podanie metody postepowania prowadzacej do wyznaczenia war-
tosci funkeji, gdy dana jest wartos¢ argumentu. Czasami nie
mamy wzoru, lecz program komputerowy do obliczania wartosci
funkcji, czasem trzeba wzér przeksztatcic w program. Nawiasem
mowiac, uzywanie wzorow zapoczatkowat dopiero w II pot . XVI
w. Vieta.

Aby zaznaczy¢, jaki jest zbior argumentow 1 w jakim zbiorze sa
wartosci funkcji f bedziemy czasem pisali f : A — B lub A L B
Uzywa sie tez czasem takiej oto metody zapisu: z — f(z) albo A 3
z— f(z) € B.

Jesli AL Boraz B % (', to mozemy okresli¢ ztozenie tych funk-
cji: (g o f)(x) = g(f(z)). Powiemy, ze g jest funkcja odwrotng dla f,
jesli g o f oraz f o g sa funkcjami tozsamosciowymi (sprébujcie sami
domysli¢ sie, o co tu chodzi). Z funkcjami odwrotnymi zwiazana jest
pewna trudnosc, wynikajaca stad, ze wiele funkcji nie posiada odwrot-
nych. Jesli koniecznie potrzebujemy funkcji odwrotnej, postepujemy
tak, jak w przypadku funkcji RS> z — f(x) = 2%, Pierwiastkiem kwa-
dratowym z liczby y (nieujemnej, aby nalezata do zbioru wartosci f)
nazywamy taka liczbe nieujemng x, ze x? = y. Wybdr nieujemnego
x oznacza to, ze bierzemy funkcje odwrotna nie do f (ktéra odwrot-
nej nie posiada), lecz do funkeji okreslonej takim samym wzorem, ale
tylko dla z-6w nieujemnych. Plynie stad dodatkowa nauka, ze do okre-
slenia funkcji istotny jest nie tylko wzor, ale i dziedzina, czyli zbiér
tych z-6w, do ktérych wzor bedzie stosowany. Wybdr (a wlasciwie
ograniczenie) dziedziny funkcji, aby miata ona funkcje odwrotna jest
w znacznym stopniu dowolny. Dla kilku podstawowych funkcji warto
jednak umowi¢ sie co do sposobu ograniczania dziedziny w celu uzy-
skiwania funkcji odwrotnej.

Whasnosci funkeji bywaja czesto dobrze widoczne na wykresach.
Przypomnijmy sobie wykresy najwazniejszych funkcji elementarnych,
z ktérymi spotkalismy sie w szkole. Przy okazji znajdzmy dziedziny
funkeji, do ktorych odwrotnymi sa przedstawione na wykresach ”ar-
cusy”.
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f(x)=sin x f(x)=cos x
1 1
0.5 .5\ /
= s [§) = s 5]
-0/5 -0.9
-1 -1
f(x)=tg = f(x)=ctg =
10 30
20 20
J 10 ,/) ch
= i = kr G
-10 f/- \—1Y
-20 -2
=30 -3
f(x)=arctg x f(x)=arcsin x
1.5
1
1
0.5 0.9
= = =1 T =1 =U U T
/4 =0.5
-1
-1
-1.5
f(x)=exp(x) fix)=log x
20 1
15 U ix N
-1
10 5
5 -3
-4
= = =1 T -5

Wykresy podstawowych funkcji elementarnych

Nie zawsze mamy do czynienia z funkcjami jednej zmiennej. Funk-
cje dwoch zmiennych rzeczywistych mozna przedstawiac graficznie ry-
sujac powierzchnie w przestrzeni tréojwymiarowej, lub tez za pomoca
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poziomic, podobnie, jak to czynia kartografowie. Oto dwa przedsta-
wienia graficzne funkcji danej wzorem f(z,y) = 1/(1 + 4z 4+ 10y?).

1

Przedstawienia graficzne funkcji f(z,y) = 1/(1 + 42* + 10y?)

Zadania

1.

Uzywajac poznanych oznaczen zapisa¢ zdania: ”Réwnanie 2% +
x + 1 = 0 nie ma rozwiazan rzeczywistych”

Dla jakich @ € R zdanie:

\/;1:2—|—ax+1:0

z€R
jest prawdziwe?

W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy relacje
> jak nastepuje:
Ty PN zy > 0.

Czy jest to relacja réwnowaznosci? Jesli tak, to jakie sa klasy?

Funkcja f okre§lona jest na R wzorem f(z) = 4z + 1. Znaleic¢
funkcje odwrotna.

Naszkicowa¢ wykresy funkcji danych wzorami:

(a) f(x) = sina,
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(b) f(z)=sin(z + x/4),
(c) f(z)=(a®+ 1)sin(z + 7 /4),
= (

(d) f(z)=(2* + 1)sin[5(z + 7 /4)].

6. Niech f bedzie dana funkcja okreslona na R. W jaki sposéb
z wykresu funkcji f otrzymaé¢ wykresy nastepujacych funke;ji:
9(2) = (32 + 5), hlz) = 2f(2/2) — 3 7

I
[

7. Naszkicowac 1 porownac¢ wykresy funkcji
(a) f(z)=sin(arcsinz), g(x)= arcsin(sinz),

(b) f(z) = tg(arctgz), g(z) = arctg(tgz).
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1.2 Zasada indukcji matematycznej

-
p

W tekstach matematycznych czesto spotyka sie zwroty typu 71 tak
dalej”, czy po prostu trzy kropki ”...”. Towarzysza one zwykle zda-
niom dotyczacym ciagu stwierdzen, definicji, czy kolejnych krokéw ro-
zumowania. Czesto ukrywa sie za nimi zastosowanie zasady indukcyi
matematyczney.

1.2.1 Dowodzenie przez indukcje

-
p

Przyjrzyjmy sie najpierw przyktadowi. Przesledzimy dowoéd wzoru:

13—|—23—|—...—|—n3:< 5

Najpierw sprawdzamy, czy wzor ten jest prawdziwy dla n = 1:
3 (1 -2)2
-~ ) -

Nastepnie zauwazamy, ze jesli wzor byt stuszny dla n = k—1, to bedzie
stuszny dla n = k. Rzeczywiscie, podstawiajac n = k£ — 1 mamy

P+22+. +(k—1)7°= (@)2

Dodajemy teraz do obu stron k>:

k—1)k)
P42+ +(k—1)P° 4+ = (%) + k° =

(K — 2k + 2)k* + 4k ((k + 1)k)2
4 B 2 '

Dowdéd wzoru dla n = 6 wygladatby nastepujaco:
Sprawdzilismy, ze jest on prawdziwy dla n=1, skad wynika jego praw-
dziwosc¢ dla n=2, a stad na tej samej podstawie prawdziwosé¢ dla n=3
i po kilkakrotnym powtdérzeniu tego samego argumentu dochodzimy
do przekonania o prawdziwosci wzoru dla n = 6.
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Skad bierzemy przekonanie o prawdziwosci dowodzonego wyzej
wzoru dla wszystkich liczb naturalnych n? Dowdd wedtug przytoczo-
nego schematu nie jest taki sam dla wszystkich n — ma za kazdym
razem 1nna dlugosé. Chodzi raczej o to, ze kazda liczbe naturalna
osiaga sie po skonczonej liczbie krokéw (w naszym przypadku n osia-
gamy po n — 1 krokach). Mamy tu do czynienia z wazna wtasnoscia
zbioru liczb naturalnych. Formutuje sie ja w postaci zasady indukcji
matematyczne;j:

Twierdzenie 2 (ZASADA INDUKCIT MATEMATYCZNE]). Zaldzmy,
ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy dane zdanie T(n). Jesli spel-
nione sq nastepujgee dwa warunki:

1. T(1) jest prawdziwe.

2. Dla kazdego k € N prawdziwosé T(1) dla wszystkich | < k po-
cigga za sobq prawdziwosé T (k).

Wtedy dla kazdego n € N prawdziwe jest T'(n).

W praktyce najczescie] mozna zastapi¢ warunek 2 troche mocniej-
szym:

2. Dla kazdego k € N zachodzi wynikanie T'(k) = T(k +1).

Role tych dwéch warunkéw zilustrujemy najpierw na przyktadzie
btednych dowoddéw stwierdzen oczywiscie nieprawdziwych:

Przyklad 1. Ciag (a,) spelnia warunki: ay = 4, a,11 = /2 + a,.
Twierdzimy, ze ciag ten jest rosnacy. Rzeczywiscie, jeshi ax_1 < ag, to
poréwnanie Wzoréw na ag i pp1 @ ax = /2 + ag_1; a1 = /2 + ax
daje oczywisty wniosek ap < apii. Obliczajac kolejne wyrazy ciagu
mamy a; ~ 2.45, ay = 2.11, a3 = 2.03, a4y =~ 2.01 . To juz wystarczy
do stwierdzenia, ze (a,) nie jest ciagiem rosnacym. Blad w dowodzie
polega na tym, ze nie jest spetniony warunek 1.

Przyktlad 2. Sprébujemy udowodnic, ze wszystkie proste na ptasz-
czyznie sa rownolegle. Poniewaz jest to oczywista nieprawda, dowod
musimy troche sformalizowac.

T(n) bedzie oznaczato zdanie: "W dowolnym zbiorze zawierajacym
n prostych wszystkie proste sa réwnolegte.”
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T(1) jest oczywiscie prawdziwe. Musimy jeszcze udowodnic, ze
T(k) = T(k+1). Zalézmy wiec, ze T(k) jest prawdziwe. Mamy na
tej podstawie udowodnié¢ T'(k + 1). Wezmy dowolny k + 1-elementowy
zbiér C' = {p1,p2, .-, Pk, Prs+1} ktérego elementami sa proste. Wy-
dzielamy z niego dwa zbiory k-elementowe: A = {py,pa,...,pr} oraz
B ={p2,...,pr,prs1}. T(k) glosi, ze jesli dwie proste naleza do jed-
nego z tych zbioréw, to sa réwnolegte. Wobec tego pi||p2 (obydwie
proste naleza do A) oraz ps||pr+1 (te dwie proste sa w B). Wynika
stad, Ze p1||pk+1, a poniewaz p;||p; dla 7,5 = 1,2,...,k (zbiér A),
wnioskujemy, ze wszystkie proste nalezace do zbioru C' sa réwnolegte.
Dowdd zostal zakonczony. Gdzie jest btad? Przeprowadzony powyzej
dowdd wynikania T'(k) = T'(k + 1) jest poprawny dla wszystkich k
z wyjatkiem k& = 1. To wystarcza, aby nie miala zastosowania zasada
indukcji.

1.2.2 Definicje i wzory rekurencyjne

Zacznijmy od przykladu. Ciag Fibonacciego (uy,,) zdefiniowany jest za
pomoca nastepujacych relacji:

up =1, ug =1, Upp1 = Uy + Up_1.

Przekonanie o tym, ze relacje te wystarczaja do jednoznacznego wy-
znaczenia u, dla kazdego n bierze sie wlasnie z zasady indukcji. Biorac
rzecz formalnie, nalezaloby sformutowac to w postaci ciagu twierdzen,
na przyktad T'(n) mogloby by¢ z grubsza takim zdaniem: "Istnieje
doktadnie jeden uktad liczb uq, uq, ..., u, spetniajacy te relacje.”

Wzory rekurencyjne czesto wystepuja w zagadnieniach kombina-
torycznych. Rozwazmy najprostsze zagadnienie — znajdowanie liczby
permutacji p, zbioru n-elementowego. Poniewaz n + 1-szy element
moze by¢ dodany do ustawionych n elementéw doktadnie na n + 1
sposob6w, mamy wzor rekurencyjny pn,4+1 = (n+1)p,. Ponadto wiemy,
ze p1 = 1, co razem daje p, = n!

-
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1. Udowodnié, ze ciag (a,) z Przykladu 1. na stronie 6 jest male-

lacy.

Udowodnic, ze ciag (a,) z poprzedniego zadania jest ograniczony.

3. Udowodnié¢, ze wyrazy ciagu Fibonacciego sa rowne:

el (5]

. Wiedzac, ze suma 14 +2* 4 ... + n* wyraza sie przez wielomian

piatego stopnia n znalez¢ wzdér na te sume.

5. Ciag (a,) dany jest za pomoca wzordéw a; = 1, a,41 = 2(a,+1).
Udowodni¢, ze a,, — 1 jest podzielne przez 3.
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1.3 Ciagi

Na wstepie zwrécimy uwage na pewne istotne rozréznienie. Ciag nie
jest zbiorem elementéw a,, — istotne jest uporzadkowanie, wyrazy ciagu
moga sie powtarzac. Bardziej precyzyjnie ujmuje to

Definicja 2 Cliggiem o wyrazach ze zbioru A nazywamy odwzorowa-
nie a : N — A. Zamiast a(n) piszemy a,, a zamiast a(-) piszemy

(an)-

Pewne nieporozumienia wystepuja tez w przypadku pojecia pod-
ciagu. 7 tego wzgledu réwniez podajemy definicje:

Definicja 3 Niech k — ny bedzie Scisle rosngeym (tzn. ng > nyp dla
k > k') odwzorowaniem N w N. Nazwijmy je wyborem. Podciqgiem
ciqgu (a,) zwigzanym z tym wyborem nazywamy cigg k v— ay,, .

W przysztosci bedziemy stosowali nastepujaca terminologie doty-
czaca ciagow: Mowimy, ze ciag (ay,) jest

rosnacy jezeli a, > a; dlan > k,

niemalejacy jezeli a, > ap dlan > k,

malejacy jezeli a, < ap dlan > k,

nierosnacy jezeli a, < ag dlan > k,
monotoniczny jesli jest nierosnacy lub niemalejacy,
$ci$le monotoniczny jesli jest rosnacy lub malejacy,

ograniczony jezeliistnieje M € R takie, ze | a,, |[< M dla wszystkich
n € N,

ograniczony z géry (z dotu) jezeli istnieje M € R takie, ze a, <
M (a, > M) dla wszystkich n € N,

Oprocz okreslen uzytych powyzej spotyka sie tez terminy “Scisle
rosnacy’ 1 “Scisle malejacy”. Roznice te nie prowadza na szczescie do
nieporozumien. Jako bardzo tatwe zadanie warto zbada¢ powiazania
miedzy wymienionymi wtasnie pojeciami.

-



20 ROZDZIAL 1. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNE.]

1.3.1 Granica ciggu

Definicja 4 Mowimy, Ze ciqg (a,) dqzy do granicy g, jezeli

/\ \/ /\ | a, — g |< e

e>0NeEN n>N

Piszemy wtedy lima,, = ¢ albo a, — g. Mowimy, Ze cigg (a,) jest
zbiezny, jesli istnieje g lakie, Ze a, — g.

Przyktad 1. Wykazemy, ze lim% = (. Niech bedzie dane € > 0.
Nieréwno$é | a, —g |< € ma postac % < e,skad n > % Wystarczy wiec
wybrac jako N dowolna liczbe naturalna wieksza od %, a dla kazdego
n > N bedzie zachodzita nieréwnosc % < e. To konczy dowdd.

Do badania nastepnego przyktadu potrzebna nam bedzie pewna
nier6wnosc.

Twierdzenie 3 (NIEROWNOSC BERNOULLIEGO) Dla kazdego x >
—1 orazn € N
(14+2)" 21+ nz.

Dowdd. Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dla n =1
mamy 1 +x > 1+ x, co jest prawdziwe. Zalézmy teraz, ze nierownosé¢
Bernoulliego jest prawdziwa dla n = k:

(1—|—:1:)k > 14+ kz.
Mnozymy obydwie strony przez 1 + z:
14+ >0 4+ke)14+2) =14 (k4+ Dz +kx® =14 (k+ 1z,
To jest whasnie nieréwnos¢ dla n = k 4+ 1. Dowdd jest zakonczony.

Przyktad 2. Udowodnimy, ze jesli | a |< 1, to lima"™ = 0. Za-
uwazmy najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek 0 < a < 1. Do-
bieramy z > 0 tak, zeby a = li_—z Wtedy

1 1
< .
(I+z) " 1+4nz

n
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Na to, aby byta spetniona nieréwnos¢ a™ < e wystarczy wiec spetnienie
ﬁ < e, skad n > %(% —1). N, podobnie jak w poprzed-
nim przyktadzie, moze byc¢ jakakolwiek liczba naturalna wieksza od

nieréwnosci
prawej strony ostatniej nieréwnosci.

Przyklad 3. Niech a > 0. Znajdziemy granice ciagu a, = {/a.
Wystarczy rozpatrzec¢ przypadek a > 1; dla a < 1 rachunki sa bardzo
podobne. Jesli @ > 1, to z nieréwnosci Bernoulliego mamy 1 < 1 4+
n(a,—1) < (a,)" = a, skad wynika, ze 0 < a,—1 < “=%. Argumentacja
takiego samego rodzaju, jak w poprzednich przyktadach prowadz do

wniosku, ze a, — 1.

Nastepujace twierdzenia pozwalaja na wykorzystanie przyktadow
1.1 2. do znajdowania granic wielu ciagow:

Twierdzenie 4 Kazdy ciqg zbiezny jeslt ograniczony.

Dowdd. Niech a, — a. Bierzemy jakiekolwiek ¢ > 0. 7Z zalozenia
o zbieznosci ciagu (a,) wiemy, ze poczawszy od pewnego miejsca (dla
n > N) spelniona jest nieréwnos¢ a — € < a,, < a + €. Aby znalez¢
oszacowanie wyrazow clagu z gory wystarczy wziac najwieksza z liczb:
a4+ €,ay,dq,...ay. Poniewaz jest ich skonczenie wiele, istnieje wsrod
nich najwieksza. Oszacowanie z dotu znajdujemy w podobny sposéb.

Twierdzenie 5 Jesli a, — 0 oraz ciqg (b,) jest ograniczony, to a, -

b, — 0.

Twierdzenie 6 (Dziatania na ciagach zbieznych) Jezeli a, — a oraz
b, — b, to

1. ap+b, — a+b,
2. a, - b, — ab,
3. 3= — ¢, 0ileboraz b, sq rozne od zera.

Twierdzenie 7 (TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH) JeZeli a, <
¢n L by oraza, — g ib, — g, toc, —g.
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Twierdzen tych nie bedziemy tutaj dowodzili. Dowody mozna zna-
lez¢é w prawie wszystkich podrecznikach. Przy rozwiazywaniu zadan
zamieszczonych na koncu tego paragrafu przydatny bedzie nastepu-

lacy
Whiosek. Jezeli lim | “2tL |< 1, Lo a, — 0.

W nastepnym paragrafie bedziemy nawiazywali do nastepujace;j
wtasnosci ciagow zbieznych:

Twierdzenie 8 (Cauchy) Jezeli ciqg (a,) jest zbiezny, to

AV A lan—an] <e

e>0NeEN nm>N

Dowdd. Wezmy e > 0. Liczbe naturalna N w definicji granicy
dobierzmy do ¢/2. Dla n,m > N speklione sa nieréwnosci: | a, — ¢ |<
€/2 oraz | a,, — g |< €/2. Wobec tego

€

2

€
| an = am |=] (a0 = g) = (an —g) IS| @ =g [+ an —g |< 5+ 5 =€
Wiasnosc ciagdéw zbieznych wymieniona w powyzszym twierdzeniu na-
zywana bywa wlasnosciq Cauchy a ciag, ktéry ja posiada nazywamy
ciggiem Cauchy.

1.3.2 Nieelementarne wlasnosci ciggow

Rozpatrywane do tej pory wtasnosci ciagéw maja wspolna ceche —
daja sie tatwo dowodzi¢. Obecnie zajmiemy sie kilkoma wlasnosciami,
ktorych nie tylko tatwo, ale w ogole nie da sie udowodni¢ metodami,
ktore stosowalismy do tej pory. Przyczyna lezy w tym, ze potrzebne
beda charakterystyczne wlasnosci zbioru liczb rzeczywistych. Mozliwe
sa tutaj dwie drogi. Pierwsza z nich, czesto uzywana w obszernych kur-
sach analizy polega na konstrukeji liczb rzeczywistych, i wtedy mozna
udowodni¢ te wlasnosci. Druga, ktora tutaj wybieramy, to przyjecie
jednej z tych wlasnosci jako zalozenia i udowodnienie pozostatych na
tej podstawie.
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Twierdzenie 9 Nastepujgce wlasnosci ciggow sq rownowazne:
1. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
2. Kazdy cigg Cauchy jest zbiezny.

3. Kazdy ciqg ograniczony posiada podciqg zbiezny. (Bolzano—Weier-
strass)

Zamiast catego dowodu wykazemy tutaj tylko wynikanie 2 = 3.
Niech (a,) bedzie ciagiem ograniczonym, czyli | a, |[< M dla pewnego
M. Mamy wybrac¢ podciag (a,,) zbiezny. Metoda wyboru jest naste-
pujaca: dzielimy przedzial [— M, M| na potowy. Conajmniej w jednej
z nich jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Niech a,, bedzie kto-
rymkolwiek z a,, nalezacych do tej potowy. Wybrana potowe dzielimy
znowu na potowy 1 stwierdzamy, ze w conajmniej jednej z nich jest
nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Jako a,, wybieramy ktorykolwiek
z wyrazow ciagu nalezacy do tej potowy (a wlasciwie ¢wiartki), z tym
tylko warunkiem, zeby jego numer ny byt wiekszy od nq (dlaczego).
Poniewaz wyrazow a, w wybranej czesci bylo nieskonczenie wiele, za-
wsze takie a,, mozna znalez¢. Dalsze wyrazy podciagu wybieramy w
analogiczny sposéb. Zauwazmy, ze po wykonaniu N krokéw wszystkie
nastepne wyrazy podciagu bedziemy wybierali z odcinka o dtugosci
M /2N, Wobec tego wyrazy wybranego podciagu spelniaja warunek:
jezeli k1 > N, to

| @ny — an, |< N

Poniewaz dla kazdego ¢ > 0 mozna znalez¢ takie N, ze M /2N < ¢
(ciag M/2N — 0), wnioskujemy, ze (a,,) jest ciaagiem Cauchy, a
zalozylidmy, ze takie ciagi sa zbiezne. 02

Kresy zbioréw

Niektdre zbiory ograniczone z gory, na przyktad | —oo, 0] maja element
najwiekszy (w tym przypadku zero) inne, jak [0,1[ nie maja go, za

?Taki znaczek bedziemy stawiali na koncu dtuzszych dowodéw, aby mozna byto
szybko zorientowaé sie, gdzie ten koniec jest.
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to i1stnieje najmniejsza liczba wieksza od wszystkich jego elementéw.
Obydwie te mozliwosci ujmuje pojecie kresu zbioru.

Definicja 5 Niech A C R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym
z gory. Kresem gérnym zbioru A, oznaczanym sup A (supremum) A
nazywamy najmniejszq liczbe ¢ takq, ze dla wszystkich a € A zachodzi
a < c.

Analogicznie definiuje sie kres dolny zbioru A ograniczonego z dotu
oznaczany inf A (infimum). Definicja ta oczywiscie nie gwarantuje ist-
nienia kreséw. Okazuje sie, ze istnienie kresow zbiorow ograniczonych
jest rownowazne nieelementarnym wtasnosciom ciagéw wymienionym
w Twierdzeniu 9. Dowdd tej réwnowaznosci jest bardzo dobrym, wcale
nie trudnym ¢wiczeniem.

Dla zbioréw, ktore nie sa ograniczone z gory kresu gornego nie
definiujemy. Przyjeto sie jednak w takim przypadku pisa¢ sup A =
oo 1 analogicznie inf A = —oo w przypadku zbioru A, ktory nie jest
ograniczony z dotu. Zapis taki oznacza tylko to, ze dany zbidr nie jest
ograniczony z gory ew. z dotu.

1.3.3 Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

Sposréd ciagdéw rozbieznych mozna wyrdznic te, ktére sa co prawda
rozbiezne, ale maja pewne wtasnosci podobne do ciagdéw zbieznych.

Definicja 6 Ciqg (a,) nazywamy rozbieznym do nieskornczonosci i pi-
szemy a, — oo, jezeli

AV Aas>M.

MeR NeN n>N

Zmieniajgc kierunek nierownosci na a, < M otrzymamy definicje
ciggu rozbieznego do —oc .

Zauwazmy, ze ciagi rozbiezne do nieskonczonosci maja niektore
wlasnosci clagéw zbieznych. Na przyktad a, — oo oraz b, — oo po-
ciaga za soba a, + b, — oo, natomiast nie mozna ogdlnie niczego
powiedzie¢ o ciagu (a, — b,).
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Zadania

1. Zbada¢ zbieznos¢ i, o ile istnieja, znalez¢ granice ciagéw:

N b — 2n’+5n-3. _ _2m43" |
n — 3n n - 100+7L+‘)’L2’ c‘)’L - 2n+l+3'n—l7

o 23n+32n‘ o 3n X o n6.
dn—Ta en—zﬁ, fn—Q—n,

__ 27, _ n!. c __ sinn,
gn—ﬁa hn—n_n; tn = n !

o= T S = YTEE; L=Vl n -
2. Zmalezc¢ granice ciagow:

dp41 = \/2 + ap, 1 = \/5, bn+1 = ﬁ, bl = 1.

3. Zmalezc¢ kresy zbioréw:

1 2 n
A= R:z2<?2 B:{——... }
{:L.E € < }7 2737 7n_|_17
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1.4 Funkcje ciggle

1.4.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Rozpoczniemy od przyktadu. Mamy znalezé granice ciagu (a,,) zdefi-
niowanego rekurencyjnie:

41 =V2+a,; a = V2.

Najpierw dowodzimy przez indukcje, ze jest to ciag rosnacy i1 ograni-
czony. Nastepnie korzystamy z nieelementarnej wtasnosci zbioru liczb
rzeczywistych — zbieznosci ciagéw monotonicznych 1 ograniczonych.
Dochodzimy do wniosku, ze (a,) jest ciagiem zbieznym. Aby znalez¢
jego granice zauwazamy, ze jesli a,, — ¢, to a,41 — ¢, zatem 1 prawa
strona wzoru rekurencyjnego definiujacego (a,) musi by¢ zbiezna do
g. Granice prawej strony znalezlibySmy tatwo, gdybysmy wiedzieli, ze
an — g = 2+ a, — /2 + g. Wiedzieliby§my wtedy, ze g spel-
nia réwnanie: ¢ = /2 + ¢g. Jedynym rozwiazaniem tego réwnania jest
g = 2. Sprawdzamy:

2—|—an—2—g
\/2‘|‘an_\/2‘|’ = < Ay —

Twierdzenie o trzech ciagach pozwala teraz na Wmosek, 7e rzeczywiscie
zachodzi wynikanie a, — ¢ = 2+ a, — /2 + ¢ i problem jest
rozwiazany.

Uogolnienie wtasnosci funkeji  — /2 + z, z ktorej tu korzystali-
smy jest jednym z podstawowych poje¢ matematyki:

Definicja 7 (DEFINICJA CIAGLOSCI WEDLUG HEINEGO) Mowimy,
ze funkcja f jest ciaglta w punkcie zg, jezeli dla dowolnego ciggu =, —

xo zachodzi f(x,) — f(xo).
Réwnowazny warunek stawia inna definicja, pochodzaca od Cau-
chy’ego.

Definicja 8 (DEFINICIA CIAGLOSCI WEDLUG CAUCHY'EGO) Mo-
wimy, ze funkcja [ jest ciagta w punkcie xg, jezeli

AV A @)= flxo) [<e

>0 6>0 z:|z—zo|<§
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Funkcje nazywamy ciqglq na zbiorze A, jesli jest ciaglta w kazdym
punkcie zbioru A. W powyzszych definicjach milczaco zakltadamy, ze
funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu zg.

Twierdzenie o dziataniach na ciagach zbieznych daje, jako prosty
wniosek, nastepujace twierdzenie o dziataniach na funkcjach ciagtych:

Twierdzenie 10 Zalozmy, zZe funkcje [ @ g sq ciggle w punkcie xg
(ew. na zbiorze A). Wiedy funkcje f+g, fg, [/g° sa ciggle w punkcie
zo (na zbiorze A).

Korzystajac z tego twierdzenia mozemy znalez¢ dosy¢ obszerna
klase funkeji o ktérych wiemy, ze sa ciagte. Stwierdzamy bowiem naj-
pierw, ze funkcje state sa ciagle oraz funkcja tozsamosciowa: f(z) = z
tez jest ciagla (bo z, — 9 = x, — z¢). Wynika stad, ze wielo-
miany sa ciagle, a takze ilorazy wielomianéw (tzw. funkcje wymierne)
sa ciagle.

Ciagtos¢ innych funkcji elementarnych trzeba jednak osobno do-
wodzic¢. Zobaczmy, jak mozna to robi¢ na przyktadzie funkcji sinus.
Skorzystamy z prostej nieréwnosci:
| sinz —siny |:|2sin$_ycos$+y I<|z—y|.

2 2

Wida¢ stad, ze z,, — xg = sinz,, — sin .
Ciagtlos¢ ztozenia funkceji ciaglych jest trescia nastepnego twierdze-
nia:

Twierdzenie 11 Jezeli funkcja [ jest ciggla w punkcie xo, a funkcja
g jest ciggla w punkcie f(xo), to funkcja g o f jest ciggla w punkcie
Zg.

1.4.2 Nieelementarne wtasnosci funkcji ciaglych

Mniej elementarne wlasnosci funkcji ciagtych zawieraja nastepujace
twierdzenia:

3Tutaj zaktadamy dodatkowo, ze g(zg) # 0.
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Twierdzenie 12 (WEASNOSCI FUNKCIT CIAGEYCH NA ODCINKU 7
KONCAMI) Zalézmy, ze [ jest funkejq cigglq na [a,b]. Wiedy

1. f jest ograniczona,
2. f przybiera najwickszq © najmniejszq wartosé na [a,b].

Twierdzenia tego nie bedziemy tutaj dowodzili, zauwazymy tylko,
ze obydwie tezy przestaja by¢ prawdziwe, jesli w zalozeniu zastapic¢
odcinek [a, b] przez |a, b|.

Twierdzenie 13 (O CIAGLOSCI FUNKCII ODWROTNET) Jezeli funk-
cja [ jest ciggla na [a,b] i jest roznowartosciowa, to funkcja odwrotna

do [ jest ciggla na [f(a), f(b)].

To twierdzenie daje od razu ciaglos¢ funkcji odwrotnych do tych,
o ktorych ciaglosci juz wiemy, na przyktad pierwiastkow i funkeji od-
wrotnych do trygonometrycznych.

Przy rozwiazywaniu rownan pomocna jest czasem nastepujaca wta-
snosc¢ funkeji ciagtych:

Twierdzenie 14 (WELASNOSC DARBOUX FUNKCII CIAGLYCH) Je-
zeli funkcja [ jest ciggla na odcinku [a,b], a na koncach odcinka przy-
biera wartosci o réinych znakach, np. f(a) > 0, f(b) < 0, to istnieje
¢ € [a,b] takie, Ze f(c) = 0.

Dowéd. Zatézmy, ze f(a) >0, f(b) < 0. Niech z1 bedzie srodkiem
odcinka [a,b]. Jezeli f(x1) > 0, to jako x5 wybieramy $rodek odcinka
[z1, f(b)], jeshi f(z1) < 0, to z2 bedzie srodkiem odcinka [a, z1], a jeshi
f(z1) = 0, to problem jest rozwiazany i przerywamy zabawe. Dale]
postepujemy analogicznie. Albo znajdziemy rozwiazanie w skonczonej
liczbie krokéw, albo otrzymamy ciag (z,) o nastepujacych wtasno-
sciach:

1. Jesli n,m > N, to | @, — 2, |< 1520

2. Dla kazdego z, istnieje y, takie, ze | z, — y, |< w;—f' a funkcja

f przyjmuje w y, warto$¢ innego znaku niz w z,,.
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Pierwsza wlasno$¢ pociaga za soba zbieznosc ciagu (z,). Oznaczmy
przez c granice ciagu (z,). Wtedy y,, — ¢. Z ciagltosci funkcji f mamy
f(z,) — f(e) oraz f(y,) — f(c), skad wynika, ze f(z,)- f(y,) —
f(c)®. Wiemy jednak, ze f(z,) - f(y.) < 0, wobec czego f(c)* < 0,
czyli f(¢)=0.0

Metoda zastosowana do udowodnienia istnienia rozwiazania roéw-
nania f(z) = 0 jest calkiem niezlym sposobem przyblizonego roz-
wiazywania takich réwnan. Wystarczy znalez¢ dwa punkty a 1 b, w
ktérych funkcja przyjmuje wartosci o réznych znakach (metoda nasza
nie wskazuje, jak to zrobic, trzeba mie¢ po prostu troche szczescia),

zastosowanie tej metody daje po n krokach doktadno$é¢ nie gorsza niz
b—a
P

Pewna modyfikacja tej metody daje niekiedy (ale nie zawsze) lepsze

wyniki, tzn. szybsza zbieznosc ciagu przyblizen. Modyfikacja polega

na tym, ze zamiast bra¢ za kazdym razem srodek odcinka, na koncach
ktorego funkcja przyjmuje wartosci o réznych znakach, bierzemy punkt
odcinka, ktorego odlegtosci od koncow sa proporcjonalne do wartosci
na koncach. Modyfikacje te nazywa sie metodq siecznych. Ilustruje to
rysunek:

y=f%)

Metoda siecznych
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Zadania
1. Zmalez¢ przyklad funkcji ciaglej na ]0, 1], ktéra
(a) nie jest ograniczona,
(b) nie przybiera wartosci najwiekszej.
2. Ocenic¢ doktadnos¢ n—tego przyblizenia rozwiazania réwnania
f(z) = 0 otrzymanego opisanymi wyzej metodami.
ﬁ 1.4.3 Granica funkcji
. Przyjrzyjmy sie definicji ciagtosci funkcji wedtug Heinego:
[ jest claglta <= [z, — xo = f(zn) — f(20)]
Warunek, ktory tam wystepuje mozna podzieli¢ na dwie czesci:
e Ciag (f(x,)) jest zbiezny do pewnej liczby g.
e Granica g jest réwna warto$ci funkeji f(xo).

Pierwszy z tych warunkéw nie wymienia wartosci funkeji f(z¢), ma
wiec sens niezaleznie od tego, czy funkcja f jest okreslona w punkcie
xg, czy tez nie. Prowadzi to do pojecia granicy funkcyi:

Definicja 9 Mowimy, ze funkcja [ ma w punkcie xg granice g, jezeli
dla kazdego ciqgu x, — xo; v, # xo zachodzi f(x,) — g. Stosuje sie
tutaj zapis lim,_,, f(z) = g, albo f(z) — g; = — zo , albo f(z) ==
g.

Analogicznie okresla sie granice funkcji w +oo i granice niewla-
sciwe. Granicami funkcji zajmiemy sie szerzej troche pozniej, kiedy
opanujemy metody ich znajdowania. Teraz udowodnimy nastepujacy
fakt, z ktorego bedziemy korzystali w dalszym ciagu wyktadu

Przyktad
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Zaczniemy od udowodnienia nieréwnosci

sinz < z < tgx (0<:1:<g)

Na rysunku mamy w kole o promieniu R kat ostry

B AOC o mierze tukowej z, cieciwe AC i styczna

o AB do okregu w punkcie A. Poréwnujemy pole
\ ANAOC, wycinka kotowego AOC oraz ANAOB:

A

R?*sinz  R?x  R*tgz

A < <
2 2 2

Po uproszczeniu mamy te nieréwnosc.
Dzielimy sin z kolejno przez kazdy z czlonéw nieréwnosci. Otrzy-

mujemy:
sin x
1> > cos x,

x

skad ‘
0<1_s1n$ <1 —cosz.

x

Ale

. T .z
1—cosx:2sm2§<2sm§<$.

Wobec tego
sin

- 1‘ < |$|7

Nieréwnosc ta jest spetniona dla wszystkich = # 0,[z| < 7. Jesli
ciag x, — 0,2, # 0, to |z,| < § dla prawie wszystkich n i z twierdze-

nia o trzech ciagach wnioskujemy, ze

sin &,
— 1.

Ln

1.4.4 Metoda kolejnych przyblizen

Zajmiemy sie teraz rozwiazywaniem réownan o postaci f(z) = z. 7
rownaniami takimi spotkaliSmy sie juz kilkakrotnie przy badaniu gra-
nic ciagéw definiowanych wzorami rekurencyjnymi typu a,+1 = f(an).
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Stwierdzalismy, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a funkcja f ciagla, to
granica ¢ ciagu (a,) spelnia réwnanie f(g) = g¢. Obecnie intereso-
wac nas bedzie przede wszystkim rozwiazanie réwnania f(z) = z, a
ciag bedzie odgrywal role pomocnicza. Poza tym zobaczymy, ze dla
wielu funkeji f nie trzeba dowodzi¢ osobno zbieznosci ciagu, bo z gory
wiemy, ze jest on zbiezny.

Przyklad. Rozwiazujemy réwnanie 2% = 2 w nastepujacy sposéb:
Przepisujemy je w postaci /2 = 1/z i do obydwu stron dodajemy
z/2. Otrzymujemy réwnanie:

8| =

==+

x
5 .
Prawa strone tego réwnania oznaczamy przez f(z). Konstruujemy ciag
przyblizen rozwiazania réwnania f(z) = x : Bierzemy o = 1, a na-
stepne wyrazy okreslamy wzorem rekurencyjnym: z,41 = f(z,). Ob-
liczmy kilka pierwszych wyrazéw ciagu (z,):

9 = 1.416666666667;
3 = 1.414215686275;
g4 = 1.414213562375;
s = 1.414213562373;
e = 1.414213562373.

Mozna przypuszczad, ze ciag (,) jest zbiezny.

Zobaczmy, co otrzymamy inaczej przeksztalcajac réwnanie z? = 2 :
Jest ono oczywiscie rownowazne réwnaniu x = 2/z. Bierzemy f(z) =
2/, yo = 1, Ynp1 = [(yn). Wychodzi wtedy y1 = 25 y2 = 1; y3 =
2; yq =1 itd.

Widac¢, ze taki sposéb stosowania metody kolejnych przyblizen nie
zawsze prowadzi do sukcesu w postaci rozwiazania réwnania. Przedsta-
wimy tutaj twierdzenie dajace warunki wystarczajace na to, zeby ciag
kolejnych przyblizen byt zbiezny do rozwiazania réwnania z = f(z).
Potrzebne nam bedzie przy tym wyrdoznienie pewnej waznej klasy pod-
zbioréw zbioru liczb rzeczywistych R.
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Definicja 10 Podzbior A zbioru liczb rzeczywistych nazywamy zupel-
nym, jezeli granica kazdego ciggu Cauchy o elementach ze zbioru A
nalezy do zbioru A.

Pojecia tego nie bedziemy gdzie indziej wykorzystywac, wystarczy wie-
dzie¢, ze zbiorami zupelnymi sa m.in.: [a, b], [a, 0], | — o0, b], R.

Twierdzenie 15 (ZASADA BANACHA) Niech A bedzie zbiorem zu-
petnym, a [ funkcjq spelniajgeq dwa warunki:

1. f(A) C A
2 Voar Nogea | F(2) = Fy)l < qle—y[
Wtedy
1. Istnieje dokladnie jeden punkt & € A taki, Ze f(i) =% .

2. Dla dowolnego xo € A ciqg (x,,) zdefiniowany wzorami:

jest zbiezny do T .

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze kazda funkcja zblizajaca jest cia-
gla. Nastepnie bierzemy jakiekolwiek xg € A i definiujemy ciag (z,)
wzorami: 1 = f(z0); ¥np1 = f(x,) . Odlegloéci miedzy kolejnymi
wyrazami ciagu (z,) mozna tatwo oszacowaé:

|2y — 2] = [f(z1) = f(zo)] < qlz1 — z0]
|23 — 4] = |f(z2) = f(z1)] < qlez—21] < ¢®lar — zo
|Tpi1 — 20| < oo < q"r1 — x|

4Takie funkcje nazywamy zblizajgcymi albo kontrakcjams.
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Wobec tego

|$n+k - l’n| = |(l’n+k - l’n+k—1) + (l'n+k—1 - l’n+k—2) + -
‘I’($n+2 - xn+1) —I' ($n+1 - xn)|

< |pgr — Togko1| + |Tnak—1 — Tpgp—o| + -
‘|’|$n—|—2 - $n+1| —I' |$n+l - :En|

g (qn—i—k—l + qn+k—2 NS qn—}—l + qn)|$1 o $0|

g %Mjl - $0| .

Wynika stad, ze (x,) jest ciagiem Cauchy, bowiem dla n,m > N
zachodzi (nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy przyjac, ze m > n)

qn N
— <
1_q|$1 «’1?0|\1_q

|$n_$m|< |ZL’1—£L’0| .

7. zalozenia o zupetosci zbioru A wnioskujemy, ze (z,) jest zbiezny
do pewnego elementu zbioru A. Oznaczmy go przez z. Przechodzac
do granicy po obydwu stronach réwnania

LTnt+1 = f(wn)

1 korzystajac z ciagtosci funkeji f mamy

Punkt z jest jedynym spelniajacym to réwnanie. Gdyby istniat jakis
inny punkt y taki, ze f(y) =y, to mieliby$my

=yl =f(Z) = f(y)] < qlZ -yl .

Poniewaz ¢ < 1, z nieréwnosci tej wynika, ze |# — y| =0, czyli & = y.
Przez przejscie do granicy z x,, (2, trzymamy ustalone) otrzymu-
jemy nieréwnosc :
n

~ q
|z, — 2| <

|ZE1 — LCO| .

Poniewaz wynika z niej réwniez punkt 2. tezy twierdzenia, dowdd jest
zakonczony. O
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Oto rysunek ilustrujacy zasade Banacha. Odwzorowanie polega na
zmniejszeniu przez podobienstwo w stosunku ok. 60% i obrocie o kat

ok. 15°.

4

Wrocmy do naszego przykladu. Najpierw sprawdzimy, ze funkcja

[ dana wzorem f(z) = £ 4 L1 przeprowadza przedzial [1,2] w jego
podzbidér. Rzeczywiscie, z nieréwnosci z > 1 wynika 7 > %, a 7 nie-

réwnoéci # < 2 wynika + > I, wiec dla z € [1,2] mamy f(z) > 1.
Nastepnie, r <2 = S < lorazz 2 1 = % < 1, skad wynika, ze dla
z € [1,2] mamy f(x) < 2.

Do zbadania, czy f jest kontrakcja wlasciwsze sa metody rachunku

rézniczkowego (ktére niebawem poznamy), tutaj sprébujemy zrobié to

bezposrednio:
x 1y 1
)= 1) = |5+ 35— 1) =
11 1
(z — y)(§ - @) X §|$ -yl

Uwzgledniliémy tutaj zalozenie, ze z,y € [1,2].
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Zadania
1. Wykorzystujac zasade Banacha udowodni¢ zbieznosc 1 znalezc¢

granice ciggow:

(a) an_H:l—I—i; a =1,

(b) @py1 = V2 +ay, ; a; = V2.

2. Zbadac zbieznos¢ ciagu kolejnych przyblizen dla réwnania f(x)
x 1 oceni¢, ktore przyblizenie daje dokladnosc¢ nie gorsza, niz

1074
(a) cost=x; 20=0,
(b) sinz=xz; zo=1,

(c) tgz=x; zo=1.

5Uwaga! Tutaj zasada Banacha nic nie daje. Trzeba samemu coé wymyélié.

®Jeszcze gorzej, niz w poprzednim zadaniu.
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1.5 Rachunek rézniczkowy

1.5.1 Pochodna

Ogladajac w dostatecznie duzym powiekszeniu wycinki wykreséw réz-
nych funkcji obserwujemy, ze wygladaja one jak proste. Czy tak musi
byc¢ dla kazdej funkcji? Nie, ale skonstruowanie przyktadu wcale nie
jest proste. Zastanéwmy sie, na czym polega ta wlasnos¢. Prosta ma
rownanie y = ax + b, a wykres funkcji f bierze sie z réwnania y =
f(x). Wezmy jaki§ punkt xo. Niech yo = f(z0). Podstawiajac h =
T — xo mamy réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (zg,yo): y =
f(zo)+ah . Poréwnujemy to z réwnaniem wykresu funkeji y = f(zo+
h). Oznaczmy przez r(zo, k) réznice r(zo, h) = f(zo+h)—[f(z0)+ah].
Wykres funkeji ma byé¢ (gdy ogladamy maly wycinek w powiekszeniu)
podobny do prostej. Oznacza to, ze mozna dobra¢ taki wspdlezyn-
nik kierunkowy a prostej, zeby réznica miedzy nimi byta "mata”. To
wlasnie podobienstwo precyzuje pojecie rézniczkowalnosci.

Definicja 11 Funkcje [ nazywamy rézniczkowalna w punkcie zg, je-
zeli wstnieje takie a € R, ze w rozkladzie

flzo+ k) = f(zo) + ah + r(zo, )
roznica r(xo, h) spelnia warunek

lim L%’ h)

h—0 h :O

Funkeje [ nazywamy rozniczkowalng na zbiorze A, jezeli jest roz-
niczkowalna w kazdym punkcie zbioru A. IHoczyn ah nazywamy réz-
niczka funkcji f w punkcie xq odpowiadajgcq przyrostowi h i ozna-

czamy df (zo, h).
Latwo stwierdzi¢, ze jesh funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie
T, to a, o ktérym mowi definicja, jest tylko jedno. Rzeczywiscie, niech

a spelnia warunek podany w definicji. Wtedy

f(zo+ h) = f(x0) + ah + ri(zo, h)

-
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i spelniony jest warunek

Wobec tego
r(xo, h) — ri(zo, h) _

0= P
fiy L @0+ h) = flzo) —ah — [f(zo + 1) — f(zo) —ah] _ .
h—0 h )

Wspotezynnik @ mozna obliczy¢:

L o+ h) = (o) . ah+r(wo,h)

h—0 h h—0

=a .

Definicja 12 Pochodna funkcji [ w punkcie xq nazywamy

- flzo+h) = fzo) 4
i h = ['(z0) -

Odwzorowanie xo — f'(x9) nazywamy pochodna funkeji f i ozna-
czamy przez f'.

)7
Jxth)
r(x,h)
dftx,h)
Jixy)
h
0 X, x,th X

Pochodna funkcji w punkcie
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Przyda sie tutaj uwaga na temat terminologii. Przyrost A zmiennej
niezaleznej x nazywany bywa rozniczkq tej zmiennej i oznaczany dx,
co daje taki oto wzdr na rézniczke:

df (zo,dz) = f'(x¢) - dz, a w skrécie df = f'dzx.

Mozna z tym wiazac¢ oznaczenie pochodnej wywodzace sie od Leibniza
=4

dx’

Wzér ten trzeba traktowac ze szczegdlna ostroznoscia, bo tatwo dojsé

do nonsenséw. Dlatego bedziemy go traktowali wytacznie jako jedno

z oznaczen pochodnej.

Interpretacje geometryczna pochodnej nasuwa sie sama, jesli wiemy,
jaka jest rola wspétczynnika a w réwnaniu prostej y = ax. Jest to tan-
gens kata o« nachylenia prostej (w naszym przypadku stycznej) do
wykresu funkcji.

Zapiszemy definicje pochodnej (te druga) jeszcze inaczej, piszac
Az zamiast h oraz Af zamiast f(xo+ h) — f(x0):

of
! T Y
f (:EO) - Alalcr—r}o A_x

7. pojeciem pochodnej w takim sformutowaniu spotykaliscie sie w
kursie fizyki. Jezeli argumentem funkcji jest czas, to pochodna funkcji
okresla "szybkos¢ zmian” tej funkcji. Przyktady sa tu nastepujace:

e pochodna funkcji ¢t — z(t) opisujacej zalezno$¢ polozenia od
czasu jest predkos¢ chwilowa. Definicja pochodnej to okreslenie
predkosci chwilowej jako granicy predkosci sredniej, gdy przyrost
czasu dazy do zera.

e przyspieszenie jest pochodna predkosci.

e w prawie indukcji elektromagnetycznej Faraday’a wystepuje szyb-
kos¢ zmian strumienia indukcji magnetycznej. Jest to tez po-
chodna.

e natezenie pradu elektrycznego jest pochodna funkcji opisujace]
zaleznosc¢ tadunku, ktory przeptynat przez przewodnik od czasu.
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1.5.2 Podstawowe wlasnosci i1 obliczanie pochod-
nych

Twierdzenie 16 Jesli funkcje f, g sq rozniczkowalne, to f+q, fg, f/g ™
sq rozniczkowalne i

(f+9)=1+4d,

(fg9) =fg+1fd,

(j)' _I'9—1d
g ¢

Udowodnimy tylko drugi z tych wzoréw.

(fg)(z +h) = (fg)(x)
h

oyt =ote)

ot b= g2

g(z)

Jesli uwzglednimy fakt, ze funkcja rézniczkowalna musi byc ciagta
(sprébuj to udowodnic¢), to zobaczymy ze granica prawej strony przy
h — 0 rowna sie

f(2)d'(x) + f'(x)g(z).

Twierdzenie 17 (POCHODNA FUNKCIT ZLOZONEJ)
(fog)=(["o9) 4"

Po wstawieniu argumentu z ostatnie twierdzenie zapisuje sie tak:

(fog)(z)= f(g(x))g ().

-1
Rézniczkujac stronami tozsamosé (f of)(x) = z otrzymujemy

“Tutaj potrzebne jest takie samo zastrzezenie jakie czyniliémy kilka razy w
podobnych sytuacjach.
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Twierdzenie 18 (POCHODNA FUNKCIT ODWROTNEI) Jezeli funkcja
-1
[ jest rozniczkowalna w punkcie x, posiada funkcje odwrolng [ roz-

niczkowalng® w punkcie y = f(z) , to

(}1)'@,) - f’%&v) '

Na podstawie tych twierdzen mozemy znalezé pochodne bardzo
obszernej klasy funkcji. Najpierw zauwazmy ze pochodna funkcji statej

jest réwna zeru. Obliczymy pochodna funkeji f(z) = 2:

f'(z) = lim ath)—z

h—0 h :1

Zastosowanie wzoru na pochodna iloczynu daje (¢ — stala)
(ef) =ef".
@) = (@) =1 (@) o (27 =
2"z (2 ) = =2

Majac te dwa wzory mozemy znalez¢ pochodna dowolnego wielomianu,
wykorzystanie wzoru na pochodna ilorazu daje pochodne funkcji wy-
miernych.

Wykorzystamy teraz twierdzenie 18 do znalezienia pochodnej funk-
cji g(x) = /z. Wiemy ze g jest funkcja odwrotna dla funkcji f(z) = 2?
ograniczonej do [0, oc[. Do zastosowania twierdzenia 18 potrzebny jest
jeszcze dowdd, ze g jest funkcja rézniczkowalna. Na razie to pomijamy,
ale powrécimy do tej sprawy, kiedy bedziemy mieli ogélne twierdzenie
na ten temat.

[u—
[u—

co po podstawieniu = = /y daje

_ 1

= 2\/37 .

8Zobaczymy niebawem, ze znajomoéé pochodnej f/ na ogdt pozwala na stwier-

-1
dzenie, czy f istniegje i czy jest funkeja rézniczkowalna.

(Vo)
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Pochodne funkcji trygonometrycznych.

) ;o sin(:z:—l—h)—sin:z:_ ) QSiH%COSQTTM
(sinz) = }LE% ; = lim ;
. sin% 2¢ + h
}LI_I% g COs—5— =coszT.
2
Korzystalismy tutaj z faktu, ze lim,_gsinz/z = 1 oraz z ciagloéci
funkeji cos.
(cosz) = [sin(g — )] = cos(g —z)- (g —z) = —sinx
(tg;z;)’ _ <sin$)’:coszx—|—sin2$ _ 1
cos T cos? x cos?x
cosz\’ 1
(tga) = (50) =
sinx sin” x
(arcsin )’ 1 1
arcsinz)’ = =
cos(arcsinz) /1 — 22’
( y 1 1
arccost) = = —
— sin(arc cos x) N
cos?(arctg )
tgz) = cos’(arctgz) =
(arctg ) cos” (arctg 7) cos?(arctg z) + sin®(arctg x)
B 1
1422
— sin?(arcctg z)
tgz) = —sin? tgz) =
(arcetg ) sin” (arcctg ) cos?(arcctg x) + sin®(arcctg z)
B 1
- 1422

Aby lista byta pelniejsza podamy jeszcze wzory na pochodne funkcji
wykladniczej 1 logarytmu, o ktérych szerzej bedziemy moéwili nieco
poznie;j.

—~
o
8
~—
~
Il
o)
8
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1.5.3 Twierdzenia o wartosci Sredniej i ich konse-
kwencje

Twierdzenie 19 (ROLLE’A) Jezeli funkcja f jest ciggla na [a,b] i
rozniczkowalna na la,b] oraz f(a) = f(b), to istnieje ¢ €]a, b[ takie, Ze

f'le)=0.

Dowdéd. Funkcja f na mocy twierdzenia 10 przybiera najwieksza
i najmniejsza wartoS¢ w przedziale [a, b]. Jesli te wartosci sa réowne
to f jest stala 1 punkt ¢ znajdziemy bez trudu. Zalézmy wiec, ze
najwieksza wartos¢, przyjmowana przez [ na [a,b], jest wieksza od
f(a). Oznaczmy przez ¢ punkt, w ktérym f ma najwieksza wartosc.
Oczywiscie ¢ €]a, b[. Wykazemy, ze f'(c) = 0.

o) i L (@)

h—0 h

Poniewaz f(c) jest najwieksza wartoscia funkeji f, mamy f(c+ h) <
f(c). Wobec tego dla h > 0 mamy

fle4+h)— f(c)
h

<0,

a dla h < 0 znak nieréwnosci jest przeciwny. Wynika stad, ze f'(¢) = 0.
O

Twierdzenie 20 (LAGRANGE’A O WARTOSCI SREDNIEI.) Jezeli funk-
cja f jest ciggla na [a,b] i rézniczkowalna na la, b, to istnieje ¢ €]a, b]
takie, ze
f’(c) _ f(b) — f(a) )
b—a

Dowéd. Wezmy funkeje pomocnicza

-
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F spelnia takie same warunki ciaglosci i rozniczkowalnosci jak f,
ponadto F(a) = f(a) = F(b), mozna wiec zastosowaé twierdzenie
Rolle’a, ktore daje

b) —
0= F(e) = flo)— LW =S(@) o
b—a
Twierdzenie to ilustruje rysunek:
4
Y
Jb)
y=Ie
Jfla) ‘
0 a c X

llustracja twierdzenia Lagrange'a

Twierdzenie 21 (CAUCHY EGO O WARTOSCI SREDNIEJ) Niech f i g
bedq funkcjami cigglymi na [a, b] i rézniczkowalnymi nala, b[. Zalézmy
ponadto, zZe g' ma stale len sam znak w |a,b]. Wtedy istnieje ¢ €]a, b]

lakie, Ze
fb) = fla) _ 1)
g9(b) —gla)  g'(c)

Dowdd. Wezmy funkcje pomocnicza

NN CE ORI
Sprawdzamy, ze F(a)=f(a)=F(b). Zastosowanie twierdzenia Rolle’a
daje

o /C o /C _f(b)_f(a) /C

a stad mamy teze twierdzenia. a
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Whioski z twierdzenia Lagrange’a.

Jesli zmajdziemy takie M, ze dla kazdego ¢ €]a, b] zachodzi |f(¢)|
M, to z twierdzenia Lagrange’a bedziemy mieli nieréwnos¢ |f(z)
f(y)| < M|z — y| dla wszystkich z,y €]a, b[.

<

Twierdzenie 22 Jezeli f'(z) = 0 dla wszystkich x €]a,b[, to [ jest
stata na |a, bl.

Rzeczywiscie, na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy dla =,y €

Ja, bl f(2) — f(y) = f'(e)(x —y) = 0, bo f/(c) = 0.

Twierdzenie 23 Jezeli funkcja [ jest rézniczkowalna na ]a,b] oraz
f'>0 nala,b, to
1. [ jest funkejq rosngceq |a, b,

-1
2. funkcja odwrotna f jest rozniczkowalna.

Dowdéd. Wezmy x < y, x,y €]a, b|. Z twierdzenia Lagrange’a mamy

Iy) = (=)
Y —x

=f'(¢), cé€la,b[.

7 zalozenia f'(c¢) > 0, wiec f(y) > f(z). Ciaglos¢ funkcji odwrotnej
wynika z (odpowiednio uzytego) twierdzenia 11. Badamy rézniczko-

—1
walnos¢ f. Bierzemy y,y + k € f(]a,b]) i wprowadzamy nastepujace

-1
oznaczenia: = f (y), x +h=f (y + k). Wtedy

-1 -1

fly+k)- 1y r+h—=x

k ~ fle+h) = flz)

-1
Ciaglo$é¢ f oznacza, ze k — 02 = h — 0, wobec czego prawa strona
tego réwnania przy k — 0 dazy do 1/f'(z). Pray okazji po raz drugi
-1
znalezliSmy wzor na pochodna f. O

9Wyrazenia typu k — 0 nalezy czytaé: ”dla kazdego ciagu k, — 0 itd.”
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Reguta de ’Hospitala

Zajmiemy sie teraz pewnym prostym twierdzeniem dajacym wygodne
narzedzie do znajdowania granic funkcji.

Twierdzenie 24 (REGULA DE L'HOSPITALA) Niech f i g beda funk-
cjami cigglymi na [a, b] i rézniczkowalnymi na |a, b[. Zalézmy ponadto,
ze f(a) = g(a) =0, a g(x) i ¢g'(x) sq rozine od zera dla x # a. Jezeli

1stnieje granica
!
x
AC)

r—a g/(x)

?

lo islnieje rowniez granica

()
i 065

i obydwie te granice sq rowne.

Dowdd. Korzystamy z twierdzenia Cauchy’ego o wartosci sredniej

dla odcinka [a, z].

f@) _ fla) = §(0) _ F(e)
g(z)  glz)—g(0)  g(c)’
gdzie a < ¢ < z. Jesli teraz ciag =, — 0, to ¢, — 01 twierdzenie jest

udowodnione. O
Uwagi.

=
&

e Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli granice w punkcie a za-
stapi sie przez +oo lub —oo, a takze, jesli warunek f(a) = g(a) =
0 zastapi sie przez f(z) == oo, g(z) == co. Dowody sa wtedy
troche trudniejsze, szczegdlnie w tym ostatnim przypadku.

e Istnienie granicy ilorazu pochodnych jest warunkiem wystarcza-
Jjgcym istnienia granicy ilorazu funkcji. To, Ze nie jest warunkiem
koniecznym wida¢ z nastepujacego przyktadu:

i 4x + cosx _o

z—oo 2y + cosx ’
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natomiast granica ilorazu pochodnych
. 4 —sinz
lim ———
¢=00 ) —sin x

nie istnieje.
Przyktady. Mozna wyrdznic kilka typow granic, do znajdowania

ktorych przydaje sie reguta I’'Hospitala. Typy te bedziemy oznaczali

symbolami:

0 oo

0 = 0- 00, oo — 00,1, 0%, o®
Musimy jednak zawsze pamietac, ze sa to oznaczenia typow problemdw,
a nie liczb. Nie dowiemy sie tutaj, ile to jest np. % — w dalszym ciagu
przez zero dzieli¢ nie wolno.

Typ % 1. Znajdziemy
In(1
fim 20+ 2)
r—0 €
Licznik 1 mianownik daza do zera przy r — 0. Badamy

iloraz pochodnych
1

14z =—0 1
Wobec tego szukana granica jest réowna 1.

o eff—=1—=x
lim ———
=0 1 — cosx
Zastosowanie reguty I'Hospitala sprowadza zadanie do szu-

kania granicy
.oet—1
lim —
=0 sinzx

a to jest znowu zadanie typu %. Jeszcze raz stosujemy regute
I’Hospitala 1 otrzymujemy

61‘

=1.

lim
z—0 cos T

Wobec tego poprzednia granica jest rowna 1, a na tej pod-
stawie szukana granica tez jest rowna 1.
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Typ =
Inz 1 2
Iim — = lim %2 = lim —=0.
Typ 0-
1 1

limzlnz = lim ¥ = lim % = lim(—z) =0 .

z—0 z—0 ; z—0 —I—2 z—0
Typ o — ¢

Wyrazenie typu f — g, gdzie f — 00 i g — oo mozna sprowadzic
do typu % lub 22 stosujac np. tozsamosc

1_1
_ f
f—g9g="7 1
fg
Przyktad:
‘ 1 1 . . sinz —=x
11m<—— - ):hm:hm-i:
r—0 \ 1 ST z—0 z—0 xsinx
. cosx — 1 . —sinw
lim ——— = lim =0.

r—0sinx +xrcosx ©—02cosT — TsSINT
Typy 1°°, 0° 1 oc?

Zadania tego rodzaju mozemy probowac rozwiazywac przedsta-
wiajac wyrazenia typu f? w postaci €™/ lub, co na jedno wy-
chodzi, logarytmujac badane wyrazenie. Oto przyktady:

1.
) 1\° . 1
lim (1 + —) = lim exp [:z: In (1 + —)]
T—00 xT r—00 X
Badamy wiec granice
1 In{1+1
Iim zIn (1—|——) = lim M =
T

xr
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Wobec tego (korzystamy z ciaglo$ci funkcji wyktadniczej)

1 T
lim (1 + —) =exp(l)=e.
T

r—00

2.
lin% ¥ = lin%exp(:z: Inz) = exp(ling:z;ln z)=-exp(0)=1.
Zadania.

1. Funkcja [ spelnia warunek f' = f". Zakladajac, ze funkcja od-
-1
wrotna [ istnieje i jest rézniczkowalna znalezé jej pochodna.

2. Znalez¢ granice funkcji

(a)

sinx — & . In(l+z)—= ]
lim——, lim——, lim
z—0 ZES z—0 ZEZ r—0 x

sinz —tgx
3 3

(b)

‘ 1 ‘ L ‘ T 1/Inz
lim (— — ctg x) , limai=,  lim (5 —arctg w) :

z—=0 \ g z—1 r—00

1.5.4 Pochodne wyzszych rzedéw

Jezeli pochodna f’ funkcji f jest funkcja rézniczkowalna, to jej po-
chodna (f') nazywamy druga pochodna funkcji f i oznaczamy f”.

Stosuje sie takze oznaczenie ji—g’. Analogicznie wprowadza sie poje-
cie pochodnej n-tego rzedu (oznaczenie: f(") Tub %). Funkcje, ktora

posiada pochodna n-tego rzedu nazywamy n-krotnie rézniczkowalna.

-
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Wzér Taylora i zastosowania

Wprowadzajac pojecie funkcji rézniczkowalnej stwierdzilismy, ze r6z-
niczkowalnos¢ funkeji w punkcie g polega na mozliwosci przyblizania
tej funkcji w poblizu z¢ przez wielomian pierwszego stopnia. Twier-
dzenie, ktére zaraz podamy, umozliwi przyblizanie funkcji n-krotnie
rozniczkowalnej w okolicy xg przez wielomian stopnia n, przy czym
reszta bedzie spetniata znacznie mocniejszy warunek — bedzie “mata
rzedu n”.

Twierdzenie 25 (WzOR TAYLORA 7Z RESZTA W POSTACI LAGRAN-
GE’A) Niech f bedzie funkcjq (n + 1)-krotnie réozniczkowalng na la, b[.
Jezeli x,xq €|a,b], to istnieje ¢ €]xg, x| lakie, Ze

1) = o)+ L0 0 gy 4 L0

($_$0)2_|_...

-I-T(:z: — 29)" + Ru(x0, 1),
przy czym
R.(f,xo,2) = ]E:A:_l)l()c’) (x — xo)nﬂ
Komentarze.

e Podstawiajac xo = 0 otrzymamy wzér Maclaurina'®:

) J0) , F(0)
L TR TR A

flz) = f(0) "+ R,(0,2) .

e Twierdzenie 25 jest mocniejsze niz zapowiadaliSmy, przypomina
ono twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Dlatego wtasnie
musielismy zatozyc, ze f jest n 4+ 1 razy rézniczkowalna.

1%Dla dociekliwych — zbadaé, czyja praca byta wezesniej, Taylora, czy Maclau-
rina i wyjaséni¢ paradoks.
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Dowdd. Bierzemy funkcje pomocnicza

F(t) = flx) = f{t) = f(t)(z—1) -

przy czym warto$¢ statej A dobieramy tak, zeby F(zq) = 0, tzn.

f//(xo)

A = f(f)_f(lfo)_f/(iﬁo)(w_%)_ o (1’_5’50)2_"'
(n) o n !
f n(! )(:,; — )" % , (1.1)

Funkcja f spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a: F'(z) = F(zo) = 0,
a rézmiczkowalnos¢ F wynika z (n + 1)-krotnej rézniczkowalnosci f.
Istnieje wiec ¢ €]zg.2[ takie, ze F'(¢) = 0, czyli

0 = —[()+1(0) =[x — &) + ["(e)(w — )
") /()

2 n—1
T (n—l)!(x_t)
fr(e) noy g@=c)
7 réwnania (1.2) otrzymujemy
A= f"+(e),
co po podstawieniu do (1.1) daje teze twierdzenia. O
Przyktlady
1. Wzér Maclaurina dla funkcji sinus daje
P B B 221
mr—r— — 4+ 4 () gt
sine =z =gt g o b T D s ),

przy czym ¢ €]0, z].
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2. Dla funkcji f(z) = (1 + ;z:)_% ze wzoru Maclaurina mamy

3 2
(1+2)7=1-2+ 2 4 Ry(0,2).
2 8
Podstawiajac we wzorze
2
E=me = %€ :
-z
r = —v?/c* otrzymujemy
2 4 2 4
B 9 v 3v B o MgV 3mgou
E = mgc ll-l-ﬁ-l-ég?]—l-ﬁa—moc—l- 5 e + R,.

Czytelnik zechce poswieci¢ troche czasu, aby sprawdzi¢, czy nie ma
btedéw w nastepujacych wzorach:

22 gt
cosT = 1—§+E_a_|_..._|_3n
I
In(1 = r— —4+———q4... .
n(l4e) = e—o+5 -1+ +R
. _ o R o
e = +$+§‘|—§+J—|—"'+ n
-1 —1)(¢g—2
(1+z)" = 1—|—q:r;—|—q(q2' ).1‘2—|-q(q ?))’(q )x3-|-..._|_Bn
z® 2P .x7 '
t — -4 T L 4R,
arctg r T 3—|-5 7_|_ +

Zajmijmy sie teraz ocena wielkosci reszty R,, we wzorze Taylora. Jezeli
1) jest funkeja ograniczona w otoczeniu punktu zg, to, pamietajac,
ze ¢ €|xg, x[ mamy

(n+1)
lim Rn(ll}o,l’) 7 f (C)

r—x) (.’L’ _ xo)n T z—mg (TL + 1)’

(x — x) = 0.

Uzywajac wzoru Taylora do przyblizania funkcji nie powinnismy
jednak zapominac o tym, ze kolejne cztony wzoru daja coraz lepsze
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przyblizenie w pewnym otoczeniu xy. Jak duze jest to otoczenie i do-
ktadnos¢ przyblizenia z géry nie sa dane; mozna co$ o nich powiedziec
przygladajac sie wyrazeniu opisujacemu reszte. Pewna ilustracja moze
by¢ przyjrzenie sie wykresowi funkcji sinus i jej przyblizen wzorem
Taylora.

Y y=x

y=x-x"/31+x"/5!

-1 y=x-x"/3/

Y=x=x"/314X/5 15/ 7!

Funkcja sinus i jej rozwiniecia Taylora

Zadanie. W jakim przedziale przyblizenie sinx &~ x ma blad
mniejszy niz 107 7 W jakim przedziale blad wzgledny tego przy-
bliZzenia jest mniejszy od 107* 7

1.5.5 Badanie funkcji

Przez badanie funkcji rozumie sie bardzo rézne rzeczy. W zaleznosci
od konkretnego problemu, np. fizycznego, zadajemy pytania dotyczace
jakiejs funkcji. Sposrod ogromnej rozmaitosci pytan, jakie mozna za-
da¢, wybieramy kilka takich, ktére sa szczegdlnie wazne, a moze po
prostu takie na ktére potrafimy odpowiadac. Sa to pytania o:

ekstrema lokalne 1 globalne — patrz definicja ponize;,

monotoniczno$¢ — podziat dziedziny funkcji na przedziaty, w ktorych
funkcja jest monotoniczna,
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wypuklo§¢ — wyrdznienie przedzialéw, w ktorych funkcja jest wypu-
kta lub wklesta (definicja niebawem),

inne interesujace wlasnosci badanej funkcji.

S

lokalne malksima

\ punikt

.. nierézniczkowalnosci
punkt przegiecia

SN

asymptota pozioma asymptota ukosna

lokalne minima

o X

asymplold pionowa

rosngea (/) 7 ‘ malejqoa (\) ‘ 7 ‘ N ‘ 7

wypukta (U ) ‘ whklesta (1) ‘ U U

Przyktad badania funkgji

Ekstrema

Definicja 13 Mowimy, zZe funkcja [ ma w punkcie xy lokalne mini-
mum (maksimum), jezeli istnieje € > 0 takie, zZe dla wszystkich x spel-
niajgeych warunek |x —xo| < € zachodzi f(x) = f(zo) (f(z) < f(x0)).
Funkcja [ ma ekstremum globalne w xq, jezeli jedna z tych nieréwno-
sci zachodzi dla wszystkich x z dziedziny funkcji.

Warunek konieczny na lokalne ekstremum funkcji podaje nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 26 Jezeli funkcja [ ma w punkcie xqg lokalne ekstremum
i jest w tym punkeie rozniczkowalna, to f'(x¢) = 0.
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Dowdéd. Jesli f ma w ¢ lokalne maksimum, to iloraz

f(xo+ 1) — flo)
h

jest dla dostatecznie malych dodatnich h niedodatni, a dla dostatecz-

nie matych nieujemnych b — nieujemny. Poniewaz granica tego ilorazu
istnieje, musi by¢ réwna zeru. a

Znajomosc pierwszej pochodnej umozliwia czasem rozstrzygniecie,
czy w punkcie zg, takim, ze f'(z9) = 0 funkcja f rzeczywiscie ma
ekstremum.

Twierdzenie 27 (WARUNEK WYSTARCZAJACY EKSTREMUM ) Jezeli
funkeja [ jest rozniczkowalna w pewnym oloczeniu xo, f'(x¢) =0, a
pochodna zmienia znak w punkcie xq, to f ma w xqo lokalne ekstremum.
Przy tym:

o Jesli f' zmienia znak z dodatniego na ujemny (czyli f'(x) > 0
dla v <z 1 f'(x) <0 dla x> x9), to f ma lokalne maksimum
w Zg.

o Jesli [' zmienia znak z ujemnego na dodalni, to jest lokalne mi-
nIMuUm.

Dowdd. Przyjmijmy, ze zachodzi pierwsza z wymienionych mozli-
wosci. Korzystamy z twierdzenia Lagrange’a: f(z)— f(zo) = f'(¢)(z—
zg). Niech z < zo. Wtedy f'(¢) > 0, 2 —z¢ < 0, wiec f(z)— f(z0) <0,
czyli f(z) < f(zo). Jeshi @ > xg, to f'(¢) <0, x — 29 > 01 dostajemy
réwniez f(z) < f(x), a wiec f ma maksimum w punkcie z. O

Wykorzystanie wyzszych pochodnych daje inny warunek wystar-
czajacy. Sformutujemy go przyjmujac troche mocniejsze, niz trzeba za-
lozenia o rézniczkowalnosci funkcji f. W praktyce zwykle spotykamy
sie z funkcjami dowolnie wiele razy rézniczkowalnymi.

Twierdzenie 28 (WARUNEK WYSTARCZAJACY EKSTREMUM) Jezel
funkcja [ jest k-krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu xy oraz
F®) jest cigglta w tym otoczeniu, a ponadto

[xo) == f(k_l)(l‘o) =0, f(k)(ilfo) # 0,
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to:

o Jezeli k jest nieparzyste, to nie ma ekstremum.
o Jezeli k jest parzyste, to jest ekstremum, przy czym:

— gdy f®) >0, jest to minimum,
— gdy f%) <0, jest to maksimum.

Dowdd. Podstawiamy do wzoru Taylora

f(x) = f(zo) + 0+ -+ + 0+ Rp_1(w0,7) = f(x0) +

7. zalozenia o ciaglosci f¥) wnioskujemy, ze dla = dostatecznie bliskich
zo f®¥)(c) ma taki sam znak, jak f)(z).

Jezeli k jest parzyste, to (z — z0)* > 0 dla = # x4, wobec tego
réznica f(x) — f(xo) ma zawsze ten sam znak, taki, jak znak f)(zo).
Zatem, gdy f®)(zo) > 0 mamy minimum, a gdy f*)(z5) < 0 — mak-
simum.

Jedli k jest nieparzyste, to (x — x0)* zmienia znak w punkcie zq,
wiec na pewno nie ma ekstremum. a

Twierdzenie to nie rozstrzyga jednak, jak mogtaby sie wydawac,
wszystkich sytuacji. Nie wszystkie funkcje sa rézniczkowalne, a poza
tym, co ciekawsze, istnieja funkcje (rézne od statych), dowolnie wiele
razy rozniczkowalne, ktorych wszystkie pochodne w jakims punkcie sa
rowne zeru. Najprostszym przykltadem jest funkcja f dana wzorem:

B exp(—r_l—2) dla = # 0,
f(x)_{() dla z = 0.

1.5.6 Funkcje wypukle

Definicja 14 Niech [ bedzie funkcjq okreslong na odcinku [a, b]. Funk-
cje [ nazywamy wypukla, jezeli dla dowolnych punktow x1,z5 € [a, b]
oraz dowolnych liczb dodatnich A1, Ay spetniajgcych warunek \y + Xy =
1 zachodzi nierownosé:

Tz + Aoze) < A fz1) + Ao f(22).
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Definicja ta ma prosty sens geometryczny. Zauwazmy najpierw, ze
x = x4 Aoz jest punktem lezacym miedzy xq 1 x4, ktorego odlegto-
sci od x1 1 13 maja sie do siebie jak Ay : ;. Prawa strona nieréwnosci
wyznacza punkt y na osi Y, ktérego odlegtosci od f(x1) i f(x2) sa w
tym samym stosunku. Punkty (z1, f(z1)), (22, f(22)), (z,y) leza wiec
na jednej prostej. Warunek wypuktosci funkcji oznacza w rezultacie to,
ze fragment wykresu funkcji pomiedzy dowolnymi dwoma punktami
lezy ponizej cieciwy taczacej te punkty. [lustracja tego jest ponizszy
rysunek:

Funkcja wypukta

Wypuktosc¢ funkeji mozna badac za pomoca pochodnych. Przyto-
czymy tu bez dowodu dwa twierdzenia na ten temat. Drugie z nich
formutuje najczesciej stosowane kryterium wypuktosci funkeji, a jed-
noczesnie daje pewna pogladowa interpretacje drugiej pochodnej funk-
cji.

Twierdzenie 29 Funkcja [ réziniczkowalna na la,b| jest na tym od-
cinku wypukla witedy i tylko wiedy, gdy [’ jest funkcjg niemalejgcq.

Twierdzenie 30 Funkcja [ dwukrotnie rézniczkowalna na |a,b| jest
na tym odcinku wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f" > 0.



38 ROZDZIAL 1. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNE.J

Zadania

1. Zaktadajac, ze promien swietlny wybiera zawsze taka droge, zeby
czas, w ktérym ja przebywa byt najkrétszy, wyprowadzi¢ prawo
zatamania $wiatla.

2. Obwdd elektryczny sktada sie z baterii o statej sile elektromo-
torycznej £ 1 oporze wewnetrznym r,,. Jaki opor wewnetrzny
nalezy podlaczy¢, zeby moc wydzielana na nim byta najwiek-
sza?l

ﬁ 1.5.7 Funkcja pierwotna (calka nieoznaczona)

Przedmiotem naszego zainteresowania bedzie teraz operacja w pew-
nym sensie odwrotna do rézniczkowania. Zajmiemy sie takim oto za-
daniem: Dana jest funkcja f, znalezc, o ile istnieje, funkcje F' taka, ze
F" = f. Nie bedziemy na razie w stanie odpowiedzie¢ ogélnie na pyta-
nie o istnienie funkcji F'; sprawa ta wyjasni sie w nastepnym rozdziale,
poswieconym rachunkowi catkowemu. Teraz zajmiemy sie metodami
znajdowania funkcji pierwotnych dla réznych klas funkcji. Znajdowa-
nie funkcji pierwotnej nazywane jest zwykle catkowaniem, co sugeruje,
ze jest to czes¢ rachunku catkowego. Tak jednak nie jest, mamy tu do
czynienia z pojeciem z dziedziny rachunku rézniczkowego, a nazwa
wskazuje na bardzo wazne 1 piekne twierdzenie laczace te dwa roz-
dzialy analizy matematyczne;.

Definicja 15 Funkcja pierwotna funkeji [ nazywamy funkcje F takq,
ze F' = f. Uzywaé bedziemy réwniez nazwy catka nieoznaczona oraz
oznaczen

F:/f, albo F:/f(x)d:z;.

Na samym poczatku zauwazmy, ze zadanie, ktore sobie postawi-
lismy, nie ma jednoznacznego rozwiazania. Jesli f spelnia warunek
F' = f, a C jest dowolna funkcja stala, to (F + C')’ = f. Odwrotnie,
jesli F' = fi1G' = f, to (F — G) = 0, skad wynika (o ile mamy na
mysli funkcje okreslone np. na odcinku), ze F' — (& jest funkcja stala.
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Co nalezy wiec rozumiec przez symbol typu [ f(z)dz 7 Mozna myslec
o zbiorze wszystkich funkcji pierwotnych funkeji f, a mozna tez myslec
o jednym (ktérymkolwiek) elemencie tego zbioru.

Zajmiemy sie teraz metodami catkowania. We wszystkich twier-
dzeniach bedziemy zakltadali, ze wystepujace tam funkcje posiadaja
funkcje pierwotne.

Twierdzenie 31 Niech f i g oznaczajq funkeje, a o i 3 liczby. Wtedy

L [lef+Bg)=aff+B[g,

2. [flg=fg—[fg (calkowanie przez czesci),

3. [(Flog)g = Fog (calkowanie przez podstawienie).

Dowdéd. Punkty 11 3 to inny zapis wzoréw na pochodna sumy i
pochodna funkcji ztozonej. Aby otrzymac wzdér na catkowanie przez
czescel, we wzorze na pochodna iloczynu (fg)' = f'g + f¢' przenosimy

fg¢' na druga strone i bierzemy funkcje pierwotna (czyli catkujemy)
obu stron.

Przyktlady.

1. Zaczniemy od wzoréw na calki nieoznaczone wynikajacych z
podstawowych wzoréw na pochodne:

n+1

x
“dxr = -1
/;L’ T morR n #
/cos;z;d:z: = sinx,
/sinxd;t: = —cosuzx,
/ L4 t
r = arctgax

= arcsinz,

1
—d
/\/1—;1:2 v

/ezd:r; = e,

1
/—d:u = In|z|.
T
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2. Kilka zastosowan wzoru na catkowanie przez czesci:
(a)
/:L’ezda: = (fl=¢€", g=1) = :Ee””—/eg”dx = (z —1)e”,
(b)
/wcos;z:d:z; =xsinz — /sin$d:1; = xsinx + cos x,
()
/:t:2sin;z;d:t: = —;r:%os:t—l—/?xcosxd:t: =
—z%cosx + 2xsinx — /QSin:L'd:L’ =
(2 — :1:2) cost + 2z sinz,
(d)
/ln;z;dx :/1 ‘lnzdr = xlnx—/xédx =z(lnz —1),
(e)
/SinZSCdl’ = /sin:z;-sin:z;d:z; = —sin:z;cos:l:—l—/ cos’ zdr =

—sin;z;cos;z;—l—sin:z:cos:z;—|—/sin2:1:d:1:.

Otrzymalismy wzor niewatpliwie prawdziwy, ale zadanie
nie jest rozwiazane. Rozwiazemy je jesli zatrzymamy sie
po pierwszym calkowaniu przez czesci i zastapimy cos?z

przez 1 — sin? z. Otrzymamy wtedy
/siandx = —sinxcosz + x — /SiHQLL'd:E.

Przenoszac [sin?z dz na druga strone réwnoéci i dzielac
przez 2 mamy w koncu wynik:

.9 T — SIN T COS T
sin“zde = ——— .

2
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(f)

/( dx _ 1 = 1 )

1 + z?)arctg x - 1—|—7’ arctg x
g / dx '
(14 2?)arctgx
Otrzymany wynik nie prowadzi do wniosku, ze 0 = 1, tylko
zwraca uwage na to, ze funkcja pierwotna okreslona jest

z doktadnoscia do stalej. Caltke te oczywiscie latwiej jest
znalez¢ inna metoda, o ktorej] mowa bedzie w nastepnym

punkcie.

3. W nastepnych przyktadach bedziemy wykorzystywali metode
catkowania przez podstawienie. Aby usprawnic¢ stosowanie tej
metody wprowadzimy kilka umownych oznaczen. Zauwazmy naj-
pierw, ze w calce [ f'(g(x))¢'(x)dx podzial na iloczyn f'(g(z))
i ¢'(z) wcale nie jest dany z gory. Druga rzecza jest to, ze jesli
juz zdecydujemy sie na wydzielenie ¢'(z) w funkcji podcatkowe;j,
to pozostaje problem znalezienia funkcji f, gdy dana jest jej po-
chodna f’, czyli znowu catkowanie. W rachunkach praktyczne

okazuje sie wykorzystanie nastepujacych oznaczen:

Zamiast ¢g(z) bedziemy pisali jedna litere traktujac ja jak nowa

zmienna, np. y = ¢g(z). Problem znajdowania funkcji f bedzie
zapisywany w postaci [ f'(y) dy. Wyglada to tak, jakby w miej-
sce ¢'(z) dx zostalo wstawione dy. Bedziemy tak wtlasnie robili,

pamietajac o koniecznosci wstawienia z powrotem g(z) w miejsce
y w wyniku koncowym. Przejdzmy do przyktaddw.

(a)

(b)

2 1
/;L'eI de = (y = 2°, dy = 2zdz) = / §ey dy =
1 -

—e¥ = —¢€”

2 27

/tg:z:da::/smwdx: (y =cosz, dy = —sinzdr) =

COS T
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1
/——dy: —Inl|y| = —In|cos z|,
Y

e dx dy
1"‘629: (y 67 y € 'r) 1_|_y2
arctgy = arctge”,
(d) ;
x
| Firm = W= oy =) =

6y° dy 6
_— = I d —
/y3(1+y2) /[6 1+y21 !

6y — 6arctg y = 6/ — barctg /z ,

Szukanie funkcji pierwotnej to wyrazanie jej za pomoca znanych
funkcji. Okazuje sie, ze funkcje pierwotne wielu nawet bardzo prostych
funkeji nie daja sie wyrazi¢ za pomoca kombinacji funkcji, ktore juz
znamy. Przyktadem sa tu catki:

/ez2 dz, /sin$2 dz, /e—daj, /wdw, d_:z;
x x Inx

Zajmiemy sie teraz dosy¢ waska klasa funkcji, dla ktérych funkcje
pierwotne mozna wyrazi¢ przez funkcje elementarne (czyli te, ktdére
juz zmamy).

Calkowanie funkecji wymiernych

Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci

f() ap + a1z + asx® + - - + apx® P(x)
) = =
bo + arx + byx? + - - - + bt Q(z)

Wsrad funkceji wymiernych mozna wyréznic kilka szczegdlnie prostych,
ktore bedziemy nazywali ulamkami prostymai:
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I A I B— n>2

rz—a’ (z—a)™? ’

ML 550, A<0, IV 28 s A <0, n 2 2.
Stosujemy tutaj oznaczenie A = b* — 4ac.
Okazuje sie (jest to ciekawe twierdzenie z dziedziny algebry), ze

kazda funkcje wymierna mozna przedstawi¢c w postaci sumy wielo-
mianu 1 kilku utamkéw prostych. Zamiast dowodu przedstawimy na
przyktadach, jak sie taki rozktad znajduje. Catkowanie funkeji wymier-
nych sprowadza sie w ten sposéb do catkowania utamkéw prostych.

L.

/ du = (y=z—a) :/d—yzlny:1n|a¢—a|.
Y

I1.

/ dzx B 1
(x—a)* (1 —n)(z—a)1

ITI. Tréjmian kwadratowy wystepujacy w mianowniku sprowadza
sie najpierw do postaci (x —a)*+4b*, podstawienie y = z —a daje calke,
w ktérej mianownik jest réwny y% + b%. Potem przedstawiamy calke
w postaci sumy catek zgodnie z rozkladem licznika na sume Cy 4+ D.
Sprowadzilismy zadanie do obliczenia catek

y? + b y? + 0%
Obliczymy je po kolei.

y dy I
y?_I_bZZ(Z:yZ—I_bZ)dZ:dey): DR

1

§ln|z|:1n\/y2—|—bz.
/ dy :/ v _ oY =y o
AR ) R 0

1 dz 1 1 y
3] ot = geees = e
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IV. Podobnie, jak w przypadku III. zadanie sprowadzamy do obli-

czenia calek
/7y dy oraz /7dy
(y> +6%)" (y*+ 1)

Pierwsza z nich jest prosta:

Cydy o e Crd
/(y2_|_62)n_(2_y + 0%, dz =2y dy) = o =

1 1

21 —n)znt 2(1 —n)(y? + b2)n1
Druga caltka jest trudniejsza do obliczenia. Znajdziemy tylko wzor poz-
walajacy na zmniejszenie wyktadnika potegi dwumianu kwadratowego
w mianowniku. Oznaczmy obliczana catke przez [,,.

dy y 41—y’
(y? + 1) (y? +1)"

2

/ dy —/ Y dy =
(y? + 1)t S (y? 1)
Y ’ ()
1 — 7d = = — =
1 /y 2_|_1n Yy (f (yQ_I_l)n?g z,

ydy 1 _
/= /y 24+ 1)n (1—N)(y2+1)”‘1) N
y dy B
20 =)y’ + 1)~ +/21—m@44)
2n—3] _ Y
2 —2 " 21 —n)(y 4 1)t

Ponadto wiemy, ze [; = arctg y, mozemy wiec obliczy¢ I, dla dowol-

]n—l

nego n.

Pozostata jeszcze sprawa rozkladu funkcji wymiernej na utamki
proste. Metode podamy ilustrujac ja jednoczesnie przyktadem. Wezmy
funkcje wymierna

2 — a4+ 223 — 322+ 5 — 4
x5 — 34+ 223 — 622+ —3°

f(z) =
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1. Rozktadamy mianownik na czynniki bedace wielomianami pierw-
szego stopnia lub nierozkladalnymi wielomianami stopnia drugiego.

1;5—32:4+2:1;3—61:2+;z;—3:(:1:—3)(:1:2—|—1)2.

2. Piszemy ogdlna postac rozkladu funkcji f na sume wielomianu
1 utamkéw prostych. Wiemy przy tym, ze:

o Wielomian wystapi w rozktadzie tylko wtedy, gdy stopien licz-
nika jest wiekszy lub réwny stopniowi mianownika. Stopien wie-
lomianu jest wtedy réwny réznicy stopni licznika 1 mianownika.

o Jesli w rozktadzie mianownika na czynniki ktérys z nich wyste-
puje w potedze n, to moga wystapi¢ utamki proste, mianowni-
kiem ktorych jest ten wlasnie czynnik podniesiony kolejno do
potegi 1,2,...,n.

W naszym przypadku oznacza to, ze wielomian ma stopien zero, a
utamki proste maja mianowniki z — 3, #? + 1 oraz (z? + 1)%. Okazuje
sie, ze informacje te wystarczaja do znalezienia rozktadu. Szukamy
nastepujacego rozktadu:

$5—$4—|-2$3—3J}2—|-5{E—4_A+ B _I_C:C—I—D_I_EJ;—I—F
2° — 324+ 223 — 622+ —3 z—3 2+ 1 (22 +1)%

Mnozymy obydwie strony réwnania przez
2° =32zt + 2% — 622+ 2 —3 = (a:—S)(a:2—|—1)2.
Otrzymujemy rownanie

2’ — a2t +22° - 322+ 5 —4 = A($—3)($2—|—1)2—|—B(:1;2—|—1)2—|—
(Cx+ D)(z — 3)(;1;2 +1)+
(Ex+ F)(xz —3).

Poréwnujac wspotezynniki przy tych samych potegach otrzymujemy
uktad réwnan:
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x® 1 = A

2| -1 = —3A+B+C

x> 2 = 24A—-3C+ D

22| -3 = —-6A4+2B+C-3D+FE
x! 5 = A-3C+D-3E+F
2| -4 = —-3A+B-3D—-3F

Rozwiazanie tego uktadu: A=1, B=2, ¢ =0, D=0,
E=—1, F =1. Wobec tego
:1:5—:1:4—|—21;3—3;z:2—|—5:1:—4_ 2 —x+1

=1 .
5 — 322+ 223 — 622+ 2 — 3 +;z:—3+(:1:2—|—1)2

Sprowadzanie niektérych typéw catek do catkowania funkcji
wymiernych

Calke wyrazenia typu R(sin z, cos x), bedacego funkcja wymierna sin x
1 cos x zawsze mozna sprowadzi¢ do catkowania funkcji wymiernej sto-
sujac podstawienie ¢ = tg 2. Mamy wtedy

: 2tg 5 21 1—tg?5 1—1°
sin T = s — 5 cos T = T = 5
= 2arctgt dr = 24l
T = 2arctgt, m_l—l—tQ'

Podstawienie to zawsze prowadzi do funkcji wymiernej, ale w wielu
przypadkach otrzymuje sie bardzo skomplikowane wyrazenie. Pewne
symetrie funkcji podcatkowej pozwalaja na podstawienia prowadzace
do znacznie prostszych wyrazen. Dla skrocenia zapisu oznaczamy u =
sinx, v = Cos .

1. Jesli R(—u,v) = —R(u,v), to podstawiamy ¢ = cos z,
2. Jesli R(u,—v) = —R(u,v), to podstawiamy ¢ = sin z,
3. Jesli R(—u,—v) = R(u,v), to podstawiamy ¢ = tg z,

Aby sie o tym przekonac, wystarczy wykonac podstawienie I = tg 7
w ponizszych przyktadach.
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Przyktady.
1.
/da:_(t_ )_/dt_
sinz - 8T = 2 —1
1 1 1 cosx — 1
Y R
2 t—1 t+1 cosx + 1
2.

/sin2 zcos’x = (t=sinz) = /t2(1 — t2)4 dt =

sinz  4sin®z  6sin”z  4sin’z sin'l'z
3 5 7 9 11
3. p
/ , f cosz = (t=tgz) =
sin® x
(14 ¢2)? ctg® x

/

14

dt =tgr —2ctgx —

Calki z wymiernych kombinacji funkcji wyktadniczej (i funkeji hi-
perbolicznych sprowadzaja sie do calek funkcji wymiernych przez pod-

stawienie ¢ = €”.

Catki wyrazen zawierajacych pierwiastki z trojmianow kwadrato-
wych mozemy sprowadzac¢ do calek z funkeji wymiernych réznymi spo-
sobami. Najpierw sprowadzamy wyrazenie podpierwiastkowe do naj-
prostsze] (jednej z wymienionych ponizej) postaci, a potem stosujemy

podstawienie.
1. V1 —2? — podstawiamy z
2. V1 + 2?2 — podstawiamy x

3. vz? — 1 — podstawiamy x

cost lub x = sint,

shi

?

cht.
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Ta droga otrzymuje sie catki z wyrazen trygonometrycznych lub hi-

perbolicznych, ktére prowadza do catek z funkcji wymiernych.
Latwiejsze rachunki wystepuja przy zastosowaniu tzw. podstawien

Fulera. Przyjmijmy, ze w wyrazeniu podcatkowym wystepuje pierwia-

stek postaci Vaz? + bx + ¢
1. Jedli a > 0, to mozna przyjac¢ Vaz? + bx + ¢ =1 — z\/a,
2. Jesli ¢ > 0, to mozna przyja¢ Vax? + bx + ¢ = zt + /e,

3. Jesli tréjmian kwadratowy ax?+ bz +c ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste x1 1 22, to mozna podstawic vaz? + bx + ¢ = t(x —

.’171).
Przy tych podstawieniach trzeba troche popracowac, aby do kornca wy-
rugowac r z wyrazenia podcatkowego. Zobaczymy to na przyktadzie:

d
= ‘ .
r+vVrl—ax+1
Mozna tu zastosowac pierwsze lub drugie podstawienie Fulera. Wy-

bieramy pierwsze. Podstawiamy v/z? —x 4+ 1 = — z. Wtedy

2 —1 2 —t4+1
T = ,dx:%——i—ﬁ,
2t —1 (2t — 1)?
22 — 2 + 2 3 1 3
= 7+dt:——-—+21n|t|——1n|2t—1|:
12t —1)? 2 2 —1 2

3 1
_2. 32 +2V — 11|+
R W SRR L T |

2In |z + Va2 —x 4+ 1.

1.6 Rachunek calkowy

1.6.1 Calka Riemanna

W kilku zagadnieniach fizycznych omawianych w szkole spotkaliscie
sie z problemem znajdowania “pola powierzchni pod wykresem” dane;j
funkcji. Dla przypomnienia wymienmy niektore z tych zagadnien:
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e 7najdowanie przebytej drogi, gdy dana jest predkosé¢, w szcze-
golnosci wyprowadzenie wzoru na droge w ruchu jednostajnie
zmiennym.

e Praca w polu danych sit zewnetrznych, a stad wzory na energie
potencjalna w polu jednorodnym, w polu sit ciezkosci zwigza-
nych z masa punktowa, w polu sit elektrostatycznych tadunku
punktowego, a takze wzdr na energie potencjalna oscylatora har-
monicznego.

e Praca zwiazana z przeptywem pradu elektrycznego i zwiazane
z nia wzory na energie natadowanego kondensatora, zwojnicy,
przez ktora ptynie prad oraz wzor na prace pradu zmiennego.

Pojecie matematyczne, o ktore tutaj chodzi nazywa sie catka. Wpro-
wadzimy je stosujac metode podobna do tej, z ktora mogliscie spo-
tka¢ sie w szkole. Najpierw wprowadzimy pewien termin utatwiajacy
scilejsze formutowanie definicji. Bedziemy uzywali oszacowan warto-
sci funkeji na réznych przedziatach. Oczywiscie najlepszym oszaco-
waniem z gory bytaby najwieksza wartosc funkcji, a z dotu — naj-
mniejsza. Klopot tkwi w tym, ze nie zawsze funkcja przybiera wartos¢
najwieksza i najmniejsza. Mozna wykazac (nie jest to jednak zupel-
nie proste), ze albo funkcja ograniczona przybiera warto$¢ najwiek-
sza, albo wérdd liczb wiekszych od wszystkich wartosci funkcji istnieje
najmniejsza. Liczbe te (albo najwieksza warto$¢ funkeji, jesli istnieje)
nazywamy kresem gornym funkcji na interesujacym nas zbiorze A i
oznaczamy sup,c 4 f(z) (supremum). Podobnie okreslamy kres dolny
funkcji, oznaczamy go inf,c4 f(x) (infimum).

Niech f bedzie funkcja ograniczona okreSlona na przedziale [a, b).

Podzielmy przedziatl P = [a, b] nan czesci P, = [z;_1, 2], e = 1,2,...,n
wybierajac jakiekolwiek punkty x;, ¢ = 0,1,...,n spelniajace waru-
nek ¢ = o < 1 < ¥y < --- < ¥, = b. Dla skrdcenia zapisu podziat

bedziemy oznaczali jedna litera, np. #. Szczegdlnie interesujace beda
podzialy na bardzo drobne czesci. 7 tego wzgledu wprowadzamy na-
stepujace pojecie:

Definicja 16 Srednica podzialu 7 nazywamy najwickszq z liczb z; —
Tic1, ¢ = 1,2,...,n. Oznaczaé jq bedziemy przez 6(7).
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Catke funkcji f definiowa¢ bedziemy za pomoca pewnego ciagu
przyblizen. Przyblizeniami tymi (z gory i z dotu) sa tzw. sumy Rie-
manna.

Definicja 17 Suma goérna funkeji [ odpowiadajgeq podziatowi = na-
zywamy liczbe

S(f.7) = (s — wica) sup f(a).

=1 reP;

Analogicznie okreslamy sume dolna

S(f,m) = (x;i— xiz) inf f(z).

=1 zeh

y=fx)

Sumy Riemanna

Definicja 18 Funkcje f nazywamy catkowalna w sensie Riemanna na
przedziale [a, b], jezeli istnieje ciqg (7,,) podzialow przedzialu [a, b] taki,
ze

lim [?(_ﬁ Tn) - ﬁ(fa Fn)] = 0.

n—00
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Twierdzenie 32 Jezeli funkcja [ jest catkowalna w sensie Riemanna
na przedziale [a,b], to dla dowolnego ciggu (x,) podziatow [a,b] o lej
wlasnosci, ze 6(x,) — 0 istniejg granice

lim S(f,7,) oraz nILHQO S(f,7n)

n—oo

i 8¢ rowne.
Dowdéd tego twierdzenia nie jest trudny, ale go pominiemy.

Definicja 19 Niech [ bedzie catkowalna w sensie Riemanna na [a, b].
Calka funkcji [ na przedziale [a,b] nazywamy liczbe
f = lim S(f,7,) = lim S(f,7,).

[G,,b] n—oo n—od

Wprowadzamy ponadto nastepujace oznaczenie:

b f[a,b] f gdy a < ba
[ r@yde =1 —fyf gdy a>b
¢ 0 gdy a=hb.

Pozostaje jeszcze do rozstrzygniecia pytanie, czy klasa funkcji cal-
kowalnych w sensie Riemanna jest dostatecznie obszerna. Okazuje sie,
ze zawiera ona wszystkie funkcje ciagle, o czym mdwi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 33 (RIEMANN) Kazda funkcja ciggla na [a,b] jest cal-
kowalna w sensie Riemanna na [a,b].

Tego twierdzenia rowniez nie bedziemy dowodzili, ale z innego po-
wodu. Dowdd wymaga uzycia pojecia jednostajnej ciaglosci funkcji
(nawiasem moéwiac, stworzonego przez Heinego specjalnie dla dowodu
tego twierdzenia).

Twierdzenie 34 (ELEMENTARNE WEASNOSCI CALKI)

1.
[ syt [ s@yae = [ sayn,
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[ r@yde = [ swyn,

/ab(af(:c) + By(x)) de = a/: f(z)dz + 5ng($) dz.

ﬁ 1.6.2 Twierdzenie podstawowe

Twierdzenie 35 (O WARTOSCI SREDNIEJ RACHUNKU CALKOWEGO )
Niech [ bedzie funkcjq cigglq na [a,b]. Istnieje ¢ € [a, b] lakie, Ze

[ T=(b-a)f)

Dowéd. Oznaczmy: m = infyepap) f(7), M = sup,ep,y f(2). Z de-
finicji catki tatwo wynika, ze

) 1
m(b—a) < fF<(b—a)M, czylim < / <M.
[a,b] b—a Jap
Ale funkcja f jest ciagla, zatem przybiera wartos¢ najwieksza (M)
i najmniejsza (m), ponadto ma wtasnos¢ Darboux, czyli przybiera
wszystkie wartosci miedzy m i M, wiec istnieje ¢ € [a, b] takie, ze

1

:b—a [a,

f(e)

. 0
g

Twierdzenie 36 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE RACHUNKU ROZNICZ-
KOWEGO I CALKOWEGO) Niech [ bedzie funkcjq cigglq nala,b], zo €
la,b]. Wiedy funkcja F' okreslona na |a, b[ wzorem

jest rozniczkowalna oraz
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Dowdd.

%w@+M—ﬂ@h§[[Mﬂwﬁ—/Uumﬂ=%L”wat

0 Zo

Twierdzenie o wartosci $redniej orzeka, ze istnieje ¢ € [z, z + h] takie,
ze

Q=1 [ rwar

Jesli teraz wezmiemy ciag h, — 0, to odpowiadajacy mu ciag (c,)
zbiega do x, wiec (po raz drugi korzystamy z ciagtosci f) f(c,) — f(z).
Wykazalismy wiec, ze

o1
lim & [+ b) = F(2)] = f(z). 0
Y
/v:f(x)
7
O a x xth X >

llustracja dowodu twierdzenia

Sformutujemy teraz twierdzenie podstawowe w postaci, ktora jest
jednoczesnie przepisem na obliczanie catki z funkcji, gdy znana jest jej
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funkcja pierwotna. Niech Fj bedzie funkcja pierwotna funkcji ciagtlej
f. Twierdzenie podstawowe daje nam inna funkcje pierwotna f:

Mamy (F— Fy) =0, wiec F'— F} jest funkcja stata. Obliczmy te stala.
Oznaczamy ja przez C. C' = F(xq) — Fi(xo) = —Fi(x0), bo F(z¢) = 0,
skad mamy

Flz) = /ij(t) dt = Fi(z) + C = Fy(2) — Fi(z0).

Zapiszemy to w postaci twierdzenia zastepujac xg, x przez a, b.

Twierdzenie 37 Niech [ bedzie funkcjq cigglq, a F' jej funkcjq pier-
wotng (jakakolwiek). Wtedy

Przyktady.
1.

1

1
—/ e“dr = e — €
0 0

1

=e—e+1=1

0

1
/ ze® dr = xe”
0

2r cosx
— —dr = =sinz, dy = cosxdx) =
/0 1 +sin’z (y » 4y )

arctg (sin )" = 0.
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W ostatnim przyktadzie stosowaliémy podstawienie. Mozna w takim
przypadku, zamiast powraca¢ do zmiennej x w funkcji pierwotnej, a
potem podstawia¢ granice catkowania, dokona¢ zmiany granic catko-
wania. Mianowicie, oznaczajac przez F' funkcje pierwotna funkcji f
mamy

I tak, podstawiajac u = 1 + z? otrzymujemy

2z du
dr = — =1
/0 14+ 22 = 1 og\/_

Przyklady (Calki wystepujace w programie szkoly sredniej.)

1. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym.

t L —1)?
s= [ (vo+ at")dl' = vo(t — to) + %.
to

2. Momenty bezwtadnosci

(a) Preta o dltugosci [ i masie m wzgledem osi prostopadtej do
niego przechodzacej przez jego koniec.

7 = / dr—@-r—
[ 3

0

(b) Walca o masie m i promieniu R wzgledem osi.

R
o2m r?

7 = /—QFTTdT— - —

mR?
7 R? R? 4 '

2

0

(c¢) Kuli o masie m i promieniu R wzgledem osi przechodzacej
przez jej srodek.

I:/#QWT-Z\/RQ —r2.ptdr =
g’ﬂ'BS
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—rd
(y:‘/RQ—TZ, dy:riz)

R —r
2,3 57 (1R
= o Ry 2 == ngZ.
R3 3 5 11 5
3. Energia potencjalna sit sprezystosci.
@ L2 |* L2

E= / ko' da' = 2 -

0 0 2

4. Energia potencjalna w polu sit Coulomba.

T " 1 1
po Q1 _ Q4 _ q[___]‘
2 r r r
T0 0

7’07"

1.7 Szeregi
ﬁ 1.7.1 Szeregi liczbowe

Pod nazwa szeregu ukrywa sie problem znajdowania granicy pewnego
szczegbdlnego rodzaju. Niech bedzie dany ciag (a,). Chcemy znalezé

S = lim Zak.

k=1
Granice te, jesli istnieje, nazywamy sumgq szeregu 1 zapisujemy jako
Yoreq ar. Moéwimy wtedy, ze szereg jest zbiezny. Sumy s, = Y.1_; ax
nazywamy sumami czqstkowymi szeregu. Nastepujace twierdzenie daje
prosty warunek konieczny zbieznosci szeregu.

Twierdzenie 38 Jezeli szereg > o0, a, jest zbiezny, to a, — 0.

Dowdd. Ciag (s,), jako zbiezny, musi by¢ ciagiem Cauchy, czyli dla
dowolnego € > 0 réznica |s, — s, | < ¢, o ile tylko n i m sa dostatecznie
duze. Biorac m = n — 1 mamy |a,| < € dla dostatecznie duzych n, a
to wlasnie znaczy, ze a, — 0.

Warunek ten nie jest jednak dostateczny, o czym przekonuje prosty
a wazny przyktad:
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Przyklad. Zbadamy zbieznosé szeregu Y02, L.

NS DR SO I
n+l nt2 m = T

Son — Sp =

Wida¢, ze (s,) nie moze by¢ ciagiem Cauchy, a wiec nie moze byc
zbiezny.

Pozyteczny warunek wystarczajacy, ale o dosy¢ waskim zakresie
zastosowan daje nastepne twierdzenie:

Twierdzenie 39 (KRYTERIUM LEIBNIZA) Jezeli ciqg (a,) jest ma-
lejgey i dqzy do zera, to szereg Y- (—1)"t1a, jest zbiezny.

Dowdd. Najpierw zbadamy zbiezno$é podciagéw (s2,) 1 (S2n-1)
ciagu sum czastkowych (s,). Podciag (s2,) jest rosnacy, bo

Sop42 — Son = —lopt2 + Go2p41 > 0.

Podciag (s2,-1) jest malejacy, bo

Son41 — S2p—1 = Uopq1 — oy < 0.

Stwierdzamy ponadto, ze kazdy wyraz podciagu (sz2,,) jest mniejszy od
kazdego wyrazu podciagu (s2,-1). Rzeczywiscie, sg, — Sgp—1 = —a2, <
0, wiec Sg, < Sz,—1, nastepnie dla dowolnych k, [ mozna wzia¢ n > k, I
i na podstawie udowodnionych juz nieréwnosci mamy Sop < 83, <
Son—1 < S9;—1. Wnioskujemy stad, ze obydwa podciagi sa monotoniczne
1 ograniczone, a wiec zbiezne. Granice ich sa réwne, bo s, — S9,_1 =
—ag, — 0. Wobec tego rozwazany szereg jest zbiezny. O

Przyklad. Szereg

11 1 1
14+ - Z4... B L e
2+3 4+ + (=) n+

jest zbiezny.
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Zbiezno$¢ bezwzgledna i bezwarunkowa szeregdéw

Zobaczymy teraz, ze szeregi zachowuja sie czasem zupelnie niepodob-
nie do zwyklych sum skonczonych. Niech

521_14_1_14_1_14_1_14_
2 3 4 5 6 7 8 ’
S 1 1 1 1
2 3 ~ 1 T § T o8ty
Dodajac stronami otrzymujemy
3 11 1 1 1
7= Y gty togTgt

W ostatnim szeregu wystepuja wszystkie wyrazy pierwszego szeregu,
tylko w innym porzadku. W przypadku skonczonych sum zmiana ko-
lejnosci sktadnikow nie zmienia sumy. Albo dokonalismy jakichs nie-
dozwolonych operacji, albo rzeczywiscie suma szeregu moze zalezec¢
od kolejnosci wyrazéw. Jak zobaczymy, rachunek nasz byt poprawny.
Suma szeregu (zbieznos¢ tez) moze zalezec od kolejno$ci wyrazow.

Jezeli dwa szeregi, >°>7 | a, oraz ) 7, b, sa zbiezne, to z twierdze-
nia o sumie ciagéw zbieznych zastosowanego do ciagéw sum czastko-
wych otrzymujemy natychmiast zbieznos¢ szeregu 0%, (a, + b,) oraz
rOownosc

Z(an—l'bn) = Ean—l—an,
n=1 n=1 n=1

czyli rachunek przeprowadzony na poczatku tego rozdziatu byt po-
prawny. Nalezy wiec wyrdznic¢ klase tych szeregéw, dla ktorych takie
sztuczki sa niemozliwe.

Definicja 20 Przestawieniem zbioru liczb naturalnych N bedziemy
nazywali odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne = : N — N. Sze-
req Yooy an nazywamy bezwarunkowo zbieznym, jezeli dla dowolnego
przestawienia T szereq )7 dn(y) jest zbiezny i ma lakq samq sumeg.

Dos¢ tatwo mozna wykazac, ze w definicji tej wystarczy zatozyc,
ze szereg uzyskany po przestawieniu zawsze jest zbiezny; rownos$c¢ sum
jest konsekwencja takiego zalozenia. Okazuje sie, ze bezwarunkowa
zbieznos¢ szeregu mozna scharakteryzowa¢ w inny sposéb, znacznie
tatwiejszy do sprawdzania.
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Definicja 21 Szereg >.°°, a, nazywamy bezwzglednie zbieznym, je-
zeli szereq Y o0, |an| jest zbiezny.

Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktorego dowdd, cho¢ niezbyt
trudny, pomijamy.

Twierdzenie 40 Szereq > 07, a, jest bezwarunkowo zbiezny wtedy i
tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny.

Zauwazmy, ze dla szeregéw o wyrazach nieujemnych bezwzgledna
(a wiec i bezwarunkowa) zbieznos¢ to tyle samo, co zwykta zbieznosc.
Praktyczne narzedzie do badania zbieznosci szeregow daje nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 41 (KRYTERIUM POROWNAWCZE) Jezeli zachodzi nie-
rownosé 0 < a, < b, oraz szereq > o2, b, jest zbiezny, to szereq
Yoo, ay tez jest zbiezny.

Jako >°)7, b, mozna wziaC szereg geometryczny > 7, ¢". Latwo
sie przekonad, ze jest on bezwzglednie zbiezny dla |¢| < 1, a rozbiezny
dla |¢] = 1. Otrzymujemy stad nastepujace dwa kryteria zbieznosci
szeregow:

Twierdzenie 42
1. (KRYTERIUM CAUCHY’EGO). Jezeli istnieje granica

q = nh_%lo n\/ |an|7

to dla q < 1 szereg >, a, jest bezwzglednie zbiezny, a dla ¢ > 1
rozbiezny.

2. (KRYTERIUM D’ALEMBERTA) Jezeli islnieje granica

. An41
q= lim |[—,
n

todla g <1 szereqg Y., a, jest bezwzglednie zbiezny, a dla ¢ > 1
rozbiezny.
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Przyktady.

1. Szereg
=01
o

jest, jak juz widzieliémy, rozbiezny.

2. Szereg
= 1
L)

jest zbiezny, poniewaz jego n-ta suma czastkowa

I
S I R P B P
- (-9 Ga)r+-)
B 2 2 3/ 777 \n n+l1
1
= — — 1
n+1
3. Szereg
> 1
n:1n2

jest zbiezny bowiem 1/(n + 1)* < 1/n(n + 1).
4. Szereg
y L
n=1 \/E
jest tozbiezny, bo 1/n < 1/4y/n, a na mocy kryterium poréw-

nawczego jego zbieznos¢ pociagataby za soba zbieznosc¢ szeregu

z Przyktadu 1.

5. Szereg
=1
2

n!
“— n!

jest zbiezny, bo lim, e |@pt1/an| = lim,—oo 1/(n 4+ 1) = 0.
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1.7.2 Szeregi potegowe
Przyjrzyjmy sie wzorowi Taylora dla funkcji wyktadnicze;j

2 n 6®x

X
T = = = +R. R.=—, 0<O<I.
+x+2,+ ot T <0<

Oz

Poniewaz €°% < e|z|, to lim, ., R, = 0, wiec dla kazdego = € R

wartosc funkcji e” jest suma szeregu

n=0

Jest to przykltad szeregu potegowego. Ogolnie, szeregiem potegowym
nazywamy szereg postaci Y oo g an(x — xg)". Kryterium Cauchy’ego
pozwala na ustalenie, dla jakich z szereg potegowy jest zbiezny. Na-
lezy obliczyc¢ granice {/|a,(z — x0)"| = |z — 0| M. Wynik mozna
podsumowa¢ w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 43 ' Zaldimy, ze istnieje granica lim,_., {/|a,| = p.
Niech R=1/p. Wiedy szereq Yo% an(x — x0)" jest

— (bezwzglednie) zbiezny dla |z — xo| < R
~ rozbiezny dla |x — xo > R.

R nazywa sie promieniem zbieznosci szeregu potegowego. Jezeli p = 0,
to szereg potegowy jest zbiezny dla wszystkich z € R. Piszemy wtedy
R = oo. Okazuje sie, ze funkcje dajace sie przedstawi¢ jako sumy
szeregow potegowych (nazywane funkcjami analilycznymi) maja wiele
bardzo interesujacych wtasnosci. Najpierw zobaczmy, ze na szeregach
potegowych mozna wykonywac dziatania takie, jak rézniczkowanie 1
catkowanie, byle tylko x bylo wewnatrz przedziatu zbieznosci. Niech

o0

E .I—.I'O

U Twierdzenie to podajemy w bardzo okrojonym sformutowanin, wystarczaja-
cym jednak do zrozumienia, o co chodzi i do wielu zastosowan.

-
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bedzie szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci R = 1/p. Utwérzmy
szereg potegowy, ktorego wyrazy sa pochodnymi wyrazow szeregu S:

o0
T = Z anpn(z — x)" .
n=0
Znajdujemy promien zbieznosci szeregu 1"

p' =lim "V/Ina,| = lim {/|a,| = p.

Stwierdzamy wiec, ze szereg T' ma ten sam promien zbieznosci.
Troche trudniej jest udowodnié¢, ze suma szeregu T jest pochodna sumy
szeregu S 1 dowdd ten pomijamy.

Przyktady.

1. Dla |z| < 1 suma szeregu geometrycznego

>t =
n=0

11—z
Rézniczkujemy stronami

i Y 71
n=0 (1 - '1’7)2‘

Podstawiajac np. z = 1/2 otrzymujemy

< k41 1
Z 9k - 1 2 — 4.
k=0 ( - 5)
2. Dla |z| < 1 zachodzi réwnosé
> 1
Y (=)t = 1 :
n=0 + T
Catkujac stronami mamy
00 n+1
= log(1
7;) oy = los(l +a),

co jest znanym nam skadinad rozwinieciem logarytmu.



Rozdziatl 2

Algebra liniowa i geometria

2.1 Liczby zespolone

Liczby zespolone zostaly wynalezione (odkryte?) na przetomie XVI i
XVII wieku w zwiazku z rozwiazywaniem réwnan trzeciego stopnia. Na
poczatku miaty jednak nienajlepsza opinie. Chodzito przede wszyst-
kim o to, ze powatpiewano w ich istnienie. Trudno bowiem przyjac bez
wyjaénien istnienie liczby 4 takiej, ze i2 = —1. Stad wziela sie nazwa
liczby urojone oraz symbol ¢ — imaginarius, urojony. Ze wzgledu na
to rozwdj ich teorii 1 zastosowan byl stosunkowo powolny az do XIX
wieku, kiedy rozwiazano problem ich istnienia. Byl to jednoczesnie
krok w kierunku zrozumienia, na czym polega istnienie przedmiotéw
matematycznych. Okazalo sie mianowicie, ze liczby zespolone mozna
opisa¢ jako dosc proste obiekty skonstruowane z liczb rzeczywistych.
Jesli istnieja liczby rzeczywiste, to istnieja 1 liczby zespolone. Jednej z
takich konstrukcji uzyjemy do wprowadzenia liczb zespolonych.

Rozwazaé bedziemy uporzadkowane pary (a, b) liczb rzeczywistych.
Zbior wszystkich takich par oznaczymy litera C. W zbiorze C wpro-
wadzimy dwa dzialania: dodawanie 1 mnozenie:

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc).*

1Zaraz zobaczymy, dlaczego przyjeliémy tutaj taka dziwna definicje.

83
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7Zbiér C wyposazony w zdefiniowane powyzej dwa dzialania matema-
tycy nazywaja cialem liczb zespolonych. Termin ciato przypomina o
tym, ze w tym zbiorze okreslone sa dziatania posiadajace takie wta-
snosci, jakich spodziewamy sie po mnozeniu i dodawaniu.

W dalszym ciagu bedziemy stosowali praktyczniejszy zapis: za-
miast (a,b) bedziemy pisali @ + bi. Dzialania w C zdefiniowane sa w
ten sposéb, ze symbole typu a + b dodaje sie 1 mnozy jak zwykle
wielomiany, uwzgledniajac tylko warunek 1> = —1. SprawdZmy to dla
mnozenia:

(a+ bi)(c+ di) = ac+ adi + bei + bdi?® = (ac — bd) 4 (ad + be)i.

A co z dzieleniem liczb zespolonych? Nie wchodzac w subtelnosci do-
tyczace definicji dzielenia pokazemy, jak sie to robi. Mamy dane dwie
liczby zespolone z; = a + bt oraz zo = ¢+ di # 0. Chodzi o to, zeby
ich iloraz doprowadzi¢ do postaci = + 2y.

a+bi (a+ bi)(c— di) B ac+ bd + i(be — ad) B ac—l—bd_l_,bc—ad
c—l—di_(c—l—di)(c—di)_ c? + d? 242 Zc2—|—d2'

Niech z = a+ bi bedzie liczba zespolona. Czescig rzeczywistq liczby
z nazywamy a i oznaczamy przez Rez, a czescig urojong oznaczana,
przez Im z nazywamy b. Liczba sprzezong do z nazywamy liczbe Z =
a — bi. Zachodza nastepujace tozsamosci:

21+ 22 = 21 + 23,

2129 = 2122.

Modutem albo wartosciq bezwzgledng liczby zespolonej z = a + b1 na-
zywamy liczbe |z| = va? + b2. Oto podstawowe wlasnosci modutu:

|2122| = |21||Z2|7

|21 + 22| < |z1| + |22)-
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2.1.1 Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczby zespolone, jako pary liczb rzeczywistych, mozna interpretowac
jako punkty ptaszczyzny. Wystarczy, zeby na plaszczyznie byt wy-
brany jaki§ uktad wspotrzednych. Dodawanie liczb zespolonych re-
prezentuje sie wtedy jako dodawanieodpowiadajacych im wektorow
zaczepionych w poczatku uktadu wspétrzednych.

r e T 2T,

N

O X
Dodawanie liczb zespolonych.

Zauwazmy, ze jesli liczbie z = a 4+ bi odpowiada punkt o wspot-
rzednych (a,b), to modul |z] = Va? + b? jest réwny odleglosci tego
punktu od poczatku uktadu wspotrzednych. Oznaczajac przez ¢ kat
(skierowany) miedzy osia X a wektorem 0% otrzymamy a = |z| cos ¢,
b= |z|sinp, czyli

z = |z|(cos ¢ + isin ).
Kat ¢ nazywa sie argumentem liczby z. Argument nie jest wyznaczony
przez z jednoznacznie — mozna do niego doda¢ catkowita wielokrot-
nos¢ 2w, a dla z = 0 w ogdle nie ma sensu okreslanie argumentu. Dla
z # 0 mozna ujednoznaczni¢ wybér argumentu umawiajac sie np., ze
v €10, 2x].

\f;\

¢
0] X

Przedstawienie trygonometryczne liczby zespolone;.

-
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Znaczenie trygonometrycznego przedstawienia liczb zespolonych
stanie sie widoczniejsze, gdy znajdziemy przedstawienie trygonome-
tryczne iloczynu. Niech z; = |z](cos ¢y + isingy), 22 = |22|(cos 2 +
i sin q). Wtedy

2122 = |z1]]22](cos @1 + 1 sin @1)(cos @2 + 7 sin @)
= |z1||22][(cos @1 cos w3 — sin gy sinps) +
i(sin g1 cos g + cos 1 sin @3]
= |z1]]z2|[cos(p1 + w2) +isin(w1 + @2)].

Tozsamos¢ ta jest bardzo wazna, sformutujemy ja wiec jeszcze raz —
stowami:

Przy mnozeniu liczb zespolonych
moduty sie mnoza a argumenty dodaja.

Zasada ta w bardzo prosty sposéb przedstawia wzory na funkcje trygo-
nometryczne sumy katow, a to chyba oznacza glebsze ich rozumienie.
Whniosek praktyczny moze by¢ ten, ze wiele wzorow trygonometrycz-
nych bedzie mozna tatwie] wyprowadzi¢ korzystajac z przedstawie-
nia trygonometrycznego liczb zespolonych. Zanim sie tym zajmiemy,
wprowadzimy wazne oznaczenie (wzér Eulera):

e'? = cos  + tsin p.

Wiemy juz, ze prawdziwy jest wzér e#1e¥2 = ellv1t92) Wgér Eu-
lera jest czyms$ wiecej niz tylko oznaczeniem. Jezeli w szeregach Tay-
lora funkcji wyktadniczej, sinusa 1 kosinusa dopuscimy podstawianie
zmiennej zespolonej, to wzor ten staje sie twierdzeniem wyrazajacym
glebokie powiazanie tych funkcji. Ze wzoru Eulera mamy natychmiast

e’ 4+ e
Ccosp = ————,
2
e —e ¥

sinp = Y
?
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Oto przyktad zastosowania liczb zespolonych do wyprowadzania toz-
samosci trygonometrycznych: Niech z = cos ¢ + tsinp. Wtedy 2" =
cos n+isinny, cos p = (z+2z)/2. Mamy stad, zauwazajac, ze zz = 1
i zaktadajac, ze n jest nieparzyste

n—1

n 1 —\n 1 - n n—k - 1 : n
cos” p = Q—n(z—l—z) :2—HZ(,C)Z kb — ST Z(k)cos(n—Qk)Lp.

Zadania
1. Rozwiaza¢ réwnanie z% = 3 + 41.

2. Wykazac, ze jesli Im z > 0, to

z 41

Z—1

3. Przedstawi¢ w zwinietej postaci sume Y_7_, cos k.

2.1.2 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zajmiemy sie teraz pierwiastkowaniem liczb zespolonych. Zauwazmy
najpierw, ze wyciaganie pierwiastka n-tego stopnia z liczby w oznacza
rozwiazywanie rownania z" = w. Przedstawmy w w postaci trygono-

metrycznej: w = |w|(cos ¢ + i sin ¢). Szukana liczba z przedstawia sie
w postaci z = |z|(costh 4 isin ). Réwnanie 2" = w przybierze teraz
postac:

n

2" = |z|"(cosntp 4+ tsinny) = w = |w|(cos ¢ + isin ).
Wobec tego
|z = |w], cos n + 1sinny = cos p + ¢ sin .
Stad mamy
|Z|:{‘/m, ny = ¢ + 2kn, k=0,1,....n—1.

Ostateczny wynik:

-
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z = \"/|w|(cosM—|—isinM), k=0,1,....,n—1
n n

Uwagi.

o /|w| oznacza pierwiastek n-tego stopnia znany ze szkoly, czyli
taka liczbe nieujemna, ktérej n-ta potega réwna sie |w|.

e Zauwazmy, ze kazda liczba zespolona rézna od zera ma doktadnie
n roznych pierwiastkéw n-tego stopnia.

Przyktad. Znajdziemy pierwiastki szdstego stopnia z —1. Przedsta-

wienie trygonometryczne liczby w = —1 jest nastepujace: —1 = cos 7+
isinm, czyli [w| =1, ¢ = 7. Podstawiajac do wzoru mamy szes¢ pier-
wiastkow:
™ L. T \/g 7
Z1 = cos—+1sin—=— 4 —
! 6 e 2 T
T+ 27 L T+ 27
Zy = cCOS 2 sin =1
’ 6 6 ’
m+4r .. w+4xw V3 d
Z3 = COS 28in = - 4+ _
6 6 2 2
T+6x .. w+6r \/§ )
Z4 = CO8 1 8In =—— — -
6 6 2 2
*+8r .. w+8rx .
Zzs = COS 2 sin = —1,
6 6
=+ 10r . . ©+ 107 \/§ )
Zg = €COS———— +isin ———— = — — —,
6 6 2 2
Zauwazmy, ze liczby zi, za,...,2¢ na plaszczyznie zespolonej sa

wierzchotkami szesciokata foremnego.
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rd

Y
ZZ
/T
Z3 Z]
-1 0 ¢
z, z,
&
Z5

Pierwiastki széstego stopnia z —1

2.1.3 Wilasnosci wielomianéw w dziedzinie zespo-
lonej

Na podstawowa role liczb zespolonych wskazuje nastepujace twierdze-
nie

Twierdzenie 44 (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY ) Kazdy wie-
lomian o wspolczynnikach zespolonych stopnia conajmniej 1 ma pier-
wiastek zespolony.

Inaczej mozna to sformutowac jak nastepuje:
Niech w bedzie wielomianem stopnia n > 1 o wspdtczynnikach
zespolonych

w(z) =apz" 4+ ap1+ ...+ a1z +ag, a, #0.

Istnieje z € C takie, ze w(z) = 0.

Twierdzenie to dowodzono na wiele istotnie réznych sposobdw.
Przedstawimy tutaj szkic jednego z nich. Zauwazmy najpierw, ze bez
ograniczenia ogélnosci mozna zalozy¢, ze a, = 1. Niech z przebiega
okrag o srodku zero i1 promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu

-
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wskazowek zegara. Wtedy 2" przebiega okrag o srodku w zerze i pro-
mieniu r" n-krotnie. Mozna przekonac sie, ze jesli r jest dostatecznie
duze, to |2"| jest wieksze od modutu pozostalej czesci wielomianu.
Wtedy (co jest intuicyjnie dosy¢ jasne, ale nie tak proste do udowod-
nienia, a nawet do precyzyjnego sformutowania) w(z) réwniez obiega
n-krotnie zero. Zmniejszamy teraz promien r do zera. Krzywa, ktéra
przebiegato w(z) deformuje sie w sposéb ciagly do punktu ag. Jeslhi
ag = 0, to nie ma czego dowodzi¢, bo z = 0 jest szukanym rozwiaza-
niem, a dla ag # 0 krzywa podczas ciaglej deformacji musiata kiedys
przejs¢ przez zero. Na rysunku przedstawione sa krzywe zakreslone
przez w(z) = 2° + 2* — 2% — 22 + 5, gdy 2z zakresla okregi o podanych
promieniach.

=17
i =13 =09

30 30 30
- 2ol 20 20
NN 10 10
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N\ (o)
7207730 -30 20 -10N_$#10 20 30 -30 -20-10
/] T 19

/
/ ~20 -20
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7
-30-30 =10\ {1047
\ ' N
=) - =
S— e //
- -30

1o 20 30

2
3 -30

llustracja dowodu zasadniczego twierdzenia algebry.

Zanim przyjrzymy sie konsekwencjom tego twierdzenia, musimy
powtérzy¢é pewne wilasnosci wielomianow znane ze szkoly Sredniej.
Sposéb (czyli algorytm) dzielenia wielomianéw prowadzi do takiego
oto wyniku: Jesli dane sa dwa wielomiany w i u, to dzielenie w przez
u, dajac w wyniku p oraz reszte r, prowadzi do réwnosci:

w=p-u-+r,

przy czym stopien wielomianu r jest nizszy od stopnia dzielnika, kto-
rym jest u.
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Zobaczmy to na przyktadzie. Dzielimy wielomian w(z) = 2*—52°+
32?2 + 2z 4 5 przez wielomian u(z) = z — 2:

23 =322 -3z —4
24 =523 4322 422 45 2 —2
24 =223
—32° 4322
—32% 4622
—32?2 42z
—322 46z
—4z +5
—4z 48
-3

OtrzymaliSmy w ten sposéb tozsamos¢

24—523+322+2z—|—5:(z3—322—32—4)(z—2)—3.

Reszta —3 rzeczywiscie jest stopnia nizszego niz stopien dzielnika z —2.
Podstawmy do obydwu stron tej tozsamosci z = 2. Lewa strona daje

warto$¢ wielomianu w w tym punkcie, czyli w(2), a prawa strona daje

wartosc¢ reszty —3. Uogdlnijmy nasza obserwacje: Dzielimy dowolny

wielomian w przez z — a. W wyniku otrzymujemy

w(z) = p(z)(z —a) +r,

przy czym reszta r jest stopnia nizszego niz stopien z — a, jest wiec

stata. Podstawiajac z = a mamy wartosc tej statej:

w(a) =r.

Jesli zapytamy teraz, kiedy reszta r jest rowna zeru, otrzymamy na-

stepujaca odpowiedz:

Wielomian w dzieli sie (bez reszty) przez z — a
wtedy 1 tylko wtedy,
gdy w(a) = 0.
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Jeshi wezmiemy pod uwage to, ze iloraz wielomianu w przez z — a
jest wielomianem stopnia nizszego o jeden, to powtarzajac postepo-
wanie przedstawione powyzej dostatecznie wiele razy, otrzymamy

Twierdzenie 45 Kazdy wielomian w stopnia n o wspolczynnikach
zespolonych daje sie przedstawié¢ w postaci

w(2) = ap,2" + ap 12" g = an(2 — 1) (2 — 22) .. (2 — 2,),
gdzie z1,...,2z, sq pierwiastkami w.

Uwaga: Czynniki po prawej stronie moga sie powtarza¢. Pierwia-
stek nazywamy wtedy wielokrotnym, a to, ile razy wystepuje w roz-
ktadzie nazywamy jego krotnosciq.

Niech teraz w(z) = 2™ + an,—12" "' + ...+ ag bedzie wielomianem o
wspélezynnikach rzeczywistych. Wielomian taki moze miec zaréwno
pierwiastki rzeczywiste, jak 1 nierzeczywiste. Przypusémy, ze zy jest
pierwiastkiem w, czyli

w(zg) = 2§ + ap125” ...+ ag =0,

Sprzegamy to rownanie stronami, pamietajac o tym, ze wspotczyn-
niki @,_1,...,aq sa rzeczywiste, wiec sprzezenie ich nie zmienia.

204 an 128+t ag = w(Z) = 0.

Widzimy wiec, ze zg tez jest pierwiastkiem wielomianu w. Jezeli
zo byto liczba rzeczywista, stwierdzenie to nic ciekawego nie mowi,
natomiast dla zg = a + bi, b # 0 stwierdzamy, ze w dzieli sie bez
reszty przez iloczyn (z — zo)(z — Zo), czyli

w(z)=(z—a—b)(z—a+b)u(z) = ((Z — a)2 + 62) u(z).
Wielomian u jako iloraz dwoch wielomianéw o wspdlczynnikach rze-

czywistych, tez ma wspolczynniki rzeczywiste. Powtarzajac opisane
wyzej postepowanie odpowiednio wiele razy, otrzymujemy
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Twierdzenie 46 Kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych
da sie roztozyé na iloczyn wielomianow stopnia pierwszego i drugieqo
o wspotezynnikach rzeczywistych.

2.1.4 O pewnym zastosowaniu liczb zespolonych

Omowimy teraz pewne zastosowanie liczb zespolonych, czesto uzywane
przez inzynieréw elektrykéw przy obliczeniach dotyczacych obwoddéw
pradu przemiennego. Ciekawe jest ono zreszta i z innego, bardziej teo-
retycznego punktu widzenia. Wielkosci charakteryzujace prad prze-
mienny — napiecie 1 natezenie chwilowe — opisywane sa funkcjami
postaci

f(t) = C cos(wt + ).

w zwiazane jest z czestotliwoscia pradu i bedzie zawsze takie samo az
do konca tego rozdziatu. Funkcji takiej przypisujemy liczbe zespolona

f = (Ce'.

Zauwazmy najpierw, ze sumie funkcji odpowiada suma liczb zespo-
lonych przypisanych tym funkcjom. Aby to zobaczy¢, przedstawimy
dana funkcje f troche inacze;j.

f(t) = Ccos(wt + ¢) = C cos p coswt — C'sin @ sin wt.
Funkcji tej przypisujemy liczbe
f=Cev = C cosp 4+ 1Csinp.

Widac¢ stad, ze funkcji opisanej wzorem A coswt + B sin wt odpowiada
liczba zespolona A — Bi. Teraz juz staje sie jasne, ze dodawaniu funkcji
odpowiada dodawanie wspétezynnikéw przy coswt i sinwt (oznaczo-
nych tutaj Ai B), a to z kolei odpowiada dodawaniu liczb zespolonych
przypisanych tym funkcjom.

Zobaczmy teraz jak wygladaja zwiazki miedzy funkcjami opisuja-
cymi zaleznos$¢ napiecia i natezenia pradu od czasu dla trzech naj-
bardziej typowych elementéw obwodu elektrycznego oraz wynikajace
z tych zwiazkéw relacje miedzy liczbami zespolonymi przypisanymi
owym funkcjom.
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1. Opér tzw. omowy o opornosci R. Z prawa Ohma U = I R wynika,

A

ze jesli I(t) = Ipcos(wt + @), to U(t) = Rlgcos(wt + ¢). Jesli [
oraz U oznaczaja liczby zespolone przypisane tym funkcjom, to
I = Iye' oraz U = Rlye', skad mamy

A A

U= RI.

. Kondensator o pojemnosci C'. Relacja () = CU miedzy tadun-

kiem () na kondensatorze a napieciem U po zrézniczkowaniu po
czasie daje?

7 dQ dUu
Codt T dt
Podstawiajac
U(t) = Uy cos(wt + )
otrzymujemy

1(t) = CUpwsin(wt + ¢) = ClUpw cos(wt + ¢ — 7 /2)
skad U= Uge'; I= wCUgee=m/2) = _juuC'Uqe?. Wobec tego

1 -
I.
wC

U=

. Cewka o indukcyjnosci L. Napiecie zewnetrzne U przytozone do

cewki spetnia zaleznos¢

dl
U= LE’
skad po podstawieniu [ = Iy cos(wt 4 @) otrzymujemy

U= —Lwlysin(wt + ¢) = Lw cos(wt + ¢ + 7/2),
skad I= Ige'; U= wLIye!et/2 = ju [ 15e. Wobec tego

U =iwll.

?Minus we wzorze wynika z przyjetych regul dotyczacych tego, ktéry kierunek

pradu 1 jakie napiecie uznaje sie za dodatnie.
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Znajdowanie napiecia i natezenia pradu (pamietajmy, ze chodzi
o zaleznos¢ tych wielkosci od czasu) na poszczegdlnych elementach
obwodu mozna sprowadzi¢ do rozwigzywania uktadu rownan wynika-
jacego 7z zastosowania nastepujacych trzech argumentéw:

1. Pierwsze prawo Kirchhoffa (suma natezen pradéw (chwilowych)
w dowolnym wezle réwna sie zeru).

2. Drugie prawo Kirchoffa (suma spadkéw napieé (réwniez chwilo-
wych) i sit elektromotorycznych réwna sie zeru).

3. Omowione wyzej prawa dotyczace poszczegdlnych elementéw ob-
wodu — opornikéw, kondensatoréw i1 cewek indukcyjnych.

Jesli teraz zastapimy wielkosci zalezne od czasu wystepujace w
tych réwnaniach odpowiadajacymi im liczbami zespolonymi, to, po-
niewaz sumie funkcji odpowiada suma przypisanych im liczb zespolo-
nych, pierwsze i drugie prawo Kirchhoffa bedzie wygladato tak samo, a
prawa dotyczace elementéow obwodu przybiora posta¢ bardzo podobna
do prawa Ohma, przez co uktad réwnan rézniczkowych zamienia sie
w uktad rownan algebraicznych. Uktad rownan uktada sie tak jakby
wszystkie elementy byly oporami omowymi, ale wartosci oporéw moga
by¢ zespolone, o nastepujacych wartosciach:

Opornik o opornosci R — R
Kondensator o indukcyjnosci €' — m}c
Cewka o indukcyjnosci .. — wl.

Moduty obliczonych napiec¢ i natezen pradow sa to ich amplitudy,
natomiast argumenty daja informacje o przesunieciach fazowych mie-
dzy nimi. Podobnie, modut oporu zastepczego fragmentu obwodu okre-
sla stosunek amplitud napiecia i natezenia, a jego argument jest roz-
nica faz napiecia 1 natezenia.

Zadania

1. Roztozy¢ na czynniki stopnia drugiego o wspoélezynnikach rze-
czywistych wielomiany w(z) = 2* + 11 u(z) = 2° + 1.
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2. Dany jest obwdd pradu przemiennego

o

U

Napiecie U = Uycoswt; R, L, C' sa dane. Znalez¢ natezenie
pradu na oporniku R.

ﬁ 2.1.5 O historii liczb zespolonych

30dkrycie liczb zespolonych zwiagzane byto nie, jak sie czasem styszy, z
rozwiagzywaniem réwnania x%2 = —1, lecz z réwnaniami trzeciego stop-
nia. Badaniem réwnan trzeciego stopnia zajmowali sie juz starozytni
Grecy (np. zagadnienie trysekeji kata). W éredniowieczu wazna role
w rozwoju matematyki odegrali Arabowie. Opanowanie przez nich w
VII-VIII w. ogromnego terytorium od brzegéow Atlantyku az do Indii
(w $rodku byt Egipt z Aleksandria, gdzie najdtuzej przetrwaly tra-
dycje greckiej geometrii) zaowocowalo miedzy innymi rozwojem ma-
tematyki*. Réwnaniami trzeciego stopnia zajmowal sie m.in. Omar
Alhaiami (zm. 1123 r.). Znalazt on metode konstrukcji rozwiazan wy-
korzystujaca przeciecia krzywych drugiego stopnia. Dzieta arabskie
miaty z kolei wielki wptyw na rozwoéj matematyki europejskiej po-
czawszy od XII wieku. Dos¢ blisko algebraicznego rozwiazania row-
nania trzeciego stopnia byt Leonardo z Pizy o przydomku Fibonacci,
autor ksiazki “Liber abaci” (1202 r.). Rozwazal on sume pierwiastkéw

trzeciego stopnia
r =32+ Vi

Wykorzystujac wzér na szeScian sumy wykazal , ze 2 = 108.
Dopiero na poczatku XVI w. Scipione del Ferro® znalazl algebra-

37rédta: S.Kulezycki, Opowiesci z dziejéw liczb, Wydawnictwa Szkolne i Peda-
gogiczne, Warszawa 1976, T.M.Illanupo, Bucwas Aazebpa, Mocksa 1935.

*0d Arabéw pochodzi wiele terminéw matematycznych np. “algebra”, “algo-
rytm” (Alchwarizmi-VITT/TX w.)

5(1465-1526), profesor uniwersytetu w Bolonii.
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iczne rozwiazanie rownania postaci
P4 =0
"+ pr+qg=0.

Rozwiazania jednak nie opublikowat . W tamtych czasach o pozycji
matematyka nie decydowata liczba publikacji, tylko udziat w publicz-
nych dysputach i pojedynkach miedzy uczonymi. Przeciwnicy dawali
sobie zadania, ktore nalezalo rozwiaza¢ w okreslonym terminie. Po-
siadanie ogdlnej metody rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia byto
w tej sytuacji potezna bronig. Tajemnica byla wiec pilnie strzezona.
Juz po émierci del Ferro jeden z posiadaczy sekretu, Antonio Maria
del Fiore zmierzyt sie w publicznej dyspucie z jednym z najwiekszych
matematykéw owego czasu Niccolo Tartaglia (1500-1557). Kazdy z
przeciwnikow zadal drugiemu 20 zadan. Wszystkie zadania del Fiore
dotyczyty réwnan typu z® + px = ¢. Tartaglia dowiedzial sie, ze del
Fiore dysponuje ogdlna metoda, ktora dostat od “pewnego wielkiego
matematyka”. Postawiwszy przed soba zadanie znalezienia tej metody
Tartaglia “dzieki przychylnemu losowi” osiagnatl cel 12 lutego 1535
roku, osiem dni przed wyznaczonym terminem, a rozwiazanie zadan
przeciwnika zajeto mu dwie godziny.

Tartaglia réwniez nie opublikowal swojego rozwiazania. Wiado-
mosc o tym ze posiada on ogélna metode dotarta do innego wybitnego
uczonego tej epoki, Hieronimo Cardano (1501-1576).

Cardano zwrdcit sie w 1539 r. do Tartaglii z prosbha o udostepnienie
mu tajemnicy odkrycia. Uzyskal ja dopiero po ztozeniu przysiegi, ze
dochowa tajemnicy. Rozwiazanie przedstawil Tartaglia w formie wier-
szowanej, miara wiersza byla taka, jak w “Boskiej komedii” Dantego.

Cardano natknal sie na pewne istotne trudnosci, ktére pdzniej
doprowadzity do wprowadzenia liczb zespolonych. Préba wyjasnienia
tych trudnosci w korespondencji z Tartaglia nie powiodta sie. W 1542
r. Cardano przebywajac w Bolonii zapoznat sie z rekopisem del Ferro
zawierajacym opis odkrycia.

W 1545 r. pojawito sie dzieto Cardana “Ars magna, sive de re-
bus algebraicis liber unus”, w ktérym po raz pierwszy opublikowana
zostala algebraiczna metoda rozwiazywania rownan trzeciego stopnia.
Cardano pisze przy tym, ze metode te podal mu “po wielu prosbach
jego przyjaciel Tartaglia”. Przedstawienie Cardana zawierato wiele
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istotnych uzupetnien do tego, co uzyskali del Ferro i Tartaglia. Uczen
Cardana, Luigi Ferrari (1522-1565) wykazal, ze rozwiazywanie réwnan
czwartego stopnia sprowadza sie do rozwiazywania réwnan stopnia
drugiego 1 trzeciego.

Zajmiemy sie teraz metoda. Najpierw bardzo wazna, moim zda-
niem, uwaga. W wielu ksiazkach, a szczgdélnie w poradnikach ency-
klopedycznych mozna znalez¢ “wzory Cardana”. Zastosowanie tych
wzoréw wprost, bez znajomosci metody, ktéra do nich doprowadzita
w pewnych przypadkach jest niemozliwe. Dlatego zajmiemy sie tu-
taj sama metoda, a wzory koncowe nie beda nawet napisane. Mamy
rozwiazac réwnanie

24+ pz4+q=0. (2.1)

Szukamy rozwiazania w postaci sumy z = x + y. Wzor na szeScian
sumy daje nam

23 = ($+y)3:$3+y3+3my(m+y) = Jayz + 2° + ¢°.
Przenoszac na lewa strone mamy
2% —3zyz — (2 +y°) = 0. (2.2)
Jezeli x 1 y uda sie dobrac tak, zeby

—3zy = p (2.3)
2 —y’ = g,

to réwnania (2.1) i (2.2) beda identyczne. Problem sprowadza sie wiec
do rozwiazania uktadu réwnan (2.3),(2.4). Pierwsze réwnanie podno-
simy do trzeciej potegi i otrzymujemy tatwy do rozwiazania uktad row-
nan na z® i y>. Potrzebna tu jest jeszcze pewna ostroznoéé¢ zwiazana
z tym, ze podnoszenie réwnania do trzeciej potegi moze wprowadzi¢
dodatkowe rozwiazania.

W trakcie rozwiazywania tego uktadu powstaje réwnanie kwadra-
towe, ktérego wyréznik jest réwny (2)° + (£)? Stosowanie tej metody
do réwnan o wyrdézniku ujemnym (majacych trzy pierwiastki rzeczy-
wiste) (proponuje sprawdzenie na przyktadzie réwnania z° — z = 0)
prowadzi do wyrazen, w ktorych wystepuja pierwiastki kwadratowe
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liczb ujemnych. Wtasnie w tym miejscu Cardano wyrazat watpliwosci
w korespondencji z Tartaglia. Cardano wykonat nawet probe przyjrze-
nia sie takim wyrazeniom, wycofal sie jednak natychmiast piszac “nie
wiadomo, co by takie wyrazenia mialty znaczyc, a niepodobna przy
tym wykonywac¢ na nich dziatan”.

Tym, ktory osmielit sie porzucié¢ dziedzine dobrze okreslonych wiel-
kosci byt Rafael Bombelli, z zawodu inzynier kierujacy wielkimi pra-
cami przy osuszaniu btot w Toskanii. Zajal sie on pierwiastkami kwa-
dratowymi z liczb ujemnych znajdujac reguly, wedtug ktérych nale-
zato operowa¢ wyrazeniami zawierajacymi takie pierwiastki. Wykazat
, ze mozna je sprowadzi¢ do postaci a + by/—1. Sam /—1 traktowal
jako rodzaj znaku, taki, jak 4+ czy —. Stad zreszta wzial oznaczenie
“piu di meno”, w skrocie “pdm”, bowiem “nie moze by¢ nazwany
ani +(piu), ani —(meno)”. Rozwazania swoje przedstawil w dziele
“L’Algebra parte maggiore dell’ arithmetica. Bologna 1572”. Byto to
pierwsze, ale daleko posuniete przedstawienie liczb zespolonych. Bom-
belli dowodzit na przyktad, uzywajac metod geometrycznych, ze kazde
rownanie trzeciego stopnia posiada rozwiazanie w dziedzinie liczb ze-
spolonych.

Pozostaly dwa istotne problemy. Pierwszy, to istnienie liczb zespo-
lonych, a drugi to pytanie o to, czy dla réwnan stopnia wyzszego niz
czwarty (réwnania czwartego stopnia, jak wykazal Ferrari, redukuja
sie do réwnan stopnia drugiego i trzeciego) nie bedzie trzeba wymyslac
coraz nowych rodzajow liczb. Obydwa te problemy zostaty rozwiazane
na przetomie XVIII 1 XIX wieku dzieki pracom d’Alemberta, Cau-
chy’ego, Gaussa, Hamiltona i innych. Watpliwosci dotyczace istnienia
rozwiazalo sprowadzenie teorii liczb zespolonych do geometrii (liczby
zespolone jako punkty ptaszczyzny) albo do teorii liczb rzeczywistych
(liczby zespolone jako pary liczb rzeczywistych). Rozwiazanie drugiego
problemu, rozwiazalnosci réwnan, zostato nazwane zasadniczym twier-
dzeniem algebry. Pierwszy dowdd, metodami niealgebraicznymi i nie
w pelni Scisty przedstawit w 1746 roku d’Alembert. Pierwszy $cisty
dowdd podatl w 1799 roku Gauss.

Dalszy rozwdj liczb zespolonych to ich przenikanie do wszystkich
dzialéw matematykii wpltyw na tworzenie nowych, z ktorych wymienie
tylko teorie funkcji zmiennej zespolonej i teorie ciat.
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Zadania

1. Udowodni¢, ze

i’/\/5+2—\‘°/f—2:1.

2. Rozwiaza¢ metoda Cardana réwnanie z® + 6z — 20 = 0. Spraw-
dzic, ze x = 2 jest jedynym rzeczywistym pierwiastkiem tego
rownania. Wyjasnic¢ problem, ktory tu powstaje.

3. Znalez¢ btad w rachunku:
—2=+/-2-V=2=4/(=2) (=2)=V4=2.

2.1.6 O funkcjach elementarnych z innego punktu
widzenia

Powrécimy tutaj do funkeji wyktadniczej, funkcji trygonometrycznych
i logarytmu, zeby, postugujac sie metodami rachunku rézniczkowego
i catkowego, odpowiedzie¢ na dwa zasadnicze pytania dotyczace tych
funkcji. Oto te pytania:

e Dlaczego funkcje wyktadnicza i logarytm definiuje sie uzywajac
dziwnej liczby e ?

e Na czym polegaja zwiazki miedzy funkcja wyktadnicza a sinu-
sem 1 kosinusem. Funkcje te maja troche podobne szeregi pote-
gowe, a pochodne funkcji trygonometrycznych spelniaja rowna-
nie [ = —f podobne do réwnania [’ = f, ktore spetnia funkcja
wyktadnicza. Ci, ktorzy policzyli wiele catek mogli natrafi¢ na
takie, w ktorych w zaleznosci od uzytej metody dostaje sie w
wyniku wyrazenia zawierajace logarytmy albo funkcje cyklome-
tryczne (arcusy).
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Drugie pytanie znajdzie odpowiedz wtedy, gdy rozszerzymy dzie-
dzine badanych funkcji na liczby zespolone. Najzgrabniej mozna to
wykonac rozpatrujac szeregi potegowe, na ktore rozwijaja sie te funk-
cje. Okaze sie, ze funkcje trygonometryczne sa tak blisko zwiazane z
funkcja wyktadnicza, ze mozna uwazac je za jeden obiekt.

Odpowiedz na pierwsze pytanie narzuca sie od razu — funkcja wy-
ktadnicza e” wyrézniona jest tym, ze (e”)" = e”, a przy innej podstawie
mamy (a¢”)" = a”Ina. Czy mozna wiec funkcje wyktadnicza e zdefi-
niowaé jako taka funkcje f, ze f' = fistad wydedukowac wszystkie jej
wlasnosci, z definicja liczby e wlacznie? Definicja taka bytaby przede
wszystkim bardziej naturalna, bo za punkt wyjscia braloby sie bardziej
podstawowa wlasnos¢ funkeji e”.

Warunek f' = f wyglada bardzo prosto, ale nie wiadomo, czy ist-
nieje funkcja, ktéra go spetnia. Zaczniemy wiec od innej strony. Gdyby
taka funkcja istniata i miata funkcje odwrotna, to pochodna tej funkcji
odwrotnej (oznaczmy ja przez ¢) bylaby réwna ¢'(z) = 1/f'(g(z)) =
1/f(g(z)) = 1/z. Bedziemy definiowali najpierw funkcje odwrotna g,
bo jej istnienie potrafimy uzasadni¢ na podstawie twierdzen o catko-
waniu. Przechodzimy teraz do Scistych definicji.

Definicja 22 (Definicja logarytmu) Niech x €]0, 00|.

lnx::/zldt.
1t

Istnienie tej catki wynika z ciagloéci funkcji 1/x i twierdzenia o
catkowalnosci funkcji ciagtych. Stata catkowania zostata wybrana tak,
zeby In1 = 0.

7 twierdzenia podstawowego mamy teraz (Inz) = 1/z. Poniewaz
1/z jest w rozpatrywanym zbiorze dodatnie, logarytm jest funkcja Sci-
§le rosnaca i1 posiada funkcje odwrotna, ktora nazwiemy wyktadnicza
1 oznaczymy exp z. Funkcja ta okreslona jest na zbiorze wartosci loga-
rytmu, czyli na | — oo, oo[ (tutaj trzeba wykazac, ze lim,—¢ [;" 1/t dl =
—oo oraz limy o [ 1/t dl = oo, co pominiemy). Zbiér wartosci funkeji
wyktadniczej to dziedzina logarytmu, czyli |0, oo[. Ciaglosé logarytmu
wynika z ciaglosci catki, a ciagltosc¢ funkeji wyktadniczej z twierdzenia
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o ciaglosci funkcji odwrotnej. Ponadto

zy (i z z ds 1 ds
= Id—s—l- yﬁzlnx—l—lny. (2.5)
18 1T
Dla funkcji odwrotnej mamy stad
exp(z +y) = exp(z) - exp(y). (2.6)

Wprowadzamy oznaczenie
e :=exp(1)

Sprawdzimy, ze e” = exp(z). Poniewaz obydwie strony sa ciagle, wy-
starczy to sprawdzi¢ dla wymiernych z. 7 (2.6) wynika, ze exp(n) =
(exp(1))* = €". 7 kolei e = exp(1) = exp(m - 1/m) = (exp(1/m))™,
skad exp(1/m) = e'/™, a wiec exp(n/m) = /™.

Wyprowadzimy teraz znane wzory wiazace funkcje wykltadnicza i
logarytm z pewnymi granicami.

1 ;o In(z 4+ k) — In(x)
= (In2)"= lim 3 oo h

Podstawiamy ¢ = 1/x:

In(1 + th
} = g RO In(1 + th)'/"
h—0 h h—0
Dla funkcji odwrotnej oznacza to (pamietamy o ciaglosci)
el = lim(1 + h)t/h,
h—0
a stad w szczegdlnosci

e =lim(1+ )" = Tim (1+1/n)".

Rozwiniecie funkcji wykltadnicze] na szereg potegowy przeprowa-
dza sie tak samo, jak poprzednio, wykorzystujac wzor Taylora. Przy-
pomnimy tutaj ten szereg

2 et

z
ef=14+z+—4+...+ —+...
21 n!
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Podstawmy z = = + y:

» vy oyt oy
ST — e"(1+1y— E_Zﬁ—l_ E—HE—I_' ..) =€"(cosy+usiny). (2.7)
Jak widzimy, szereg potegowy pozwala na okreslenie funkcji wyktad-
niczej dla dowolnych argumentow zespolonych. Podobna sztuka dla
logarytmu daje znacznie skromniejszy wynik, poniewaz szereg pote-

gowy dla logarytmu ma skonczony promien zbieznosci, np.

2?23 2t

hl(l-l-l’)—l’—?—l-?—z—l----
ma promien zbieznosci rowny 1. Mozna definiowac logarytm w dziedzi-
nie zespolonej jako funkcje odwrotna do funkcji wyktadniczej. Trzeba
jednak zachowaé ostroznosc, poniewaz funkcja wykladnicza nie jest
roznowartosciowa, jest ona okresowa w kierunku urojonym. Konkret-
nie —jesli z £ 0, z = |z|(cosp + isinp) to

Inz=1In|z|+ip + 2kri, k=0,%£1,£2,...

Aby taki wzér okreslat funkcje trzeba zdecydowac sie na wybor argu-
mentu ¢ oraz k. Jest to sytuacja bardzo podobna do tej, z ktéra ma
sie do czynienia przy odwracaniu funkcji trygonometrycznych. Jesh
sie troche zastanowic¢, to dojdzie sie do wniosku, ze te sytuacje nie sa
podobne, tylko to jest to samo.

Réwnanie (2.7) daje nastepujace zwiazki miedzy funkcja wyktad-
nicza a funkcjami trygonometrycznyma:

¥ =cosz+1sinz,

e = cosz — isin z.
Dodajac 1 odejmujac stronami otrzymujemy
6iz + e—iz

COS 2 =

sin z =
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Funkcje hiperboliczne zdefiniowane sa wzorami:

e+ e *
cosh z = —g
z -2z
. e“ —e
sinh z =
2

Porownanie tych wzoréw daje zwiazki miedzy funkcjami trygonome-
trycznymi i hiperbolicznymi

sinzz = 7sinh 2,

costz = cosh z.

2

Tozsamo$é sin?z + cos?x = 1 zachowuje sie przy przejéciu do dzie-

dziny zespolonej (aby to zobaczyé wystarczy ja udowodnié uzywajac
szeregéw potegowych). Podstawiajac x = iy otrzymujemy
1 = sin? iy + cos? iy = cosh®y — sinh? y.

Zadanie. Rozwiaza¢ w dziedzinie liczb zespolonych réwnanie

sin z = 2.
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2.2 Wektorowa przestrzen euklidesowa

Bedziemy sie tutaj zajmowali pewnym szczegélnympodejsciem do prze-
strzeni euklidesowej, blisko zwiazanym z metoda geometrii analitycz-
nej. Podejscie to wykorzystuje jezyk 1 metody algebry do badania pro-
blemow geometrycznych. Jednoczesnie zyskuje sie nowy punkt widze-
nia na niektore problemy algebry. Zaczniemy od konkretnego modelu.
Niech E? bedzie zbiorem uporzadkowanych tréjek liczb rzeczywistych.
7 pewnych wzgledéw tréjki te bedziemy zapisywaé pionowo. W E?
wprowadzamy dwa dziatania — dodawanie:

1 T r1+ X2
"N + 1 vy =| n+ye
z1 29 z1 + 22

oraz mnozenie przez liczbe rzeczywista

T Az
MMy | =1 My
z Az

Dziatania te maja nastepujace proste wlasnosci (aby oszczedzi¢ miej-
sca, zamiast tréjek bedziemy pisali jedna litere, np. p, q):
ptqg=q+p,
(p+a)+r=p+(g+r),
Ap+q) =Ap+Aq,
Alpp) = (Ap)p,
(A +p)p = Ap+ pp,
1p =p.

Wisrédd elementéw E? szczegdlna role odgrywa jeden, tréjka, ktérej
wszystkie elementy sa zerami. Oznaczamy go® znakiem 0. Jego cha-
rakterystyczna wlasnoscia jest to, ze p + 0 = p dla kazdego p € E?,

6Pézniej, gdy nie bedzie obaw o nieporozumienie, bedziemy pisali zwykte zero.

-
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Mozna tatwo sprawdzié, ze dla kazdego p € E? istnieje takie ¢ € E>,
ze p+ g = 0. Wymienione wyzej wilasnosci sktadaja sie na to, co
matematycy nazywaja struktura przestrzeni wektorowe;.

Aby wzbogaci¢ przedmiot naszych badan w wlasnosci geometryczne
wprowadzimy jeszcze tloczyn skalarny. Niech

KA X2
pP= 31 y 4 = Y2
21 22

lloczynem skalarnym p 1 ¢ nazywamy liczbe

(P|Q) = 122 + Y1y2 + 2122

Posiada on nastepujace podstawowe wlasnosci:

(plg) (glp),
(p+7le) = (plo)+(P'le),

(Aplg) = Aplg),

(plp) > 0 dla p#0

Bardzo wazna konsekwencja wymienionych wyzej wlasnosci jest
nastepujaca nierownosc:

Twierdzenie 47 (NIEROWNOSC SCHWARZA)
|(plg)| < +/(plp)(glq)-
Dowdd. Niech t € R.

0 < (p+tqlp+tq) = (plp) + 2t(plg) + t*(qlq).

Prawa strona jest trojmianem kwadratowym wzgledem ¢, a poniewaz
przyjmuje tylko warto$ci nieujemne, jej wyroznik musi by¢ niedodatni.

A = 4[(plq)]* — 4(plp)(qlq) < 0.

Porzadkujac te nierownos¢ dostajemy teze. O
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Majac iloczyn skalarny mozemy zdefiniowa¢ dwa nastepne wazne
pojecia geometryczne: dtugos¢ wektora i kat miedzy wektorami. Diu-
gosciqg wektora p nazywamy liczbe

Il =/ (plp)-
Spelniona jest nastepujaca nieréwnos$¢, zwana nierownosciq trojkqta:
P+l < lIpll + llgll-
Rzeczywiscie, podnoszac ja stronami do kwadratu, otrzymujemy

Ip+ qll* = (plp) + 2(plg) + (qlq) < (plp) + (qlq) + 2[p|l |4l

1 po uproszczeniach mamy nieréwnos¢ Schwarza.
Aby okresli¢ kat miedzy wektorami zauwazmy najpierw, ze dla

wektoréw p, g # 0 nieréwnos¢ Schwarza daje |||g|?||ﬁ;||| < 1. Wobec tego

istnieje (jedyny) kat Z(p,q) € [0, x| taki, ze

(plg)

os(4(p: ) = el

Mamy wiec, tak samo, jak w szkole

(plg) = lIpllllgll cos(Z(p, q))-

W szczegdlnosci wektory p i g sa prostopadte (czasem uzywa sie stowa
ortogonalne), gdy (p|g) = 0.

2.2.1 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

-

Wybieramy nastepujace trzy wektory 2,7, k€ E3:
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Latwo jest sprawdzié, ze dla kazdego wektora p € E®> mozna znalezé
liczby a, 3,7 takie, ze p = ar+ 33 +~vk. Co wiecej, istnieje tylko jeden
taki uktad liczb. Rzeczywiscie, rownanie

T 1 0 0
Yy =al|l 0 |+p5] 1 +~1 0
z 0 0 1

ma jedyne rozwiazanie o =z, f =y, v = z.

Uktad wektoréw majacy taka wlasnos¢, jak powyzej (kazdy wek-
tor jest ich kombinacja liniowa, a wspétczynniki mozna wybrac tylko
na jeden sposéb) nazywamy bazq przestrzeni wektorowej. Wspélezyn-
niki wystepujace w tej kombinacji nazywamy wspolrzednymi danego
wektora w tej bazie. W przestrzeni E®> mozna wybraé bardzo wiele
roznych baz. Maja one jednak zawsze tyle samo elementow — trzy.
Ogdlnie, zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 48 Kazde dwie bazy danej przestrzeni wektorowej majq
tyle samo elementow.

Liczbe elementéw (jakiejkolwiek) bazy przestrzeni wektorowej na-
zywamy wymiarem te] przestrzeni.

Mozemy wiec stwierdzié¢, ze przestrzen E? jest tréjwymiarowa.
Dalsze nasze rozwazania ograniczymy do przestrzeni, ktére posiadaja
skonczona baze.

Niech E bedzie przestrzenia wektorowa. Podzbiér F' € E nazy-
wamy podprzestrzeniq przestrzeni F, jezeli dla dowolnych dwu wekto-
row p,q € F wszystkie ich kombinacje liniowe ap 4+ 3¢ naleza do F'.
Mozna wykazac, ze wymiar podprzestrzeni F' # F jest mniejszy od
wymiaru F.

Przyktady.

1. Niech F = {p e E®: p=ua2i+yj+=z23, v+y+2z =0}
Zobaczymy, ze F' jest dwuwymiarowa podprzestrzenia E. Niech p, q €
F.op=uxt+yj+zk, 2+y+2z=0, q=2a"t+vyy+2k 2+
y' + 2 = 0. Wspdhrzedne wektora ap + B¢ w bazie 2,3,k sa réwne
(ax 4 B2’ ay + By, az + B2'). Aby stwierdzié, ze ap + Bq € F trzeba

sprawdzi¢, czy suma wspotrzednych tego wektora jest réwna zeru, co
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jest natychmiastowe. Wymiar przestrzeni F' wyznaczymy znajdujac
jakas jej baze. Czytelnik zechce potraktowac¢ jako zadanie domowe
sprawdzenie, ze uklad wektoréw 2z — 7, g — k jest baza przestrzeni F'.

2. Wezmy jaki§ wektor ¢ € E* ¢ # 0. Niech F' = {p € E* :
(plg) = 0}. Podobnie, jak w poprzednim przykladzie, F' jest dwuwy-
miarowa podprzestrzenia F. Sprawdzajac to zauwazmy, ze przyklad
1. jest szczegdlnym przypadkiem przyktadu 2., gdy ¢ jest wektorem o
wspétrzednych (1,1,1) w bazie ¢, 3, k.

3. Niech F' bedzie zbiorem elementéw E?® postaci az + 37. Tutaj
stwierdzamy, ze I jest dwuwymiarowa podprzestrzenia E>, a jedna z
baz tej przestrzeni jest uktad z, 7.

Ogolniejszym przykltadem wektorowej przestrzeni euklidesowej jest
E” — przestrzen, ktorej “punktami” sa n-elementowe ciagi liczb rzeczy-
wistych, a dziatania oraz iloczyn skalarny okreslone sa analogicznie,
jak w E3. Latwo stwierdzi¢, ze wektory

1 0 0

0 1 0
€1 = . ) €y = . PO ) €p =

0 0 1

sa baza tej przestrzeni. Wymiar E” jest wiec réwny n. Dla nas naj-
bardziej interesujace beba przypadki n =21 n = 3.

2.2.2 Roéwnania prostych i plaszczyzn

Réwnanie prostej w EZ najczesciej podaje sie w jednej z dwéch postaci

Ar+ By = C, (1)
T = xo0-+at
y = yo+0bl (I7)

Opis (/1) nazywa sie parametrycznym.
Sprébujemy przedstawic te opisy w takiej formie, w ktrej nie wyste-
puja wspotrzedne z,y. Tego rodzaju przedstawienie pozwala na ogét
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lepiej uwidoczni¢ sens geometryczny opisu, sugeruje sposob rozwia-
zywania niektorych zadan 1 wskazuje droge do uogdlnien. Oznaczmy
p= (;) , = (é) . Réwnanie (I) ma postaé

(rlg) = C. (1)

Czym jest dla tej prostej wektor ¢ 7 Wezmy dwa punkty p i p’ lezace na
tej prostej. Wtedy (plg) = C, (p'|lg) = C. Odejmujac stronami mamy
(p — P'|lg) = 0. Poniewaz p — p’ mozemy interpretowac jako wektor
taczacy punkty p i p', stwierdzamy, ze ¢q jest wektorem prostopadlym
do badanej prostej. Mozemy teraz rozwiazac¢ zadanie: znalez¢ rownanie
prostej przechodzacej przez punkt pg 1 prostopadte; do wektora ¢q. Ma
ono postac (p — polg) = 0, co mozna przeksztatcic do postaci (p|g) =
(polq), czyli mamy réwnanie (I') dla C' = (poq).

W przestrzeni E> mamy troche wieksza liczbe analogicznych obiek-
tow:

Ar+ By+Cz=D

jest réwnaniem plaszczyzny, a uktad réwnan
All’ —|— Bly —|— 012 = D1

AQZE —|— Bgy —|— CQZ = D2

opisuje prosta — przeciecie dwéch plaszezyzn 7 . Interpretacja wspol-
czynnikow A, B,C'" w réwnaniu plaszczyzny jest oczywista — sa to
wspolrzedne wektora prostopadtego do tej ptaszczyzny.

Opis prostej w E* w postaci (I7) po wprowadzeniu oznaczef p =

() .o = (32) .v= () praybiera posta
p = po + vt. (]]/)

Tak samo wyglada opis prostej] w E™ dla dowolnego n. Wektor v na-
zywany jest wektorem kierunkowym prostej, co zwiazane jest z tym,
ze wektor laczacy dowolne dwa punkty prostej jest do niego propor-
cjonalny.

"Potrzebne sa tutaj pewne dodatkowe bardzo proste zalozenia, np. takie ze
wspdlezynniki A, B, C nie sg wszystkie réwne zeru. Zostawimy te sprawe na pdz-
niej, kiedy bedziemy sie zajmowali uktadami réwnan pierwszego stopnia.
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Réwnanie plaszezyzny w E? mozna napisa¢ w podobnej postaci
p = po + vt + us, (117)

gdzie u jest wektorem, a s drugim parametrem.
Réwnania tego typu tatwo jest uzyskac jako réwnanie prostej prze-
chodzacej przez zadane dwa punkty p; 1 ps:

p=p+(p2 —m)i,
lub ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty pi, pa, p3:

p=p1+ (p2—p1)t+ (ps — p1)s.

Przechodzenie od opisu typu (/) do opisu typu (/1) i odwrotnie
mozna robi¢ manipulujac tymi réwnaniami (rugowanie albo wprowa-
dzanie parametréw), co przy pewnej wprawie jest najskuteczniejsza
metoda. Mozna jednak tez korzystac¢ z interpretacji geometrycznej, co
zobaczymy na przyktadach.

Przyktady.
1. Przejscie od rownania Ax 4+ By = (' do opisu parametrycznego.
Wektor ¢ = @‘5 jest prostopadty do opisywanej prostej. Do niego jest

prostopadty wektor v = (jf), co tatwo sprawdzi¢ obliczajac iloczyn

skalarny (¢q|v). Pozostaje jeszcze zmalezé wspétrzedne jakiegokolwiek
punktu pg prostej, co mozna zrobi¢ np. podstawiajac dowolna liczbe
jako y i wyznaczajac = z réwnania (o ile A # 0). Wtedy p = po + vt
jest szukanym réwnaniem parametrycznym prostej. Na przykladzie
wyglada to tak: Mamy rownanie

x—2y="T.

Wektor prostopadly ¢ = <_12). Wektor kierunkowy v = (#). Na proste;j
lezy punkt py o wspétrzednych z =1, y = —3. Wobec tego réwnanie
parametryczne tej prostej moze by¢ podane w postaci

=142

y=—3+1.
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2. Przejscie od opisu parametrycznego ptaszczyzny do réwnania.
Mamy opis parametryczny p = pg + vt + us. Znajdujemy wektor ¢
prostopadty do obydwu wektoréw v, u. Pézniej bedziemy mieli na to
sposob — iloczyn wektorowy, ale na razie musimy po prostu napisac
uktad réwnan (¢q|v) = 0, (¢lu) = 0 i znalezé jakies ¢ spelniajace ten
uktad. Po znalezieniu ¢ mozemy juz napisac¢ rownanie naszej plaszczy-

zny: (plg) = (polq). Na przykladzie:
Mamy opis parametryczny plaszczyzny:

r=1—1+4+2s

y=24+1t—s
z=1

Najpierw szukamy wektora ¢ prostopadlego do wektorow

Wspotrzedne A, B, C' wektora ¢ musza spetnia¢ uktad réwnan

—-A+B+C =
2A—-B

Jednym z rozwiazan tego uktadu jest A =1, B =2, ¢ = —1. Mozemy
teraz napisa¢ rownanie plaszczyzny

(plg) =x+2y —z=(polq) =1+4+0=5.

2.2.3 Wspodlrzedne

Skad biora sie pary czy tréjki liczb uzywane przez nas przy opisywa-
niu prostych 1 plaszczyzn 7 Jezeli wszystko dzieje sie w przestrzeni
E? lub E3, to sprawa jest prosta — punkty tych przestrzeni sa pa-
rami albo trojkami liczb. W przypadku ogdlnym trzeba te uktady
liczb dopiero wprowadzic¢. Kluczowa role odgrywa wtedy pojecie bazy.
Przypomnijmy — baza przestrzeni wektorowej £ nazywamy taki uktad
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wektoréw e, ey,...,e, € F, ze dowolny wektor p € F jednoznacznie
przedstawia sie w postaci

P =2161 + Toa + ...+ X6,

Uktad liczb @1, x4,. .., x, nazywamy wspolrzednymi wektora p w bazie
€1, €2,

.., e,. Lauwazmy, ze do okre§lenia wektora nie wystarczy podanie
jego wspotrzednych, trzeba jeszcze powiedzie¢, w jakiej to jest bazie,
bo ten sam wektor w réznych bazach ma na ogét rézne wspotrzedne.

Jest jeszcze inny aspekt tej sprawy. Latwo jest zauwazyc¢, ze, jesh
wybierzemy jakas baze przesttrzeni F i1 nie bedziemy jej zmieniali,
to dziatania na wektorach (dodawanie wektoréw i mnozenie wektora
przez liczbe) na wspdtrzednych wygladaja tak samo, jak w E”. Tloczyn
skalarny wyraza sie przez wspolrzedne wektoréow nastepujaco: Niech
p=x1€1 4+ X063+ ...+ Tpen, ¢ =y1€1 + Y260+ ...+ ype,. Wtedy

(plg) = Z z;y;(eile;).
1,5=1
Wzér ten wyglada tak samo, jak w przypadku E”, jezeli baza spelnia

[0 dla i#j
(6”6]’)—{1 dla i =j

warunki

W takiej sytuacji nie ma wtlasciwie roznicy miedzy £ 1 E".

2.3 Uklady réwnan i przeksztalcenia li-
niowe

Przedmiotem naszych rozwazan beda uktady réwnan pierwszego stop-
nia, nazywane réwniez uktadami rownan liniowych. Jak zobaczymy,
sa one powiazane z pewnymi przeksztatceniami przestrzeni wektoro-
wych. Zwiazek ten pozwoli nam z innej strony spojrze¢ na problemy
uktadéw réwnan liniowych. Napiszmy najpierw w ogdlnej formie uktad

-
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m rownan liniowych z n niewiadomymi:

a1 + aprys + ... + apxr, = b
anr1 + apr; + ... + azxr, = b
11+ AmaTzs + ...+ e, = by

Potraktujmy uktad liczb x1,zs,..., 2, jako element x € E”, a uktad
liczb by, bq,...,b, jako b € E™. Lewa strona réwnania moze by¢ in-
terpretowana jako wzor okreslajacy przeksztatcenie A : E* — E™.
Przeksztalcenie A ma bardzo proste ogdlne wtasnosci:

A(dz) = MA(zx),
Alz+y) = A(z)+ Aly).

Ogodlnie, jesli £ 1 F' sa przestrzeniami wektorowymi, to odwzoro-
wanie A : K — F majace powyzsze wtasnosci nazywamy liniowym. Ze
wzgledéw praktycznych czesto bedziemy opuszczali nawias piszac Az
zamiast A(z). Nasz uktad zapisze sie wiec w skrétowej postaci jako

Az = b.

Lewa strona danego uktadu réwnan, jak réwniez odwzorowanie
linlowe A wyznaczone sa przez wspéleczynniki a;;;¢,5 = 1,2,...,n.
Wspétezynniki te bedziemy zapisywali w prostokatnej tabeli nazywa-
nej macierzq

ai1, aig, . , A1p
as, ago, . , Aop
Am1y Am2y . s 0pmp

Niech z i ' beda dwoma rozwiazaniami rozwazanego uktadu, tzn.
Az = boraz Az’ = b. Odejmujac stronami otrzymujemy A(z— ') = 0.
Réznica y = x — 2’ dwdch rozwiazan spetnia wiec uktad réwnan

Ay=0

nazywany uktadem jednorodnym. Biorac pod uwage to, ze ' =z + y
otrzymujemy bardzo prosty, a wazny w zastosowaniach wniosek:
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Aby znalez¢ wszystkie rozwiazania ukladu rownan
Az =b

wystarczy znalezc jedno rozwiazanie zg tego uktadu 1 wszystkie
rozwiazania uktadu jednorodnego. Kazde rozwiazanie ma postac

T =29+ 1Y,

gdzie y jest rozwiazaniem ukltadu jednorodnego Ay = 0.

2.3.1 Rzad macierzy

Przy badaniu warunkéw rozwiazalnosci uktadéw rownan liniowych za-
sadnicza role odgrywa, jak zobaczymy, znajdowanie wymiaréw réznych
podprzestrzeni. W zwiazku z tym wprowadzimy kilka nowych pojec.

Uktad wektoréw vq,vy,..., v, nazywamy liniowo niezaleznym® |
jezeli Ajv1 + Aqvg + ... 4+ Agvp = 0 pociaga za soba Ay = Ay = ... =
A = 0.

Dla dowolnego uktadu wektoréw vy, vq,...,vx zbior ich kombina-
cji liniowych F' = {v € £ : v = Moy + Mva + ... + Apuoi; A € R}
jest, co latwo sprawdzi¢, podprzestrzenia. Méwimy, ze podprzestrzen
ta jest rozpieta przez wektory vy, vy, ..., vp. Zauwazmy, ze gdy uklad
v1, Vg, ..., v jest liniowo niezalezny, to jest on baza podprzestrzeni F'.
Rzeczywiscie, kazdy wektor v € F' daje sie przedstawi¢ jako kombina-
cja linlowa uktadu vy, vsy,..., v, a jednoznaczno$¢ wynika z liniowe;j
niezaleznosci: Niech beda dane dwa takie przedstawienia

v = )\1’01 —|—)\202 + ...—|—)\k’l)k,

v = )\’lvl —I—)\’202 —|—...—|—)\;Cvk.

Odejmujac stronami otrzymujemy

v = ()\1 — )\/1)’01 + ()\2 — )\/2)1)2 + ...+ ()\k — )\;C)’U]C

8Zauwazmy, ze liniowa niezaleznoéé jest wtasnoscia ukladu wektoréw, a nie
kazdego z nich z osobna.

-
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7. zalozenia, ze v, v, ..., v; jest ukltadem liniowo niezaleznym mamy

M=M= —M=...=0,czyli\y = M, Ay =Xy, ..., Ap = M.

Zajmiemy sie teraz macierzami. Rzadki poziome macierzy nazy-
wamy wierszami, a pionowe kolumnami. Wiersze 1 kolumny mozna
traktowaé jak elementy przestrzeni E¥, gdzie k jest liczba elementéw
wiersza ew. kolumny. Rzedem wierszowym macierzy nazywamy wymiar
podprzestrzeni rozpiete] przez wierszete] macierzy, a rzedem kolumno-
wym — wymiar podprzestrzeni rozpietej przez kolumny. Okazuje sie
(dowdd nie jest niestety zupetnie prosty), ze rzad wierszowy macierzy
jest zawsze réwny jej rzedowi kolumnowemu. Dowodu nie bedziemy
tutaj przeprowadzali, zajmiemy sie natomiast pewna metoda badania
rzedu macierzy. Metoda ta polega na przeksztalcaniu danej macierzy
w taki sposéb, zeby wymiar nie ulegatl zmianie, a macierz sprowadzita
sie do postaci, w ktorej rzad bedzie tatwo znalez¢. Podstawa tej me-
tody jest obserwacja, ze

Jezeli do wiersza (kolumny) macierzy dodamy dowolng kombina-
cje lintowq pozostalych wierszy (kolumn), to rzqd macierzy sie

nie zmient.
Przyktad.
1 2 0 3 1 2 0 3 1 2 0 3
21 -12|~]1]0 -3 -1 -4|~]0 -3 -1 —4
3 3 -1 5 0 -3 -1 -4 0 0 0 0

Zmak “~” oznacza tutaj, ze rzedy macierzy sa réwne. Pierwsze prze-
ksztalcenie polega na dodaniu pierwszego wiersza pomnozonego przez
—2 do drugiego i pierwszego wiersza pomnozonego przez —3 do trze-
ciego. Drugie przeksztalcenie to dodanie drugiego wiersza pomnozo-
nego przez —1 do trzeciego. Latwo jest stwierdzi¢, ze rzad otrzymane]
macierzy jest rowny 2.
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2.3.2 Uklady rownan liniowych

Powracamy do uktadéw réownan. Niejednorodny uktad rownan linio-
wych mozemy zapisa¢ w postaci

a1 (12 G1n 51

a1 (92 Uan 52
Tq . + 29 . +...+z, . =

Am1 A2 Amn bm

Oznacza to tyle, ze wektor — kolumna wyrazéw tworzacych prawa
strone réwnania jest kombinacja liniowa kolumn macierzy A wspot-
czynnikéw przy niewiadomych. Istnienie rozwiazania jest wiec row-
nowazne temu, ze przestrzen rozpieta na kolumnach macierzy A nie
powiekszy sie, gdy do tych kolumn dotaczymy kolumne wyrazow wol-
nych. Macierz powstata z A przez dotaczenie kolumny wyrazéw wol-
nych nazwiemy macierza rozszerzong. Uzywajac pojecia rzedu macie-
rzy mozna zapisa¢ warunek rozwiazalnosci w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 49 (KRONECKER-CAPELLI) Warunkiem koniecznym i
wystarczajgeym istnienia rozwigzania uktadu rownan liniowych

Az =5
jest rownosé rzedow macierzy A @ macierzy rozszerzonej.

Twierdzenie to nie daje metody znajdowania rozwiazan. Jednakze, je-
zeli bedziemy badali rzedy macierzy wykonujac wytacznie dziatania na
wierszach, to otrzymane macierze beda odpowiadaty uktadowi réwnan
rownowaznemu z wyjsciowym, a rozwigzanie jest wtedy tatwo znalezc.

Pozostato nam zbadanie zbioru rozwiazan ukltadu jednorodnego.
Najpierw wprowadzimy dwa pojecia dotyczace odwzorowan liniowych.
Niech A: E — F' bedzie odwzorowaniem liniowym. Jgdrem odwzoro-
wania A nazywamy zbidr

Ker(A)={z € E: Az = 0}.
Obrazem odwzorowania A nazywamy zbior

R(A)={ye F:y= Az, z € E}.
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Ker(A) jest podprzestrzenia F, a R(A) jest podprzestrzenia F. Rze-
czywiscie, jezeli z, 2’ € Ker(A), to Az = Az’ = 0. Trzeba sprawdzic,
czy Ax + XNa' € Ker(A). Mamy A(Ax 4+ Nz') = Mz + N Az' =0, co
koniczy dowédd. Dowdd tego, ze R(A) jest podprzestrzenia jest réwnie
prosty.

Nieco trudniej jest udowodni¢ twierdzenie wiazace wymiary jadra i
obrazu odwzorowania liniowego. Dowdd ten pomijamy odsytajac czy-
telnika do ksiazek poswieconych algebrze liniowej. Stosujac skrét dim
na oznaczenie wymiaru przestrzeni wektorowej zapiszemy to twierdze-
nie w nastepujacej postaci

Twierdzenie 50 Niech A: E — F bedzie odwzorowaniem liniowym.
Wtedy
dim Ker(A) + dim R(A) = dim E.

W przypadku ukladu réwnan liniowych jednorodnych zauwazmy, ze
Ker(A) jest to zbidr rozwiazan tego ukladu, dim R(A) jest rzedem
macierzy uktadu, a dim £ to po prostu liczba niewiadomych. Ostatnie
twierdzenie uzyskuje wiec nowa postac:

Wymiar przestrzeni rozwiazan
uktadu jednorodnego

_I_
Rzad macierzy uktadu

= Liczba niewiadomych

Informacja o wymiarze przestrzeni rozwiagzan ma ten aspekt prak-
tyczny, ze wiadomo, ile rozwiazan liniowo niezaleznych trzeba znalezc,
zeby mie¢ baze przestrzeni rozwiazan. Przedstawienie ogdlnej postaci
rozwiazania uktadu rownan za pomoca kombinacji liniowe] pewne]
bazy przestrzeni rozwiazan spotkalismy juz przy przechodzeniu od
opisu prostych i1 ptaszczyzn przez uktady réwnan do opisu parame-
trycznego.

2.3.3 Wyznacznik

Na poczatku troche rozwazan heurystycznych, czyli takich, ktore maja
nas na co$ naprowadzi¢, a nie musza byc¢ zupenie Sciste. Jesli dane sa
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dwa wektory u, v plaszczyzny EZ, to mozna zbudowaé na nich réwno-
legtobok. Zastanéwmy sie, jakie wlasnosci ma pole tego réwnolegto-
boku — jaka jest jego zaleznos¢ od pary wektoréw rozpinajacych ten
réwnolegtobok. Oznaczmy to pole ("dwuwymiarowa objetosé”) przez

Obj(u,v).

Rysunek 1.

Poniewaz pole réwnolegtoboku OO'C’C réwna sie sumie pdl réwnole-
gtobokéw OO'A’A 1 AA'C'C', rysunek ten sugeruje, ze zachodzi réw-
nosc¢

Obj(v,u + w) = Obj(v,u) 4+ Obj(v, w).

Inne ustawienie wektorow, pokazane na rys. 2 sugeruje zupetnie inny
zwiazek, mianowicie

Obj(v,u + w) 4+ Obj(v,u) = Obj(v, w).

Rysunek 2.

Réznica miedzy tymi wzorami zwiazana jest z wzajemnym ustawie-
niem wektoréw u, v, w. Obydwa wzory mozna bedzie zebra¢ w jeden,
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jezeli do objetosci doda sie jeszcze znak wskazujacy na tzw. orien-
tacje uktadu wektoréw. Uméwimy sie, ze uporzadkowana para wek-
toréw plaszczyzny (u,v) jest zorientowana dodatnio, jezeli obracanie
pierwszego wektora w kierunku drugiego po najkrotszej drodze od-
bywa sie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. W pewnych przy-
padkach umowa ta nie daje okreslonej odpowiedzi (jezeli wektory sa
liniowo zalezne), ale to nie bedzie wazne, bo wtedy objetosc¢ jest réwna
zeru.

_|_ _

Orientacja pary wektoréw (u,v) na ptaszczyznie.

Wprowadzimy nowa funkcje okreslona na uporzadkowanych parach
wektoréw wzorem

det(u,v) = £0bj(u,v),

przy czym znak 747 jest wtedy, gdy para (u,v) jest zorientowana
dodatnio, a ”—" w przeciwnym przypadku.

Funkcja det powinna spelniac¢ nastepujace warunki:
1. det(u,v + w) = det(u,v) + det(u, w),
2. det(Au,v) = Adet(u,v),
3. det(u,v) = —det(v,u),
4. det(z

Ostatni punkt zawiera wybor jednostki objetosci i uznanie jednej z
orientacji za dodatnia. Zauwazmy, ze wlasnos¢ antysymetrii (warunek
3) powoduje, ze det spelnia warunki analogiczne do 1 i 2 ze wzgledu
na drugi argument.
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Zobaczymy zaraz, ze warunki 1-4 jednoznacznie okreslaja funk-
cje det. Mozna wiec przyjac je jako definicje, a rozwazania, ktore je
poprzedzity traktowac jako uzasadnienie zajmowania sie ta wlasnie
funkcja. Niech

a . . a . .
UZ( ll)zanz—l-am.], UZ( 12):a121+a22.7-

a1 22
Korzystajac z whasnosci 1 1 2 mamy
det(u,v) = ajraiz det(z,2) + aj1a2 det(z, 5)+
agrarz det(g,2) + agraqgz det(g, 7).

7, warunku 3 wynika, ze dla dowolnego wektora w zachodzi
det(w,w) = 0.
Ostatecznie, uwzgledniajac warunek 4 mamy
det(u,v) = aj1a29 — agra12.

Definicje te tatwo jest uogolni¢ na przestrzen E”. Wyznacznik jest
wtedy funkcja n wektorow spetniajaca warunki:

1. det(vy + vy, v2,...,0,) = det(v1,va, ..., v,) + det(v], va, ..., v,),

2. det(Avy,va,...,v,) = Adet(vy,vq,...,0,),

3. det(.. Uy = —det( v, ),

4. det(el,eg,.. y€n) = 1.
Wektory eq,e5,...,¢, to te same, o ktérych byla mowa na koncu
punktu 9.1. Korzystajac z wlasnosci 1-4 mozna obliczy¢ wartos¢ wy-
znacznika, gdy dane sa wspétrzedne wektoréow w bazie e, es, ..., €,.

Podamy tu wzér dla n = 3. Wprowadzimy przy tym pewna wygodna i

powszechnie stosowana notacje. Wspotrzedne wektoréw bedziemy pi-

sali w kolumienkach tak, ze powstanie macierz o trzech wierszach 1

trzech kolumnach. Dwie pionowe kreski beda oznaczaly wyznacznik.
i, iz, s (11022033 + G12023031 + 413021032
a1, 22, d23 | =

—da11023032 — A12021033 — A13022037.
as1, ds2, 433
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Wzér ten nie jest tatwy do zapamietania. Wynaleziono prosta regute
ulatwiajaca korzystanie z niego bez odwotywania sie do samego wzoru.
Nosi ona nazwe metody Sarrusa. Opisuje ja ponizszy rysunek:

Dla macierzy o dwoch kolumnach mamy, jak juz widzielismy, dosy¢
podobny wzor

ai1 Gi2 |
= d11022 — G210712.

a1 a2
Ogolnego wzoru na wyznacznik macierzy n x n tutaj nie podamy.
Trzeba jednak wiedziec, ze dla n > 3 nie ma juz prostej reguly graficz-
nej podobnej do metody Sarrusa. Do celow praktycznych przydatny
jest nastepujacy wzor rekurencyjny, tak zwane rozwiniecie Laplace’a:
Niech A bedzie macierza n xn o elementach a;;, 7,7 = 1,...,n. Wtedy
det A= Y7, (—1)%a;;A;; — rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny,

k3

= Z?Zl(—l)i“aij/lij — rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza,

gdzie A;; jest wyznacznikiem macierzy powstatej z A przez wykreslenie
i-tego wiersza 1 j-tej kolumny. Zobaczmy, jak to dziata na przyktadzie
- rozwijamy wzgledem drugiego wiersza:

2 1
3 2
1 3

DO =3 Ot
[N

2 5
] 3

:(—1)-3‘§ ‘+(—1)-7‘? ;‘

=(=3)-(-13)+2- (=) + (-7)-5=2.

Bardzo istotna wtasno§¢ wyznacznika wyraza nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 51 Niech vy,...,v, bedzie ukladem n wekloréw przes-
trzeni E™. Wtedy

det(v1,...,v,) =0 < wv1,...,v, jest ukladem liniowo zaleinym.
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Szkic dowodu.

<= Jezeli vy,...,v, jest uktadem liniowo zaleznym, to, jak ta-
two stwierdzi¢, ktorys z tych wektoréw jest kombinacja liniowa po-
zostalych. Podstawiajac zamiast niego te kombinacje i korzystajac z
liniowoséci wyrazamy det(vq,...,v,) za pomoca wyznacznikow, w ktd-
rych wektor ten nie wystepuje. W kazdym z tych wyznacznikéw musi
powtarzac sie jaki§ wektor, a prostym wnioskiem z antysymetrii jest
zerowanie sie wyznacznika w takiej sytuacji.

= Jezeli uktad vq,...,v, jest liniowo niezalezny, to jest on baza
przestrzeni E". Wektory eq, ..., e, sa wtedy kombinacjami liniowymi
wektoréw ve,...,v,. W rezultacie det(eq,...,e,) wyraza sie jako ilo-
czyn pewnej liczby i det(vy,...,v,), a poniewaz det(eq,...,e,) =1z
zatozenia, det(vy,...,v,) # 0. O

Zastosujemy to twierdzenie do uktadu n réwnan liniowych z n nie-
wiadomymi

anr1 + anry + ...+ apx, = b
anry + axpry + ... + azx, = by
a1 + anaty + ...+ appx, = by,

Przepiszemy go w postaci
101 + Tovg + ...+ v, = b
Przenosimy b na lewa strone
(x1v1 — b) + 2202 4+ ... + z,v, = 0.
Spetnienie tego uktadu réwnan oznacza liniowa zaleznos¢ uktadu wek-
toréw (xz1v1 — b),vq, ..., v,, poniewaz wspotczynnik przy pierwszym z
tych wektoréw jest réwny 1. Wobec tego

det((z1v1 — b),vq,...,v,) = 0.

Stad

zy det(vy,vg,...,0,) = det(b,vg,...,v,).
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Analogicznie otrzymuje sie wzory
zy det(v1, va,...,0,) = det(vy,...,b,...,0,),

gdzie b w wyznaczniku po prawej stronie réwnania stoi na k-tym miej-
scu. Sa to tak zwane wzory Cramera. Jezeli det(v1,va,...,v,) # 0, to
mamy stad rozwiazanie uktadu

vy — det(vy,....b,...,0,)

det(vy,va, ..., 0,)

Do celow praktycznych wzory te nie zawsze sa najbardziej przydatne,
czesto sprawniej rozwiazuje sie uktad réwnan jakas inng metoda. Waz-
nosc¢ ich polega na tym, ze mozna z nich wywnioskowac¢ nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 52 Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, zeby
uktad n rownan liniowych z n niewiadomymi miat dla kazdej prawej
strony dokladnie jedno rozwigzanie jest niezerowanie sie wyznacznika
macierzy tego ukladu.

Zauwazmy, ze twierdzenie to formutuje warunek konieczny i wy-
starczajacy na to, zeby odwzorowanie liniowe E” w E” mialo od-
wrotne.

2.3.4 Iloczyn wektorowy

Postaramy sie tutaj zrozumie¢, dlaczego w szkole przyjmuje sie taka
dziwna definicje iloczynu wektorowego. Zobaczymy, ze po blizszym
przyjrzeniu sie mozna te definicje uznac za naturalna. Potrzebna nam
bedzie pewna wlasnos¢ iloczynu skalarnego. Niech bedzie dany jakis
wektor ¢ € E”. Okreslamy funkcje f, na E* wzorem f,(p) = (plq).
Funkcja ta ma nastepujaca wlasnosc:

SoQp 4+ Xp') = Af(p) + N f(p).

Ogolnie, funkcje E” — R posiadajaca te wtasnos¢ nazywamy funkcjo-
natem liniowym?®. Prawdziwe jest nastepujace proste a wazne twier-
dzenie, ktorego dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

9Stosuje sie tez nazwy forma liniowa, kowektor.
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Twierdzenie 53 Dla kazdego funkcjonalu liniowego f okreslonego na
E" istnieje (jedyny) wektor ¢ € E™ taki, Ze dla kadego p

f(p) = (plg).

Przechodzimy teraz do iloczynu wektorowego. W przestrzeni E? roz-
wazamy funkcje f okres§lona wzorem f(p) = det(p,v1,v2). Na mocy
Twierdzenia 53 mamy istnienie doktadnie jednego wektora ¢ takiego,
ze f(p) = (plg). Wektor ¢ nazywamy iloczynem wektorowym wekto-
row vy 1 vy 1 oznaczamy v, X vg. Podsumowujac, iloczyn wektorowy
okreslony jest przez tozsamosc

det(p, U1702) = (P|Ul X Uz)

dla wszystkich p € E3.
Nastepujace twierdzenie okresla kierunek, dtugosc i zwrot iloczynu
wektorowego:

Twierdzenie 54
1. vy X vy jest prostopadly do wektorow vy i vq.

2. ||v1 X va]| réwna sie polu powierzchni réwnolegloboku rozpietego
na wektorach vy © vs.

3. det(vy X vg,v1,v9) = 0.

Dowdd.
ad 1. Obliczamy iloczyn skalarny

(vi|v1 X vg) = det(vy,v1,v2) = 0.
ad 2. Wezmy wektor p o dtugosci 1 prostopadty do vy 1 vy. Wtedy
| det(p, v1,v2)] = Obj(p,v1,v2) = |(plvr X v2)| = |[v1 X vol.
Biorac pod uwage to, ze obliczana objetosc¢ jest réwna polu powierzchni

podstawy, czyli réwnolegltoboku rozpietego na vy i vy otrzymujemy teze
punktu 2.
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ad 3.
det(v1 X va,v1,v2) = (v1 X V2|V X vg) = 0.

O

Wihasnosci iloczynu wektorowego wymienione w tym twierdzeniu

to te same, ktore wykorzystuje sie definiujac iloczyn wektorowy na

lekcjach fizyki w pierwszej klasie liceum. W zastosowaniach wazne sa
jeszcze nastepne dwie wlasnosci:

vXUu=—uXuv,

(Au+ MNu') x v=AMu xv)+ N(u xv).

Wynikaja one tatwo z analogicznych wlasnosci wyznacznika.
Pozostato jeszcze znalezienie wzoru wyrazajacego wspotrzedne ilo-

czynu wektorowego x1, ¥y, v3 przez wspotrzedne czynnikéow. Uzywajac

wspotrzednych wektoréw zapiszmy réwnanie (plu x v) = det(p, u,v):

P U1 0
P1T1 + PpeXe + p3x3 = | P2 Uy Vg
p3 U3z U3

Rozwijajac wzgledem pierwszej kolumny stwierdzamy, ze

Uz V3 Uy V1 uyp V1

:Cl: 5 :L'QZ— 5 $3:
Uz Vs

Uz Vs Uz Vg

Zapamietanie tych wzoréow umozliwia zapisanie ich w niezbyt popraw-
nej, ale wygodnej formie:

i U1 ’i J k
UXV=|7F uy vy |=|u U us
k Uz U3 V1 Uy U3

2.3.5 Odwzorowania liniowe 1 macierze

Przyjrzymy sie teraz troche blizej odwzorowaniom liniowym. Zuwazmy
najpierw, ze powiazanie odwzorowan liniowych z macierzami polega
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na tym, ze macierz opisuje to, co dzieje sie ze wpotrzednymi wek-
tora, gdy dokonujemy przeksztatcenia liniowego. Wspotrzedne wek-
tora to wspotczynniki wystepujace w przedstawieniu tego wektora jako
kombinacji liniowej wektoréow bazy. Przypisywanie macierzy odwzo-
rowaniom liniowym odbywa sie wiec zawsze wzgledem danych baz.
Oto konkretny przepis: Niech £ 1 F' beda przestrzeniami wektoro-
wymi, A : £ — F niech bedzie odwzorowaniem liniowym, e1,...,¢e, 1

fi,..., fm bazami odpowiednio £ i F. Niech
r=x1€1+ ...+ x€,.

Wtedy
Ar = z1Ae; + ...+ z,Ae, = Z rpAep.
k=1

Widac¢, ze odwzorowanie liniowe mozna opisa¢ podajac jego wartosci
na wektorach bazy ey, ..., e,, do czego wystarczy podac¢ wspdtczynniki
przedstawienia wektorow Aeq, ..., Ae, w bazie fi,..., f..

Aek = alkfl —I-Clgkfg + ... —I_amkfm = Za]'kfj, k= 1,2,...,71.

i=1

Oznaczajac Az = y = y1f1 + ... + ymfm 1 podstawiajac wszystko
razem mamy

y1f1+...+ymfm::1:1A61—|—...—|—anen:Zzwkajkfj.

k=1j5=1

Wobec tego (jednoznaczno$c przedstawienia wektora y jako kombinacji
liniowej bazy fi,..., fu):

Y; = Zajkxk. ] = 1,2,...,m.
k=1
Widac¢, ze wyszedt wzor, z ktorym spotkaliSmy sie na samym poczatku
badania uktadéw réwnan liniowych. Macierz (a;;) bedziemy nazywali
macierzq odwzorowania A w bazach ey, ....e, t f1,..., frn. Wezmiemy
teraz jeszcze jedna przestrzen wektorowa (G z wybrana baza ¢1, ..., g
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Niech B : F' — (G bedzie odwzorowaniem liniowym. Oznaczmy przez
(bi;) macierz B w bazach fi,..., fnig1,...,¢. Latwo przekonac sie, ze
zlozenie B o A, oznaczane zwykle BA jest odwzorowaniem liniowym.

Zmajdziemy jego macierz (oznaczamy ja (c;x)) w bazach eq,... e, i
dg1s...54].
{ m m m 1
BAer =Y cigi = BY janfi =Y aiBfi =YY abijg:.
=1 7=1 7=1 7=11:1=1
Wobec tego

m
Ci. = Z bija]'k.
j=1

Dziatanie, ktore wykonuje sie wedtug tego wzoru nazywa sie mnoze-
niem macierzy. Wykonane wyzej rachunki podsumujemy jednym zda-
niem:

Sktadaniu odwzorowan liniowych odpowiada mnozenie ich macierzy.‘

Oprocz sktadania odwzorowan liniowych mamy jeszcze dwa dziata-
nia — dodawanie odwzorowan dziatajacych miedzy tymi samymi prze-
strzeniami: (A + B)x = Az + Bz i mnozenie przez liczbe (AA)x =
A(Az). Odpowiada im dodawanie elementéw macierzy i mnozenie kaz-
dego elementu przez liczbe.

Zajmiemy sie teraz odwzorowaniami liniowymi dzialajacymi w jed-
nej przestrzeni wektorowej. Zamiast dwoch baz bierzemy jedna. Mamy
do czynienia z macierzami kwadratowymi. Odwzorowania liniowe i
macierze czesto oznacza sie tak samo. Bedziemy tez tak robili, bo na
ogdl nie prowadzi to do nieporozumien. Wyrdzniona role petni od-
wzorowanie tozsamos$ciowe i odpowiadajaca mu macierz, oznaczane I.
Elementy macierzy I oznaczane bywaja 6;; (tzw. delta Kroneckera).
Jak tatwo stwierdzi¢

5 1 dla =7y,
Y1 0 dla 1 #£ .

Kazdej macierzy kwadratowej mozna przypisa¢ wyznacznik. Zachodzi
nastepujace wazne twierdzenie.
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Twierdzenie 55 (CAUCHY)

det(AB) = det A - det B.

Szkic dowodu. Oznaczmy przez by, ...,b, kolumny macierzy B. Roz-
wazamy funkcje (by,...,b,1+ det AB = det(Ab, ..., Ab,). Funkcja
ta jest linlowa wzgledem kazdego z argumentéw 1 zmienia znak przy
zamianie argumentow miejscami. Jesli przyjrzymy sie definicji wy-
znacznika, to zobaczymy, ze funkcja o takich wtasnosciach musi by¢
proporcjonalna do wyznacznika B. Wobec tego det(AB) = cdet B.
Podstawiajac B = I mamy ¢ = det A. a
Jesli odwzorowanie liniowe A posiada odwrotne A~', to macierz
odwzorowania odwrotnego, nazywana macierzq odwrotng mozna zna-
lez¢ korzystajac z wzorow Cramera. Oznaczajac elementy macierzy A
przez a;;, a elementy macierzy A~ przez b;; mamy

det A’

gdzie Aj; oznacza wyznacznik macierzy powstatej z A po wykresleniu

bij = (=1)™*

J-tego wiersza 1 ¢-tej kolumny.

Twierdzenie Cauchy’ego ma interesujaca konsekwencje. Macierz
odwzorowania liniowego na ogdét zalezy od bazy, ale jej wyznacznik,
jak zaraz zobaczymy, od bazy nie zalezy. Aby to sprawdzié¢, wezmy
odwzorowanie liniowe, ktore w bazie eq,...,e, ma macierz A. Jesh
fi,..., fn jest inna baza, to

n
fj:chjek, jzl,...,n.
k=1

Macierz C' = (cx;) posiada odwrotna C'~'. Latwo mozna sprawdzié, ze
nasze odwzorowanie ma w bazie fi,..., f, macierz

A'=CAC™,

7 twierdzenia Cauchy’ego mamy det A’ = det C - det A - det(C~1). Po-
niewaz CC™' = I, mamy det C' - det(C™1) = 1, wiec det A = det A"
Mozna wiec méwic o wyznaczniku odwzorowania liniowego niezaleznie
od bazy. Ponadto nie jest potrzebne podanie jednostki objetosci i wy-
roznienie orientacji, jak w przypadku wyznacznika uktadu wektoréw.
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2.3.6 Odwzorowania liniowe symetryczne

Niech E bedzie euklidesowa przestrzenia wektorowa. W zastosowa-
niach wazna role odgrywa pewna klasa odwzorowan liniowych o szcze-
golnie prostej strukturze.

Definicja 23 Odwzorowanie liniowe A : F — FE nazywamy syme-
trycznym, jezeli dla dowolnych p,q € E zachodzi

(Aplg) = (plAq).

Nazwa ta zwiazana jest z faktem, ze w dowolnej bazie ortonormalne;j
macierz (a;;) odwzorowania A spetnia warunek a;; = aj;. Rzeczywiscie,
niech ey, ..., e, bedzie baza ortonormalna. Wtedy

n
Ae; = Z 0ki€k,
k=1

skad mamy, po uwzglednieniu,ze (ejlex) = 6%
(ejlAei) = aji = (Aejle;) = (ei] Aej) = aij.

Definicja 24 Wektorem wtlasnym odwzorowania liniowego A nazy-
wamy taki wektor v # 0, Ze Av = Av. Liczbe A nazywamy wartoscia
wlasna zwigzang z wektorem wtasnym v.

Zastanéwmy sie, jakie sa mozliwe wartosci wtasne odwzorowania linio-
wego. Jezeli Av = Av, to (A — Al)v = 0 dla pewnego v # 0. Oznacza
to, ze A — A nie jest odwracalne, wiec det(A — AI) = 0. det(A — AI)
jest wielomianem zmiennej A\, nazywanym wielomianem charaktery-
stycznym odwzorowania A. Jesl przestrzen E jest n-wymiarowa, to
jest on wielomianem stopnia n, otrzymaliSmy wiec réwnanie n-tego
stopnia, zwane rownaniem charaklerystycznym.

Wartosci wtasne 1 wektory wlasne odwzorowan symetrycznych maja
nastepujace wlasnosci:

Twierdzenie 56

1. Wszystkie pierwiastki réownania charakterystycznego sq rzeczy-
wiste.

2. Wektory wlasne zwigzane z roznymi wartosciami wlasnymi sq
ortogonalne.
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Punktu 1. nie bedziemy dowodzili, bo dowdd (prosty) wymaga uzycia
zespolonych przestrzeni wektorowych. Aby udowonié¢ punkt 2. wezmy
dwa wektory wlasne zwiazane z réznymi wartosciami wlasnymi

Av = v,
Au = pu.

Pierwsze réwnanie mnozymy skalarnie z prawej stron rzez u, a dru-
)
gie Z IGWj stroi y przez v i ()dejl lljel y stronami:

(Avlu) = (o] Au) = 0 = (A= p)(olu).
Poniewaz A # p, mamy (v|u) = 0. O

Podstawowa wtasnos¢ odwzorowan symetrycznych wyraza naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 57 Niech A bedzie odwzorowaniem symelrycznym w wek-
torowej przestrzeni euklidesowej F. Istnieje wtedy baza ortonormalna
€1y..., 6, taka, ze

Ae; = XNe; 1=1,...,n.

Odwrotnie, kazde odwzorowanie liniowe majgcee takq wlasnosé jest sy-
melryczne.

Dowdd. Niech A bedzie odwzorowaniem symetrycznym, a Ay, ..., A,
pierwiastkami wielomianu charakterystycznego. Poniewaz wyznacznik
det(A — A1) = 0, istnieje v # 0 takie, ze (A — A I)v = 0. Bierzemy
er = pov. Stwierdzamy nastepnie, ze jesli (uv) = 0, to (Aulv) =
(u|Av) = (u]Av) = Mulv) = 0. Zbiér F = {u € E : (ulv) = 0} jest,
jak tatwo zauwazy¢, podprzestrzenia. Mozna wiec rozwazac obciecie
Afp odwzorowania A do F. Wielomian charakterystyczny wr odwzo-
rowania Ap spelnia warunek (A — A)wgr(A) = w(A), co tatwo zoba-
czy¢ wybierajac w F baze zlozona z e i jakiej$s bazy podprzestrzeni
F. Wielomian wr ma wiec pierwiastki Xy, ..., \,, a wektory wlasne
A sa wektorami wlasnymi A. Poniewaz Ap réwniez jest odwzorowa-
niem symetrycznym, mozemy nasze postepowanie powtérzyc. Wymiar
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przestrzeni za kazdym razem zmniejsza sie o jeden, wiec po skonczo-
nej liczbie krokéw dojdziemy do podprzestrzeni 1-wymiarowej, a przy
tym skonstruujemy szukana baze ortonormalna zlozona z wektorow
wlasnych A.

Odwrotnie, zat6zmy, ze istnieje baza ortonormalna ey, ..., e, taka,
ze Ae; = \;e;. Sprawdzamy, ze A jest odwzorowaniem symetrycznym.
Bierzemy u = uieq + ... 4+ une,, v =vie; + ...+ v,e,. Otrzymujemy
(Aulv) = (3 ushie;] 35 vie5) = 32 Mg = (v]Au).

O
Przyklad. W przestrzeni E? mamy odwzorowanie liniowe, ktérego
macierz w bazie eq, e5 jest rowna

Wielomian charakterystyczny tej macierzy

_ 1 )
det(A—)J)—‘ ) _)\‘—)\—1.
Wartosci wlasne sa wiec réwne Ay = —1, Xy = 1. Znajdujemy teraz
wektory wtlasne. Zapisujemy réwnanie (A — A;I)v = 0 za pomoca

wspotrzednych.

1 1(3)-[3]

Przestrzen rozwiazan tego uktadu jest jednowymiarowa. Wybieramy
w niej jakikolwiek wektor rézny od zera i dzielimy przez jego dlugosc
otrzymujac pierwszy wektor f; szukanej bazy. Drugi wektor, odpo-
wiadajacy Az znajdujemy podobnie. Jednym z (czterech mozliwych'?)
wynikéw jest baza

19Dlaczego mozliwe sa rézne wyniki?
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Zadania

1. Niech P bedzie odwzorowaniem symetrycznym spetniajacym wa-
runek P? = P. Jakie wartoéci wlasne P sa mozliwe?

2. Udowodnié¢, ze jeshh A i B sa odwzorowaniami symetrycznymi
oraz AB = BA, to istnieje baza ortonormalna, ktorej elementy
sa wektorami wtasnymi jednoczesnie dla A 1 B.

3. Wyprowadzi¢ wzoér na wyrazy ciagu Fibonacciego. Wskazowka:
Pary wyrazéw ciagu Fibonacciego (tn41), u,) mozna traktowac
jako elementy przestrzeni E2. Zobaczy¢, jakie odwzorowanie li-
niowe w tej przestrzeni okres§la wzor rekurencyjny definiujacy
ciag Fibonacciego.
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2.4 Krzywe i powierzchnie drugiego stop-
nia
W szkolnym kursie matematyki spotykalismy sie z niektorymi krzy-
wymi drugiego stopnia i1 ich rownaniami. Oto przyktady:
1. parabola o réwnaniu y = az? + bz + c,
2. hiperbola o réwnaniu zy =1,
2

3. okrag o réwnaniu z? + y* = r?.

Postaramy sie tutaj powtdrzyc¢ i usystematyzowaé wiedze na ten te-
mat. W przestrzeni dwuwymiarowe] najogdlniejsza posta¢ rownania
drugiego stopnia wyglada nastepujaco:

aa:2+b:1;y—|—cy2—|—dx—|—ey+f:0.

Oznaczajac wektor o wspélrzednych (z,y) przez p réwnaniu temu
mozna nadaé postac

(plAp) + (plg) + C =0,

Odwzorowanie A zawsze mozna wybrac tak, zeby bylo symetryczne.
Wtedy jego macierz ma postac

|

Réwnanie takie mozna sprowadzac¢ do jednej z kilku standartowych

o R
o N|o

postaci, nazywanych kanonicznymi, wykonujac po kolei nastepujace
operacje:

1. Znalezc¢ wartos$ci wlasne i baze ortonormalna ztozona z wektorow
wlasnych A.

2. Zapisa¢ rownanie we wspotrzednych okreslonych przez znale-
ziona baze.
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3. Dokonujac przesuniecia uktadu wspotrzednych zlikwidowac cat-
kowicie lub czesciowo sktadnik zalezny liniowo od p.

Otrzymane w ten sposéb réwnania podzielimy na trzy grupy, we-
dtug znakéw wartosci wlasnych macierzy A. Zestaw tych znakow na-
zywany bywa sygnatura.

1. Sygnatura (4,+). W tym przypadku zawsze mozna zlikwidowac
czesc liniowa, w rezultacie otrzymuje sie nastepujace trzy typy
rownan:

(a)

i—z + Z—j —1. (elipsa)
(b) .,

2—2 + Z—Z = 0. (jeden punkt)
(c) .

% + z—Q = —1. (zbidér pusty)

2. Sygnatura (+,—). W tym przypadku réwniez mozna zlikwido-
wac czeS¢ liniowa, a znak wyrazu wolnego nie odgrywa roli,
mamy wiec nastepujace typy:

PR ‘
il i 1. (hiperbola)
(b)
22y
o + i 0. (para przecinajacych sie prostych)

3. Sygnatura (+,0). Czes¢ liniowa nie zawsze da sie zlikwidowac.
Typy sa nastepujace:

(a)

z? —ay =0. (parabola)
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z? =1. (para prostych réwnolegtych)
z?=0. (prosta)
2? = —1. (zbiér pusty)

Najciekawsze z tych krzywych przedstawione sa na rysunku:

Elipsa .r2/4 + y2 =1 Hiperbola y2 —z2=1 Parabola y2 —z=0

W przestrzeni o wiekszej liczbie wymiaréw jest oczywiscie o wiele
wiece] réznych typow. Nie bedziemy sie tym zajmowali szczegotowo,
poprzestajac na rysunkach reprezentujacych te typy powierzchni dru-
giego stopnia w przestrzeni trojwymiarowej, ktore nie redukuja sie do
uktadéw plaszczyzn, prostych lub punktéw. Rysunki uporzadkujemy
wedlug sygnatur.

Sygnatura (+ + +)

Elipsoida z2 4 y? 4+ 422 = 1
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Sygnatura (+ + —)

tozek z2 + y2 —z2=0

S

—1

dwupowlo-

Hiperboloida
kowa z2 + y2 — 22

2,2

+y

Hiperboloida jednopowtlo-
2

kowa x

+40)

(

Sygnatura

Walec z

Paraboloida z2 + y2 — 2 =0

)

Sygnatura (+ — 0

1

Walec hiperboliczny z2 — y?

Paraboloida hiperboliczna z2 —y2 — 2z =0
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Sygnatura (+00)

Walec Paraboliczny z2 — z = 0

2.4.1 Styczna do krzywej drugiego stopnia

Co to jest styczna do krzywej? Pojecia tego jeszcze nie zdefiniowalismy,
chociaz pewne wskazéwki daje pojecie pochodnej. Nie bedziemy tutaj
korzystali z metod rachunku rézniczkowego (potrzebne bytyby funkcje
wielu zmiennych), pojecie stycznej do krzywej drugiego stopnia zdefi-
niujemy metoda algebraiczna. Zauwazmy najpierw, ze narzucajacy sie
warunek — jeden punkt przeciecia z krzywa — bylby dobry dla elipsy,
ale dla hiperboli i paraboli nie daje tego, o co chodzi. Bedziemy tutaj
zadali troche wiecej — punkt przeciecia ma by¢ nie tylko jedynym
rozwiazaniem uktadu réwnan opisujacych prosta 1 krzywa drugiego
stopnia, ale réwnanie kwadratowe, ktére sie wtedy pojawia, ma miec
jeden pierwiastek podwdjny.
Niech bedzie dane réwnanie krzywej drugiego stopnia

(plAp) + (plg) +r = 0.

Oraz punkt pg lezacy na tej krzywej. Mamy znalez¢ réwnanie stycznej
do danej krzywej w punkcie pg.

Dowolna prosta przechodzaca przez pg ma réwnanie p = pg + vt.
Stycznosc narzuci warunek na v. Podstawiamy

(po + vt|A(po + vt)) + (po + vtlg) +r =
(PolApo) + (pola) + 1 + (v Apo) + (polAv) + (v]g)] + *(v] Av) = 0.

Uwzgledniajac zalozenie o tym, ze py lezy na naszej krzywej mamy

(0] Apo) + (pol Av) + (v]q)] + £2(v] Av) = 0.
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Sformutujemy teraz warunek stycznosci: t = 0 jest podwéjnym pier-
wiastkiem tego réwnania. Wobec tego wspotezynnik przy ¢ w pierwsze]
potedze musi by¢ réwny zeru:

(v|Apo) + (po]Av) + (v]q) = 0.

Korzystajac z symetrii A i podstawiajac v = (p—po)/t mamy réwnanie
stycznej

2(p — polApo) + (p — polg) = 0.

Uwzgledniajac to, ze pg lezy na krzywej mozna réwnanie to doprowa-
dzi¢ do troche innej postaci:

2(p|Apo) + (p + polg) +2r = 0.
Przyklad. Mamy réwnanie elipsy
2?4yt = 1.

Réwnanie stycznej do tej elipsy w punkcie o wspéhrzednych (g, yo)
lezacym na niej:
zxo + 4yyo = 1.

2.4.2 Ogniska i kierownice krzywych drugiego stop-
nia

Nie bedziemy tutaj w systematyczny sposéb przedstawiac geometrycz-
nych wlasnosci krzywych drugiego stopnia. Ograniczymy sie do pew-
nych wtasnosci elipsy. Latwo jest zauwazy¢, ze elipse mozna otrzymac
jako przeciecie stozka z odpowiednio ustawiona plaszczyzna'l. Zoba-
czymy to na przyktadzie. Wezmy plaszczyzne o réwnaniu z = 0 1
stozek o réwnaniu (x + 2y + 2)2 + (z — 2y — 2)2 —(z— 1)2 = 0. Pod-
stawiajac pierwsze réwnanie do drugiego mamy z? 4+ 8y? — 1 = 0. Tak
sie tutaj ztozyto, ze (z,y) moga by¢ uwazane za wspétrzedne na danej

Podobna wtasnoéé ma hiperbola i parabola. Dlatego krzywe te nazywa sie
stozkowyma.
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plaszczyznie. Otrzymalismy wiec elipse jako przekrd) plaszezyzny ze
stozkiem. Przyjrzyjmy sie teraz rysunkowi.

Stozek o wierzchotku O przeciety jest plaszczyzna.
W stozek ten wpisujemy dwie kule tak, zeby byty
styczne do tej plaszezyzny (oczywiscie do stozka
tez). Punkty stycznoéci kul z plaszczyzna ozna-
czamy Oy 1 Oy. Wezmy teraz dowolny punkt P
lezacy na elipsie. Wykazemy, ze suma odleglosci
tego punktu od punktéw Oq 1 Oy jest taka sama
dla wszystkich punktéw elipsy. Prowadzimy przez

P odcinek tworzacej stozka az do przeciecia w
punktach Py i P, z okregami, wzdtuz ktérych kule
sa styczne do stozka.
Zauwazmy, ze POy = PPy 1 POy = PP,, poniewaz sa to odcinki
stycznych do kul z tego samego punktu. Wobec tego PO, + POy =
PP+ PP, = P P,. Dhugos¢ odcinka P; P, nie zalezy od tego, ktora
tworzaca stozka (czyli ktéry punkt P) wybralismy.
Punkty O7 1 Oy nazywamy ogniskami elipsy. Udowodniona przed
chwila wlasnosc elipsy mozemy sformutowac nastepujaco:

Suma odlegltosci punktow elipsy od jej ognisk jest stata.

Zobaczymy teraz, jak mozna znalez¢é wspotrzedne ognisk elipsy, gdy
dane jest jej rownanie. Zadanie to rozwiazywac bedziemy od konca.
Niech beda dane dwa punkty O i O;. Uktad wspétrzednych wy-
bierzemy w ten sposob, zeby wspotrzedne tych punktéw byty rowne
(—¢,0) i (¢,0). Znajdziemy réwnanie, jakie spelniaja punkty, dla kto-
rych suma odlegtosci od Py i P, jest réwna zadanej liczbie 2a (oczy-
wiscie a > c¢).

(x4 )2+ y? +/(x — )2+ y? = 2a.

Podnosimy do kwadratu, przenosimy na prawa strone sktadniki nie
zawierajace pierwiastkow, jeszcze raz podnosimy do kwadratu i po-
rzadkujemy. Otrzymujemy réwnanie:
2 2
x
LY

> = 1.

a? — ¢?
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Jest to réwnanie elipsy o dluzsze] pétosi a i krétszej b = Va? — 2.
Odwrotnie, jezeli mamy dane potosie elipsy a i b, to wiemy, ze ogniska
leza na dluzszej z nich (niech to bedzie a) w odleglosci ¢ od srodka,
spelniajacej warunek b* = a* — ¢*, skad ¢ = Va? — b2 Liczbe e = £
nazywamy mimosrodem elipsy.

Troche krétszy rachunek pokazuje, ze dla kazdego punktu rozwaza-
nej przez nas elipsy stosunek odlegloéci tego punktu od ogniska (¢, 0)
do odlegtosci od prostej o réwnaniu x = % jest taki sam 1 réwna sie
mimosrodowi e. Rzeczywiscie, stosunek ten jest réwny

(a:—c)2+y2: (:I:—C)2+y2: _.
r Er L= e.

Kropki w tym rachunku mozna zapelic¢ eliminujac y na podstawie
rownania elipsy 1 podstawiajac ¢ = ea. Istnieje jeszcze jedna prosta
o tej wlasnosci. Nazywamy je kierownicami elipsy. Zapiszmy udowod-

niona przed chwila wlasnos¢ w jednym zdaniu:

Stosunek odleglosci punktow elipsy od ogniska do odleglosci od kie-
rownicy jest staty, mniejszy od 1.

Jako zadania potraktujmy kilka innych wlasnosci krzywych stoz-
kowych:

e Roznica odlegtosci punktéw hiperboli od pewnych dwoéch punk-
téw (tez nazywanych ogniskami) jest stata.

e Stosunek odlegtosci punktéw hiperboli od ogniska 1 od pewnej
prostej (kierownicy) jest staly, wiekszy od 1.

e Stosunek odleglosci punktéw paraboli od ogniska 1 od pewnej
prostej (kierownicy) jest staly, réwny 1.

o Wiszystkie promienie §wiatta wychodzace z jednego ogniska elipsy
po odbiciu przechodza przez drugie ognisko.

o Jezeli promien Swiatta lub jego przedtuzenie przechodz przez
ognisko hiperboli, to promien odbity od hiperboli lub jego prze-
dtuzenie przechodzi przez drugie ognisko.
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Wszystkie promienie §wiatta wychodzace z ogniska paraboli po
odbiciu od niej staja sie rownolegle.

Ogniska hiperboli otrzymanej jako przeciecie stozka plaszczyzna
sa punktami stycznosci tej plaszczyzny z kulami wpisanymi w
stozek.

Ognisko paraboli otrzymanej jako przeciecie stozka z plaszczy-
zng jest punktem stycznosci tej plaszczyzny z kula wpisana w
stozek (a co z druga kula?).

Na ptlaskiej podlodze lezy pitka w ksztalcie kuli. Cien kuli w
promieniach stonecznych jest elipsa. Jedno z ognisk tej elipsy
jest punktem stycznosci pitki z podloga. Zaktadamy tutaj, ze
Stonce jest bardzo daleko (co jest prawda) i ze jest ono bardzo
male (co nie jest prawda).

Wszystkie krzywe drugiego stopnia mozna otrzymac jako prze-
ciecie stozka lub walca plaszczyzna. Ktore krzywe otrzymujemy
przez przeciecie stozka, a ktore jako przekroje walca?



Rozdziatl 3

Rownania rozniczkowe
ZWYyczajne

3.1 Ogdlne wlasnosci

7, réwnaniami rézniczkowymi spotykamy sie w wielu dziatach fizyki.
Oto przyktady:

dN
= —AN (prawo rozpadu promieniotwdrczego),
d*z
moy = F(z,t) (druga zasada Newtona),
0* 0*
a—;: = 028—;; (réwnanie falowe),
ov h* 0%U
zha = ~ 9 Ba? + V¥ (réwnanie Schrodingera).

Pierwsze dwa z tych rownan zawieraja pochodne funkcji jednej zmien-
nej. Réwnania takie nazywamy zwyczajnymi. Rownania takie, jak trze-
ciei czwarte, zawierajace pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych
(o czym bedzie w trzecim semestrze), nazywamy czgstkowymi. Naj-
wyzszy stopien pochodnej wystepujacy w réownaniu nazywamy rzedem
rownania. Zajmiemy sie tutaj rownaniami zwyczajnymi. Aby zoriento-
waé sie w tym, co istotnie rézni rownania rézniczkowe od np. rownan
algebraicznych, przyjrzymy sie im z dwéch réznych punktow widze-

143
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nia. Zaczniemy od wyobrazenia sobie, jak mogloby wygladac¢ rozwia-
zywanie réwnania rézniczkowego za pomoca komputeral. Zajmiemy
sie prawem rozpadu promieniotwérczego. Wezmy ciag wartosci zmien-
nej niezaleznej ty < ty < ty < .... Zastepujac pochodna przez iloraz
roznicowy mamy w przyblizeniu

N(tas1) = N(t)
tn—l—l - tn

= AN(L).

Stad
N(tps1) = N(tn) = AN() (b1 — tn)-

Ostatnie réwnanie moze by¢ traktowane jako wzor rekurencyjny. Aby
méc go wykorzystaé do obliczania wartosci N (t;) trzeba podac wartosc
N w punkcie startu, czyli natozy¢ dodatkowy warunek N(#p) = Np,
gdzie Nj jest zadana liczba. Widzimy tutaj, ze z matematycznego (z
fizycznego takze, ale z innych powodéw) punktu widzenia naturalne
moze by¢ rozpatrywanie réwnania rézniczkowego tacznie z pewnymi
warunkami dodatkowymi. Zobaczmy, jak to wyglada dla réwnania dru-
giego rzedu, na przyktad dla réwnania oscylatora harmonicznego

Ta
dt?

= —X.

Poniewaz druga pochodna nie daje sie przyblizac tak prostymi wyraze-
niami, jak pierwsza, zastosujemy tutaj podstawienie sprowadzajace to
réwnanie do uktadu réwnan pierwszego rzedu. Podstawmy v = dx/dL.
Mamy uktad rownan

dz
dt
dv
dt

!Metoda, ktéra tu przedstawiamy, nie jest najlepsza. Jesli ktoé chee uzyskaé do-
bre przyblizenie rozwiagzania, to powinien te metode troche zmodyfikowac. Mozna
ja natomiast wykorzysta¢ do udowodnienia twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
noéci rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego.
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Podobnie, jak poprzednio, mozemy to przybliza¢ uktadem réwnan
rekurencyjnych

t(lars) = (ta) +0(1)(tass — L)
olts1) = 0(t) = 2(ta)(tass — L)

Aby uktad ten mozna byto wykorzysta¢ do obliczania wartosci x
dla kolejnych ¢, trzeba podac z(to) oraz v(i).

Uogdlnimy teraz te obserwacje. Po pierwsze, réwnanie (lub uktad)
rozniczkowe zwyczajne dowolnego rzedu mozna sprowadzi¢ do uktadu
rownan pierwszego rzedu. Zajmiemy sie wiec tylko uktadami pierw-
szego rzedu. Po drugie, celowe okazuje sie rozpatrywanie uktadu pierw-
szego rzedu tacznie z pewnymi dodatkowymi warunkami. Dla prostoty
zapisu uktad réwnan bedziemy traktowali jako jedno réwnanie w prze-
strzeni wektorowe;.

Zagadnieniem poczqtkowym albo zagadnieniem Cauchy’ego bedziemy
nazywali réwnanie rézniczkowe (lub uktad réwnan, jesli i f maja
wartoéci w przestrzeni wektorowe;j)

dz

- f(t,z) 7z warunkiem z(to) = xo.

Jesli funkcja f jest dostatecznie regularna, to zagadnienie Cau-
chy’ego zawsze ma dokladnie jedno rozwiazanie?.
Zajmiemy sie teraz interpretacja geometryczna réwnan rézniczko-
wych. Réwnanie skalarne pierwszego rzedu
dy
AN .

2Twierdzen tego rodzaju jest wiele, przytoczymy tutaj jedno z nich.

Twierdzenie 58 Jezeli funkcja f jest ciggla i spetnia tzw. warunek Lipschitza ze
wzgledu na drugg zmienng, czyli

VoA lIft2) = £t 2| < Lz =2/,

LeR t,zx!

to istnieje takie ¢ > 0, Ze w przedziale Jtg — €,t0 + €[ istnieje doktadnie jedno
rozwigzante zagadnienia Cauchy’ego

ill—j = f(t,2), z(tg) = 0.
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narzuca warunek na kierunek stycznej do wykresu funkcji: tangens
kata nachylenia wykresu funkcji bedacej rozwiazaniem tego rownania
w kazdym punkcie (z,y), przez ktéry ten wykres przechodzi ma by¢
réwny f(z,y). (Uwaga: w tym miejscu zmienne oznaczone sa literami
z,y. Do tego tez trzeba sie przyzwyczajac.) Zadanie wyglada wiec
nastepujaco: w kazdym punkcie pewnego obszaru (tam, gdzie funkcja
f jest okreslona) mamy zadany kierunek. Nalezy znalez¢ krzywa, ktéra
w kazdym punkcie, przez ktory przechodzi, jest styczna do kierunku
zadanego w tym punkcie. Zobaczmy to na przyktadach.

Przyktad 1. Mamy dane rownanie rézniczkowe y’' = yZz. Réwna-
nie to oznacza, ze styczna do wykresu rozwiazania w punkcie (z,y)
ma tworzy¢ z osia X kat, ktorego tangens jest réwny yz. Nietrudno
zauwazyc, ze przedtuzenie takiej stycznej przechodzi przez poczatek
uktadu wspétrzednych.

Przyktad 2. Réwnanie y' = —z/y oznacza (jezeli pamietamy ze
szkoly, ze tg(a+7) = —ctga), ze styczna do wykresu w punkcie (z,y)
jest prostopadta do odcinka taczacego ten punkt z poczatkiem uktadu
wspoétrzednych. Rozwiazaniami sa wiec tuki okregéw (nie cate okregi,
bo okrag nie jest wykresem funkeji) o srodku w punkcie (0,0).

Tlustracja tych przyktadéw sa ponizsze rysunki.

i
|
i




3.1. OGOLNE WEASNOSCI 147

W przyktadach tych widoczne jest rowniez to, na co juz zwrécili-
Smy uwage, ze rozwiazan rownania rézniczkowego jest na ogot bardzo
wiele, a do wybrania jednego z nich moze stuzyc¢ nalozenie dodat-
kowego warunku, aby rozwiazanie przechodzito przez zadany punkt
(20,Y0). Zwréémy uwage i1 na to, ze rozwiazania na ogdt nie sa okre-
Slone dla wszystkich wartosci zmiennej niezalezne;.

Inny sposdb geometrycznego interpretowania niektérych réownan
rozniczkowych przedstawia nastepny rysunek. Nawiazuje on takze do
rozpatrywanej wczesniej przyblizonej metody rozwiazywania réwnania
oscylatora harmonicznego.

Wspétrzedne (z,v) na plaszcezyZnie odpo-
wiadaja mozliwym wartosciom rozwigza-

A nia uktadu réwnan
‘(xz’vz) d
d T
a " \(xpvz) E =0,
G Lo
’ dv
S —_— = —X.
o) x dit
W kazdym punkcie ptaszczyzny mamy za-
dany wektor o wspétrzednych (v, —z).

Rozwiazaniem uktadu jest sparametryzowana krzywa ¢t — (x(t), v(t)).
Réwnanie jest spelnione, jezeli dla kazdego t ,predkosc” przemiesz-
czania sie punktu na rysunku jest zadanym wektorem. Przedstawiona
przedtem metoda przyblizona polegata na przyjeciu, ze predkosc¢ na
kazdym odcinku |t,,¢,41] jest stata. W takim przyblizeniu ruch od-
bywa sie po tamanej. Latwo tutaj zauwazy¢, ze o ile dla matych war-
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tosci t — tp rozwiazanie przyblizone moze mato réznic sie od prawdzi-
wego, to jednak pewne istotne wlasnosci rozwiazania — okresowosc i
ograniczono$¢ — w takim przyblizeniu sie traci.

Jesli réwnanie rézniczkowe ma postac y' = f(y)g(z), to mozna w
prosty sposéb znalezé jego rozwiazanie. Dzielimy réwnanie stronami
przez f 1 catkujemy stronami. Otrzymujemy

/ﬁy'dw = /g(:z;) dz.

Lewa calka upraszcza sie po zastosowaniu podstawienia y(z). Roz-
wiazanie otrzymujemy na ogét w postaci uwiktanej. Sposob ten nosi
nazwe metody rozdzielania zmiennych.

Przyktlad. Rozwiazmy réwnanie

Po pomnozeniu stronami przez y i scatkowaniu mamy

/yy'dm = —/:L'dsz:,

a stad y? = 22 4 C, gdzie C jest jaka$ stala. Uwzglednienie warunku
poczatkowego na ogot pozwala wyznaczyc state pojawiajace sie w ogol-
nej postaci rozwigzania.

3.1.1 Rownania rozniczkowe liniowe

Zajmiemy sie pewna szczegélna, ale wazna klasa réwnan i uktadéw
rownan rézniczkowych. Najpierw, jako przyktad, rozpatrzymy przy-
padek jednego rownania pierwszego rzedu. Interesuja nas rownania
postaci

dzx
i a(t)z + b(1).

Wazna role odgrywa zwiazane z nim nieco prostsze réwnanie

dx

i a(t)z,



3.1. OGOLNE WEASNOSCI 149

zwane réownaniem jednorodnym. Tak samo, jak w przypadku uktadéw
réwnan liniowych (nie rézniczkowych) dowodzi sie, ze aby uzyskac
wszystkie rozwiazania réwnania niejednorodnego wystarczy znalezc
jedno rozwiazanie réwnania niejednorodnego i wszystkie rozwiazania
rownania jednorodnego. Rownanie jednorodne daje sie rozwiaza¢ me-
toda rozdzielania zmiennych. Rozwiazanie ogdlne:

t
z(t) = Cefto als)ds.
Rozwiazania réwnania niejednorodnego bedziemy szukali w postaci.

2(t) = uft)eho "%

Poniewaz szukana funkcja u(-) stoi na miejscu statej ', sposéb ten
nazywa sie metodq uzmienniania statej. Podstawiamy do rownania

d d tU,S S d t[lS S
L BTt (1)L (et

dar - di dt

Z—?eﬁo a(s) ds +a(t)z = a(t)z + b(1).
Stad
du —ft a(s)ds
— = to b(t).

Funkcje u(-) znajdujemy catkujac stronami.

Przyktad. Rozwiazemy réwnanie opisujace tadowanie kondensa-
tora o pojemnosci C' ze zrédta o napieciu Uy przez opornik o oporno-
ci R. Niech U(t) oznacza napiecie miedzy oktadkami kondensatora w
chwili ¢.

av Uy —-U
- = to) = O.
dt R Ulto) = 0
Rozwiazujemy najpierw réwnanie jednorodne
w_ U
dt —  RC’

Mamy t
U(t) = Ae”®e|
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gdzie A jest dowolna stata. Do rownania niejednorodnego zastosujemy
metode uzmienniania statej. Podstawiamy U(t) = v(t) exp(—t/RC).

W_dge pyeie = - L Do
dt — di’ "Rt U T TR T RO
Stad
dv Uo _t
_ — " pRC
dt  RC
Wobec tego

v(t) = UpeRe + B,
gdzie B jest dowolna stata. Stad mamy
U(t) = Uy + Be™7e.
Uwzglednienie warunku pocztkowego U(to) = 0 daje
0= U+ Be 7o,

skad B = —Uyexp(to/ RC). Podstawiajac mamy ostateczne rozwiaza-

nie
t—tg

U(t) = Up(1 — e R ).

Uklady réwnan liniowych o statych wspétczynnikach.

Jak juz wiemy, rownania wyzszych rzedéw mozna sprowadzac¢ do ukta-
déw réwnan pierwszego rzedu. Rozwazania prowadzone w tym punkcie
dotyczy¢ wiec beda takze rownan wyzszych rzedéw. Ograniczymy sie
do rownan o statych wspoétezynnikach. Ogélna postac takiego réwna-
nia wyglada nastepujaco:
dx

— = Az + b(t
gdzie szukana funkcja x(-) oraz b(-) maja wartosci w E™a A jest ma-
cierza kwadratowa n x n.

Ogolna posta¢ rozwiazania uktadu jednorodnego tatwo jest zgad-
nac:

<

z(t) = e*ao,
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gdzie funkcja wyktadnicza zdefiniowana jest przez szereg potegowy
(sprawa zbieznosci tego szeregu nie bedziemy sie zajmowali; mozna
latwo udowodnié¢, ze wszystko jest w porzadku), zo jest dowolnym
wektorem. Mimo pozornej prostoty, szereg potegowy nie jest wygodna
forma rozwiazania. Mozna wykazac, ze rozwiazanie jest suma sktadni-
kéw postaci et P, (t), gdzie ); sa warto$ciami wlasnymi macierzy?®
A, n; —ich krotnosciami, a P,, 1 — wielomianami stopnia n,—1 o warto-
sciach wektorowych. Informacja taka wystarcza do znalezienia ogdlnej
postaci rozwiazanie uktadu jednorodnego. Zobaczmy to na przyktla-
dzie réwnania oscylatora harmonicznego. Jak widzielismy, sprowadza
sie ono do uktadu réwnan liniowych o macierzy

0 1
Obliczamy wartoéci wlasne. det(A — AT) = \* +1 = 0, skad A\, = ¢,
Ay = —1. Krotnosci sa rowne 1, wiec wielomiany sa statymi. Rozwia-

zania réwnania jednorodnego mozna wiec szuka¢ w postaci kombina-
cji liniowej funkeji e oraz e~ . Poniewas szukamy rozwiazania rze-
czywistego (a ze wzgledu na jednoznaczno$c rozwiazanie réwnania o
wspoétezynnikach rzeczywistych z rzeczywistym warunkiem poczatko-

wym automatycznie jest rzeczywiste), rozwiazania szukamy w postaci
z(t) = Ccost+ Dsint.

O zmiennej v mozemy w tym momencie zapomnie¢, bo pelnita ona
tylko role pomocnicza.

Uktady niejednorodne mozna rozwiazywac¢ metoda uzmienniania
state] podobna do tej, ktora poznalismy w przypadku jednego réwna-
nia. Czasem jednak mozna zgadnac rozwiazanie réGwnania niejednorod-
nego. Doswiadczenia dotyczace tego, wsrdd jakich funkeji poszukiwac
rozwigzania, podsumowuja nastepujace reguty, pozwalajace na znale-
zienie rozwiazania uktadu niejednorodnego, gdy niejednorodnos¢ ma
postac

b(t) = eMPy(t).

3Dopuszczamy tutaj zespolone wartosei whasne.



152 ROZDZIAL 3. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

1. Jezeli A nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego
macierzy A, to rozwiazania szukamy w postaci eQ(t), gdzie
@« jest wielomianem tego samego stopnia, co Pj.

2. Jezeli X jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy A o krotnoéci m, to rozwiazania szukamy jako e 1™ Q(t),
gdzie Q)i jest wielomianem tego samego stopnia, co F.

Podstawa podanej metody zgadywania jest pewne wazne twier-
dzenie o odwzorowaniach liniowych. Dotyczy ono odwzorowan linio-
wych w przestrzeniach wektorowych, w ktérych wektory mozna mno-
7y ¢ przez liczby zespolone (matematycy uzywaja okre§lenia: przestrzen
nad ciatem liczb zespolonych). Nie trzeba sie jednak martwié, ze wyjda
nam zespolone rozwiazania réwnan rozniczkowych. Twierdzenia o ist-
nieniu 1 jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego zacho-
dza i w przypadku rzeczywistym i w zespolonym. Twierdzenie o ist-
nieniu (rzeczywiste) gwarantuje istnienie rozwiazania, a twierdzenie o
jednoznacznosci (zespolone) méwi, ze to rzeczywiste rozwiazanie jest
jedyne.

Niech A bedzie odwzorowaniem liniowym n-wymiarowe] przestrzeni wektoro-
we] E' w te sama przestrzen. Oznaczmy przez A1, As, . .., Ap plerwiastki wielomianu
charakterystycznego det(A — AI) = 0, a przez ny,na,...,ng ich krotnodci. Prze-
strzeniq pierwiastkowq odpowiadajaca pierwiastkowi A; nazywamy

X;={yek: (A— )\i)n’y =0}.
Oto twierdzenie, o ktérym byta mowa:

Twierdzenie 59 Kaidy wekior x € E mozna (i to tylko na jeden sposcb) przed-
stawié w postaci sumy x = x1+ o+ ...+ 2, gdzie x; € X;. Ponadto dim X; = n;
orazny +ns+ ...+ np =n.

Problem obliczenia e*4z sprowadza sia w ten sposéb do obliczenia e'4z; dla

z; € X;. Okazuje sie, ze szereg okreSlajacy funkcje wykladnicza daje sie wyrazié

przez skonczona sume. W rachunkach skorzystamy z tego, ze jesli odwzorowania
AYB A_B

liniowe A 1 B spelniaja warunek AB = BA, toe = ee”.
t2
6tA.CL‘Z' = et)\’I-H(A_)\’I)l‘Z' = et)\’et(A_A’I)l‘i = e”"[I—|—t(A—/\Z'I)—|—2—'(A—/\iI)2—|—. . ].Z‘Z
tn,—l
=eMNIT+tA-ND)+.. .+ (A= XD e,

(7’1,2' — 1)'
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Dalsze wyrazy szeregu mozna pominaé, poniewaz 0 = (A — A1)z, = (A —
)\Z'I)n’+1l‘i = ...

Przygladajac sie wyprowadzonemu wzorowi widzimy, ze sktadniki
rozwiazania (pamietamy, ze ¥ = x1 + 3 + ... + x;) maja postaé wie-
lomianu stopnia n; — 1 mnozonego przez e*!. Informacja ta wystar-
cza do sprowadzenia problemu rozwiazywania uktadu jednorodnego
do uktadu kilku réwnan liniowych.

Przyktad. Rozwiazmy ukltad rownan

de 2 4

a — Y

dy

&~ _ 9

a T
z warunkiem poczatkowym z(0) = 2,y(0) = 4. Réwnanie charak-
terystyczne macierzy ukladu (2 — A)? — 1 = 0 ma dwa pierwiastki

A1 = 1,Ay = 3 o krotno$ciach ny = ny = 1. Wielomiany beda wiec
zerowego stopnia. Szukamy rozwiazania wsrod funkeji o postaci

z(t) = Ae! + Be®
y(t) = Cet + De?t

Podstawiamy do uktadu réwnan

d
d—f = Ae' 4+ 3Be® = 2A4e' +2Be* 4+ Ce' + De™
d
d_?i = Ce' 4 3De = Ae' + Be® +2C¢€' + 2De™
Poréwnujac wspélczynniki przy e! i e3! mamy?
A = 244 C
3B = 2B+ D
C = A+42C

3D = B+42D.

*Gdyby wystepowaly wielomiany, to poréwnywalibyémy wwspdéteczynniki przy
kazdej potedze z osobna. Uzasadnienie tego postepowania wynika z liniowe] nie-
zaleznosci tych ukladdéw funkeji. W naszym przypadku to uzasadnienie nie jest
tak bardzo potrzebne, bo chcemy znalezé jakies rozwiazanie, wystarcza nam wiec
skutecznoéé metody.
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Dolna para rownan okazuje sie identyczna z gérna, czemu nie nalezy
sie dziwi¢, bo A; byly pierwiastkami wielomianu charakterystycznego.
Mamy stad rozwiazanie ogélne uktadu

z(t) = Ae' + Be®
y(t) = —Ae' + Be*.

Warunek poczatkowy prowadzi do uktadu rownan na A1 B, z ktérego
mamy A= —1,B = 3.

Jesli mamy do czynienia z jednym réwnaniem rézniczkowym wyz-
szego stopnia o statych wspétczynnikach, to metode zgadywania mozna
uproscic¢, oszczedzajac sobie przechodzenia do uktadu réwnan pierw-
szego rzedu. Niech bedzie dane rownanie

2" + an_lx(”_l) + ...+ a1z’ +agr =0,

to, jak tatwo mozna sie przekonac, po sprowadzeniu tego réwnania do
uktadu otrzymamy réwnanie charakterystyczne

AN, N+ agh+ag = 0.

Mozemy takie rownanie napisa¢ od razu i szuka¢ rozwiazania w postaci

k

z(t) = E eAitPnz‘—l(t)v

=1

gdzie \; sa pierwiastkami rownania charakterystycznego, a n; ich krot-
nosciami. Pamietamy przy tym, ze w przypadku pierwiastkéw ze-
spolonych mozna tak dobra¢ wspoétczynniki, zeby dosta¢ rozwiaza-
nie rzeczywiste. Sprowadza sie to do obserwacji, ze zespolone (nie-
rzeczywiste) pierwiastki réwnania o wspdtczynnikach rzeczywistych
zawsze wystepuja parami: jeSli A = a + i3 jest pierwiastkiem, to
)\ = a —if3 tez jest pierwiastkiem i krotnosci sa takie same. Poniewaz
expl(a + 13)t] = exp(at)[cos Bt + isin ft], w przypadku pierwiast-
kéw zespolonych rozwigzania szukamy w postaci iloczynu wielomianu,
funkcji wyktadniczej 1 funkcji trygonometrycznych.
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Uktad niejednorodny mozna rozwiazywa¢ metoda uzmienniania
statej zupelnie analogiczna do tej, ktéra stosujemy w przypadku jed-
nego réwnania. Przyjrzenie sie catkom, ktére moga wystapi¢ w przy-
padku, gdy niejednorodnos¢ jest iloczynem funkcji wyktadniczej 1 wie-
lomianu prowadzi do nastepujacej metody zgadywania:

Jedli niejednorodnosé jest postaci e P;(t), gdzie P; jest wielomianem
stopnia j, to w przypadku, gdy A nie jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego rozwiazania szukamy w postaci e*Q;(t), gdzie
(); jest wielomianem stopnia 7, a jesli A jest m-krotnym pierwiastkiem

wielomianu charakterystycznego — w postaci t™e*Q;(#).

Przedstawimy teraz pewien wariant metody uzmienniania stalej
dostosowany do jednego réwnania wyzszego rzedu. Zobaczymy to na
przyktadzie rownania drugiego rzedu. Nie musimy tutaj zaktadac, ze
wspotczynniki w tym rownaniu sa state, wystarczy znajomosc ogélnego
rozwiagzania rownania jednorodnego. Dane jest rownanie

2"+ ar(t)z" + ao(t)r = b(1).
Znane jest ogdlne rozwiazanie réwnania jednorodnego
z(t) = Craq(t) + Caxa(t).
Rozwiazania réwnania niejednorodnego szukamy w postaci
z(t) = Cr(t)z1(t) + Cat)xo(t).
Rézniczkujemy stronami
' = Ciay + Coxly + Clay + Chas.
Nakladamy dodatkowy warunek®

C{Ll?l + Oél‘g = 0.

5Czy wolno natozyé dodatkowy warunek? Jeéli rozwiazemy problem z tym wa-
runkiem, to problem bedzie rozwiazany. Trzeba tylko uwazaé na to, zeby otrzymad
wszystkie rozwiazania.
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Uwzgledniajac ten warunek rézniczkujemy jeszcze raz. Po dopisaniu
tego, co mielismy do tej pory mamy

r = Cizq+ Chxy

.’L'/ = Cl.’l?/l + CQ.’E;

1 1" 1 ! ! ! !
T Chay 4+ Cozy + Ciz} + Oz,

Pierwsze z tych réwnan mnozymy przez ag, drugie przez a; i wszystkie
razem dodajemy stronami. Wyrazy zawierajace nie rézniczkowane
i (y skracaja sie, poniewaz xq 1 T sa rozwiazaniami réwnania jed-
norodnego. Réwnanie niejednorodne razem z warunkiem dodatkowym
daje uktad rownan

C{l’l + Oél’g =
Cizy + Cyxy, = b.

Traktujemy to jako uktad réwnan na C7 i C). Rozwiazanie go sprowa-
dza problem do catkowania.

Przyktad. Stosujac metode uzmiennianiastatych, a nastepnie metode
zgadywania rozwiazemy réwnanie

2’ — 22" +x=¢c +e7.

Najpierw rozwiazujemy réwnanie jednorodne. Rownanie charaktery-
styczne mozemy napisa¢ od razu

A —2 +1=0.

Mamy do czynienia z jednym pierwiastkiem dwukrotnym A = 1. Roz-
wiazanie ogdlne réwnania jednorodnego jest wiec nastepujace

z(t) = Cel + Dte'.
Rozwiazania réwnania niejednorodnego bedziemy szukali w postaci

z(t) = C(t)e' + D(t)te".
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Roézniczkujemy stronami
' = Ce' + Det + Dtel + C'el + D'tel.

Naktadamy dodatkowy warunek C’e! + D'te’ = 0 i rézniczkujemy
jeszcze raz

2" = Cel +2De' + Dtel + C'e! + D’(et + tet).

Podstawiamy do réwnania. Razem z warunkiem dodatkowym otrzy-
mujemy uktad réwnan:

Clet + D'te! = 0
C'et + D’(et + tet) = e 4t

Mamy stad C' = —t — te™, D' = 1 + e~ 2'. Po scatkowaniu otrzymu-
jemy rozwiazanie ogélne rownania niejednorodnego
[ t t
r=—e "+ =te + Fe + Fle',
4 2
gdzie K1 F sa dowolnymi stalymi.

Zastosujemy teraz do tego samego réwnania metode zgadywania.
Zauwazmy najpierw, ze jesli niejednorodnos¢ ma posta¢ sumy, to wy-
starczy znalez¢ rozwiazania rownan niejednorodnych dla kazdego ze
sktadnikéw z osobna, a suma tych rozwiazan bedzie spelniata dane
rownanie. Rozwiazemy najpierw rownanie

2" — 22" 4+ x =€l

Prawa strona ma postaé Pye, gdzie Py = 1 jest wielomianem ze-
rowego stopnia, a A = 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego. Zgodnie z podana zasada, rozwiazania szukamy
w postaci z = t?Ae’. Podstawiajac do réwnania otrzymujemy A = %,
czyli ,

x = t—et.

2

Nastepnie rozwigzujemy réwnanie

2 — 2+ =",
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Poniewaz —1 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego,
rozwigzania szukamy w postaci x = Be™'. Po podstawieniu mamy
B =1 czyli

1’

Dodajac obydwa rozwiazania oraz rozwiazanie ogolne réwnania jedno-
rodnego otrzymujemy to samo, co uzyskalismy metoda uzmienniania
statych, tylko rachunki byly troche prostsze.

Réwnanie liniowe wyzszego rzedu o stalych wspétczynnikach

Zajmiemy sie tutaj troche bardziej szczegotowo jednym rownaniem
liniowym wyzszego rzedu o statych wspétczynnikach. Poniewaz row-
nania takie sprowadzaja sie do uktadéw réownan pierwszego rzedu,
ograniczymy sie do opisu metody rozwiazywania. Niech bedzie dane
rownanie:

" 4 an_l.’z;(n_l) + .ot arr’ + agr = b(1).
Réwnanie, w ktérym b(t) = 0 nazywamy jednorodnym. Rozwia-

zanie rOwnania pelnego otrzymuje sie rozwiazujac najpierw réwnanie
jednorodne. Okazuje sie bowiem, ze

Ogolne rozwiazanie réwnania pelnego jest suma jakiegokolwiek roz-
wiazania rownania niejednorodnego i1 ogélnego rozwigzania réwnania

jednorodnego.

Rozwigzywanie ré6wnania jednorodnego. Technika rozwiazywa-
nia rownania jednorodnego jest nastepujaca:

1. Tworzymy réwnanie charakterystyczne. Otrzymuje sie je podsta-
wiajac A¥ zamiast £(*). Przyktad: dla réwnania 2" 4 42’4+ 42 = 0
réwnaniem charakterystycznym jest A2 + 4\ +4 = 0.

2. Rozwiazujemy réwnanie charakterystyczne. W naszym przykta-
dzie bedziemy mieli pierwiastek podwojny A = —2.
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3. Piszemy rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego. Jezeli A;
jest k-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to
rozwiazanie zawiera sktadnik

Pk—l (t)GAJt,

gdzie Py_; jest dowolnym wielomianem stopnia k—1. W naszym
przyktadzie jest tylko jeden pierwiastek A = —2, za to podwdjny,
ogoélne rozwiazanie réwnania jednorodnego jest wiec nastepujace:

z(t)=(A+ Bt)e_%.

Jeszcze dwa przyklady ilustrujace problemy, z ktérymi mozemy sie
spotkac. Jezeli rownanie charakterystyczne (po roztozeniu wielomianu
na czynniki) ma postaé

MA=1)(A+2)°=0,
to rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego wyglada tak oto:
z(t)= A+ Bt+ Ce' + (D + Et + Ft*)e ™,

Inna sprawa, jezeli rownanie charakterystyczne ma pierwiastki ze-
spolone. Funkcja e przybiera wtedy wartoéci zespolone, a nas inte-
resuja rozwiazania rzeczywiste (istnienie ktérych gwarantowane jest
przez odpowiednie twierdzenie). Ze wzgledu na to, ze wielomian cha-
rakterystyczny ma wspdtczynniki rzeczywiste, jesli A jest nierzeczy-
wistym pierwiastkiem, to takze sprzezona do niego liczba X jest pier-
wiastkiem réwnania charakterystycznego i to o tej samej krotnosci.
Zbierajac razem wyrazy zawierajace e i e, mamy dla k-krotnego
pierwiastka A = a + 13 rozwiazanie w postaci rzeczywistej:

z(t) = e*[Pr_1(t) sin Bt + Qp_1(t) cos Bt].

Dwa przyktady dotyczace oscylatora harmonicznego. Przyjmujemy
nastepujace oznaczenia: w? = k/m, a = v/m.
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1. Oscylator harmoniczny bez ttumienia. Réwnanie wyglada naste-

pujaco:

" = —wiz
Réwnanie charakterystyczne: A2 = —w? ma dwa pierwiastki \; =
1w, Ay = —iw. Pierwiastki te sa jednokrotne i tworza pare liczb

sprzezonych. Wobec tego rozwiazanie ogdlne jest nastepujace:

z(t) = Asinwt + B cos wt.

2. Ttumiony oscylator harmoniczny.

{L’” = —w2:1; - OziL’/.

Réwnanie charakterystyczne: A? = —w? — a\. Rozwiazujemy
to réwnanie: A = a? — 4w?. Widaé, ze trzeba rozréznié trzy

przypadki:
(a) Male ttumienie
A <0, czyli o® < 4w,
Wtedy .
M = —% + %m ,

)

a rozwiazanie ogdlne ma postac:
x(t) = e/ [Asin(tvVAw? — a2/2) + B cos(1VAw? — a?/2)] .

(b) Przypadek graniczny
A =0, czyli o = 4w

Wtedy
A=—a/2

jest pierwiastkiem podwdjnym. Rozwiazanie ogdlne ma w
tym przypadku postac:

z(t)=(A+ Bt)e_m/Z.
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(c) Duze ttumienie
A >0, czyli o® > 4w
Mamy dwa pojedyncze pierwiastki rzeczywiste

a  vVa?—4w?
/\172 = —5 + f

Rozwiazanie jest wobec tego nastepujace:

z(t) = AeM! 4 Bet = Aez(momVel-4?) | pog(-atvai—du?)

Przypadki te ilustruje rysunek. Dla okreslonosci przyjelismy jako
warunki poczatkowe z(0) = 1, 2/(0) = 0. Bierzemy w = 1 a a =
0, 0.2, 2 (przypadek graniczny) oraz 10.

o=1, =0
o=1, a=0.2

1 1
/\ /\ A 0.75
0.2 0.5
) 0.25 [\ /\ A
-0.5 i \if WE&UESUD -0.25 Uﬁ \1;5 szz5 30
-0.5
-1 -0.75

1
0.8 o=, a=2 0
0.6 Przypadek graniczny o.
0.4 ]
0.2 ]

g 5 10 15 Z0 25 30 5 10 15 20 25 30
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Réwnania niejednorodne. Doktadniejsze przyjrzenie sie wzorom,
ktore otrzymuje sie metoda uzmienniania statej pozwala na zgadniecie
rozwiazania, o ile niejednorodnos$c¢ réwnania jest dosy¢ prosta. Omo-
wimy tutaj te obserwacje. Streszczaja sie one w nastepujacych dwéch
zasadach:

1. Jesli niejednorodnos¢ jest suma kilku sktadnikow, to rozwiazanie
jest suma rozwigzan zwiazanych z kazdym z tych sktadnikow.

2. Jezeli niejednorodnos¢ jest postaci
Pk(t)e/\t,
to:

(a) Gdy A nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycz-
nego, znajdziemy rozwiazanie w postaci

Qr(t)e™;

(b) Jezeli A jest m-krotnym pierwiastkiem réwnania charakte-
rystycznego, to rozwiazanie znajdziemy w postaci

1" Qu(t)e™M.

Zasady te nie sa sformutowane zbyt precyzyjnie, ale wszystko wy-
jasni sie na przyktadach.

Przyktady.
1.
" — 5z’ + 6x = te".
Réwnanie charakterystyczne A\ — 5\ + 6 = 0 ma pierwiastki
A = 2, Ay = 3. Liczba —1 nie jest zadnym z nich, wobec

czego rozwiazania poszukujemy w postaci

z(t) = (A+ Bt)e_t.
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Podstawiamy to do réwnania:

—QBe_t—l—(A—I—Bt)e_t—5Be_t—|—5(A—I—Bt)e_t—l—G(A—l—Bt)e_t = te !,

t

Po uproszczeniu i podzieleniu przez e~", poréwnujac wspotczyn-

niki przy tych samych potegach, mamy uktad réwnan

—7TB+12A = 0,
12B =
Wobec tego A = ﬁ, B = 11—2 Zmnalezlismy w ten sposéb roz-

wiazanie szczegélne z(t) = (157 + 15t)e”". Dodajemy do niego
rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego i mamy
7 1

z(t) (144—|—12 Je=' 4+ Ce* + De

2" — bz’ 4+ 6x =te”t + 6.

Niejednorodnos¢ jest suma dwoéch sktadnikow, nalezy wiec roz-
wigza¢ dwa rownania, a rozwiazania dodac. Pierwsza cze$¢ pracy
juz wykonaliSmy w poprzednim przyktadzie, pozostato wiec roz-
wigzanie rownania

" — 5z’ 4+ 6z = 6.

Niejednorodnosc jest iloczynem wielomianu stopnia zerowego i
funkcji wykladniczej €. Poniewaz 0 nie jest pierwiastkiem réw-
nania charakterystycznego, rozwiazania bedziemy szukali w po-
staci Ae%, czyli w postaci z(t) = A. Po podstawieniu dostajemy
A = 1, co razem z rozwiazaniem otrzymanym w poprzednim
przyktadzie daje

T
(1) = (g + gl + 14+ Cem 4 De

2" — 52! + 6x = %,
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Przyktad ten rézni sie od poprzednich tym, ze 2 (to, co stoi przy
t w wykltadniku funkcji e*) jest pierwiastkiem réwnania charak-
terystycznego. Poniewaz jest pierwiastkiem jednokrotnym, wiec
rozwiazania bedziemy szukali w postaci {Ae* (wielomian przy
funkeji wyktadniczej w prawej stronie réwnania jest stopnia ze-
rowego). Podstawiajac do réwnania mamy A = —1, co razem z
rozwiazaniem réwnania jednorodnego daje

x(t) = —te? + Ce? + D,

4.
2"+ 42’ + 4x = 27,
Réwnanie charakterystyczne \24-4X+4 = 0 ma jeden pierwiastek
A = 2, za to podwdjny. Poniewaz wtasnie —2 wystepuje w wy-
ktadniku prawej strony réownania, rozwiazanie szczegdlne znaj-
dziemy w postaci z(t) = {*Ae™?". Podstawiajac przekonujemy
sie, ze A = 1, wobec czego rozwiazanie ogélne jest nastepujace:
x(t) = t2e? 4 (C+ Dt)e_%.
5.

2" —x =sint.

Sinus zawiera funkcje wyktadnicze €' i e™*, Nalezy wiec spraw-
dzi¢, czy 4 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycz-
nego A\? — 1 = 0. Na szczeécie nie jest, bedziemy wiec szukali
rozwiazania w postaci

z(t) = Asint + Bcost.
(taka wlasnie postac wynika stad, ze ma to by¢ rzeczywista
kombinacja funkcji e i e™**. Podstawiajac otrzymujemy A =

—1, B = 0. Rozwiazanie ogdlne rownania jest wiec nastepujace:

z(t) = —sint + Ce'+ De .
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2" + x = sint.
Réwnanie charakterystyczne A2 + 1 = 0 ma pierwiastki A = +i,
rozwiazania musimy wiec szuka¢ w postaci

z(t) =t(Asint + Bcost).

Stwierdzamy, ze A = 0, B = —1, wobec czego rozwiazanie
ogdlne ma postac

z(t) = —tcost + Csint + D cost.

2"+ x = belsint.
Prawa strona réwnania zawiera funkcje wykladnicze e(*9)?,

liczby 1 + 7 oraz 1 — ¢ nie sa pierwiastkami rownania charakte-

a

rystycznego. Rozwiazania szukamy wiec w postaci
z(t) = et(A sint + Bcost).

Podstawiajac znajdujemy A = 1, B = —2. Rozwiazanie ogdlne
jest wiec nastepujace:

z(t) = et(sint —2cost)+ Csint + D cost.

. Réwnanie oscylatora harmonicznego z ttumieniem i sita wymu-

szajaca
" 2 ! M
' = —w,r —azr + Fsinwt.

Réwnanie charakterystyczne
A4+ a)+ wg =0

byto badane wczesniej. Jesli a # 0, to +iw nie jest pierwiastkiem
réwnania charakterystycznego. Wobec tego dla o # 0 szukamy
rozwiazania szczegolnego w postaci

z(t) = Asinwt + B cos wt.
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Po podstawieniu i rozwiazaniu ukladu réwnaf mamy ©

L i)
(w% — w?)? — a?W? ’
B — Faw

(wg _ w2)2 — o2w? '

6Czytelnik zechce sprawdzié, czy nie ma pomytki.



Rozdzial 4

Funkcje wielu zmiennych

4.1 Rachunek rézniczkowy

Aby przyblizyc¢ sobie przedmiot naszych rozwazan obejrzyjmy naj-
pierw najczesciej stosowane sposoby graficznego przedstawiania funk-
cji dwoch zmiennych. Pierwszy z nich, rysunek trojwymiarowy nie wy-
maga objasnien, jest analogiczny do wykreséw funkcji jednej zmien-
nej. Drugi sposéb, poziomice spotykamy czesto na mapach. Funkcja,
o ktéra tam chodzi, podaje wysokos¢ (w stosunku do poziomu mo-
rza) punktéw powierzchni ziemi w zaleznosci od ich wspdtrzednych
geograficznych.

-
-
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G
.
.

.

.

o

.
-
.

.

Dwa sposoby graficznego przedstawiania funkcji f(z,y) = z? — y*.

167
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Funkcje wielu zmiennych mozna traktowac jako funkcje jednej zmien-
nej nalezacej do przestrzeni wielowymiarowej. Jest to zabieg czysto
formalny, ale przynosi konkretne korzysci polegajace na wyrazniejszym
wskazaniu podobienstw i réznic miedzy wlasnosciami funkcji jednej i
wielu zmiennych. Zauwazmy, ze funkcja f : E” — E™ to uklad m
funkcji n zmiennych: (fi(x1,...,20), ., (21, o 20)).

4.1.1 Granica i cigglosé¢ funkcji wielu zmiennych

Dlaczego zajmujemy sie ciagloscia funkeji wielu zmiennych? Powinno
tutaj, jak sia wydaje, wystarczy¢ to, co bylo powiedziane o ciagto-
sci funkcji jednej zmiennej z ta modyfikacja, ze zbieznos¢ ciagu liczb
rzeczywistych zastepuje sie zbieznoscia ciagu punktow przestrzeni E”.
Mdéwimy, ze ciag (px), pr € E™ jest zbiezny do po € E®, jezeli ||pr —
po|| — 0. Powiemy wiec, ze funkcja f : E* — R jest ciaglta w punkcie
Po, jesli dla kazdego ciagu p, — po zachodzi f(p,) — f(po). Réwno-
wazna, jak pamietamy, definicja Cauchy’ego przybierze postac:

/\ \/ /\ |f(P)_f(Po)|<e.

€>06>0 pi||p—po|<s

Dla funkcji f : E* — E* definicja ciagloéci Cauchy’ego bedzie wygla-

dala tak:
/\ \/ /\ 1.f(p) — f(po)l < e

€>086>0 pi||p—po|<$

Sprawa nie jest jednak tak prosta, jak to sie na pierwszy rzut oka wy-
daje. Zbadajmy ciaglosé¢ funkcji okreslonej wzorami f(z,y) = z4+3;2

dla (z,y) # (0,0) oraz f(0,0) = 0. Watpliwosci moze budzié¢ oczy-

wiscie tylko ciagto$¢ w punkcie (0,0). Stosujac metody znajdowania

granic funkcji jednej zmiennej tatwo mozemy stwierdzi¢, ze

lim T f(zy)) = lim(lim f(z,)) = 0 = /(0,0)

z—0 y—0

Mogtoby sie wydawac, ze oznacza to ciagltosé¢ funkeji f w punkcie (0, 0).
Tak jednak nie jest. Aby to zobaczy¢, wezmy ciag pr = (%, ]3—2) Latwo
sprawdzié, ze pr — (0,0), a f(px) = 3 wcale nie dazy do f(0,0) = 0.
Nieciagtosé¢ funkceji f odpowiedzialna jest za dziwny wyglad rysunkéw
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przedstawiajacych te funkcje w okolicy punktu (0,0). Badanie cia-
glosci funkcji wielu zmiennych 1 znajdowanie ich granic jest na ogét
trudniejszym zadaniem niz w przypadku funkcji jednej zmienne;.

4.1.2 Pochodna funkcji wielu zmiennych

Przypomnijmy sobie najpierw jedna z rownowaznych definicji pochod-
nej funkcji jednej zmiennej. Pochodna funkcji f w punkcie xg nazwali-
smy taka liczbe a, ze reszta r(z¢, h) zdefiniowana za pomoca rozktadu

f(zo+ h) = f(xo) + ah + r(zo, h)

spetnia warunek
. (o, h)
lim ——92 "/
h0 h
Definicja tego typu daje sie uogélnic na przypadek funkcji f: E* —
E™. Trzeba tylko zmodyfikowa¢ dwie rzeczy:

= 0.

e Liczbe a zastepuje sie odwzorowaniem liniowym A : E* — E™.

e W warunku nalozonym na reszte r(zo, h) w mianowniku zamiast
h pisze sie ||A]|.

Definicja 25 Funkcje f : E* — E™ nazywamy rézniczkowalna w
punkcie xq, jezeli istnieje odwzorowanie liniowe A : E" — E™ takie,
ze reszla r(xg, h) zdefiniowana zapomocq rozkladu

f(zo+ h) = f(x0) + A+ r(z0, h)

spelnia warunek
r(xo, h
hm ( 05 )

—— = 0.
=0 ||A|

Tak samo, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej o wartosciach
liczbowych stwierdzamy, ze A, jezeli istnieje, to jest tylko jedno. A
nazywamy pochodna funkcji f i oznaczamy, jak to czynilismy dotych-
czas, f'(zo). Poniewaz pochodna jest odwzorowaniem liniowym E" w
E™, narzuca sie pytanie o macierz tego odwzorowania, zwana macie-
rzq Jacobiego. Zanim sie tym zajmiemy, przytoczymy twierdzenie o
pochodnej ztozenia dwéch odwzorowan.

-
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Twierdzenie 60 Niech [ : E" — E™ bedzie rozniczkowalna w punk-
cie 7o, a g : E™ — EF* bedzie rozniczkowalna w punkcie f(xo). Wiedy
g o [ jest rozniczkowalna w punkcie xg oraz

(g0 f)(x0) = g'(f(w0))f (o).

Zwroémy tutaj uwage na to, ze po prawej stronie réwnosci wystepuje
sktadanie odwzorowan liniowych, ktéremu odpowiada mnozenie ma-
cierzy.

Pochodne kierunkowe i czastkowe, macierz Jacobiego, gra-
dient

Punktem wyjscia do znalezienia macierzy f'(zo) jest obserwacja, ze
kolumny macierzy (w bazach kanonicznych) otrzymuje sie dzialajac
ta macierza na wektory bazy kanonicznej. Trzeba wiec zobaczyc, jakie
sa wspétrzedne wektoréw f'(zg)e;; ¢ = 1,...,n. Pomocne nam bedzie
pojecie pochodnej kierunkowe;.

Definicja 26 Niech [ : E* — E™, zy € E", v € E". Rozwazamy
funkeje o : E! — E™ okreslong wzorem

o(t) = f(zo + tv).

Jesli ¢ jest rozniczkowalna w punkcie t = 0, to mowimy, ze [ posiada
w punkcie xg pochodna kierunkowa w kierunku v. Wprowadzamy ozna-
czenie

d
Vo f(zo) := d—f )
t=0

Pochodnqg kierunkowq w kierunku t-tego wektora bazy kanonicznej e;
nazywamy pochodna czastkowa i oznaczamy %(Jfo).

7, twierdzenia o pochodnej funkeji ztozonej] mamy natychmiast wnio-

sek.

Twierdzenie 61 Jezeli [ : E* — E™ jest rézniczkowalna w zq, lo
postada w xg pochodng kierunkowq w kazdym kierunku. Zachodzi przy
lym wzor

V.S (20) = [ (z0)v.
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Mamy teraz narzedzia wystarczajace do znalezienia macierzy f'(zo).
Na podstawie ostatniego twierdzenia ¢-ta kolumna macierzy f'(z¢) jest
réwna V., f(zo), czyli g—i(:zzo). Przyjrzenie sie definicji pochodnej kie-
runkowej pozwala dostrzec, ze pochodna, czastkowa oblicza sie réznicz-
kujac f po i-tej zmiennej, przy czym pozostale zmienne traktuje sie
jak state. Podsumowujac, jesli f : E* — E™ opisuje uktad funkcji

filze, . ), 20)s oy fm(21, ..oy 2), to pochodna f' ma macierz
f f1
dzq "t Orp
oz T Ozg

Zajmiemy sie teraz szczegdlnym przypadkiem — funkcjami o war-
tosciach liczbowych. Zalézmy, ze funkcja f : E® — R jest rozniczko-
walna w punkcie zq. Zgodnie z Definicja 24, mamy rozktad

flzo+ k) = f(xo) + [f'(x0)h + r(z0, I).

Tak, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, f'(xo)h nazywamy roz-
niczkq funkeji f odpowiadajaca przyrostowi h zmiennej niezalezne;.
W obecnym przypadku f/(x) jest odwzorowaniem liniowym E” — R.
Wiemy, ze (11 semestr, Twierdzenie 50) odwzorowanie takie jest mno-
zeniem skalarnym wektora h przez pewien wektor. Wektor ten be-
dziemy nazywali gradientem funkcji f w punkcie xq. Najczesciej sto-
sowane oznaczenia gradientu to V f(z) oraz grad f(zo). Gradient zde-
fintowany jest wiec przez réwnanie

['(wo)h = (V[ (0)[h).

Wspotrzedne gradientu w bazie kanonicznej znajdziemy po zapisaniu
f'(x0)h za pomoca wspétrzednych.
af

: _ af

Widac¢, ze wyrazenie to jest réwne iloczynowi skalarnemu wektora h z
of

3 B ). To sa wtasnie wspdtrzedne

wektorem o wspotrzednych (%, .
gradientu funkcji f.
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Jaka jest interpretacja geometryczna gradientu? Aby wyjasnic te
sprawe sprecyzujemy pojecie poziomicy, wspomniane na poczatku tego
rozdziatu. Poziomicq funkcji f odpowiadajaca danemu ¢ € R be-
dziemy nazywali zbiér {z € E" : f(z) = ¢}. WeZzmy funkcje réz-
niczkowalna ¢ : R — E” o wartosciach na ktérejs poziomicy. Wtedy
f(g(1)) prayjmuje stale te sama warto$¢, skad, oznaczajac o = f(to)
oraz v = ¢'(tp) mamy

0 :% (9] = (wo)g'(to) = (Vf(wo)[v).

t=1g

Jesli g(-) bedziemy uwazali za opis ruchu punktu materialnego po
poziomicy, to v jest predkoscia chwilowa w momencie przechodzenia
przez punkt xg. Wyprowadzona powyze] wtasnosc¢ gradientu bywa w
zwiazku z tym, troche nieprecyzyjnie, formulowana nastepujaco:

Gradient jest prostopadty do poziomicy.‘

Zwrot 1 dlugos¢ gradientu znajdziemy badajac rézniczke funkcji
f. Oznaczmy przez ¢ kat miedzy gradientem f a przyrostem zmien-
nej niezaleznej h. Jesli zaniedbamy reszte r(xo, k), przyrost wartosci
funkcji bedzie réwny

[(zo + k) = f(wo) = ['(wo)h = (V[(zo)[h) = [V f(zo)[[|| ]| cos .

Widaé stad, ze przy danej diugosci ||k, przyrost wartosci funkcji jest
najwiekszy, jesli cos ¢ = 1, czyli wtedy, gdy ¢ = 0, co oznacza, ze gra-
dient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcjil. Diugosé gra-
dientu jest w przyblizeniu réwna HITH[f(TO +h)— f(x0)] (zaniedbalismy
reszte!), gdzie h ma ten sam kierunek i zwrot, co gradient f.
Przyblizanie przyrostu funkcji przez rézniczke wystepuje czasem
pod nazwa metoda rozniczki zupetnej. Zapiszemy to przybliZzenie za
pomoca troche innych oznaczen:
af

0

81’1 @;z;n .

!Obserwacja ta jest punktem wyjécia pewnych metod szukania ekstreméw
funkeji.
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Sformutujemy teraz warunek konieczny istnienia lokalnego ekstre-
mum funkeji wielu zmiennych.

Twierdzenie 62 (WARUNEK KONIECZNY EKSTREMUM ) Jezeli funk-
cja [:E"™ — R jest rozniczkowalna w punkcie xo ¢ ma w lym punkcie
lokalne ekstremum, to V f(xq) = 0.

Aby przekona¢ sie o prawdziwosci tego twierdzenia wezmy dowolny
wektor v € E™ 1 rozpatrzmy pomocnicza funkcje jednej zmiennej okre-
slona wzorem ¢(t) = f(xzo + tv). Funkcja ta jest rézmiczkowalna w
punkcie ¢ = 0 1 ma w tym punkcie lokalne ekstremum. Wobec tego

0=4'(0) = f'(zo)v = (Vf(0)[v).

Poniewaz warunek powyzszy jest spetniony dla dowolnego v, mozemy
stwierdzi¢, ze V f(zq) = 0.

Do sformutowania warunku wystarczajacego potrzebne nam beda
pochodne wyzszych rzedéw. Ze wzgledu na to, ze pochodne wyzszych
rzedéw sa obiektami dos¢ skomplikowanych typéw ograniczymy sie do
pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Wystarczy to do sformuto-
wania twierdzenia, o ktére nam chodzi.

Pochodne czastkowe drugiego rzedu sa to pochodne czastkowe pierw-
szych pochodnych czastkowych. Stosuje sie nastepujace oznaczenie:

k) ey
&m N 81‘28&3‘]

Pochodne czastkowe wyzszych rzeddw, o ile sa ciagle, maja intere-
sujaca wlasnos$c¢ symetrii.

Twierdzenie 63 Jezeli funkcja [ ma pochodne czqstkowe drugiego
rzedu ciggle w otoczeniu punktu x, to

I (=2
8@6:@ T = 6;::]6;52 e
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Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek
funkcji dwéch zmiennych. Dla wieksze] przejrzystosci zapisu wspot-
rzedne punktu, o ktérym mowa w twierdzeniu, oznaczymy literami x i
y. Wezmy dwie dostatecznie mate liczby rzeczywiste h 1 k 1 rozwazmy
wyrazenie

A, R) = (e oy k)= [y + B) = [+ hy) + [a,y)]
= AUty ) [y )] = [t hy) — f)])

= el by R~ fe )] = [yt )~ Sl

Wprowadzamy oznaczenia
G(z) = flz,y + k) — [(z,y).

Mamy

L(G(a + 1) - G(a)]

Alh.k) = Py + k)~ F(y)] = o]

Na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $sredniej mamy
Fly+k)— F(y)=kF'(y+0k), 0<8 <1

oraz

Gz + h)— G(z) = hG'(z+nh), 0 <n < 1.

Podstawiajac mamy

LOL byt k) — ey 4 o0

., 1
A(hvk) = zF (y—|—9k) - h[ay ay

Jeszcze raz stosujemy twierdzenie Lagrange’a, tym razem do funkcji

O(a) = L(a,y + OF).

A(h k) = -2 (x + 0'h,y + 0F).
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Na mocy ciagtosci pochodnych czastkowych

9 f
im  A(h, k .
L (b, k) = awy(l’,y)

Biorac w rachunkach rozktad A(h, k) uwzgledniajacy funkcje G stwier-
dzimy, ze

0°f
lim  A(h, k .
o Moy AU ) = 55 (2:9)

To konczy dowdd. Przy okazji znalezliSmy praktyczny przyblizony
wzor na pochodne czastkowe drugiego rzedu.

O

Do badania ekstreméw potrzebny nam bedzie wzoér Taylora. Ogra-
niczymy sie do wyrazéw zawierajacych pochodne najwyzej drugiego
rzedu i nie bedziemy prébowali znalez¢ wzoru na reszte. Niech f :
E” — R bedzie funkcja dostatecznie wiele razy rézniczkowalna w oto-
czeniu punktu zo € E". Bierzemy h € E™ 1 tworzymy pomocnicza
funkcje jednej zmiennej g(t) = f(xo + th). Dla funkcji ¢ mamy wzér

Taylora
t2
9(t) = 9(0) +¢-4'(0) + 59"(0) + 1.
Obliczamy ¢"(0):
" !
9"(0) = —4'(1) (o + th)hi hih;.
di o dt 7 O, o ;; 8:1:]8:172 !

Twierdzenie 64 (WzZOR TAYLORA) Niech [ : E" — R ma ciggle
pochodne do drugiego rzedu wlgcznie w pewnym oloczeniu punktu xg.

Wtedy

n a n n
f(zo+h) = f(zo)+) ai h2+ EZ a (20)hih;+ Ry (o, ),

=1

gdzie
lim LQ(IO’ h)

= 0.
=0 |[A]?
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Dowdd, troche bardziej skomplikowany, niz sie to wydaje, pomijamy.

Zanim przejdziemy do warunkéw wystarczajacych na istnienie lo-
kalnego ekstremum przytoczymy pewne potrzebne tutaj twierdzenie
z dziedziny algebry. Chodzi o to, ze czton wzoru Taylora zawierajacy
drugie pochodne czastkowe ma posta¢ Q(h) = 327 ,_; a;jhih;. Takiego
rodzaju funkcje, zwane formami kwadratowyms spotkalismy przy kla-
syfikacji krzywych i powierzchni drugiego stopnia. Macierz (a;;) ma-
zywamy macierza formy kwadratowej Q).

Definicja 27 Mowimy, ze forma kwadratowa () jest
dodatnio okreslona, jesli Q(h) > 0 dla kazdego h # 0.
ujemnie okreslona, jesli Q(h) < 0 dla kazdego h # 0.
nieokre$lona, jesli przybiera zarowno wartosci dodatnie, jak i ujemne.

Zauwazmy, ze klasyfikacja ta nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci.
Jesli znane sa wartosci wlasne Aq,..., A, macierzy (a;;), to na pod-
stawie Twierdzenia 57 (I semestr) wiemy, ze w odpowiednio dobranej
bazie forma () ma posta¢ Q(h) = ¥; \;h?. Widacé stad, ze forma @
jest dodatnio okreslona, jezeli wszystkie wartosci wlasne jej macierzy
sa dodatnie, ujemnie okreslona, jesli wszystkie sa ujemne, a nieokre-
slona, jezeli wystepuja wartosci wlasne réznych znakow. W klasyfika-
cji nie zmiescily sie przypadki, gdy niektore wartosci wtasne sa réwne
zeru, a pozostate sa wszystkie dodatnie albo wszystkie ujemne. Obli-
czanie wartosci wlasnych jest na ogét trudne pod wzgledem rachunko-
wym, znacznie wygodniejsze jest nastepujace kryterium sprowadzajace
sprawe do obliczania kilku wyznacznikow.

Niech (a;;), 7,5 = 1,...,n bedzie macierza n x n. Minorem glow-
nym rzedu k < n te] macierzy nazywamy wyznacznik macierzy po-
wstale] po usunieciu z niej wierszy i kolumn o numerach wiekszych
niz k.

Twierdzenie 65 Dana jest forma kwadratowa () okreslona wzorem
Q(h) = X7 —q aijhih;. Oznaczmy przez Ay minor glowny rzedu k ma-
cierzy (a;;). Forma @Q jest
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1. dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0 dla kazdego
k=1,....,n.

2. ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*A, > 0 dla
kazdego k =1,...,n.

Twierdzenie 66 (O EKSTREMACH FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH)
Niech funkcja f : E™ — R posiada drugie pochodne czqstkowe cig-
gle w pewnym otoczeniu xg € E". Niech ponadto V f(xo) = 0. Wtedy

1. Jesli forma kwadratowa Y %hzh] jest dodalnio okreslona, to
oz,

f ma w xq lokalne minimum.

2. Jesli forma kwadratowa Y %hihj jest ujemnie okreslona, to
10T

f ma w xq lokalne maksimum.

3. Jesli forma kwadratowa Y %hihj jest nieokreslona, to [ nie
10

ma w xqo lokalnego ekstremum.

Dowdéd, podobny do tego, co mielismy w przypadku funkcji jedne;j
zmiennej, pomijamy.
Zobaczmy, jak wyglada zastosowanie tego kryterium do funkcji

dwéch zmiennych. Zmienne oznaczamy przez x,y. Najpierw trzeba
of _
dr

0. Dla kazdego z rozwiazan badamy minory gléwne macierzy

rozwiazac¢ uktad dwéch rownan z dwiema niewiadomymi z, y:

0, 2L =
) Az
drugiej pochodnej

2 %f a2 f 2 2
Aq of A2:det(32’ My)_afaf (af)?

02’ 38;3);,7 aay); T 0x20y?  dzdy

Jezeli Ay > 0, to jest ekstremum, przy czym dla A; > 0 jest to
minimum, a dla Ay < 0 maksimum. Jesli A, < 0, to wartosci wlasne
macierzy drugiej pochodnej maja rézne znaki (wyznacznik macierzy
jest iloczynem jej wartoéci wlasnych), a wiec nie ma ekstremum. Jesli
Ay = 0, to pytanie o ekstremum pozostaje nierozstrzygniete.

Bardzo waznym narzedziem w rachunku rézniczkowym funkcji jed-
nej zmiennej jest twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej. W na-
stepnym punkcie potrzebne nam bedzie jego uogdlnienie na przypadek
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funkcji f : E* — E™. Uogdlnienie takie tatwo jest sformutowac, ale
dla nas nie bedzie przydatne, bo jest nieprawdziwe. Prawdziwa jest
nastepujaca, stabsza postac:

Twierdzenie 67 Niech [ : E* — E™ bedzie rézniczkowalna w pew-
nym otoczeniu punklu xq € E". Niech odcinek [xg, xo+ h] = {xo+ th :
0 <t < 1} bedzie zawarty w lym otoczniu Zaloimy, Ze A jest takq
liczbq, Ze dla kazdego © € [xg, xo + h| zachodzi nierdwnosé || f'(x)h| <
Al
Wtedy

(ot 1) — (zo)]| < Al

Dowdd tej nieréwnosci polega na sprowadzeniu do funkcji jednej zmien-
nej o wartosciach liczbowych. Wezmy v € E™ i1 rozwazmy funkcje
g(t) = (v|f(zo+1th)). Funkcja g jest na pewno okreslona dla ¢ € [0,1] i
spetnia na tym odcinku zalozenia twierdzenia Lagrange’a. Wobec tego
istnieje ¢ €]0, 1] takie, ze g(1) — g(0) = ¢'(¢). Po podstawieniu mamy
(ol (o + B) = Fzo)] = I(el /(o + )] < [0l (o + ch)h] <
||v]|A]|R]|. Biorac jako v wektor o tym samym kierunku i zwrocie, co
flzo + h) — f(z0) otrzymujemy dowodzona nieréwnosc. O

4.1.3 Lokalna odwracalnosé, funkcje uwiklane, eks-
trema zwigzane

Dany mamy uktad n réwnan z n niewiadomymi x1,...,x,:

fl(l'l,...,l'n) = U,

falz, o yxn) = yn.

Pytamy o to, czy taki uktad ma jednoznaczne rozwiazanie, oraz o to,
co stanie sie z rozwiazaniem, gdy nieznacznie zmienimy vy, . . . , ¥, sto-
jace po prawej stronie rownan. Przeformutujemy i zmodyfikujemy to
pytanie, aby mozna bylo zastosowac¢ metody rachunku rézniczkowego.
Zauwazmy najpierw, ze mamy do czynienia z funkcja f: E* — E", a
uktad rownan przybiera postac:

f(z)=y.
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Modyfikacja postawionego pytania jest konieczna z nastepujacych po-
wodow:

e Pytanie o istnienie rozwiazania w takiej ogélnosci jest bardzo
trudne. Zamiast tego zatozymy, ze dane jest rozwiazanie zq dla
pewnego yo, to znaczy, ze f(xo) = yo. Bedziemy pytali o ist-
nienie i jednoznaczno$é¢ rozwiazania réwnania f(z) = y dla y
dostatecznie bliskich yq.

e Metoda rachunku rézniczkowego zwiazana jest z przyblizaniem
danego odwzorowania przez odwzorowania liniowe. Przyblizanie
takie jest dobre w dostatecznie matym otoczeniu danego punktu.
W zwiazku z tym bedziemy interesowali sie tylko tymi rozwia-
zaniami réwnania f(z) =y, ktdre leza dostatecznie blisko .

W rezultacie mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 68 (O LOKALNEJ ODWRACALNOSCI) Niech f : E" —
E™ ma ciggla pochodng w pewnym otoczeniu xg. Niech yo = f(xo).
Niech ponadto
det f'(zq) # 0.

Wtedy istnieje takie otoczenie U punktu x¢ oraz otoczenie V- punktu yo,
Ze dla kazdegoy € V istnieje dokladnie jedno x € U tlakie, ze f(x) = y.
Jesli g oznacza olrzymane w taki sposob odwzorowanie y — x, to ¢
jest rozniczkowalne oraz

g'(0) = (f(0))7"

Zamiast dowodu przedstawimy tutaj tylko pewien argument o cha-
rakterze przyblizonym. Wezmy dostatecznie mate h € E". Wtedy

f(xzo+h) = f(xo) + f(zo)h = yo + f'(x0)h.

Niech bedzie dane y, mato rézniace sie od yo. Oznaczmy k = y — yo.
Przyblizone réwnanie przybiera postac

F(xo)h = k.

Réwnanie to ma, jak wiemy, jednoznaczne rozwiazanie dla dowolnego
k, jesli det f'(xq) # 0, co zalozylismy.
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Dla ilustracji przyjrzymy sie wzorom wprowadzajacym na plasz-
czyznie biegunowy uktad wspétrzednych. Mamy tu do czynienia z od-
wzorowaniem E? 3 (r,¢) — (z,y) € E? okre§lonym wzorami

T = TCosyp

Yy = rsing

Znajdujemy macierz Jacobiego

cosp —rsingp

sin rcos g
Wyznacznik macierzy Jacobiego, zwany jakobianem, jest réwny r. Za-
lozenia twierdzenia o lokalnej odwracalnosci sa spetnione, o ile r #
0. Dla r = 0 mamy = y = 0 niezaleznie od ¢, nie ma wiec
mowy o odwracalnosci tego odwzorowania w jakimkolwiek otocze-
niu punktu (0,¢). Dla r # 0 odwzorowanie réwniez nie jest odwra-
calne, bo przyjmuje te same wartosci w punktach (r,¢) i (r, ¢ + n27).
Nie ma sie czemu dziwi¢, bo twierdzenie ma charakter lokalny. Je-
§li mamy punkt (ro, o), taki, ze rq # 0, to wystarczy wziaé jego
dostatecznie male otoczenie, aby po ograniczeniu sie do tego otocze-
nia mie¢ wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie na pewne otoczenie
punktu (rg cos ¢g, 7o sin @g). Najczescie] bywa stosowane ograniczenie
r > 0,0 < ¢ < 27 zwiazane z interpretacja geometryczna. Okreslone
w ten sposob odwzorowanie jest globalnie odwracalne, ale zbior jego
wartosci nie jest cata ptaszczyzna.

W przestrzeni trojwymiarowej bardzo czesto przydaja sie dwa uktady

wspotrzednych: sferyczny 1 walcowy. Wprowadza sie je przy uzyciu
WZOrOW:

1. Uktad sferyczny

x = rsindcos
= rsindsinp

= rcos

gdzie r € [0,00[, ¥ € [0, 7], ¢ € [0,27].
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2. Uktad walcowy
T = rcosp
= rsing
= h
gdzie r € [0,00[, ¢ € [0,2x], h €R.

Sens geometryczny tych wzoréw moga przyblizy¢ rysunki:

N
Z Z
p p
r
Y h Y
0
r
0 ¢ 9]
X X

Uktady wspétrzednych: sferyczny i walcowy.

Zajmiemy sie teraz podobnym, troche ogdlniejszym zagadnieniem.
Zwiazane jest ono z pewnym czesto spotykanym sposobem zadawa-
nia funkcji. Zobaczmy to najpierw na przyktadzie. Mamy réwnanie
2% + y? = 1. Jedli interesuja nas tylko nieujemne warto$ci zmiennej
y, to mozemy y wyrazi¢ jako funkcje x: y = /1 — x? okreslona dla
x € [—1,1]. Ogdlniej, mozna rozwazaé¢ uktad m funkcji zadany jako
rozwigzanie uktadu m réwnan. Zobaczmy, jakiego twierdzenia naleza-
toby sie tutaj spodziewac.

Dany mamy uktad réwnan

gl('rl?"'axnaylw'wym) = 07

9 (T1y o Ty Y1y ey Ym) = 0.
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Wprowadzajac funkcje g : E" x E™ — E™ zapisujemy go w postaci

9(z,y) =0.

Przypusémy, ze mamy jakie§ rozwiazanie tego uktadu, czyli punkt
(z0,y0) taki, ze g(xo,y0) = 0. Oznaczmy przez g, te czeSé macierzy
pochodnej ¢', ktora zawiera tylko pochodne czastkowe po z, a przez
g, cze3¢ zawierajaca tylko pochodne po y. Wezmy punkt (z,y) bliski
punktu (zo,y0) 1 oznaczmy = = xo + h, y = yo + k. Jesli funkcja ¢
jest rozniczkowalna, a h 1 k sa dostatecznie male, to nasze rownanie
mozemy przybliza¢ w nastepujacy sposob:

0=g(z,y) = glxzo+ h,yo + k) = g(x0,y0) + g.h + g,k = goh + g, k.
Mamy wiec w przyblizeniu
0=g,h+ g,k

Wyznaczaniu y w zaleznosci od = odpowiada wyznaczanie k w zalez-
nosci od h. Mamy do rozwigzania uktad m réwnan liniowych z m nie-
wiadomymi. Uktad taki ma, jak wiemy, doktadnie jedno rozwiazanie
dla dowolnej prawej strony (prawej, jesli uktad przepiszemy w postaci
gk = —g.h), jezeli det g, # 0. Mozemy juz sformulowac twierdzenie.

Twierdzenie 69 (O FUNKCJACH UWIKEANYCH) Niech g : E* x
E™ — E™ bedzie funkcjg rozniczkowalng w sposob ciggly w pewnym
oloczeniu punktu (xo,yo). Zatozmy, ze g(wo, yo) = 0 orazdet g, (w0, yo) #
0.

Wtedy istnieje otoczenie U punktu xo t otoczenie V' punktu yo oraz
funkeja f:U — V taka, Ze dla (z,y) € U XV zachodzi rownowaznosé

y = f(z) <= g(z,y) = 0.

Funkcja [ jest rozniczkowalna oraz

J'(x0) = =(g, (%0, y0)) " g(0, o).

Twierdzenie to mozna bardzo tatwo udowodnic sprowadzajac pro-
blem do lokalnej odwracalnosci odwzorowania E* x E™ 5 (z,y) —
(z,9(z,y)) € E" x E™.

Wzoru na pochodna nie warto uczy¢ sie na pamiec, bo najtatwiej
jest w kazdym przypadku znajdowac¢ pochodna zaktadajac, ze y =
f(z) i rézniczkujac réwnanie g(z,y) = 0.
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Przyktady.

1. Mamy réwnanie
9(z,y) =0,
w ktorym x 1 y to zwykle zmienne rzeczywiste. Zatozmy, ze g jest
funkcja rézniczkowalna spetniajaca zalozenia Twierdzenia 69. Podsta-
wiamy y = f(z) i rézniczkujemy stronami po z:
0 dg d
dg , dgdy _
Oxr  Oydx
skad
dy
dr

NS

2. Trzy zmienne x,y, z spelniaja réwnanie

g(z,y,z)=0.

Potraktujemy z jako funkcje = i y wyznaczona przez to rownanie. R6z-
niczkujac stronami po x 1 y otrzymujemy uktad réwnan

dg dgodz
9: T 900 =
dg 0gdz
@y+828y =0
skad
0 _ _% U
9 2—2 oraz 9y g—i

3. Zmienne .y, z spelniaja uktad réwnan

g1($,y,2) = 07
92($7y72) = 07

Traktujemy y i z jako funkcje x wyznaczone przez ten uktad rownan.
Rézniczkujac stronami otrzymujemy uktad rownan, z ktorego mozna
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dy + dz

wyznaczy¢ pochodne 7% 1 22,

dg1 | Ogidy | O0gi dz o
@Ji+@ydw+@zd$ =0
Qs , dosdy | o -

oz 8—y dr ' 9z dx

4.1.4 Styczne do powierzchni, ekstrema zwigzane

Spotykalismy sie w ubiegltym roku z krzywymi i powierzchniami zada-
nymi za pomoca rownania lub uktadu réwnan. Réwnania, z ktérymi
mieliémy do czynienia mialy bardzo szczegdlna postac; wystepujace w
nich funkcje byty wielomianami pierwszego lub drugiego stopnia. Roz-
wazac bedziemy zbior M tych punktow przestrzeni E™, wspétrzedne
ktérych spelniaja uktad m réwnan (m < n)

gi(z1,...,z,) = 0,

gm(T1, .. yx,) = 0.
Zapiszemy to krocej uzywajac funkeji g : E» — E™:
M ={z € E": g(z) = 0}.

Bedziemy zaktadali, ze ¢ ma ciagta pochodna. Sama rézniczkowalnos¢
g nie wystarcza jednak, zeby powyzsze rownanie opisywalo powierzch-
nie, ktorej nalezataby sie nazwa “gtadka”.

Definicja 28 Niech M bedzie podzbiorem E™ zdefiniowanym powyzej.
Punkt xo € M nazywamy regularnym, jezeli rzqd macierzy g'(xo) jest
rowny m, (czyli ma najwickszq z mozliwych wartosci, bo ¢'(xo) jest
macierzq n X m, an > m).

Stawiamy sobie teraz zadanie znalezienia réwnania stycznej do M
w punkcie regularnym z,. Nalezy najpierw doktadniej postawic to
zadanie, to znaczy odpowiedzie¢ na pytanie, czym jest styczna. Za-
czniemy od pojecia wektora stycznego do powierzchni. Rozwaza¢ be-
dziemy krzywe przechodzace przez punkt xq lezace catkowicie na M.
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Krzywe takie mozna opisywac za pomoca funkcji R 3¢ — f(t) € M.
Zalézmy, ze f jest rézniczkowalna oraz f(0) = zo. Przyjmiemy taka
daf

definicje stycznej, zeby wektory postaci 7:(0) byly styczne do M w

punkcie xg.

Definicja 29 Niech M bedzie takie, jak w poprzedniej definicji, niech
rg € M. Wektor v € E" nazywamy stycznym do M w punkcie xg,
jezeli istnieje funkcja rozniczkowalna ¢ : R — E" taka, zZe o(1) € M
dla kazdego t, p(0) = xq i Cfl—f(()) = v. Zbior wektorow stycznych do M
w punkcie xo bedziemy nazywali przestrzenia styczna do M w punkcie
xo i oznaczali Ty (M). Zbior Ty (M) = {xo4v : v € Tyy (M)} bedziemy

nazywali ptaszczyzna styczna do M w punkcie xq.

0 7
llustracja do definicji wektora stycznego.

Latwo jest poda¢ warunek konieczny stycznosci. Zauwazmy, ze
©(t) € M to to samo, co g(¢(t)) = 0. Poniewaz mialoby to zacho-
dzi¢ dla wszystkich ¢, pochodna po ¢ musi by¢ rowna zeru.

0= Toelt)] = d0)e(0) = o (xoe.

t=0

Okazuje sie, ze jezeli punkt xg jest regularny, to jest to jednoczesnie
warunek wystarczajacy.
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Twierdzenie 70 Niech M bedzie takie, jak poprzednio, a xq € M
niech bedzie punktem regularnym. Wtedy

To0(M) ={v € E": ¢'(zo)v = 0}.

Zobaczymy teraz na przykladzie réwnania krzywej drugiego stop-
nia, ze przyjeta tutaj definicja daje w tym przypadku to samo, co
dawata definicja uzywajaca warunkéw algebraicznych.

Réwnanie krzywej drugiego stopnia ma postac

g(x) = (2]A2) + (a]g) + r = 0.

Niech punkt zq lezy na tej krzywej, czyli g(zo) = 0. Wektor styczny v
ma spetnia¢ warunek

g'(zo)v = (v]Azo) + (20| Av) + (v]q) = 0,

skad po uwzglednieniu symetrii iloczynu skalarnego i symetrii opera-
tora A mamy

(v|2Azo+¢q) =0,

czyli to samo, co mieliSmy poprzednio.

Zajmiemy sie teraz ekstremami funkcji w przypadku, gdy na zmienne
niezalezne natozony jest jeden lub kilka warunkow dodatkowych. Za-
gadnienia tego typu spotyka sie bardzo czesto. Jako przyktad wezmy
proste zadanie z fizyki. Ciezarek wisi na nitce o dtugosci [ zaczepio-
nej w danym punkcie. Wszystko to dzieje sie w jednorodnym polu
grawitacyjnym. Nalezy znalez¢ polozenie rownowagi, o ktérym z fi-
zyki wiadomo, ze odpowiada minimum energii potencjalnej. W odpo-
wiednio wybranym uktadzie odniesienia wspotrzedne x,y, z ciezarka
spelniaja réwnanie 2% + y? + 22 = [%. Zadanie polega na znalezie-
niu minimum funkcji f(z,y, z) = mgz. Mozna oczywiscie, zachowujac
pewna ostroznosé, wyznaczyc¢ z jako funkcje x i y, a po podstawieniu
szuka¢ minimum funkcji dwoch zmiennych. Nie zawsze jednak uda sie
rozwigza¢ dane réwnania. Przedstawimy tutaj dosyc¢ ogdlna metode
rozwiazywania zadan tego typu.
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Mamy znalezé ekstrema funkcji f n zmiennych x4,...,z,, przy
spetieniu m dodatkowych warunkéw (m < n)

gi(z1,...,z,) = 0,

gm(T1, ... x,) = 0.

Zapiszemy to, jak poprzednio, w jednej linijce: Dana jest funkcja f :
E" — R oraz funkcja ¢ : E” — E™. Oznaczamy

M ={z € E": ¢g(z) = 0}.

Definicja 30 Mowimy, ze funkcja [ ma w punkcie xo € M lokalne
minimum zwiazane, jezeli istnieje takie € > 0, ze dla kazdego = takiego,
Ze ||x — zo|| < € spelniajgcego warunek x € M zachodzi f(x) = f(xo).

Podamy teraz warunek konieczny lokalnego ekstremum zwiaza-
nego.

Twierdzenie T1 Zalozmy, ze funkcje [ i g majg ciggle pochodne.
Jezeli [ ma w g lokalne ekstremum zwigzane, to

va(l’o) =0
dla kazdego wektora v € Ty (M).

Dowdéd. Zgodnie z definicja przestrzeni stycznej mozemy znalezc
funkcje ¢ : R — E” taka, ze ¢(0) = xo, ¢'(0) = v i g(¢(t)) = 0. Jezeli
w punkcie zg funkcja f ma lokalne ekstremum zwiazane, to funkcja
t — f(p(t)) ma lokalne ekstremum w punkcie ¢ = 0. Na podstawie
warunku koniecznego ekstremum mamy

0=1e(0)] = oo = Vuf(xo).

t=0
O

Praktyczna metode znajdowania ekstremoéw zwiazanych daje na-
stepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 72 Niech [ : E" — R oraz g : E* — E™ majq pierwsze
pochodne ciggle. Niech xq bedzie punktem reqularnym zbioru M =
{z € E" : g(z) = 0}. Jezeli f ma w o lokalne ekstremum zwigzane
na M, to istnieje odwzorowanie liniowe A : E™ — R tlakie, ze

['(wo) = Ag' (o).

Dowdd. Jesli g jest punktem regularnym M, to, jak juz wiemy, Ty, (M)
{v € E": ¢’'(z9)v = 0}. Warunek konieczny mozna w tym przypadku
sformutowac tak:

g'(zo)v=0= f'(z0)v =0.

Skonstruujemy teraz odwzorowanie A. Niech u € E™. Zalozenie o
regularnosci punktu x¢ oznacza tyle, ze zbiér wartosci ¢'(x¢) jest cala
przestrzenia E™. Oznacza to, ze istnieje w € E" takie, ze u = ¢'(zo)w.
Przyjmujemy

Au = f'(zq)w.

Definicja ta moze budzi¢ watpliwosci, poniewaz dla danego u mozna
znalez¢ inne w' takie, ze u = ¢'(x¢)w’. Definicja bedzie dobra, jesli
okaze sie, ze f'(xo)w = f'(x¢)w’. Okazuje sie, ze to wlasnie ma miejsce,
bo 0 = ¢'(xo)w—g'(xo)w’ = ¢'(x0)(w —w') pociaga za soba f'(xo)(w—
w') = 0. Podstawiajac v = ¢'(z9)w w definicji odwzorowania A mamy

Ag'(zo)w = f'(x0)w

dla dowolnego w € E", co wlasnie nalezato udowodnic.
O

Zapiszemy to twierdzenie w postaci uktadu warunkéw. Mamy zna-
lez¢ ekstrema funkcji f(z1,...,2,) przy warunkach dodatkowych

gi(z1,...,z,) = 0,

gm(z1,...,2,) = 0.
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Odwzorowanie liniowe A ma macierz (A, ..., A, ). Warunek konieczny
bl bl
przyjmuje posta¢ uktadu rownan

0 0 G
OF _ 3,99, 4 O9m
0z, 0z, Oy
i e S0
Io_ ) VI LINTIR Wi L
Razem z warunkami daje to uktad n+m réwnan z n+m niewiadomymi
T1yeeesTpy Ay .oy Ay W rozwiazaniach na ogot interesujace sa tylko
wartosci z1,...,x,, ale czasem, na przyklad w zagadnieniach statyki,

liczby A; maja interpretacje fizyczna, sa one zwiazane z sitami reakc;ji
wiezow.
Oto troche inaczej zapisana teza tego twierdzenia:

grad f(zo) = Aigrad g1(xo) + ...+ Angrad g (xo).

Posta¢ ta czyni bardzie] widoczna analogie z zagadnieniami statyki.
Jeshi funkcja f przedstawia zaleznosc energii potencjalnej uktadu od
jego konfiguracji, a funkcje ¢1,...,¢, sa zwiazane z réwnaniami wie-
z6w, to, z doktadnoscia do znaku, grad f opisuje sity zewnetrzne dzia-
tajace na uktad, a A\;grad g; to sity reakcji wiezéw. W takim przypadku
warunek konieczny ekstremum zwiazanego orzeka tyle, ze jesli dana
konfiguracja odpowiada lokalnemu ekstremum energii potencjalnej, to
dziatajace sity sie réwnowaza.

Nawiazujac do tej postaci naszkicujemy jeszcze raz dowod twier-
dzenia. Warunek konieczny ekstremum gtosi, ze pochodna kierunkowa
f w dowolnym kierunku stycznym do M w z¢ jest rowna zeru. Po-
niewaz V, f(z9) = (grad f(zo)|v), oznacza to, ze gradient f jest pro-
stopadty do wszystkich wektoréw stycznych do M w zq. Z drugiej
strony wiemy, ze, przy zalozeniu regularnosci punktu zq, wektor v
jest styczny do M w zo wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest ortogonalny
do grad g;(zo) dla wszystkich ¢« = 1,..., m. Zatem warunek konieczny
ekstremum orzeka, ze grad f(zo) jest kombinacja liniowa gradientéw
gi, co wlasnie byto do udowodnienia
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Przyktad.

Zmajdziemy ekstrema funkcji danej wzorem

f(xvy) = x? _y2
przy warunku
2+ y? = 1.

Mamy tutaj n = 2, m = 1. A jest macierza 1 x 1, czyli liczba A. Do
rozwiazania mamy uktad réwnan

20 = A2z
=2y = Ay
x4 y2 = 1.

Rozwiazaniem sa nastepujace tréjkiliczb (x,y, A): (0,+1,0), (£1,0,1).

4.2 Rachunek calkowy

4.2.1 Calkowanie funkcji wielu zmiennych

Powtérzymy najpierw konstrukcje catki Riemanna dokonujac mody-
fikacji niezbednych w przypadku funkcji wielu zmiennych. Zauwazmy
najpierw, ze o ile w przypadku funkcji jednej zmiennej naturalne byto
catkowanie po przedziale, to dla funkcji wielu zmiennych na samym
poczatku staje pytanie o to, na jakich zbiorach catkowac te funkcje.
Zaczniemy od catkowania po (uogdlnionych, jesli bedzie trzeba) pro-
stokatach, ktore nazywaé¢ bedziemy kostkami.

Niech ay...,a,,b1...,b, € R. Kostkg w E™ bedziemy nazywali
zbidr

K={z2eE" :aq;<x;<b, 1=1,...,m}.

Rozwazac¢ bedziemy podzialy kostki K zwiazane z podziatami kazdego
z przedzialow [a;, b;]. W przedziale [a;, b;] wybieramy n; punktéw a; =
{L’El) < :1:52) < ... < xﬁ”") = b;. Kostke K dzielimy na bardzo wiele
(doktadnie (nqy — 1) -...- (n, — 1)) czesci takiego oto typu:

Kj ;. ={rcK: ;L'Z(»j‘) <z < xgj"ﬂ)}.
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Objetosc takiej kostki jest rowna
Gl = (@17 =) (@ ¥D — 2,

Niech f bedzie funkcja ograniczona na K. Podobnie, jak dla funkcji
jednej zmiennej okreslamy sume gérna i sume dolna Riemanna odpo-
wiadajace danemu podziatowi 7:

S(f, 7‘—) = Z Sup f(‘r)u(ﬁ]m |7

51 s TEKG1gm
S = inf Ky il
Shm= T @Kl

Podobnie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, przyjmujemy nas-
tepujace definicje:

Definicja 31 Funkcje [ okreslong i ograniczong na kostce K C E™
nazywamy catkowalna w sensie Riemanna, jezeli istnieje ciqg podzia-
tow (m,) kostki K taki, Ze

lim S(f,7,) — S(f,7.) = 0.

n—od

Catka funkcji f na kostce K nazywamy

/f = lim S(f,7,),
K n—o0o

gdzie (m,,) jest jakimkolwiek ciggiem podzialow spetniajgeym poprzedni
warunek.

Tak samo, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej dowodzi sie, ze
definicja catki jest poprawna, to znaczy, ze granica w ostatnim wzo-
rze istnieje i nie zalezy od wyboru ciagu (7,), jesli tylko spelnia on
naltozony warunek.

Przyjeta tutaj definicja caltki nie daje wygodnego narzedzia do
obliczen. Aby zobaczy¢, na czym polega sprowadzanie do catkowa-
nia funkcji jednej zmiennej zajmiemy sie przypadkiem funkcji dwéch
zmiennych. Zamiast sumy gornej lub dolnej wezmiemy co$, co na
pewno zawiera sie miedzy nimi. Bierzemy podziat kostki K wyzna-
czony przez punkty a; = 2z < 2@ < .. < (™) = b, oraz a; =
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y < y@ < <y = b,. Wybieramy liczby &, 1 =1,...,n; — 1
tak, ze 2 < & < 20D oraz liczby ni, ¢ = 1,...,ny — 1 tak, ze
y(l) < 772 < y(2+1)‘

N

MNs

N

v

S S Ss S

3
0 a, 2 +© 7 b, X

A\ 4

Podziat kostki i wybrane punkty (&, 7;).

Tworzymy sume

n1 -1 ’IL2—1

S=3 3 f(&m)lat — O]yt — )],

i=1 7=1
Poniewaz
inf B f($7y> < f(fianj) < sup f($7y)7
(z,y)EK;; (z,y)EK;;
mamy

S(f,m) < S<S(f,m).

Wobec tego S jest dobrym przyblizeniem catki, o ile tylko podziat =
jest odpowiednio dobrany. Przeksztalcamy nieznacznie wzor definiu-

jacy S:

nl—l TL2—1 ) ] ' '
S=2 (Z P& m)ly VY — y(”l) 20D — 2O,

=1 7=1
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Wyrazenie w nawiasie jest, o ile dostatecznie drobny jest podziat prze-
dziatu [ay, by] punktami y™). ..., y(™) dobrym prazyblizeniem calki

[ 16y dy

2

Jesli wyrazenie to zastapimy przez te catke, to otrzymamy przyblizenie

S przez catke
b1 bo
S z/ (/ flz,y) dy) dz.

Przeprowadzone rozumowanie mozna przeksztalci¢ w dowdd. Pro-
blem jest w tym, ze przy coraz drobniejszych podziatach wzrasta do-
ktadnosé¢ przyblizenia calek przez sumy, ale jednoczesnie rosnie liczba
sktadnikow, co mogtoby sie skonczy¢ tym, ze suma bardzo wielu bar-
dzo malych niedoktadnosci wcale nie bedzie mata. Jak mozna sie spo-
dziewac, wszystko zalezy od funkcji, z ktora mamy do czynienia. W
podanym poniej twierdzeniu zakltadamy, ze mamy do czynienia z funk-

cja ciagta.

Twierdzenie 73 Niech [ bedzie funkcjq cigglq na kostce K C E™.
Wtedy [ jest catkowalna w sensie Riemanna na K oraz zachodzi wzor:

/Kf - /aljl(/j((/: flxr, . xn) dey) .. )des)de.

Wszystkie funkcje wystepujgce pod catkami po prawey stronie tego wzoru
rowniez sq catkowalne w sensie Riemanna.

Aby uwolni¢ sie od pisania wielu nawiasow prawa strone zapisuje
sie jako fabll dzy ... ff: dz,, f(x1,...,x,). Zauwazmy, ze lewa strona nie
zalezy od kolejnosci zmiennych x4, ..., z,, wobec czego w prawej stro-
nie mozna przestawia¢ dowolnie kolejnosé¢ catkowania. Na przyktad dla
n = 2 mamy (oczywiscie, o ile funkcja spelnia zatozenia )

by

b1 b2 ba
/ d$1 dll?g f(.f(}l,.i(}g) = / dll?g dll?l f(.f(}l,.i(}g).

1 a2 a2 ay
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Zatozenia o funkeji f w tym twierdzeniu mozna znacznie ostabic.
Jest to potrzebne w wielu zastosowaniach. Nie podajemy tutaj twier-
dzenia (Fubiniego), zawierajacego odpowiednie ujecie sprawy, odsyta-
jac czytelnika do obszerniejszych ksiazek poswieconych analizie mate-
matycznej lub teorii miary i catki. Bedziemy musieli jednak korzystac
z tezy twierdzenia w sytuacji, kiedy funkcja f nie jest ciagla. Jezeli
zbiér punktéw nieciagloéci funkeji f nie jest zbyt duzy (na przyktad,
jesli lezy na powierzchni nizszego wymiaru), to tezy mozna uzywac
bez obaw.

Specjalnego rodzaju problemy wystepuja przy catkowaniu funk-
cji nieograniczonych lub przy catkowaniu po zbiorach nieograniczo-
nych. Catki takie, zwane niewlasciwymi mozna definiowac¢ zastepu-
jac funkcje lub obszar odpowiednimi przyblizeniami i przechodzac do
granicy. Nie bedziemy tego tutaj opisywac, zadowolimy sie uwaga,
ze po to, aby zachodzila teza Twierdzenia 73 na ogét (to znaczy we
wszystkich przyktadach, z ktérymi sie spotkamy) wystarcza, aby catka
f[fll dz; .. flf: dz,|f(z1,...,2,)| byta skoniczona.

W zastosowaniach czesto mamy do czynienia z catkowaniem po
zbiorach, ktore nie sa kostkami. Catki takie definiuje sie nastepujaco:
Dla danego zbioru ograniczonego A znajdujemy kostke K taka, ze
A C K. Przez x4 oznaczymy funkcje okreslong wzorami: y(z) = 1
dla © € A; ya(z) = 0, jesli x nie nalezy do A. Caltke po zbiorze A

definiujemy wzorem
[r=]rxa
A K

Funkcje f uznamy za catkowalna w sensie Riemanna na A, jezeli funk-
cja wystepujaca pod catka po prawej stronie jest catkowalna w sensie
Riemanna na K. Zauwazmy tutaj, ze catkowalnosc funkcji f na zbiorze
A na ogot narzuca réwniez warunek na zbior A.

Przyktad. W E? mamy zbiér A zadany nieréwnosciami:
A={(z,y) €E*: f(z) <y < g(x); a <z < b},

gdzie f i g sa zadanymi, dostatecznie regularnymi (np. ciagltymi) funk-
cjami. Zastosowanie Twierdzenia 73 daje

Jor= [t [ s
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7Zbiér, po ktorym catkowalismy przedstawiony jest na rysunku:

9] a b X

Ustalanie granic catkowania, nawet w przypadku obszaréw dwuwy-
miarowych czasem moze sprawia¢ trudnosci, w zwiazku z czym warto
rozwiazac nastepujace zadanie:

Zadanie. Zmieni¢ porzadek catkowania w calce

[z [y fa0),

przy czym zakladamy, ze f jest funkcja ciagla.

Catkujemy tutaj po obszarze okreslonym nieréwnosciami

0<z<1 $2§y§x.

?

Widac¢, ze y zmienia sie w granicach od 0 do 1. Rozwiazujemy nieréw-
nosci przy ustalonym y, otrzymujac y < = < /y, wobec czego dana

catka jest rowna
1 Vel
/0 dy/ dx f(z,y)
y

Obszar catkowania przedstawiony jest na rysunku:

/

Y
1




196 ROZDZIAL 4. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Zamiana zmiennych w calkach wielokrotnych

Przypomnimy najpierw metode catkowania przez podstawienie, ktéra
stosowalismy w przypadku funkcji jednej zmienne;.
Mamy catke

/ab flz)dx.

Podstawiamy x = ¢(t) i otrzymujemy stad caltke

.
[, ey,
przy czym nowe granice spelniaja warunek a = g(a’), b= g(¥).

W przypadku funkcji wielu zmiennych mamy do czynienia z catka
[4 [, gdzie A jest (dostatecznie regularnym) podzbiorem E”. Zamiane
zmiennych opisuje odwzorowanie g : E" D K 51— ¢g(t) € A, gdzie K
jest n-wymiarowa kostka. O odwzorowaniu ¢ trzeba zalozyc¢, oprocz
rozniczkowalnosci, ze jest wzajemnie jednoznaczne.

Nalezy jeszcze pod caltka dopisac¢ cos, co w przypadku jednowymia-
rowym jest pochodna ¢'(t). Zauwazmy najpierw, ze catka po zbiorze
odpowiada raczej calce [,y niz f,_f Catki takie, na mocy definicji,
roznia sie znakiem, jezeli b < a. W zwiazku z tym powinnismy myslec¢
o uogdlnieniu |¢'(t)|, a nie samej pochodnej ¢'(1). Wiasciwym wyra-
zeniem, ktore tutaj nalezy podstawic, jest wartoS¢ bezwzgledna jako-
bianu | det ¢'(t)|. W rezultacie mamy

Twierdzenie 74 Niech K bedzie kostkg w E™, a g : K — E" odwzo-
rowaniem rozniczkowalnym (z pochodng ciqglq) i réznowartosciowym.
Niech f bedzie funkcjq catkowalng w sensie Riemanna na g(K).

Wiedy
/ ) f:/,fog | det ¢'].
9(K) K

Nie przedstawimy tutaj pelnego dowodu zastepujac go szkicem,
ktory czytelnik sam moze uzupeic.

Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy przyjac, ze kostka K jest sze-
scianem o boku a. Rozwazamy podzial tej kostki na szesciany K; o
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boku a/k. Czesci tych jest oczywiscie k™. W kazdej z kostek K; wybie-
ramy jeden punkt ¢(). Niech bedzie to punkt o najmniejszych wspél-
rzednych. Poréwnujemy dwie sumy

a

5 = zf ety <) ()
Sy = ;ﬂg(t“

gdzie V; oznacza n-wymiarowa objeto$é zbioru g(K;)?. Sy jest zawarte
miedzy dolna 1 gérna suma Riemanna przyblizajaca catke [, f o
| det ¢'|, wiec przy rozdrabnianiu podziatu (k — oo) dazy do tej calki.
Sy jest natomiast przyblizeniem catki fg(K) f. Stwierdzenie to wymaga-
loby dtuzszego uzasadnienia (ktére tutaj pomijamy), poniewaz suma
ta zwiazana jest z podziatem zbioru ¢g(K) na czesci g(K;), ktére nie
sa kostkami.

Nalezy udowodnié¢, ze S7 1 Sg daza do tej samej granicy, gdy k£ —
co. W tym celu poréwnamy Vi z |det(g'(1®)] (%)n Ta ostatnia wiel-

kos¢ jest objetoscia rownoleglosaanu rozpietego na wektorach g’(t(i))(%ei),

gdzie e; sa wektorami bazy kanonicznej E™. 7 ciaglosci (dokltadniej: z
jednostajnej ciagtosci) ¢’ wynika, ze dla dowolnego ¢ > 0 mozna zna-
lezé takie & > 0, ze jesli ||t — || < 6, to ||¢"(1)h — ¢' ()| < €[] dla
kazdego h € E™.

Niech bedzie dane € > 0. Bierzemy tak duze k, zeby najdtuzsza
przekatna kostek K; bylta mniejsza od 6 dobranego do tego e, czyli
Vna/k < 6. Rozwazamy dwa odwzorowania okreslone na K;: g oraz §
okreslone wzorem:

(1) = g(t) + [’ (1)t = 1©).

Obrazem kostki K; przy odwzorowaniu ¢ jest réwnolegtoscian rozpiety
na wektorach g’(t(i))(ke ) zaczepionych w punkcie g(1). Korzystajac

28cidle biorac, nie podaliémy jeszcze definicji objetosei V; zbioru g(K;). Mozna
ja okredli¢ wzorem V; = fg(K ) 1, skad widaé, ze nie kazdy zbiér ma dobrze okre-

§lona objetoéé (bo nie kazda funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna).
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z Twierdzenia 8 mamy dla wszystkich ¢ € K; nastepujaca nieréwnosé:
~ ~ i o i a
lg() =gl = ll(g(®) = 9(1)) = (9(t) = gL < eV

Dalszy ciag rozumowania przedstawimy w duzym skrécie. 7 ostat-
niej nieréwnosci mozna wywnioskowac, ze réznice miedzy V; a obje-
toscig réwnoleglodcianu nie przekracza C'(a/k)"ey/n%, gdzie C' jest
pewna stala niezalezna od k1 od wyboru kostki K;. Wielkosc ta zo-
stala otrzymana przez pomnozenie liczby C(a/k)"~" bedacej gérnym
ograniczeniem pola powierzchni réwnolegloscianu przez ey/nf, ktére
jest géornym ograniczeniem “grubosci warstwy”, o ktéra moga sie r6z-
ni¢ poréwnywane figury. Niech M = sup, k) |f(z)]. Uwzgledniajac
fakt, ze w sumach 57 1 53 mamy po k" skltadnikéw, otrzymujemy nie-
rOownosc:

|57 — So| < K- MC’(a/k)”_le\/ﬁ% = MCa"\/n -
Stad juz tatwo wywnioskowac, ze S7 1 Sy daza do tej samej granicy

przy k — oc.
O

Przykltad. Obliczymy moment bezwladnosci jednorodnej kuli o
masie M 1 promieniu R wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek.
Umawiamy sie, ze 0§ Z jest osia obrotu. Mamy do obliczenia catke

J = / (2 + y*)p dedydz,
v

M
%WRS '

gdzie V jest dana kula, a gestos¢ p = Wprowadzamy wspot-

rzedne walcowe

r = rcosp,
= rsingp,

= h.

Jakobian tego odwzorowania jest réwny r, wiec

VRZ 2 27
J = / dr/ dh deripr :277/ 2VR? —r2ripdr = gZWR2
0 0

VRZ 2
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Twierdzenia 14 i 15 mozna stosowac¢ takze do pewnych catek nie-
wlasciwych, czyli takich, w ktorych albo funkcja podcatkowa nie jest
ograniczona, albo zbidr, po ktorym catkujemy nie jest ograniczony.
Catki takie definiuje sie jako granice calek po mniejszych zbiorach, na
ktorych funkcja jest catkowalna. Niech A C E” oraz f : E* — R.
Wybieramy ciag zbioréw A; C Ay C ... C A; A = U; A; taki, ze
J jest catkowalna na kazdym Ay i definiujemy [, f = limg_o [y, /-
Definicja taka jest znacznie lepsza, jesli fakt istnienia granicy i jej
warto$¢ nie zaleza od wyboru ciagu (Ay). Warunkiem wystarczajacym
na to jest zbieznos¢ ciagu calek [, |f|, czyli istnienie (skoticzonej)
catki niewlasciwej [, |f|. Ten sam warunek wystarcza do zachodzenia
tezy Twierdzen 14 1 15 w przypadku catek niewtasciwych. Oto piekny,
pochodzacy od Poissona, przyktad zastosowania.

Przyktad. Obliczymy catke

1= /Oo e de.

— 00

Pomyst polega na tym, zeby obliczaé I?:

1? = /OO e dx - /OO 6_y2dy = /OO d:z;/oo dyQ_(z2+y2).

Przechodzimy do wspélrzednych biegunowych (nie zapominajac o ja-
kobianie, ktéry réwna sie r).

00 2 00 1 00
I* = / dr dp e = 27r/ re”ridr = 2%(——6_T2) = 7.
0 0 0 2

0

Ostatecznie

]:/OO e dr = V.

— 00

4.2.2 Calki krzywoliniowe 1 powierzchniowe

Bedziemy sie teraz zajmowali dwoma réznymi rodzajami catek, na-
zywanymi zwykle catkami pierwszego wzglednie drugiego rodzaju. Be-
dziemy je omawiali po kolei, zaczynajac od przyktadow,
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Catki krzywoliniowe pierwszego rodzaju

Przyklad 1. Dlugo$é krzywej. Mamy dana (sparametryzowana)
gtadka krzywa w E™, to znaczy odwzorowanie rézniczkowalne [a, b] 5
t — f(t) € E". Zamierzamy zdefiniowac¢ dtugosc tej krzywej. Kine-
matyczna interpretacja funkcji f, (myslenie o f(t) jako o potozeniu w
chwili ¢ poruszajacego sie punktu materialnego) sugeruje zdefiniowa-
nie dtugosci krzywej jako catki z predkosci tego ruchu. Przyjmujemy
wobec tego, ze dlugosc¢ krzywej zdefiniowana jest wzorem

1= [ ol

Wzér ten nasuwa watpliwosci. Po pierwsze, jezeli punkt przebiega kil-
kakrotnie jakas czes¢ krzywej, to bedzie to wielokrotnie policzone. Mo-
zemy temu zapobiec wykluczajac takie przypadki. Bedziemy zaktadali,
ze funkcja f jest réznowartosciowa. Druga watpliwos¢ zwiazana jest
z tym, ze prawa strona definicji zalezy nie tylko od samej krzywe;,
czyli od zbioru f([a,b]), ale od jej parametryzacji za pomoca funkcji
f. Okazuje sie, jak zaraz zobaczymy, ze zaleznosc¢ te jest pozorna —
przy zmianie parametryzacji wartosé¢ catki pozostaje bez zmiany. Jesli
funkcja g : [¢,d] — E" jest inna parametryzacja tej samej krzywej, to

-1
¢ =9 of odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie [a,b] na [¢, d] oraz
f = g o p. Stosujac podstawienie w catce mamy

L Na@lds= [ gl leld= [ 17w

Obliczmy dlugos¢ okregu o promieniu r. Wybieramy parametry-
zacje
[0,27] 3 ¢ — (rcosp,rsingp).
Nie jest to co prawda odwzorowanie réznowartosciowe, ale wzor mozna

zastosowac, bo odstepstwo od réznowartosciowosci dotyczy tylko jed-
nego punktu i nie wpltywa na wartosc catki. Podstawiamy do wzoru:

F(@) = (=rsing,rcosg), (¢ = /r2sin g+ r2cos?p=r,

2
l:/ rde = 27r.
0
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Przyktad 2. Pole powierzchni. Potrzebny nam bedzie wzdr na pole
powierzchni S rownolegloboku rozpietego przez dwa wektory u,v w
przestrzeni E”. Wzdr ten jest nastepujacy

= |

Aby przekonac sie, ze wzor ten rzeczywiscie okresla pole powierzchni

rownolegtoboku, oznaczmy przez ¢ kat miedzy u 1 v 1 obliczmy wy-
znacznik pamietajac, ze (u,v) = ||ul| - ||v]| cos ¢.

‘(UIU) (ufv)
(v]u) (v]v)

Niech P = [a,b] x [¢,d]. Okreslimy pole powierzchni plata zadanego
za pomoca parametryzacji f : P 3 (t,s) — f(t,s) € E*. Wzér, ktory
przyjmiemy jest podobny do wzoru na dtugos¢ krzywej; zamiast dtu-
gosci Wektora deZlemy catkowali pole powierzchni réwnolegtoboku

‘ = [[ull*lvll* = lull*[[v]1* cos® ¢ = [lul*[|v]|* sin® .

rozpietego na Wektorach E % Pole ptata definiujemy jako

8f@f
S = / S o) dids.

Podobnie, jak w poprzednim przypadku, korzystajac z twierdzenia o
zamianie zmiennych w catkach mozna wykazac¢, ze okreslone w ten
sposob pole powierzchni nie zalezy od parametryzacji.

Obliczymy pole powierzchni sfery o promieniu r. Do sparametry-
zowania jej uzyjemy wspotrzednych sferycznych

xr = rsinfcosp,

= rsinfsin g,

= rcosé.
Podstawiamy
of rcosZCf)sgo of —r‘mgﬁsmgo
— = | rcosfsin —— = | rsinfcos

0

—rsinf
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Ostatecznie
af odf

S(%7%

) =r’sind.
Pole sfery jest wiec rowne
™ 2
S:/ d&/ dpr®sin = 4rr?,
0 0

Zaréwno dlugosé krzywej, jak 1 pole powierzchni ptata mozna by-
toby definiowaé¢ od razu w sposéb niezalezny od parametryzacji. Mozna
na przyktad wybra¢ na krzywej kilka punktow 1 obliczy¢ dtugos¢ wy-
znaczonej przez nie tamanej, a nastepnie wybiera¢ punkty coraz gesciej
1 przejs¢ do granicy. Podobna metoda moze by¢ zastosowana do okre-
slenia pola powierzchni plata. Metody takie sa nawet lepsze, bo klasa
krzywych lub platéw, dla ktérych okresla sie dtugos¢ wzglednie po-
wierzchnie jest wtedy wieksza, ale droga do wzoréw nadajacych sie do
rachunkow jest dtuzsza.

Przejdziemy teraz do uogélnienia obydwu przyktadéw. Przede wszyst-
kim, pod catka moze stac jeszcze jakas funkcja, co moze sie przydac, na
przyktad, jesli chcemy obliczy¢ mase krzywej nici o zadanej, zmienne;j
gestosci. Niech bedzie dany k-wymiarowy ptat w przestrzeni E" opi-
sany parametrycznie za pomoca odwzorowania [ : K — E" gdzie K
jest kostka w E*. Niech Sy(vy,...,v;) oznacza k-wymiarowa objetosé
rownolegtoscianu rozpietego na wektorach vy, ..., v,. Jako zadanie do-
mowe potraktujmy dowdd, ze

(vilv1) (vilve) ... (vi|vg)
Sk(v1,. .., 08) = (U2|U1) (v2|v2) (UQ!W)
(velv1)  (vilvg) .. (vk|vg)

Catke powierzchniowa pierwszego rodzaju z funkcji f okreslonej na
f(K) definiujemy wzorem

_ af af
./f(K)F - BF(f(t177tk)Sk (8—t1,,a—tk) dtl dtk
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Zamiast Sy (%, ceey %) dty ...dty zwykle pisze sie di.S lub, dla k =
1,2,3 odpowiednio dl, d3S oraz dsV.

Dowdd niezaleznosci catki od parametryzacji ptata oparty jest na
twierdzeniu o zamianie zmiennych w catkach wielokrotnych. Zasad-
nicza role odgrywa w nim nastepujaca wlasnosé Si: Jezeli (a;;) jest
dowolna macierza o k wierszach i k& kolumnach, to

k k k
Sk(z aillvil, Z CLZ'221)Z'2, ey Z aikkvik) = Sk(vl, V2y e ety vk)(det(aij))Q.

11=1 =1 =1

Catki krzywoliniowe drugiego rodzaju

7, catkami, o ktérych bedziemy teraz mowili spotykalismy sie w kilku
dziatach fizyki. Zwrécimy uwage na dwa przyktady:

e Praca wykonywana podczas przemieszczania punktu material-
nego w zadanym polu sit wzdtuz danej krzywe;.

e Strumien pola wektorowego przez zadana powierzchnie, wyste-
pujacy na przyktad w prawie Gaussa.

Przyklady te nie dadza sie opisac jako catki pierwszego rodzaju. Zwrécmy
uwage na przyklad na to, ze pierwsza z nich zmienia znak, gdy punkt
przemieszczamy po tej samej krzywej, ale w przeciwnym kierunku.
Zmak drugiej catki okresla sie w drodze umowy ustalajacej, z ktorej
“strony” powierzchni ma by¢ wektor, aby strumien byt dodatni. Od-
grywajace tutaj zasadnicza role pojecie orientacji wprowadzimy nieco
pozniej, teraz przyjrzymy sie troche blizej wspomnianym catkom.

Przyktad 1. Praca w danym polu sil. Niech bedzie dane pole
sit czyli funkcja przypisujaca kazdemu punktowi = z pewnego obszaru
przestrzeni E® wektor ﬁ(:z:) € E3. Jedli krzywa zadana jest réwnaniem
parametrycznym [a,b] 5 ¢ — f(t) € E3, to prace okre§lamy wzorem

L= [ (Fawir) a

Znowu dowodu wymaga niezaleznos¢ od parametryzacji. Jezeli g :
[c,d] — E? jest inna parametryzacja tej samej krzywej, to, jak juz
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wspomnielismy, istnieje funkcja ¢ : [a,b] — [c,d] taka, ze f = g o .
Rachunek wykazujacy niezaleznosc¢ catki od parametryzacji krzywej
przebiega tak samo, jak poprzednio dla catki okreslajacej dtugosé, ale
w jednym miejscu rézni sie zasadniczo. Obecnie mamy do czynienia
z catka f,_f, ktéra zmienia znak przy przestawieniu granic catkowania.
Jezeli ograniczymy sie do takich zmian parametryzacji, ze f(a) = g(c)
oraz f(b) = g(d), czyli ¢ jest funkcja rosnaca, to rachunek jest prosty:

[ (Fuonrm) = [ (Faem)lg ) ¢ de =
= [ (Flaonlg') ds = [ (Fiats)le'(s)) ds

Catki takie zapisuje sie zazwycza] w troche inaczej, tak, ze nie wyste-
puje parametryzacja krzywej. Krzywa jako$ oznaczamy, np. litera I' 1

piszemy
L:A@MU

Zapis ten rozumiemy w ten sposéb, ze nalezy wybrac parametryzacje
f krzywej, pamietajac przy tym o kierunku jej przebiegania, a nastep-
nie w miejsce dl wstawié f'dt i catkowaé w granicach zadanych przez
parametryzacje. Przy uzyciu wspotrzednych catke zapisujemy jako

L:/EM+B@+&%
I

a podstawienie parametryzacji krzywej wykonuje sie tak samo, jak
podstawienie w catkach funkcji jednej zmiennej?.

3Uwaga. Wyrazenia typu adz + bdy + cdz moga byé okredlone w nawet w
przestrzeni, w ktérej nie jest zadany iloczyn skalarny. Uktad liczb a,b, ¢ opisuje
obiekt zwany formq liniowq lub kowektorem. 7 pojeciem tym spotkaliémy sie juz
w zwiazku z definicja iloczynu wektorowego. Jesli przyjrzeé sie tej sprawie troche
doktadniej, to mozna dostrzec, ze sita nie jest wektorem, tylko kowektorem, a
wektor sity bierze sie stad, ze w E® mamy zadany iloczyn skalarny i korzystamy z
twierdzenia o postaci funkcjonaltu liniowego.
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Przyklad 2. Przechodzimy teraz do drugiego przyktadu — strumie-

nia pola wektorowego przez zadana powierzchnie. Mamy dana pa-

rametryzacje f : P 3 (t,s) — f(t,5) € E® oraz pole wektorowe

E*> 2~ ﬁ(;z:) € E®. Aby obliczy¢ strumieri catkujemy po zbiorze

parametrow funkcja przedstawiajaca objetosc réwnolegloscianu roz-
af af

piegtego w danym punkcie przez wektory styczne 2+, 5% oraz wektor

F. Objetosc ta zdefiniowana jest jako modut wyznacznika, ale ponie-
waz chcemy uwzgledni¢ orientacje uktadu tych trzech wektoréw (czyli
to, “z ktorej strony” powierzchni jest koniec wektora ﬁ), to trzeba
catkowac¢ sam wyznacznik. Ostatecznie strumien definiowany jest jako

b d of of -
O = [dt [ dsdet(S 20 R,
a c ( at ’ 88 ’ )
Tutaj réowniez stosuje sie skrécony zapis, w ktorym nie wystepuje
wprost parametryzacja. Jesli przypomnimy sobie powiazanie miedzy
wyznacznikiem, iloczynem wektorowym i iloczynem skalarnym?, to,

zZapisujac % X % dtds jako dyS otrzymamy

@:/S(F|d§5),

Mozna sprawdzic, ze catka okreslajaca strumien nie zalezy od wy-
boru parametryzacji, byle tylko orientacja byta taka sama.

Uzyty juz kilkakrotnie termin orientacja wymaga wyjasnienia i
sprecyzowania. Zacznijmy od nieprecyzyjnego, pogladowego przedsta-
wienia tego, o co chodzi. W przypadku krzywej wybieramy jeden z
dwdéch mozliwych kierunkow jej przebiegania.

Orientacja krzywej.

iDla tych, ktérzy juz zdazyli to zapomnieé, przypominam: det(u,v,w) =
(u x v]w).
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Mozna to zrobi¢ tak, jak na lewym rysunku; czesto w taki sposéb
wskazuje sie na mapach kierunek pradu rzeki. Aby pojecie to dato
sie sprecyzowac tak, jak jest to u matematykow w zwyczaju, mozna
zamiast tego podac¢ wektor styczny do krzywej w jakim§ punkcie (rys.
srodkowy), albo wektory styczne we wszystkich punktach (rys. prawy)
dbajac tylko o to, aby pokazywaly one ten sam “kierunek”. Wektory
te mozna interpretowac jako predkosé ruchu po danej krzywej, a stad
wynika bezposredniich zwiazek z parametryzacja krzywej. Jeshi f jest
parametryzacja danej krzywej, to f'(t) jest wektorem stycznym do te]
krzywej w punkcie f(1).

Orientacja powierzchni dwuwymiarowej polega na wyrdznie-
niu jednej ze stron. Mozna te strone pomalowa¢ np. na zielono. Za-
uwazmy, ze nie zawsze jest to mozliwe, co mozna stwierdzi¢ na przy-
ktadzie tzw. wstegi Mobiusa.

|
1l
/)

Eﬁ%\\\
||||||I\\\\{{{(’\'\'«”.§~¢//

Wstega Mobiusa.

Jeshi jednak da sie wyréznic jedna strone powierzchni, to mozna to
zrobi¢ nie tylko za pomoca pedzla i farby, ktore trudno jest opisa¢ w
jezyku matematyki. Uzywa sie zasadniczo dwéch sposobéw. Pierwszy
to podanie wektora prostopadtego do powierzchni w jakims$ punkcie
(albo we wszystkich punktach, byle zgodnie). Drugi sposéb nasuwa sie
wtedy, gdy powierzchnia zadana jest za pomoca parametryzacji. Pa-
rametryzacja jest odwzorowaniem f : (t,s) — f(¢,s) przypisujacym
parze liczb (¢, s) punkt przestrzeni f(t,s). Wektory % i % sa styczne
do powierzchni, a ich iloczyn wektorowy jest do niej prostopadty. Pro-
blem, w jakiej kolejnosci mnozy¢ te wektory (% X %, czy % X %) to
jest wlasnie wybdr zwrotu iloczynu wektorowego. W rezultacie orien-

tacje wyznacza kolejno$¢ parametréw (¢,s), a przy obliczaniu catek
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typu strumienia przez powierzchnie trzeba sie zdecydowac, w jakiej
kolejnosci mnozy¢ wektory styczne, tzn. czy
ng:% X g—f, czytez'ng':(Z—J; X g—f
Jako przyktad wezmiemy sfere o promieniu r w przestrzeni trojwy-
miarowe]j. Parametryzujemy ja za pomoca katéw o, p we wspotrzed-
nych sferycznych okreslonych wzorami:

r = rsindcosyp,
= rsindsin g,

= rcosV.

Chcemy wybrac taka orientacje sfery, zeby strumien wychodzacy na
zewnatrz liczony byt jako dodatni, czyli orientacje wyznaczona przez
wektory prostopadle skierowane na zewnatrz sfery. W jakiej kolejnosci
mamy mnozy¢ wektorowo % i %, aby otrzymac wektor wychodzacy
na zewnatrz? Zobaczmy to na rysunku:

Z

Wspétrzedne sferyczne i wektory styczne do sfery.

Rysunek sugeruje, ze trzeba wziac

~o_0f Of
dQS—%X%,
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bowiem przy obracaniu wektora % w kierunku wektora % sruba pra-
woskretna poruszataby sie na zewnatrz kuli. Jest to poprawna odpo-
wiedz, ale co ma zrobi¢ ktos, do kogo nie przemawiaja argumenty ry-
sunkowe? Mozna wzia¢ wektor niewatpliwie wychodzacy na zewnatrz
kuli i prostopadly do niej, np. wektor p o wspéhrzednych (z,y,z,) i
sprawdzi¢, czy iloczyn skalarny (p|d;5) jest dodatni. Jesli tak, to zna-
czy, ze wybraliémy te orientacje, o ktéra chodzito. Sprawdzamy:

r2 sin? 9 cos ¢
d;S:g—gxg—f:...: r2 sin? 9 cos @
v r? sin ¥ cos 9

(p|d;S) = r®sind > 0.
Wynik ten (rachunki trzeba wykonac samodzielnie!) przekonuje o tym,
iz kolejno$¢ mnozenia wektorowego przy definicji d, S zostala wybrana
wlasciwie.

Orientacja przestrzeni tréjwymiarowej czy tez jakiego$§ ob-
szaru w niej nie byta przedmiotem zadnego z przyktadéw rozwaza-
nych dotychczas. Chodzi tutaj o odroznienie np. sruby prawoskretnej
od lewoskretnej i wybranie jednej z nich. Wybdr taki réwnowazny
jest podaniu jakiej$ bazy przestrzeni i kolejnosci jej wektoréw. Niech
bedzie to baza (v1, vz, v3). Wyréznimy wtedy te srube, ktéra przy ob-
racaniu tak, ze wektor vy kreci sie w strone vy, posuwa sie w strone
wskazywana przez vs.

4.2.3 Twierdzenie Stokesa i pokrewne
Przyklady

Przyktad 1. Przypomnijmy sobie najpierw podstawowe twierdzenie
rachunku rézniczkowego i1 catkowego. Orzeka ono mniej wiecej tyle, ze
dla funkeji F' rézniczkowalnej na przedziale [a, b] zachodzi wzdr

bdF

j %dw = F(b) — F(a).

Zastosowanie tego twierdzenia do calek krzywoliniowych daje wzor

[ (grad FIdl) = F(5) — F(a),



4.2. RACHUNEK CALKOWY 209

gdzie I' jest krzywa zorientowana, a jej poczatkiem, a b koncem.
Przedmiotem dalszych rozwazan beda pewne uogélnienia tego twier-
dzenia na catki krzywoliniowe drugiego rodzaju.

Przyklad 2. Na plaszczyinie E? dane jest pole wektorowe F.
Interesuje nas catka tego pola po brzegu I' prostokata [a,b] X [, d]
zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Catka ta jest
rowna:

/F(ﬁ| Iy = /: Fi(z,¢) d;z:—|—/ch2(b,y)dy—|—/ba Fi(z,d) d;r:—|—/dc Fy(a,y) dy.

Prostokat ten mozna podzieli¢ na wiele mniejszych prostokatow. Jesli
wszystkie obiegamy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, to, jak wi-
da¢ na rysunku, catka po duzym prostokacie jest suma catek po matych
prostokacikach, poniewaz catki po wszystkich liniach wewnetrznych sie
ZN0SZ4.

Obliczamy przyblizona wartosc catki po malym prostokacie 4. Niech
(z,y) beda wspétrzednymi jego lewego dolnego wierzchotka, a Az i Ay
dtugoscia jego bokow. Catka po v jest réwna

o5 z+Az y+Ay
/ (F|dl) = / Fi(2',y) d;t:'—l—/ Fy(z + Az, y') dy' +
v @ y
/I F(a',y + Ay)da’ + /y Fy(x,y) dy’
r+Ax y+Ay
rz+Azx
= [ (R@y) - Ay + Ay) o' +
y+Ay , ,
/ (Fa(z+ Az, y') = Fy(x,y) dy'.
y

Stosujemy teraz do obydwu calek twierdzenie o wartosci $redniej ra-
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chunku catkowego®. Oznaczajac przez £ i 5 odpowiednie punkty po-
srednie w ostatnich dwéch catkach mamy

| (FIdt) = [F(€.9) = i€ y+ Ay A+ [Pole -+ A.p) = B )] Ay,

Do wyrazen umieszczonych w nawiasach kwadratowych stosujemy twier-
dzenie Lagrange’a o wartosci $rednie;j:

L(ﬂﬂ):[ aEan)+QE%5n)AwAy

lloczyn AzAy jest polem powierzchni matego prostokata. Jesl za-
stapimy punkty (¢',n) i (£,n') przez jakikolwiek jeden punkt matego
prostokata, to, ze wzgledu na (jednostajna) ciagltos¢ nie popetnimy
duzego bledu (doktadniej: przy przechodzeniu do zera z rozmiarami
malych prostokatéw blad bedzie dazyt do zera), a przedstawienie catki
po duzym prostokacie jako sumy catek po matych prostokatach przy-
biera posta¢ sumy Riemanna dla catki

//fd:z:dy[%—%—];l],

gdzie I’ oznacza (dwuwymiarowy) prostokat. W rezultacie mamy
oF, 0F
Fldl) //dd £z 2
/ (F] e l oz dy ]

Przyktad 3. Dane mamy takie samo pole wektorowe i prostokat,
jak w poprzednim przyktadzie. Obecnie interesowac nas bedzie stru-
mien ® pola wektorowego F przez tamana I'. Jesli pole wychodzi na
zewnatrz prostokata, to strumien uwazamy za dodatni. Przy takiej
umowie wyraza sie on catka:

@:A@mm:

Dla tych, ktérzy zdazyli to zupetnie zapomnieé, przypominam: Jesli funkcja f
jest ciqgla na przedziale [a,b], to istnieje taki punkt ¢ wewnatrz tego przedziatu,

ze f f(z)dz = f(e)(b — a).
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/:[—Fg(:z:,C)] dz + /Cd Fi(b,y) dy + /ba[—Fg(a:,d)] dr + /d Fi(a,y) dy.

Tak samo, jak w poprzednim przyktadzie dzielimy dany prostokat na
mniejsze 1 stwierdzamy, ze strumienie przez sasiadujace z soba brzegi
malych prostokatow sie znosza, wiec strumien pola F przez brzeg du-
zego prostokata jest suma strumieni przez brzegi matych prostokatéw.
Przyjmujac takie same oznaczenia, jak w poprzednim przyktadzie ob-
liczamy strumien ® przez brzeg matego prostokata.

z+Azx
® = / [— Fg(?} y]d:p —I—/ :x—l—A:r:y)dy—l—
/ —Fy(z' y + Ay)] dz’ + / Fi(z,y")] dy'
z+Ax y+Ay
rz+Azx
— / [Fo(2',y + Ay) — Fy(2',y)] da’ +

/yy [Fi(z + Az,y") — Fi(x,y")] da’
= [y + Ay) — Fa(€ y)|Az + [Fi(z + Az, n) — Fi(z,n)]Ay

= [‘%(5, 0+ e, n)] AzAy.

Rozumujac dalej podobnie, jak w Przyktadzie 1 otrzymujemy wzor
- oF,  0F,
Fladn) = [ / dzd .
/F (F[rdl) zdy l 5.+ ay]

W Przyktadzie 1 wyprowadzilismy szczegdlny przypadek twier-
dzenia Stokesa, a w Przykladzie 2 — twierdzenia Greena-Gaussa-
Ostrogradskiego. Obydwa te twierdzenia formutuja zwiazek miedzy
odpowiednia catka pola wektorowego po brzegu obszaru a catka po
samym obszarze wyrazenia zawierajacego pierwsze pochodne wspot-
rzednych tego pola. Podobny charakter ma réwniez twierdzenie przy-
toczone na poczatku obecnego paragrafu.

Orientacja brzegu

Zanim przystapimy do formutowania twierdzen musimy zajac sie sprawa
orientacji. Rzecz polega na tym, ze w rozwazanych twierdzeniach po
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jednej stronie réwnosci stoi catka po pewnym obszarze, a po drugie;j
— catka po brzegu tego obszaru. Kazda z nich zmienia znak przy
zmianie orientacji, konieczne jest wiec uzgodnienie orientacji obszaru
i jego brzegu. Podamy tutaj regute uzgadniania, niezalezna od wy-
miaru przestrzeni, w ktérej pracujemy, przy zatozeniu ktérej formuto-
wane beda twierdzenia. Oznaczmy obszar, o ktérym mowa przez S, a
jego brzeg przez 0S. Reguta brzmi nastepujaco:

Definicja 32 Jesli uklad wektorow (vy,va, ..., v;) jest bazq przestrzent
stycznej do 0S w jakims punkcie 1 wyznacza orientacje S, a n jest
wektorem prostopadtym do 0S w tym punkcie, wychodzgcym na ze-
wngtrz S i stycznym do S, to uktad wektorow (n, vy, vq, ..., ;) wyzna-
cza orientacje S zgodng z orientacjg 0S.

Definicje te ilustruje rysunek.

oS

Orientacja 0S5 dana przez v, jest zgodna z orientacja S dana przez

(u,w).

Przyktad. Zobaczymy teraz, jak stosuje sie te definicje w prak-
tyce. Niech S bedzie walcem okreslonym przez uktad nieréwnosci:

:L'Q—I—y2—|—22<1; 0<z< 1.

Dla walca, ktory jest figura tréjwymiarowa, wybieramy orientacje wy-
znaczona przez uktad wektoréw (eq,eq,e3). Zadanie nasze polega na
stwierdzeniu, ktdra orientacja brzegu 0S5 zgodna jest z wybrana po-
wyzej orientacja S. Musimy zaja¢ sie osobno kazda z trzech czesci
brzegu.
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Powierzchnia boczna. Wygodnie jest sparametryzowac te powierzch-
nie uzywajac wspohrzednych walcowych

r = cosp,
= sinp,

= h

Parametrami sa tutaj ¢ oraz h. Aby stwierdzi¢, jaka ich kolej-
nos¢ daje szukana orientacje, znajdujemy wektory styczne oraz
wektor prostopadty wskazujacy na zewnatrz.

—sing 0 cos
g—f = Cos ¢ , % =1 0], n= sin ¢
14 0 1 0
Poniewaz

af af

n. — 2

"0p’ Oh

Orientacje tej czesci brzegu zgodna z orientacja S wyznacza ko-
lejno$¢ parametréw (¢, h).

det( )=1>0,

Gorne denko. Bierzemy parametryzacje:

T = Trcosp,

rsin g,
= 1.

Wektory styczne 1 wektor prostopadty:

of —rsin @ af COs 0
8_ = T COS , 8_ = sin , n= 0
4 0 " 0 1
Poniewaz 9f g
det( L of _ r>0,

nv%7%_

wlasciwa kolejno$cia parametréw jest (r, o).
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Dolne denko.Parametryzacja:

T = TCosyp,

7 sin @,
= 1.

Dalszy rachunek wyglada tak samo, jak w poprzednim przy-
padku, z ta tylko zmiana, ze wektor prostopadtly ma przeciwny
zwrot (ma przeciez wychodzié na zewnatrz obszaru). Wobec tego
wyznacznik zmienia znak 1 orientacja brzegu odpowiada kolej-
nosci parametréw (@, r).

Ten sam rezultat otrzymamy przygladajac sie rysunkowi:

Znajdowanie orientacji brzegu walca.

Twierdzenia typu twierdzenia Stokesa

Przyktady wymienione na poczatku obecnego podrozdziatu dotyczyty
przestrzeni dwuwymiarowej (z wyjatkiem pierwszego, ktéry dotyczy
przestrzeni o dowolnym wymiarze). Zbierzemy teraz twierdzenia tego
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typu. Nie bedziemy wypisywali szczegdlowo zatozen dotyczacych regu-
larnosci funkcji czy pol wektorowych wystepujacych w tych twierdze-
niach. Dowody réwniez pominiemy, poniewaz wszystkie mozna spro-
wadzi¢ do argumentow uzytych w przyktadach. Aby uprosci¢ sformu-
towania wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

I' — krzywa, a,b — jej poczatek 1 koniec,
S — obszar dwuwymiarowy, 95 — jej brzeg,
V' —  obszar tréjwymiarowy, 9V — jego brzeg.

Zaktadamy przy tym, ze I, S,V 1 brzegi sa zorientowane, a orien-
tacje brzegéow sa zgodne z orientacjami obszarow.

Twierdzenie 75
/(grad Uldl) = U(b) — U(a).
T

Nastepne twierdzenia podamy w sformutowaniu odpowiednim dla
przestrzeni tréjwymiarowe;.

Twierdzenie 76 (STOKES)

[ ot Flazs) = [ (F\d.

OF, OF, OF, OF, 9F, OF,

gdzie

rot F' oznacza wektor o sktadowych (

oy 0z 0z Oz 9dx Oy

Twierdzenie 77 (GREEN-GAUSS-OSTROGRADSKI)

// [ div Fa,v = //SV(FMJS),

- JF, O0F, OF
div FF = == Y =
v oz + Jy + 0z

gdzie

Jako przyktad zastosowania twierdzenia GGO pokazemy wyprowa-
dzenie prawa Archimedesa. Zakladamy, ze ci$nienie cieczy p spehia
rownanie

grad p = pg,

).



216 ROZDZIAL 4. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

gdzie p jest gestoscia cieczy, a g przys$pieszeniem ziemskim (a wiec
wielkos$cia wektorowa). Niech V' bedzie obszarem zajetym przez ciato
zanurzone w tej cieczy. Sita wyporu F' dziatajaca na to cialo w mysl

prawa Pascala réwna sie
F=— / / pdsS.
oV

Minus we wzorze zwiazany jest z tym, ze interesuje nas sita, ktora ciecz
dziata na ciato, skierowana do wnetrza V. Bierzemy dowolny wektor
¥, obliczamy iloczyn skalarny i stosujemy twierdzenie GGO

(Z|F) = —//av(p;ﬂd;S) - // [ div (p7)dsV = —///V(agrad p)dsV.

Poniewaz wektor # byl dowolny, mozemy pozbyc¢ sie go (po wyciagnie-
ciu przed calke), skad mamy

F:—// gradpd3V:—// pgdsV.
v v

Ta ostatnia catka to wlasnie ciezar cieczy wyparte] przez rozwazane
ciato. Minus oznacza, ze sita ma zwrot przeciwny do tego ciezaru, czyli
wyszto tak, jak trzeba.

Zadania.

1. Niech u 1 v beda funkcjami. Sprawdzi¢, ze zachodzi wzor

div (u grad v) = grad v grad v + uAv.

2. Korzystajac ze wzoru wyprowadzonego w poprzednim zadaniu
wykazac, ze zachodzi wzér zwany pierwszq formulq Greena:

/// uAvd3V:// u grad vd;S—/// grad u grad vdsV.
v av v

3. Korzystajac z pierwszej formuty Greena wyprowadzic drugg for-
mule Greena:

/// uAv—vAud3V:// u grad v — v grad wdsS.
v av



4.2. RACHUNEK CALKOWY 217

4.2.4 Potencjaly
Bardzo tatwo jest sprawdzic¢, ze spetnione sa tozsamosci
rot grad U =0,
div rot A = 0.
Rzeczywiscie, obliczajac np. pierwsza sktadowa rot grad U mamy:
0*U B 0*U
0z0y Oyoz

na mocy twierdzenia o symetrii pochodnych mieszanych.

=0,

Przyjrzyjmy sie blize] pierwszej z tych tozsamosci. Glosi ona, ze
jesli pole wektorowe jest gradientem jakiejs funkcji, to jego rotacja
rowna sie zeru. Mozna zada¢ pytanie, czy zachodzi twierdzenie od-
wrotne: Czy prawdziwe jest wynikanie:

rot F=0= istnieje funkcja U taka, ze F= grad U 7

Odpowiedz jest typu: ,tak, ale ...”. Chodzi o to, ze istnieje, ale lo-
kalnie, to znaczy wtedy, gdy zagadnienie rozpatruje sie w dostatecznie
malych obszarach. Scisle biorac, nie chodzi tu nawet o maloéé obszaru,
lecz o to, zeby nie byl “dziurawy”, ale tego pojecia nie bedziemy tutaj
wyjasniali. Funkcje U nazywamy potencjatem skalarnym pola wekto-
rowego F.

Potencjat skalarny tatwo jest skonstruowac. Niech bedzie dane pole
F takie, ze rot F=0 (pole speniajace taki warunek nazywa sie bez-
wzrowym). Wybieramy w przestrzeni jakikolwiek punkt a. Wartosc
potencjatu skalarnego w punkcie p okreslamy wedtug nastepujacego
przepisu: Bierzemy jakakolwiek krzywa zorientowana I' o poczatku a
i koncu p. Definiujemy:

Ulp) = [(FidD).
r

Pojawia sie natychmiast watpliwosc, czy U(p) zalezy tylko od punktu
p, czy takze od wyboru krzywej I'. Przypusémy, ze kto§ wybrat inna
krzywa, ktéra oznaczymy I'. Obliczmy réznice calek

(Rl — [ (Fldb.
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Jest to catka po krzywej zamknietej — najpierw posuwamy sie od
punktu a do p po krzywej I', a potem idziemy od p do a po krzy-
wej T (idziemy w przeciwnym kierunku, a zmiana orientacji powoduje
zmiane znaku catki — stad minus). Z kolei krzywa zamknieta jest brze-
giem jakiego$ obszaru dwuwymiarowego S (tu tkwi zatozenie o tym, ze
w przestrzeni nie ma ,dziur”), wobec czego nasza réznica catek zamie-
nia sie, na mocy twierdzenia Stokesa, na strumien rotacji pola F przez
powierzchnie S. Zalozylismy, ze rotacja pola F jest réwna zeru, skad
wynika znikanie tego strumienia, a wobec tego catka w definicji U(p)
nie zalezy od drogi I', tylko od punktu poczatkowego i koncowego.
Sprawdzenie, ze grad U = F jest proste.

Podobne pytanie mozna zadac¢ w zwiazku z tozsamoscia div rot A=
0. Odpowiedz, z podobnym zastrzezeniem, jak poprzednio, brzmi tak
oto:

div F=0 = istnieje pole wektorowe A takie, ze F =rot A,

Pole wektorowe A nazywamy potencjalem wektorowym danego pola
wektorowego F.

Pole wektorowe o znikajacej dywergencji nazywamy bezzrodtowym.
Potencjatl wektorowy pola bezzrédlowego mozna znajdowa¢ metoda
nieco podobna, cho¢ troche bardziej skomplikowana od opisanej w
przypadku potencjatu skalarnego.

Zbierzmy razem poznane faktu dotyczace pdl bezwirowych i bez-
zrodtowych.

Pole bezwirowe posiada potencjal skalarny.
Pole bezzrodtowe posiada potencjal weklorowy.
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Jak znajdowaé¢ potencjaly?

Zacznijmy od potencjalu skalarnego. Mamy dane pole bezwirowe F
(czyli rot F = 0). Nalezy znalezé taka funkcje U, zeby VU = F.
Wybieramy jakikolwiek punkt pg i bierzemy jakas krzywa I'(po,p) o
poczatku pg 1 koncu p. Definiujemy

—

U(p) := /F(M) Fdl. (4.1)

Zauwazmy najpierw, ze catka ta nie zalezy od drogi, jesh na dowolnych
dwdch drogach taczacych pg i p mozna rozpiaé powierzchnie (zaréwno
drogi, jak 1 pole F powinny by¢ wystarczajaco regularne, aby mozna
byto stosowac twierdzenie Stokesa).

/\
L 4

Znajdowanie potencjatu skalarnego.

Rzeczywiscie, niech S bedzie powierzchnia rozpieta na dwéch dro-
gach T'i I taczacych pg i p. Wtedy, na mocy twierdzenia Stokesa

/Fd?— Fcfz:/rotﬁdJS:().
r r s

Jeshi zalozenie o mozliwosci rozpiecia powierzchni na dowolnej drodze
zamkniete] nie jest spelnione (z czym spotkaliSmy sie na wyktadzie
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przy sprawdzaniu prawa Ampera), to funkcje /' mozna okreslaé z pew-
nymi ograniczeniami, na przyktad w dostatecznie matym otoczeniu py.

Sprawdzimy teraz, ze U zdefiniowane wzorem (4.1) jest potencja-
tem skalarnym pola ﬁ, czyli VU = F.

U(p—l—h)—U(p):/ ﬁdz—/ Fdi =
T(po,p+h) T'(po.p)

—

Fdl = (F|h) + o(||h]]),
Sy Bl = (FIB) + o] 11

co wlasnie nalezato sprawdzic.

Przechodzimy do potencjalu wektorowego. Mamy dane pole bez-
srédlowe F (tzn. div F= 0). Szukamy potencjatu wektorowego, czyli
takiego pola /Y, setot A=F.

Niech I' bedzie jakakolwiek krzywa zorientowana. Konce I' taczymy
odcinkami prostych z ustalonym punktem py. Otrzymujemy w ten spo-
séb zamknieta krzywa T, ktéra orientujemy tak, aby I', ktdra jest jej
czebcia, byla zorientowana tak, jak poprzednio. Na I' rozpinamy po-
wierzchnie dwuwymiarowa ¥ i nadajemy jej orientacje taka, aby T
byta jej brzegiem.

| -

Po

Znajdowanie potencjatu wektorowego.

.
Pole wektorowe A definiujemy teraz za pomoca rownania

/F/Yd?://zﬁd;& (4.2)
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Zauwazmy najpierw, ze prawa strona tego réwnania nie zalezy od po-
wierzchni ¥, lecz tylko od jej brzegu I'. Rzeczywiscie, jedli wezmiemy
inna powierzchnie ¥’ o tym samym brzegu f, a przez V oznaczymy ob-
szar tréjwymiarowy® ograniczony przez ¥ i ¥/, to z warunku div F=0
otrzymamy [ [ [, div Fdso=0= [ |5 FdyS — [ |5 F d,S.

Zobaczymy teraz, ze rot A=F. W tym celu wystarczy zauwazyc,
ze 7z réwnania (4.2) wynika, iz dla dowolnej krzywej zamknietej L
bedacej brzegiem dwuwymiarowej powierzchni S zachodzi

[Adi=[ [ Fas,
L s
skad rot A=F.

Wzér (4.2) wykorzystamy do znalezienia wspétrzednych pola wek-
torowego A. Jako krzywa I' wezmiemy odcinek taczacy punkty py =
(20, Yo, 20) 1 po+ AP = (zo+Az, yo+Ay, 20+ Az). Jezeli wektor o wspdl-
rzednych (Az, Ay, Az) = Ap ma bardzo mala dtugosc¢, to lewa strona
wzoru (4.2) jest w dobrym przyblizeniu réwna Azéx+ A,Ay+ A, Az =
(Ap |/_1)) Do obliczenia prawej strony sparametryzujemy powierzchnie
Y nastepujaco:

= s(xo+tAx),y = s(yo + tAy), z = s(z0 + tAz),

przy czym, aby uzyska¢ zgodnosc¢ z orientacja I', trzeba (s,t) uznaé za
kolejnoé¢ parametréw wyznaczajaca orientacje’ X. Obliczenie prawej
strony wzoru (4.2) daje (po pominieciu sktadnikéw bedacych matymi
wyzszego rzedu przy malym Ap) daje (Aﬁ | o sds F(Sﬁ) X ﬁ) Wobec
tego

— 1 —
A:/S@F@mxﬁ (4.3)
0

Przyktad. Niech bedzie ﬁ(:z;, y,z) = (y,2,2). Oczywiscie div F =
0. Podstawiamy do (4.3): F(sp) = (sy, sz,sx), F x p= s(2* —zy,2? —
1

yz,y?—x2), a po scatkowaniu /T(:z:, y,z) = 3(* —zy,a* —yz,y* —x2).

6Zaktadamy, ze tak mozna zrobié, to znaczy, ze pole F jest okreslone i dosta-
tecznie regularne w obszarze przestrzeni ,bez dziur”. Warunku tego nie spelnia na
przyktad pole kulombowskie.

"To, oczywidcie, koniecznie trzeba sprawdzié.



Rozdziat 5

Rachunek

prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa, bardzo szeroki 1 wazny dzial mate-
matyki, w fizyce ma liczne zastosowania. 7 zastosowaniami rachunku
prawdopodobienstwa spotkaliScie sie na pracowni fizycznej, gtéwnie w
zagadnieniach rachunku bledow, a takze w zwiazku z kinetyczna teo-
ria gazéw. Nie mamy tutaj dosy¢ miejsca ani czasu na glebsze zajecie
sie ta dziedzina, ograniczymy sie do przypomnienia i podstawowych
pojec, niewiele wykraczajacego poza material szkoty srednie;.

5.1 Podstawowe pojecia

Zacznijmy od przyktadu. Rzucamy dwiema kostkami. Zadanie polega
na znalezieniu prawdopodobienstwa wyrzucenia w sumie dziewieciu
punktéw. Rozwiazuje sie je zwykle w nastepujacy sposéb:

e /majdujemy liczbe wszystkich mozliwych wynikéw rzutu kostka,
nazywanych zdarzeniami elementarnymi — w danym przypadku

36.

e Sposrod wszystkich mozliwych wynikéw wybieramy te, ktére
spetlniaja zadany warunek — czyli (3,6), (4,5), (5,4), (6,3).

222
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e Prawdopodobienstwo obliczamy dzielac liczbe zdarzen elemen-
tarnych spetniajacych zadany warunek przez liczbe wszystkich
zdarzen elementarnych — w naszym zadaniu otrzymujemy

4 1

P=—=—.
36 9

W zadaniach takiego typu mamy do czynienia ze skoniczonym zbio-
rem zdarzen elementarnych, ktérego elementy uwazamy za jednakowo
prawdopodobne. Zatozenie jednakowego prawdopodobienstwa zdarzen
elementarnych jest dowolne i na ogét wymaga jakiegos dodatkowego
uzasadnienia (w rozpatrywanym przykltadzie argumentem za takim
wyborem prawdopodobienstw moze by¢ przekonanie o tym, ze kostka
jest symetryczna). Réwniez wybdr zbioru zdarzen elementarnych nie
jest, jak mogloby sie wydawa¢, wyznaczony jednoznacznie przez wa-
runki zadania. Mozna byloby bowiem rozwazac zadanie dotyczace
rzutu dwiema kostkami jako szczegdlny przypadek zadania dotycza-
cego rzutu trzema kostkami, w ktérym pyta sie o prawdopodobienstwo
zdarzenia, ktorego zajscie nie zalezy od wyniku rzutu trzecia kostka.

Trzecim elementem, z ktéorym mamy do czynienia w przyktadzie
jest warunek wyrdzniajacy pewien podzbior zbioru zdarzen elementar-
nych. Poniewaz w rachunku prawdopodobienstwa nie zawsze wystar-
cza skonczony zbidr zdarzen elementarnych, nalezy wyréznic¢ te pod-
zbiory zbioru zdarzen elementarnych, dla ktérych ma by¢ okreslone
prawdopodobienstwo.

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa stanowi tréojka
(Q, A, P). Elementy tej tréjki to:

Q0 — zbidér, nazywany zbiorem zdarzen elementarnych,

A — pewien zbiér podzbiorow Q, zwany zbiorem zdarzen losowych.
Zakladamy spelnienie nastepujacych warunkéw!:

1. 0e A e A

'Wymienione tutaj warunki nie sa niezalezne. Utworzenie réwnowaznego
uktadu niezaleznych warunkéw, na przyklad przez odrzucenie niektérych z wy-
pisanych tutaj, jest prostym ¢wiczeniem, ktére pozostawiamy czytelnikowi.
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2. ABe A= AUB,ANB,A-Be€ A.
3. A,e An=12...= UL, A, € A

P — funkcja przypisujaca elementom A liczby z przedziatu [0,1] z
zachowaniem nastepujacych warunkéow:

1. P(Y) =1, P(®)=0.
2. Jezeli A, € A, n=1,2,...0raz A;,NA; =0 dlai #j, to

P( f_jl A,) = i_oil P(A,).

Sposob uzywania tych poje¢ zobaczymy na przyktadach.

Przyktad 1. Interesuje nas do§wiadczenie polegajace na rzucie kostka
do gry. Jako Q bierzemy zbiér wszystkich mozliwych wynikéw rzutu,
czylizbiér {1,2,3,4,5,6}, A bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw Q,
a P mozna okresli¢c wzorem P(A) = N(A)/N(Q), gdzie N(-) oznacza
liczbe elementow danego zbioru. Odpowiadajac na pytanie o prawdo-
podobienstwo wyrzucenia liczby parzystej najpierw znajdujemy pod-
zbidr Q (czyli element A), o ktéry chodzi w tym pytaniu, jest to
A = {2,4,6}, a nastepnie obliczamy prawdopodobiefistwo stosujac
przyjety wzér: P(A) =3/6 = 1/2.

Przyktad 2. Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucaniu kostka.
Jako © bierzemy zbidér par uporzadkowanych {(1,1),(1,2),...,(6,6)},
a jako A zbior wszystkich podzbioréw €. Prawdopodobienstwo okre-
slamy takim samym wzorem, jak w poprzednim przyktadzie, czyli
P(A) = N(A)N(Q) Mozemy teraz zadawac¢ i odpowiada¢ na pytania
dotyczace prawdopodobienstwa réznych zdarzen, np. tego, ze suma
bedzie wieksza niz 7, albo tego, ze obydwa wyniki beda parzyste. Inte-
resujace jest to, ze mozemy zadac takie samo pytanie, jak w Przykta-
dzie 1, majac na mysli wynik pierwszego rzutu. Obliczenia beda wtedy
wygladaty troche inaczej, ale wynik jest oczywiscie taki sam. Wida¢
stad, ze do danego zadania mozna dobiera¢ tréjke (2, A, P) na rézne
sposoby.
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Przykltad 3. Na ptlaszczyzne poliniowana réwnoleglymi liniami od-
legtymi o a rzucamy igte o dlugosci a. Interesuje nas prawdopodo-
bienstwo tego, ze igla przetnie ktoras z linii. Jako  wezmiemy zbiér
parametrow w mozliwie prosty sposob opisujacych wynik rzutu igta.
Przyjmujemy, ze linie na plaszczyznie sa pionowe. Ze wzgledu na pe-
riodyczno$é¢ poliniowania wystarczy, jak sie wydaje, rozpatrze¢ tylko
takie sytuacje, w ktorych najbardziej na lewo polozony koniec igly
znalazt sie miedzy dwiema wyrdznionymi prostymi.
Pionowe przesuniecie igly rowniez wydaje sie nie-
istotne. Jako parametry wybieramy odlegtos¢ x le-
4 wego konca igly od lewej prostej oraz kat o mie-
. a dzy igla a osia pozioma. Parametry te spelniaja
nieréwnosci: 0 <z <a, —7 < a < 7.
Ze wzgledu na to, ze bedzie chodzito o pola pewnych figur, nie jest
istotne, czy nierownos$ci sa ostre, czy nieostre. Bierzemy wiec ) =
10,a[x] — %, Z[. Podanie reguly rozstrzygajacej, ktére podzbiory
maja naleze¢ do A nie jest proste. Wystarczy nam jednak zalozenie,
ze do A na pewno naleza wszystkie te podzbiory €, dla ktérych bez
watpliwosci da sie okresli¢ pole powierzchni czyli te, ktorych funkcje
charakterystyczne sa catkowalne w sensie Riemanna. Niech S(-) ozna-
cza pole powierzchni. Jako prawdopodobienstwo zdarzenia losowego
opisanego przez zbior A C ) przyjmiemy liczbe P(A) = S(A)/S(Q).
Musimy znalezé zbior zwiazany z pytaniem o to, czy igla przecina
ktoras z linii. Nastapi to wtedy, gdy = + a cos a > a. Mamy wiec

A={(z,a) €Q: z+acosa>a}.

Obliczamy pole powierzchni

S(A):/E da/l: )da;:/gacosada:%h
—% a(l—cosa —

Poniewaz S(2) = wa, mamy

(ME]

P2 22
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W ostatnim przykltadzie wyraznie widac, ze wybor zbioru zdarzen
elementarnych nie jest od razu oczywisty. Inny wybor parametrow opi-
sujacych polozenie igly (np. polozenie srodka i kat) moze dac ten sam
wynik, ale nie musi. Jesli przyjmiemy zamiast parametru a wspol-
rzedna pionowa drugiego wierzchotka wzgledem osi poziomej zazna-
czonej na rysunku, czyli po prostu asin «, to obliczanie prawdopodo-
bienstwa jako stosunku odpowiednich podl bedzie dawato inne wyniki.
Latwo zauwazy¢, ze chodzi o to, ze jakobian odwzorowania opisuja-
cego zmiane parametryzacji nie jest staly. Powstaje pytanie, ktéry z
wzorow na prawdopodobienstwo jest dobry. Odpowiedz nie jest pro-
sta. Kazdy z przyjetych wzoréw moze by¢ dobry — opisuja one rézne
doswiadczenia. Rozstrzygniecie pytania, ktéry wzor nalezy przyjac do
opisu danego doswiadczenia moze wymagac blizszego przyjrzenia sie
sposobowi wykonywania prob. Przyjecie jakiejs symetrii moze wyrdz-
ni¢ jeden z wzoréw na prawdopodobienstwo. Inne podejscie oferuje
statystyka. Zauwazmy, ze nawet w przypadku rzutow kostka mozemy
miec¢ watpliwosci co do symetrycznosci kostki lub sposobu rzucania.
Wykonanie dtugiej serii rzutow daje pewne wskazowki co do wyboru
prawdopodobienstw.

5.2 Prawdopodobienstwo warunkowe.
Zdarzenia niezalezne

Definicja 33 Niech A i B bedq zdarzeniami losowymi, oraz P(B) #
0. Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem
B nazywamy liczbe

P(A|B) := %

7, pojeciem tym zwiazane sa nastepujace dwa pozyteczne wzory:

Twierdzenie 78 (Wzér na prawdopodobienstwo catkowite) Zaloz-
my, Ze mamy dany ciqg (skonczony lub nie) zdarzen losowych B;,
P(B; #0) spelniajgcy nastepujace warunki:

1. BN B; =0 dlai#j, czyli zdarzenia te parami sie wykluczajq,
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2. U; Bi = Q — wyczerpujq wszystkie mozliwosci.
Wtedy dla dowolnego A € A zachodzi wzor

P(A) =Y P(A|B)P(By).

Wzér ten wyprowadza sie bardzo prosto. Zauwazmy najpierw, ze
zbiory A N B; sa parami roztaczne oraz A = |J; A N B;. Wobec tego

P(A) =Y P(AN B;) =Y P(A[B;)P(B,).

Zakladajac dodatkowo, ze P(A) # 0 wyprowadzimy stad drugi
interesujacy wzor.

Twierdzenie 79 (WZOR BAYESA)

P(BinA) _ P(A|Bi)P(B;)
P(B;|A) = P(A) Y, P(AB)P(By)

Aby doceni¢ znaczenie tego wzoru zastosujemy go do nastepuja-
cego, aktualnego ze wzgledu na zblizajaca sie sesje zadania.

Zadanie. Studenci zdawali egzamin u jednego z dwéch egzaminato-
réw. U pierwszego zdawato 30% studentéw, a reszta u drugiego. Pierw-
szy egzaminator oblal 80% zdajacych, a drugi tylko 50%. Przypadkowo
spotkany student stwierdza, ze oblatl egzamin. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze zdawatl u pierwszego egzaminatora?

Zaczniemy od wprowadzenia oznaczen. Niech B; oznacza zdawa-
nie u pierwszego, By — u drugiego egzaminatora, a A — oblanie egza-
minu. Dane wymienione w zadaniu to: P(B;) = 0,3, P(B;) = 0,7,
P(A|B;1) = 0,8 oraz P(A|B;) = 0,5. Szukane jest P(B;|A). Podsta-

wiamy do wzoru Bayesa.

P(B,JA) P(A|B,)P(By) B 0,8-0,3
U T P(AIB)P(By) + P(A|By)P(By)  0,8-0,340,5-0,7
24
= —x0,41.

39
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Zdarzenia niezalezne

Niech A i B beda zdarzeniami losowymi. Zalézmy, ze P(B) # 0. Zda-

rzenia te uwazamy za niezalezne, jezeli
P(A|B) = P(A).

Podstawiajac tutaj to, co trzeba w miejsce prawdopodobienstwa wa-
runkowego otrzymamy P(A N B) = P(A)P(B). Posta¢ ta lepiej na-
daje sie do przyjecia jako definicja, poniewaz nie trzeba zakltadac, ze
P(B) # 0, poza tym widoczna jest symetria. Podobna definicje przyj-
miemy dla wiekszej liczby zdarzen.

Definicja 34 Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jezeli
P(an B) = P(A)P(B).

Ogolniej, uklad zdarzen losowych {A,..., A,} nazywamy niezalez-
nym, jezeli dla dowolnie wybranego poduktadu {A,,, ..., A,,} zachodzi
rownosé

P(An 0...0Ay) = P(An) ... P(Ay,).

Jako zadanie dla czytelnika pozostawiamy podanie przyktadu trzech
zdarzen, z ktorych kazde dwa sa niezalezne, a trojka nie jest uktadem
niezaleznym.

Przyktad. Doswiadczenie polega na n-krotnym rzucaniu moneta. Za-
ktadamy, ze wyniki poszczegdlnych rzutéw sa niezalezne, a prawdopo-
dobiestwo wyrzucenia orta za kazdym razem jest takie samo i rowna sie
p. Przekladajac to na bardziej formalny jezyk stwierdzamy, ze mamy
do czynienia z uktadem n zdarzen niezaleznych Aq,..., A,, ponadto
P(A;)) = p, ¢ = 1,...,n. Wyrzuceniu za i-tym razem reszki odpo-
wiada dopetnienie zbioru A;, czyli 2 — A;. Prawdopodobienstwo tego
zdarzenia rowna sie 1 — p.

Obliczymy prawdopodobiestwo p(k) tego, ze w n rzutach orzet wyj-
dzie k razy. Istnieja tutaj rézne mozliwosci zwiazane z tym, ze kolej-
nos¢, w jakiej wychodza orty i reszki moze by¢ rézna. Oznacza to
tyle, ze zdarzenie, o ktére chodzi, rozktada sie na sume roztacznych
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zdarzen takiego oto typu: A; N... N A, N(Q — A, )N (Q—A),
gdzie 11,...,1, sa to liczby 1,...,n wziete w jakiej$ innej kolejnosci.
Prawdopodobienstwo kazdego z tych zdarzen, zgodnie z zatozeniem
o niezaleznosci, réwna sie p*(1 — p)"~*. Mozliwoéci, o ktérych mowa,
jest tyle, na ile sposobéw mozna wybra¢ k elementow ze zbioru n-

Z ). Wobec tego

elementowego, czyli (

5.3 Zmienna losowa. Wartos¢ oczekiwana.

Zmienne losowe sa to funkcje na zbiorze zdarzen elementarnych Q. Po
to, aby mozna byto oblicza¢ prawdopodobienstwa zdarzen zwiagzanych
z tymi funkcjami potrzebne jest dodatkowe zatozenie pewnego rodzaju
regularnosci.

Definicja 35 Zmienna losowa nazywamy funkcje X : Q@ — R lakq,
ze dla dowolnego a € R zbior {w € Q: X(w) < a} nalezy do A.

Zwykle stosuje sie krotsze oznaczenie zbioréw tego typu, jak wy-
stepujacy w tej definicji, pisze sie po prostu {X < a}. Wlasnosci
zbioru zdarzen losowych A pozwalaja na udowodnienie, ze jesli X
jest zmienna losowa, to réwniez zbiory {X < a}, {X > a}, {X >
a},{a < X < b} sa elementami A, czyli zdarzeniami losowymi. Przy-
ktady zmiennych losowych podamy razem z przyktadami obliczania
wartosci oczekiwanej, do okreslenia ktorej teraz przystepujemy.

Metoda definiowania warto$ci oczekiwane] polega z grubsza na
tym, ze zbiér wartosci zmiennej losowej X dzieli sie na przedziaty A;
o niewielkiej dtugosci, w kazdym z nich wybiera sie jakas liczbe z;, a
nastepnie tworzy sie przyblizenie wartoSci oczekiwanej w postaci sumy
i P(X; € A;). Wartoscia oczekiwana nazywa sie granice otrzyma-
nych sum, gdy dtugosc przedziatow A; dazy do zera. W przypadku
nieograniczonych zmiennych losowych trzeba zachowa¢ pewna ostroz-
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noé¢, bowiem nie zawsze taka procedura daje ten sam wynik?.

Jesli zmienna losowa X przyjmuje tylko pewien ciag wartosci z;
(clag ten moze byc¢ skonczony), to jej wartosé¢ oczekiwana wyraza sie
wzorem
Wzér ten moze sprawia¢ trudnosci w przypadku, gdy zbior wartosci
x; nie jest ograniczony. Nie nastreczajaca klopotéw wartos¢ oczeki-
wana otrzymuje sie wtedy, gdy szereg jest bezwzglednie zbiezny, co

jest réwnowazne catkowalnosci zmiennej X.
Latwo sprawdzi¢, ze wartos¢ oczekiwana ma nastepujace wtasnosci:

. BE(X+Y)=FEX)+ E(Y),
2. F(aX)=aF(X), a€R,

3. X > 0= E(X)>0.

Przyktady.

1. Obliczymy warto$¢ oczekiwana liczby wyrzuconych ortéw w
doswiadczeniu opisanym w poprzednim punkcie. Niech X oznacza

20to doktadniejsza definicja wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej. Zmienna
losowa X nazywamy catkowalng, jezeli istnieje (skoniczona) granica

gg%nz_:lneP(ne < X < (n+ D).

Jesli zmienna losowa X jest calkowalna to jej wartosciq oczekiwang nazywamy
granice (ktdrej istnienie mozna wykazad)

[ee]
F(X) = lim Z neP(ne < X < (n+ 1e).
e—0
n=—0oQ
Termin “zmienna catkowalna” zwigzany jest z tym, ze warto$é oczekiwana jest
po prostu catka danej funkeji X, inaczej definiowana niz catka Riemanna (zbdr Q
wcale nie musi by¢é podzbiorem R™), ale o podobnych wtasnoéciach.
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zmienna losowa dajaca te liczbe. Mamy

PO =3k = 3 ()i

k=0

Do obliczenia tej sumy wykorzystamy tozsamosc

(z+y)" = Zn: ( . ) Fyn k.

k=0

Rézniczkujemy stronami po = 1 mnozymy przez x

zn(x + y)"_l = Z ( Z ) kxky”_k.

k=0

Podstawiajac * = pi1y =1 — p otrzymujemy

BE(X) = Zn: ( . )p’“(l —p)" " =np.

k=0

2. Pewien student postepuje wedlug ustalonych zasad: nie uczy
sie wcale, a do egzaminu przystepuje przy kazdej okazji. Zaktadajac,
ze prawdopodobienstwo zdania egzaminu w pojedyncze] probie jest
zawsze takie samo (bo w miedzyczasie przeciez sie nie uczy), réwne
p - na przyktad 20%, a wyniki kolejnych préb sa niezalezne (student
ten stara sie wyglada¢ bardzo niepozornie, zeby egzaminator go nie
zapamietal), nalezy obliczyé warto$¢ oczekiwana liczby préb, ktdre
podejmuje az do zdania egzaminu®. Prawdopodobiefistwo zdania eg-
zaminu za k-tym razem jest réwne (1 — p)*~!p, nalezy wiec obliczy¢

sume
o0

1
N=3k1-p"'p=—.
k=1 p

Podstawiajac p = 0,2 mamy N = 5.

3Przy okazji radzimy czytelnikowi, aby przekonat sie o tym, ze prawdopodo-
bienistwo tego, ze éw student kiedykolwiek zda ten egzamin jest réwne 1.
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Rozklad zmiennej losowe]

Przez rozktad zmiennej losowej X rozumiemy podanie prawdopodo-
bienstw wszystkich zdarzen typu a < X < b. Rozktad zmiennej losowe;j
mozna catkowicie opisa¢ podajac jedna funkcje, zwana dystrybuantq
tego rozktadu, okreslona w nastepujacy sposob:

Fxz:= P(X < z).

Dystrybuanta nie jest najwygodniejszym sposobem opisu rozktadu.
Wiekszosc rozktadow spotykanych w praktyce dopuszcza prostszy opis.
Dotyczy to zmiennych losowych nastepujacych dwéch typow:

1. Jesdli zmienna losowa X przybiera tylko pewien (skonczony lub
nie) ciag wartosci (x;), to wystarczy podaé ciag prawdopodo-
bienstw

Pr = P(X = :l?k)

Ciag ten spelnia warunki
e =0, Y pr=1
k

Moéwimy, wtedy, ze zmienna X ma rozktad punktowy.

2. Jesli istnieje funkcja px taka, ze
b
Pla< X <b)= / px(z)dz,

to moéwimy, ze X ma rozklad ciqgly, a funkcje p nazywamy ge-
stosciq rozkladu. Gestos¢ rozktadu spetia warunki

p =0, /Oo p(z)de = 1.

W przypadku rozktadu ciaglego dystrybuanta Fx jest roznicz-
kowalna i zachodzi wzér

px(e) = ).
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Majac dany rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X mo-
zemy obliczy¢ warto$¢ oczekiwana dowolnej (Scidlej: takiej, zeby od-
powiednia catka lub suma mialta sens) funkcji f tej zmiennej losowe;.
W przypadku rozktadu punktowego prowadzi to do wzoru

E(f(X)) = X2 f(e)pr,
k
a w przypadku rozkltadu ciaglego do wzoru

E(f(x) = [ f(@)px(x) da.

W wielu przypadkach znajomos¢ rozktadu nie jest potrzebna, wy-
starcza znajomos¢ kilku liczb zwiazanych z tym rozktadem. Jest to
znana nam warto$¢ oczekiwana F(X) oraz wariancja V(X) zdefinio-
wana wzorem

V(X) = E(X - E(X))") = E(X?) — (E(X))".
Dla rozktadu punktowego wyrazaja sie one wzorami

E(X) = zk::l?kpk, V(X) = zk:(:l?k — E(X))ka,

a dla rozkladu ciaglego wzorami

E(X) = /°° epx(z)de, V(X)= /OO (¢ — B(X))?px(z) de.

— 00 — 00

Przykltady rozkladéw prawdopodobienstwa.
1. Rozktad Bernoulliego

2. Rozklad Poissona
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3. Rozklad Gaussa

('1; ;2[6)2 )

ple) = = expl~

Parametry o 1 g w rozktadzie Gaussa sa zwiazane z wartoscia ocze-

kiwana i wariancja, mianowicie F(X) = u, V(X) = o*

Dla uktadu zmiennych losowych pozyteczne okazuje sie pojecie
tgczneqgo rozkladu tych zmiennych, w przypadku dwéch zmiennych opi-
sanego przez prawdopodobienistwa Pla < X7 < bNe <Y < d). Roz-
ktady taczne w wiekszosci przypadkéw mozna opisywac¢ podobnie, jak
rozktady pojedynczych zmiennych, to uzywajac prawdopodobienstw
poszczegdlnych wartosci albo gestosci.

Zmienne losowe X, Y nazywamy niezaleznymi, jezeli dowolne dwa
zdarzenia typu a < X < bic¢ <Y < d sa niezalezne. W przypadku
wiekszej liczby zmiennych niezaleznosé okreslamy analogicznie, jak w
przypadku zdarzen losowych. Jesli niezalezne zmienne losowe maja
rozktady ciagle, to rozktad taczny rowniez jest ciagly, a jego gestosc
jest iloczynem gestosci rozktadow tych zmiennych.

Przypusémy, ze znamy rozktad zmiennej losowej X. Mozemy zadac
pytanie o rozktad zmiennej losowej f(X), gdzie f jest dana funkcja.
Nie bedziemy sie tutaj zajmowali przypadkiem ogdlnym, rozwazymy
szczegblny przypadek, majacy pewne znaczenie w teorii kinetycznej
gazow.

Zatézmy, ze trzy sktadowe predkosci czasteczki gazu opisana sa
przez niezalezne zmienne losowa X,Y, 7 o rozktadzie Gaussa z ta-
kimi samymi parametrami g i o. Zakladamy przy tym, ze wartosc
oczekiwana predkosci jest réwna zeru, czyli p = 0. Znajdziemy roz-
ktad zmiennej losowej £ = m(X? + Y? 4+ Z?)/2 opisujacej energie
kinetyczna czastki (m jest masa czastki). Rozklad taczny zmiennych
losowych X, Y, Z ma gestosc

1 .,1:2 +y2+22
/’(l}yvz) = WGXP(_T)'
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Obliczamy prawdopodobienstwo tego, ze energia kinetyczna jest mniej-
sza od jakiego$ e.

P(E < ¢) :///m$2+y2+z2<sd;z;dydzp(x,y,z).

Przechodzimy do zmiennych sferycznych
1 2 T \/ % 2
P(E<e) = / dt,o/ d&/ dre”2r?sinf
(o/7)3 Jo 0 0
47 VE _2
= / dre  o2r-.
(oy/7)3 Jo

Gestosc rozktadu obliczamy réozniczkujac dystrybuante:

€ = dP(E<¢)  4rx i/\/%dr g
PE de ~ (o/7)3de Jo

. 47 25 _2_62
NCNGIR

Zmnane z wyktadow fizyki wzory otrzymamy biorac pod uwage to, ze o
jest wartoscia oczekiwana kwadratu kazdej ze sktadowych predkosci,

a zwiazek o z temperatura opisuje wzor %ma2 = %kT.

2

5.3.1 Funkcja charakterystyczna

Niech X bedzie zmienna losowa.

Definicja 36 Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X zdefi-
ntowana jest wzorem:

px(l) = E(e).

Poniewaz, jak umowiliSmy sie na poczatku, X przybiera wartosci rze-
czywiste, wiec funkcja charakterystyczna ¢y jest okreslona na calej
osi rzeczywistej. Jesli X ma rozktad ciagly o gestosci px to

ex(t)= [ epx(a)da.

— 00
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Funkcja charakterystyczna jest wiec po prostu transformata Fouriera
gestoéci rozktadu (w innych dziatach matematyki zwykle stosuje sie
inne umowy dotyczace statych stojacych przed catka i w wyktadniku).

Nie bedziemy tutaj wymienia¢ wszystkich podstawowych wlasno-
sci funkeji charakterystycznej, poprzestaniemy na tych, z ktorych be-
dziemy korzystali na ¢wiczeniach i w dalszej czesci wyktadu.

Twierdzenie 80 (WEASNOSCI FUNKCII CHARAKTERYSTYCZNEJ)
Niech X bedzie zmienna losowq a px jej funkcjq charakterystyczng.

1. px jest funkcja cigglq.

2. Jesli X posiada wartosé oczekiwang, to px jest rozniczkowalna
i pochodna jej jest ciggla.

3. Jesli V(X) < o0, to ox jest dwukrotnie rozniczkowalna i druga
pochodna jest ciggla.

4. Pochodne funkcji charakterystycznej spetniajg wzory:

S‘QX(O) = 1,
%(0) = E(X),
40) = —B(X).

5. Jesli X 1Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, to
px4v (L) = ex(t)ev(l).

Dowdd 1—4 polega na zrézniczkowaniu stronami po ¢ wzoru definiuja-
cego funkcje charakterystyczna. Trudnosc¢ sprawia uzasadnienie tego,
ze 7z rozniczkowaniem mozna wejs¢ pod znak wartosci oczekiwanej.
Nie jest to sprawa trywialna, ale dowodu tutaj nie podamy, mozna go
znalez¢ w ksiazkach poswieconych teorii catki i miary. Dowod punktu
J pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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5.4 Prawa wielkich liczb i twierdzenia gra-
niczne

Zamieszczamy tutaj dwa twierdzenia majace znaczenie ze wzgledu
na zagadnienia interpretacji rachunku prawdopodobienstwa, o czym
bedzie jeszcze mowa. Badania w dziedzinach, z ktérych pochodza te
dwa twierdzenia sa rozwijane do chwili obecnej znajdujac zastosowa-
nia réwniez w dziedzinach nie majacych bezposredniego zwiazku z
rachunkiem prawdopodobienstwa.

5.4.1 Prawo wielkich liczb

Jedna z najczesciej przyjmowanych interpretacji prawdopodobienstwa,
tak zwana interpretacja czestosciowa maéwi, ze jesli prawdopodobien-
stwo jakiego$ zdarzenia wynosi p, to, przy wielokrotnym powtarzaniu
doswiadczenia zwiazanego tym zdarzeniem, czestosc jego zachodzenia
powinna dazyc do p gdy liczba préb dazy do nieskonczonosci. Ponie-
waz mozna oblicza¢ prawdopodobienstwa zdarzen dotyczacych serii
doswiadczen, to mozna zapytac, czy czestos¢ zachodzenia danego zda-
rzenia w ciagu (niezaleznych) préb dazy do jego prawdopodobienstwa.
Jesh tak nie jest, to interpretacja czestosciowa nie ma sensu.

Sformutujmy to troche bardziej precyzyjnie. Zdarzenie losowe ma-
jace prawdopodobienstwo p mozna reprezentowac za pomoca zmiennej
losowej X przyjmujacej wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem p i wartosé
0 z prawdopodobienstwem 1 — p. Ciagowi niezaleznych doswiadczen
odpowiada¢ bedzie ciag X, niezaleznych zmiennych losowych o roz-
ktadach takich, jak rozktad zmiennej X. Jesh wykonamy n préb, to
zmienna Xi + ...+ X, okresla, ile razy wyszta jedynka, czyli ile razy
zaszto interesujace nas zdarzenie. Aby otrzymac czestosc, trzeba to
podzieli¢ przez liczbe préb, czyli przez n. Pytanie sprowadza sie wiec
do tego, czy

1
(X1+...+X,) —p przy n— oo.

n

S

Sformutowanie to nie jest jeszcze dostatecznie precyzyjne, poniewaz
chodzi tutaj o zbieznosc¢ ciagu funkcji, a to pojecie ma w matematyce
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wiele réznych znaczen. Zajmiemy sie tutaj tak zwanym stabym pra-
wem wielkich liczb, ktdre orzeka, ze dla dowolnego ¢ > 0 P(|S,, —p| >
e) — 0 przy n — oo. Twierdzenie to, pochodzace od J. Bernoulliego,
mozna probowac udowodnic korzystajac z faktu, ze rozkltad zmienne;j
losowej S, jest zupelnie znany, poniewaz X; + ...+ X,, ma rozklad
Bernoulliego. Droga ta prowadzi jednak do dos¢ dtugich rachunkow.
Udowodnimy tutaj twierdzenie troche ogdlniejsze, a przy tym znacznie
prostsza metoda.

Twierdzenie 81 (SEABE PRAWO WIELKICH LICZB) Niech (X;) be-
dzie ciggiem zmiennych losowych o skoniczonych wariancjach, spelnia-
jJacym warunki

a)
E(X;X;) = E(X,)E(X;) dla wszystkich par @ # j,
b)
R
lim —~ ; V(X;)=0.

Wtedy dla dowolnego ¢ > 0
,}E&PH_EX__ZE )| >e¢e)=0.

Wazny jest szczegélny przypadek tego twierdzenia, gdy zmienne
X, sa niezalezne i maja taki sam rozktad. Wtedy twierdzenie to glosi,
ze

: Xi+...+ X,
im Pt x> o) =0
E(X) oznacza tutaj warto$¢ oczekiwana tych zmiennych, taka sama
dla kazdej z nich, bo warto$¢ oczekiwana zalezy tylko od rozkladu.
Warunek a) tatwo wyprowadza sie z niezaleznosci.

Dowdéd. Udowodnimy najpierw pozyteczna, choc¢ prosta nieréw-
nosc:
Lemat 1 (NIEROWNOSC CZEBYSZEWA) Niech X bedzie zmienng lo-
sowq o skoriczonej i réznej od zera wariancji. Niech o* = V(X) oraz
k> 0. Wtedy

1
P(IX = B(X)| > ko) < 7.
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Dowdd tej nieréwnosci przedstawimy dla zmiennej X o rozktadzie cia-
gtym (dowdd ogdlny, poza koniecznoscia wprowadzenia pewnych pojec
nie wnosi nic istotnego).

ot = B(X - EX)[) = [ (o - B(X)) dpx ()

> (z — B(X))" dpx (=)

/{Z:Iw—E(X)DkU}

> k202/ ldpx(z) = K*a*P (|1 X — E(X)| > ko).

e (1X — B(X)| > ko)
Dzielac stronami przez o?k? otrzymuje sie szukana nieréwnoéé. Zanim
przejdziemy do dowodu Twierdzenia 81 udowodnimy jeszcze
Lemat 2 Niech X1, X, ... X, bedg zmiennymi spelniajgcymi warunki:
E(X:X;) = E(X))E(X;) dla kazdej pary 1 # j.
Wtedy V(X1 + ...+ X)) = V(Xy) + ...+ V(X,).
Rzeczywiscie, poniewaz dla ¢ # j mamy

E((Xi — BE(Xi))(X; — E(X;)))

= B(XiX;) — E(Xi)E(X;) — BE(X;)E(X;) + E(X) E(X;) =0,
to

VX 4.+ X) =B (X 4.+ X, — B(Xi + ...+ X,))?)
= ZE ((x: = B(X:)?) + 2; E((X: — B(X:)(X; — E(X;)))
=V(Xy)+...+ V(X,).

Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 81. Podstawiajac w nierow-
nosci Czebyszewa ¢ = ko mamy

| 1o V(XX +...+X,)
(-3 Xi= =3 B(Xi)| > ) < ( = )
e T V(X
= 5 — 0.
€
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5.4.2 Przyklad twierdzenia granicznego

W odréznieniu od praw wielkich liczb, ktore méwity o zbieznosci pew-
nych ciagow zmiennych losowych, twierdzenia graniczne zajmuja sie
zbieznoscia rozkladow pewnych zmiennych losowych. Twierdzen tego
rodzaju uzywa sie czasem jako argumentu, gdy zaklada sie, ze jakas
zmienna losowa ma pewien konkretny rozktad, na przyktad Gaussa
lub Poissona.

Twierdzenie 82 (SZCZEGOLNY PRZYPADEK CENTRALNEGO TWIER-
DZENTA GRANICZNEGO) Niech (X;) bedzie ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozkladzie i skoniczonej s* (tzn. V(X;) =
s2i=1,2,...). Wtedy rozklady zmiennych 'Y, zdefiniowanych wzorem

Xi+...+ X, —EXi+...+ X))
sy/n

dgzq do rozkltadu Gaussa o parametrach p =0, o = 1.

Y, =

Idea dowodu. Bez ograniczenia ogdlnosci mozemy przyjac, ze X; maja
wartos¢ oczekiwana réwna zeru. Poniewaz zmienne losowe X; maja ten
sam rozktad, to maja one réwniez te sama funkcje charakterystyczna,
ktéra oznaczymy przez ¢. Poniewaz funkcja charakterystyczna sumy
niezaleznych zmiennych losowych jest iloczynem ich funkcji charakte-
rystycznych (twierdzenie 80, punkt 5), mozemy tatwo obliczyc¢ funkcje
charakterystyczna ¢y, . Mianowicie

n

X1+ 4% (1) = (0(1))".
Skad, biorac pod uwage to, ze dla a € R

pax(t) = E(e"Y) = px(at)

= ()

Poniewaz X; maja skonczona wariancje, ¢ ma ciagla druga pochodna.
Piszemy wzér Taylora dla ¢:

mamy

2

!
o(t) = p(0) + ' (0)t + @”(Ht)g, gdzie 0 <6 < 1.
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Poniewaz ¢(0) = 1,¢'(0) = 0,¢"(0) = —s*, mamy

o1 =1- 224 (00 - " (0) 5

Wobec tego

2 t2 n

Pralt) = 1= 5+ (¢ (Outfs/) = ¢"(0))

s°n

Przechodzac do granicy n — oo z wykorzystaniem ciaglosci ¢” mamy

Yy (t) - 6_t27
skad wynika teza twierdzenia (trzeba tutaj zauwazy¢, ze mamy do
czynienia ze zbieznoscia jednostajna funkcji tworzacych, ktéra pociaga
za soba zbieznos¢ rozktaddw).

5.5 Kilka sté6w o interpretacji prawdopo-
dobienstwa

W zadaniach 1 przyktadach rozwazanych w obecnym rozdziale na po-
czatku zadawalismy pewne prawdopodobienstwa, po czym z wiekszym
lub mniejszym trudem obliczaliSmy inne prawdopodobienstwa. Po-
winny nas wiec dreczy¢ dwa pytania:

1. Na podstawie jakich argumentéw zadajemy prawdopodobien-
stwa na poczatku?

2. Co oznaczaja obliczone prawdopodobienstwa?

Pytania te sa oczywiscie blisko zwiazane. Gdy zadajemy prawdopodo-
bienstwo, to powinnismy wiedziec, co zadajemy, potrzebna jest wiec
chocby prowizoryczna odpowiedz na drugie pytanie. Nie udzielimy tu-
taj odpowiedzi, zreszta nie jest to chyba mozliwe. Wymienimy tylko
kilka kierunkéw, w ktorych szuka sie odpowiedzi, a to, co sie znajduje,
jest na ogdl lepszym zrozumieniem samego pytania.
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ad 1. Mozna tu wymieni¢ dwie metody zadawania prawdopodobienstw,
oparte na zupetnie réznych argumentach.

Pierwsza z nich polega na zadaniu prawdopodobienstw przed wy-
konaniem doswiadczen. Typowe sa tutaj dwa przyktady: przyjecie
jednakowego prawdopodobienstwa wszystkich wynikéw rzutu syme-
tryczna kostka, oraz przyjmowanie rozkltadu Gaussa jako podstawy
przy obliczaniu doktadnosci pomiaréw.

Argument symetrii w przypadku rzutu kostka mozna wzmocnic.
Jesli uwazamy kostke za element dosy¢ prostego uktadu mechanicz-
nego, ktorego zachowanie jest jednoznacznie wyznaczone przez dane
poczatkowe, np. potozenie i predkos¢, to od razu powstaje watpli-
wos¢, po co tutaj mowi¢ o prawdopodobienstwie, skoro wynik jest
zdeterminowany jednoznacznie. Wezmiemy jednak pod uwage to, ze
warunki poczatkowe zadajemy zawsze z pewna tolerancja. Tolerancje
te mozemy uwzgledni¢ zadajac jakis rozktad prawdopodobienstwa dla
warunkéw poczatkowych. Okazuje sie, ze, niezaleznie od tego, jaki roz-
ktad wybierzemy (dokladniej: dla prawie kazdego rozktadu, przy czym
temu “prawie” mozna nadac écisty sens), w wyniku zastosowania praw
mechaniki otrzymujemy zawsze te same — réwne — prawdopodobien-
stwa wynikow rzutu kostka. Nie kazdy uklad mechaniczny posiada
takie wlasnosci. Badaniem probleméw tego rodzaju zajmuje sie dziat
matematyki zwany teorig ergodyczng.

Wybieranie rozktadu Gaussa mozna popiera¢ argumentem opar-
tym na centralnym twierdzeniu granicznym, ktorego szczegdlny przy-
padek podaje Twierdzenie 82. Glosi ono z grubsza tyle, ze jesli dana
zmienna losowa X jest suma bardzo wielu niezaleznych zmiennych lo-
sowych o mniej wiecej takich samych wariancjach, to rozktad zmienne;j
X jest rozktadem Gaussa.

Druga metoda zadawania prawdopodobienstw czerpie dane z wy-
konanej serii doswiadczen. Prowadzi to do bardzo wielu problemdéw,
zaréwno matematycznych, jak i1 interpretacyjnych, tworzacych dzie-
dzine zwana statystykq matematyczng. Obydwie metody na ogdt wy-
stepuja razem. Przyktadem jest to, co zwykle stosuje sie w rachunku
bledow. Zakladamy, ze badana zmienna ma rozktad Gaussa, ale para-
metry rozkladu dobieramy na podstawie wykonanej serii pomiarow.
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ad 2. Chodzi tutaj o to, co rozumiemy na przyktad przez to, ze praw-
dopodobiefistwo wyrzucenia orta réwna sie 1/2. Od razu otwieraja sie
dwie mozliwosci. Pierwsza polega na przypuszczeniu, ze prawdopodo-
bienstwo dotyczy pojedynczego rzutu, druga twierdzi, ze chodzi tutaj o
wyniki dtugich serii rzutéw. Przyjmujac pierwsza trzeba podaé¢ sposob
rozumienia prawdopodobienstwa pojedynczego rzutu. Mowi sie wtedy
zwykle o tym, ze opisuje ono stan nasze] wiedzy na temat wyniku
jeszcze nie wykonanego doswiadczenia. Zarzut dotyczacy subiektyw-
nego charakteru tej interpretacji (“kazdy wie co§ innego”) odpiera sie
mowiac, ze chodzi tutaj o mozliwa wiedze, o to, co mozna wiedziec, je-
sli przeprowadza sie doswiadczenie wedtug zadanego przepisu. Druga
trudnosc tej interpretacji polega na tym, ze w przypadku réznicy zdan
na temat prawdopodobienstwa rozstrzygniecie sporu odbywa sie wta-
$nie przez wykonanie dtugiej serii doswiadczen.

Interpretacja prawdopodobienstwa jako czestosci wystepowania zda-
rzenia w dlugiej serii niezaleznych doswiadczen wystawia sie od razu
na dwa zarzuty. Po pierwsze, kazda seria, nawet najdtuzsza, jest skon-
czona, po drugie, skad mozna wiedziec, czy tez, jak sprawdzi¢, ze do-
swiadczenia w tej serii sa niezalezne. Zwrdcenie uwagi na skonczona
dtugos¢ serii prowadzi do pytania o to, co teoria przewiduje na te-
mat czesto$ci wystepowania danego zdarzenia w dlugiej, ale skonczo-
nej serii niezaleznych doswiadczen. Teoria oczywiscie nie przewiduje
doktadnie wyniku takiej serii, lecz wypowiada sie uzywajac prawdopo-
dobienstw. W pewnym sensie powraca sie do punktu wyjscia, bowiem
proba sprawdzenia prawdopodobienstwa droga wykonania dtugiej serii
doswiadczen nie daje kategorycznego wyniku i prowadzi do doktadnie
tych samych pytan, na ktore miata da¢ odpowiedz.

Jesli przyjmiemy, ze zdarzenia o prawdopodobienstwie bardzo bli-
skim jednosci uwazamy za pewne, a zdarzenia o prawdopodobienstwie
bliskim zera za niemozliwe, to twierdzenia takiego typu, jak prawa
wielkich liczb (Twierdzenie 81) daja jakies rozwiazanie sprawy. Ta-
kiego rodzaju umowa jest jednak tylko umowa 1 pytanie o jej uzasad-
nienie jest powrotem do punktu wyjscia.

Sprawa niezaleznosci prob w serii stwarza miedzy innymi problemy
praktyczne. Przyktady takich probleméw to: jak tasowac karty, zeby
rozktady w réznych rozdaniach mozna byto traktowac jako niezalezne,
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jak konstruowa¢ generatory liczb losowych w komputerach. Jeden z
pierwszych teoretykow brydza Ely Culbertson zatrudniat studentow,
ktorzy tasowali i rozdawali karty zapisujac rozklady. Okazalo sie przy
tym, ze obliczone teoretycznie czestosci nie zgadzaja sie z uzyskanymi
w do$wiadczeniu, a réznice maja znaczenie praktyczne. Podobny efekt
widzielismy ogladajac wynik dziatania programu wykorzystujacego ge-
nerator liczb losowych w komputerze (z takich wlasnie powoddéw na-
zywa sie je liczbami pseudolosowymi).

Przedstawilismy tutaj w skrécie trudnosci zwiazane z proba wyja-
$nienia pojecia prawdopodobienstwa, jesli pojecie dos§wiadczenia uwaza
sie za znane. Zalozenie takie jest jednak bardzo watpliwe. Kazdy stu-
dent fizyki wie, ze wynik doswiadczenia fizycznego z reguly, a moze
nawet zawsze, jest obarczony pewna niepewnoscia, zwana bltedem po-
miaru. Oznacza to tyle, ze wynikiem doswiadczenia sa w najlepszym
przypadku jakies prawdopodobienstwa.

Sugeruje to odwrécenie porzadku wyjasniania: przyjac pojecie praw

dopodobienstwa za znane i wyjasni¢, uznane w takim ujeciu za po-
chodne, pojecie doswiadczenia. Zapewne mozna bytoby podjac¢ taka
probe, po czym napisac kilka stron krytyki, powroci¢ do punktu wyj-
scia itd. Na tym konczymy te uwagi, celem ktorych byto przede wszyst-
kim postawienie pytan.



