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• lnmpo q�o$r�sutvqxw odyzs�{}|'~h�B�����(yE����l��
• �vm���q�s��(y��+��su���4��{f��q w ��������o rv��� r�s�yzs�� y��+��s+��������� � �B��s��¡ 

q�¢£��s%¤ ����q�¥ �$¦¨§� ©{�s-q
�B��svrpªh��tvq�o£�v���«�
• ¬'��s���q�¢£��s­�1o¡t��f®¡¯°�h����±³²a´µ¤¶s+�v��o2·�w ��¯°��s�q¸¥��+w �
• ¬'��s���q�¢£��s¹o�q�º'����q�s$»h��o£�h{�s�w ¥°�



¼ ½a¾À¿°Á Â ÃPÄPÄ�ÅEÆ�¾ÀÅIÇÉÈ ��s��4��o�º"¥ w o�yzs�{\odyhy��+�f�¨�f¥¨ºÊ~�rv®Ë 
�Ì¥z�Ìª s�{�s���q���o£�z¢Ëº �Í s�yzs��%�\����r©º'��ÎË�B��svr�t(��¥z�Gª>w odyzs�{��Ëº Ïh��¥z�-sÐ�u�f�¨�Ñ�ÒtvqG�¨��s�¯�oE�

´ È q¸ºÊ��s��(yd��s��h��s t�~B�h��s���q�¥¨ºÊ�zs�Ó\�E���(y��+��svr º"¥zw ��s+�v�zs �2��¥° 
q�s��v��~hw ²Ìr�s�yzs�� �T���Ôr����4�u���u��svr��E��y����£¥z�Gª w odyzs�{���� Õ¡§¡§­»h�����
��o��-�+�h��s�·Ö o�yzs�{d�©s�{�s�w s��£qÌ���v�£¥¨�
²³×[�v~hyh��o1º"¥£o£�B�����+��±"t�o£�h��s>w ody�s+{
�����vy��+��svrp~h»h��o¡t(�+����o£�£¥°�Ø Ù(Ú-Û�Ù-Ü*Ý¡Þàß�Þ�áãâµäEäåÞ>æ-Û£çÒÜéè�Ý^ßëê�ÞËÙ-Ü/ì�í�î+è�ÝÊÜ/Þ#ÜÑÛðïñÝ¡Þxò Þ�ó�ïôâµápì
õ èðïöì1äEâ ì÷ßëê�ÞËÙ-ÜµÙ(ÚËì¡ø � ù �ëúà�û�ztvq�s����



|T��w ��{üq�o£�h�f��� w odyzs�{�~a²
HΛ = TΛ + VΛ,

Λ � t���o£�h���4o£�£¥ »�ody��+�h��¢£�÷t���s��u�a»�s+�v��ody�¥z���Ë��s(rÐº Rn �
TΛ = − ∑

x,y∈Λ;σ
txyc

†
x;σcy;σ + h.c. ´�ýË·

VΛ = U
∑

x∈Λ
nx;+nx;−, ´ þ�·

c†x;σ, cx;σ � o£»is�����q�o£��¥ �2��sË����r����P���h��ªh�û{f����r���yh{f� ¤¶s+�vw ��o£��¢�º
o t�»h���B��s σ ��� ºÉ��ÿ+{�s x � nx;σ = c†x;σcx;σ � o£»is�����q�o£�÷{������+�£¥
����®Ôt�q�s��k�� �h��snº"¥z������¥ ´¶o w �B��svr�t(��¥z�Gª ��w »B{��üq�~hy����Gªi·�²

H(1) =
∑

〈x,y〉
[V nxny

+X
∑

σ
(c†x;σcy;σ + h.c.)(nx;−σ + ny;−σ)

+F ′(c†x;↑c
†
x;↓cy;↑cy;↓ + h.c.)

−2F (
Y
x ·

Y
y +

1
4
nxny)] ´�Õ£·

×[~�² nx = nx,↑ + nx,↓ Ó Y
x = 1

2
∑
σ,σ′ c

†
x,στσ,σ′cx,σ′ � τ �

º÷s+�¡q�o£�
w ���4��s+����¥ �[��~h{���su¯�oE�� o³��º'��Î��pt����^q�s�Î w odyzs�{�s áãâ ì�ïfÞ�ßhè�ÙGò Þ�ápì ´¶s+{�s+�¡q
��o£�£¥nw ��rv®
�2��{��Ô� tvq�o£»h�h� tvº÷o£��odyd¥ ��� ºÉ��ÿ+{�s�·Ì�Ö o�yzs�{i|'~h�B�����(yE�%�h��sàr�sutvq w ody�s+{�s+w ¤c~h�hy���w s��£qG��{��£¥zw ²� ¥�»h��oËº'��y���� t���� ¯�o � ��¢ËºÊ�����B�f� È �ÌªB���dyB����¯�s���� »h���4s��
ºÊ��s�{�s »h����¥z�h{��üÎ�s�� �å���¨��o³Î�s��a�



Ö o�yzs�{ã�4o¡tvqG�¨�ÐºÊ»h��oËº'��y��4o£�£¥ »h���4s�� Í �[|'~h�h�E���(y�� º ���
ý��	�¡Õ ´«�h��su����{�s�Î+�h��s�²�
­~dq(��ºÊ��{�{�s����
�­���E��w o£�(�f·��
�à��s���ºÉo�q���� w o�q�¥2º'����rv��²��n»h��t'¤Ñs��v��o£w ��¯°�zs-q�¥��+w ~ w s-qÌ�Ë 

{������+�zs�¯�o ´f���üq����zs������£qv��· � w �¨��o t��2~�q�s����+��� ´c»h����¥ ~dÎu¥��4�û~
¢Ëº"���4su���h��s¹y�o¡tvq��+»B�£¥z�Ìª w s-q�ody�·� �h��s �(rv�uºÊ��t��Ô���kyzo ����y����B�f� ��q�¢£��¥z�Gª tvq�o¡t�oËº'���zo w ody�s+{
|'~h�h�E���(y���²
• ���h��s ~h»io£����®�yh��oËº'���h�f� w ��¯°�zs-q�¥��-�+�zs ´����£q�¥2¤Ñs��v��o�w ��¯� 

�zs-q�¥2�Ëw �°¤Ñs��(�v��w ��¯°��s�q¸¥��+w ��w s�qG��w ��¯°�zs-q¸¥��+w �����ñ·
• Ö � ×p éo£{�o³¯°�f� ´ Ö s-qG��{ô  � �zt�~B{f��q�o£�É×[�����zt��ôq
��o£�i·
• ����yh»B���4s-º÷odyh�h���Ìq¸ºÉo º"¥dt�o£��o�q�s�w »is�����q
~B��oËº÷s
• ������ ��s����u¥ t�������Î4s w o�yzs�{}|'~h�h�����vy�� º"¥Ôrv�Ô���h�f� q�s­��r��4ºÊ��t��Ô���� oËº÷odyz¢Ëº r�sutvqÐr¸s+yB����� �h��s-ºÊ��s�{�s��Ö o�yzs�{�r�sut�qÒ� äåÞ³ÜéÞ�êÌâ Þ��¨ÙÌïôÛ �Ôâ�� ���dï�Ü �Ê� úÉ�
����s��a�



�vm���q�s��vy��+��su���u��{ö��qÀw �û�z�ð��oE�������^�¡�-o
t����àº q�¥zw �-���Ôt���s�º"¥zy�������¥k��oE²
• d = 1 ²��d�4��t���sA��o³��ºÊ�f®������h��sx´����ztG��q(���\s-q�ªzs�¯�o2·��$úÉ������s��a�� � � ~ ´�ý��	�! ¡·

" O Å$#�¿ %'&)( * +aÁ,&.-0/	+21 ¤«~h�B�¡��r¸s q�s+�vw ody�¥z����w �����+�zs
´ F,U, S,Cv, ... ·" Q &c¿­Ã^¾IÅ43/½ %'&,( º"¥z{��û�-��¥z±[º o³¯�¢£{��zsvrk»io¡t�qÌ���u��¤c~h�h�¡��r��
��o£��s�{f����r��«�" � tvq��h��svrv®%s-¤Ñs���q¸¥2ºÊ�zsxw s-q�odyd¥ ��~hw s���¥z���Ë��spº d = 1 �

• d =∞ ² Í su��{��zº"¥zw �f���Ð~B�h�Ñ��yh~¹r¸s4t�qÒyzo¡t�qÌ��q�s����Ë�B��sxyh~�Î�¥
q�o r�sut�q q�o o£��o£{��û�-�+�zo¡��± �65¸è³Ü¶áAâ«è¸î�78��è �ã� �h��s ~dq��(~Byh�h�f�Ë 
rv®���� ����y����h��s£�
" Ö s-q�o�y���² O ¼ RTS ´ � ¥z����w �û�+��{ Ö sË��� � ��s�{�y ×"ª�s- 

o£��¥E·A� Ö s-q(�Ë��s+���:9Ðo£{�{�ª����vydq1ý��	;	�z�" �n�B{������4o£�zoE²ÒºÊ��s�{�s t�qÌ��q¸¥z���Ë�£¥��Ìª ´c�h»a�Ò¤¶s+�v��o£w ��¯°�zs� 
q¸¥��+w ·1�pyd¥�����w �����+�£¥z�Gª ´c»h����s-º÷odyh�B���Ìq�º÷o2·#¤«~h�h�¡��r��
q�s��(w o�yd¥z����w �û�-�+�£¥z�Gªa�" < Æ+½�Ä[ÁÑ¿6= Ç m���¥ � d = ∞ r¸s4t�q �h{û��t���o ����¥ y���{�s���o
yzo d = 3 �

• � ¥zw �f����¥ »io¡����s�yh�B��s�² d = 2, d = 3 �
" � ¥z�h�û�2�e���u��t���s�²z������yB�2��s��" ��º'���£q�oËºx� w s�q�ody�� Ö o£�£q�s m
���v{�oE²ë�v¬
s�¯2��q
�?>£s t��ü¯°�

»h��o£�h{�s�w �" Ö s-q�o�y�� ¯°�(~B»£¥ ��s��zo£�vw ��{��ü�����Ì¥Ôr��zsvr�²kyzo£�h����s y��+�f�¨�¶�
¯z��¢ËºÊ�h��s$yh{ö� d = 1 �



RI¿°Æ+Æ+½@= Å@A@B[¿�CD+E/�= ¿°Ác¿!FGC�Æ+½@BIH:* * (�¾�ÆË½:* B4+2-KJpN
• Ö o³Î+{��üº÷o¡��±�o£»h��t�~>¤¶s+�v��o£w ��¯°�zs-q�¥��+w ~
º ����w ���Ìª%w s��Gª����h���2�

��º'���£q�o�º÷svr�²iodyhy��+�f�¨�ö¥2º'���h��s º"¥zw ��s+�B�zs � |És+��t�s����is���¯
ý���þ0;z² (

Y
x ·

Y
y)

• �nyhyd�Ë�ö�¨�f¥2º'���h��sàq�o r�sutvq Ú+æ-Û³Ü ÙL5©è�æ
ì ��»io³���
q¸¥zw �h��sÒw o³Î4s
q�oTº"¥Ôrv�Ô���h�f��±à¤¶s+�v��o£w ��¯°�zs-q�¥��+w ~ ò ìuÜéèðïôâM��Ú-äåìMN2Þ ²0��{�od�Ìª��
ý���þ0�z�



O P &.% * ÆËÅ@= ÅQ-KJ B[Å$# P ÆË½
%RCK%'/�¿6A�½ = ½a¾À¿°ÁcÃ Â ÃPÄI_
Ä�ÅEÆ�¾ÀÅIN

|T��w ��{üq�o£�h�f��� w odyzs�{�~ |'~h�h�E���(y�� äEâ ì Ú+èÔáãâ ì�ê(è t�»B����~a�TSe�
~h»io£����®�yh��oËº'���h�f� w ��¯°�zs-q�¥��-�+�zsPtG®Òo�yh»ioËºÊ��s�y��+�f��{���sPº"¥k�Ñ®����+�h��s
º"¥z�����u¥ �h��su����{�s�Î+�zsnody t�»h����~ s�{�s���q���o£�z¢Ëº ²
• s��zs���¯°�ö� �¨���zs-q�¥z���+��� T �
• odyhyd�Ë�ö�¨�f¥2º'���h��s1mpo£~h{�o£w �E� V �
• �����Ô��� �[��~B{���s�¯�oE�
�[������w s�q���¥ w odyzs�{�~a²
t/U ;T ; ρ↑ = N↑/N, ρ↓ = N↓/N� s��v��o£w ��¯°�zs-q�¥��+w �B��s r�sutvq o£�is��u�£¥ º ��è�5�ÛÔò �����2��s4t���s

»�������w s-q
��¢Ëº ²
• |T��{ü¤�  Ïi{û{�����¯��A´ ρ↑ + ρ↓ = 1 ·Ì² Ö odyzs�{�s-¤Ñs���q�¥¨ºÊ�£¥ � èÔä�U

ÜÑÛWV�ìÌêÌê�Þ�ò èXN³äåì�ÜÑÛ!��Ú-äEÛ w o�yzs�{P|
s���t(s+����s���¯2� ´¶ù%�hyzs���t�o£�a�
ý���Y0;£·Ì�z¬T�1t���s��u�f���Gª �ÔáZ�[��Ú-â ì-ïôäEÛ!�D\ ´«�h»�� Zd ·Ì²d~h»�o£����®�y� 
��oËº'���h��s èÔäkÜ¶Û]V�ìÌêÌê�ÞÔò èXN�äåìuÜÑÛ!��Ú-äåì ´«yzo �Ìª£ºÊ�û{��io£��s+�u�zsvrP�
�h����� ���u��t���su¯�o yzoËº÷odyh~�·
• � s��(��o£w ��¯°�zs-q�¥2�Ëw ~ �h��s w � º tvqG���h��s »iodyzt�qG�4º÷oËº"¥zw

���Ôr�»h��o¡t�q�tv�4su¯�o w o�yzs�{�~ |'~h�h�����vy�� º d = 1 ²^����s��a�Ö ��q(q���t1ý��	��þ
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_X`)acbedMfhg@ikjml�nhaporqksuthv�auorwxdMy{z|dev}fhq)~M~M��v�w)��b��c�xt�`.t?��f��}fhg�oc�cqkdMy{z�d�w!auv}f�thv]��tht��
� ª���w ��{üq�o£�h�f���h��s |'~B�h�����vy���²
• m�����o£� ��ºÊ�f®������£¥ � odyBy��+�f�¨�f¥2º'���h��s�w ² ����¥dtvq�o {�o£�Ô��{��£¥°�

�h��s����+~ �f¥ ��� º"¥zw �ö���'���h�e»io¡t�qÌ��±%t���s��u�
• Se�É¤Ñs��v��o£w ��¯°��s�q¸¥��+w w ~zt��ð����q�s�w �£¥z±ÐodyB»ioËºÊ��s�y��+�f��{��£¥

������o£� �2���zs-q¸¥z���Ë�£¥
• m���¥z�h�h�û�2� t�»h����¥Ôrv�Ôrv®��-s �^Ö ²

" t���s�± ÙxVÌêD�¨Ù-ÜÑê�ÞÔá�èÔä è ´c�h»a�£q
��¢¡r��Ô®�q�����·Ê´ ���£¥ �Ë�B��t(�+����¥z±
~h»�o£����®�yh��oËº'���h��s>ù �^Ö ·��" º"¥z»�sð�µ�h��s��h��s$��¢³Î+�zsnody ª���{ü¤* �Ïi{�{û����¯��" rv���1�E�Ôr©ºÊ�����°tv���'¯��ut�q�o¡��±pt�qÌ���z¢Ëº º »io£�h{û��Î+~ ¯°�����B���Ì¥
»��Ôt�w �n´ E(

F
) lÌ�is��+yd¥dt�»�s���t�¥Ôr��zs�l���q��+�a��rv���Ê����r������vy��+��svr

lÌ» �¶�Ôt��2��s�l�·Ì�



_'`)acbMdMf�g$�.j��.v�fh��g�wx�kqk�!�
� ��â�ÙL5�ì���Ú+è�Ùuè��ÔäEâ ìÌäEâ ì ²h{f��qÌ� �¡§z�S�* &Ñ¿°Æ�¾�/�¿8BI&Ñ¿kN ´Ñù � Ö ��s�{���s��Ë|¹�4×^�Ôt
���2�«�0�p��Y�·�� áZ��áãÛðò âxU
èÔê�Þ�áãÛÊò Þ��£ì�ï0 ¡�hæ+æ�èÔê¢��èËíåä è'ÙGâ ìL��â�Ý³èXN2Þ�ò £
í��dï�èTáAÛ�ß�ì¤5«äEâ ì�äEâ�è
1/6

í\áãÛ�Ý�è�ÚR��îËì ä è�ÙGÛ!��Þ�äEÛ¥V�ìÌêÌê�Þ�ò èXN³äåì�ÜÑÛ�Ú-ò ¦
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_'`)acbMdefhg$§ejM¨Kv}wx�k�cwx�©�ªw��hq{z'`��8q)~Mf��}b�«�be¬M¬�wx�u~�w�z��rwx�8wxt?��¨�­[®°¯
V +EB±&,F²&pO ¼ RTS ´ Ö �
�"o£{�{ö���u� � �$9Ðo£{�{�ª����vydq+�e�����ñ· � {f�
t���s+�u�}t�¤«�(~�tvq���oËº'���£¥z�Gª ´c�h»a�B¤c�4�+·Ì�h¤Ñs��(��o£w ��¯°�zs-q�¥2�Ëw ��tvq� 
�h��svr�s%º tv��s���o£�2��w �����2��sut���s$»�������w s�q���¢�º �



R�W Z|³ V YISµ´·¶ O V ¸
� ~h�Ô®�y����Gª º"¥��Ô���Ë~ðrv®��Ì¥z�Ìª �E��yh»h����s-º÷odyh�B���Ìq�º÷oTº"¥dt(oð 
��o�q�s+w »is�����q�~h��oËºÉs��
���4�utvq�o'»io³rv�uºÊ�f�Ôrv® t���� á^Ù-Üm¹MN�â»º�Ù-ÜÑêGâ3ß�ì
Ù�¼
�nr�s�yh�zoËº"¥zw �f����oËº"¥z�Gª ~B»io£����®�yB��o�º'��� �Ñ��yh~h�B��o�º"¥��Ìª �
t�»B���zoËº"¥z�Gªa�
� Í ���¨��sTt
®%��ºÊ�f®��+�2��w ����y���¥ q¸¥zw �hydº÷o£w �Ê�(rv�uºÊ��t��Ô��w �f�
��m���¥>�+��o³�+~hw ��s��h��sã»�o¡rv�uºÊ�f���h�f� t����^ºxt�q���¯Tw o³Î4sã»�o£w ¢d�
º �+��o³�+~hw ��s��h��~ �E��yh»h����s-º÷odyh�B���Ìq�º'� º"¥dt(o£��o�q�s�w »�s+�¸ 
��q�~h��oËº÷s�¯�o2�� ��s�{�s\»h��¢£�nº"¥Ôrv�Ô���h��s��h�f��ºxt�q���¯"º ����w ���Gª d = 2 w ody� 
s�{�~ |'~h�h�E���(y����� ��s�{�s$w s-q�o�ya�2ºÊ��s�{�s �¾½�¿ ¬�À m'| ��o£�h�2{û~��(r��«�
�à���uºÊyzo£»io�yzo£�h�h��s�² È qG���£¥Êº"¥z�Ô���+~�r�®���sà~h»io£����®�yh��oËºx���B��s
l�ºxtvq���¯�oËºÉs�lÌ���is��àqG���2��s�¯�ox~h»io£����®�yh��oËº'���h�f�\w �Ôr�®Ò�h{���t��2��s
s��zs���¯°��s£��t
® ºÊ�����$�E���(y��4o ���+~ ��s1�E� � ���+y�¥ w s-q�ody��



¼ O Á Â¡Ã Ä²Å ÃÇÆÉÈ Ê·ËÌÅ Í¢Î Æ�Ï Ð Å ÃÇÃ©Å Ñ�ÒÔÓ	Õ!Ö�×
Ø$Ù:Ú¢ÛÝÜßÞáà�â ãRÛÝä�åçæ âRèLÚ]åçé�ê�Þ!å»ãëæ ìîíçâ�ïGðòñ[ó[ó@ÛôÚõí@Û$×

TΛ = − ∑

<x,y>∈Λ;σ
tσc
†
x;σcy;σ + h.c.

ÑköîÖ
÷ ä�åçæ âRè¤ÚWåçé�ê�Þ!åøæ ì�íçâ�ï!ðòñ[ó[ó@ÛôÚõí@Û$×DäõèDÛ6ù�â�ú[ÚßêÉâXäLÙôì!Ù6ñ¡ê�ÛKû
ï�â'ü�ý ìîí äþú[àÿÞîñ��
Ï �������	� 
��
����������� t↑ = t↓ = t

�
Ï ������� Ä¾Í¢Î � t↑ = 0, t↓ = t

�
� ì�íçâ�ï��[Ûôïÿàhé'ì��	ÛKû�� àÿæ ó@Ûôïÿï{Û Ñþã¤äLàÿæ ú[ïÿà��[â�í ð¥ñ[ó[ó�ÛôÚ°íÌæ ì�íçâ�ï�ã'Ö
� Þ@Û�Üßú[Úßì	äõè¢ä°êÉâõÜ �¾â�ÚßäMÜßà �¡æ ì�íçâ�ï ��� ÜWâXäõè í@Ûôï�ä°ê'å ìîí
Ú]ê�â�é�ê'å!�^à�ä�èþì#"þéÉàTÞ[à�ü�æ ìîíçâ�ï!ð¥ñ[óáó@ÛôÚ°í�Û%$Dê�ÛÇè¢ìZÜWâXäõèEêKÞ�ÛôéRê�Þ[à�â
ù,Û�è&�^à�âõÜWä°ê'å íçì ó@Ûôí@ÛôÞ[à{Û%�
� æ ì�í$â�ïhñ �'� �(� ä�è*),+8à[ú@ì	ÜõÛ-�^à ÛÝÜõý¡äLà.)/� äõêÉâ�Úßì!Ù:àÿæ ê�ÛKû
Ù:ÚßâXäLà�â ú�ÛôÚþÛôæ âRèLÚ10�� 2 Ñ43��65Gâ�æ ó â�Ú7+�â�Ú,$98%�68:)�í[Ú]êÉâõÜWâ;� äLÙ:à $
< �=�øâ�Þ[Þçâ�í�å>$�?@�A5Gâ�æ ÛCBçäþÙ:à �68%�A�çÚßâXâ�ÚõàÿéDÙ8äD��8%� � �uÖ
E F êXå Ü âÉä�èµè¢ì úáÚßê'åçú@Ûôí$â�Ù=�4é�êXå Òªè¤Úßì!ú��EÙ�èG0!Ú]åçæ Þ@Ûôï�â'ü'å
ú ìîí@ý�ü�ÛCH	Ò E



N =o 0, ρ  = 0 N =o 1, ρ = 1/9 N =o 1’, ρ = 1/9 N =o 2, ρ = 1/8

N =o 5, ρ = 1/4N =o 4, ρ = 1/5N =o 3’,ρ = 1/6N =o 3, ρ = 1/6

N =o 6, ρ = 2/7 N =o 7, ρ = 1/3 N =o 8, ρ = 1/3 N =o 9, ρ = 2/5

N =o 12’,ρ = 3/8N =o 12, ρ = 3/8N =o 11, ρ = 1/2N =o 10, ρ = 1/2
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