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Zadanie 1.
Zupeªny ukªad operatorów przemiennych dla dwuwymiarowego atomu wodoru to H i Lz,
czyli b¦dziemy szuka¢ wspólnych funkcji wªasnych ψ(ρ, ϕ) tych operatorów. Rozwi¡zanie
równania Lzψ = mh̄ψ znamy: ψ = R(ρ) 1√

2π
eimϕ, m = 0,±1,±2, .... Po wstawieniu

tego rozwi¡zania do równania Hψ = Eψ otrzymujemy równanie radialne d2R
dρ2 + 1

ρ
dR
dρ

+
2µ
h̄2 (E + α

ρ
− m2h̄2

2µρ2 )R = 0. Szukamy rozwi¡za« dla stanów zwi¡zanych, czyli dla E < 0, i

wprowadziwszy oznaczenie κ =
√
−2µE
h̄2 , mamy d2R

dρ2 + 1
ρ
dR
dρ

+ (−κ2 + 2µα
h̄2

1
ρ
− m2

ρ2 )R = 0.
Zbadamy posta¢ rozwi¡za« �zycznych przy ρ → ∞ i ρ → 0. Przy ρ → ∞ równanie
ma posta¢ d2R

dρ2 − κ2R = 0 i z jego ogólnego rozwi¡zania R = Ae−κρ + Beκρ warunek

caªkowalno±ci z kwadratem prowadzi do rozwi¡zania R = Ae−κρ. Przy ρ → 0 równanie
ma posta¢ d2R

dρ2 + 1
ρ
dR
dρ
−m2

ρ2 R = 0 i z jego ogólnego rozwi¡zania R = Cρ|m|+Dρ−|m| warunek

braku osobliwo±ci w ρ = 0 prowadzi do rozwi¡zania R = Cρ|m|.
Po wprowadzeniu wzorem R = ρ|m|e−κρu(ρ) nowej zmiennej zale»nej u równanie radialne
(pomijamy proste przeksztaªcenia) jest równowa»ne równaniu
ρd

2u
dρ2 + (2|m|+ 1− 2κρ)du

dρ
− [(2|m|+ 1)κ− 2µα

h̄2 ]u = 0.

Poszukajmy rozwi¡zania tego równania w postaci szeregu pot¦gowego u =
∑∞
k=0 akρ

k. Na
wspóªczynniki ak otrzymujemy równanie:∑∞
k=0[(k(k − 1) + k(2|m|+ 1))akρ

k−1 − (2κk + (2|m|+ 1)κ− 2µα
h̄2 )akρ

k] ≡ 0, czyli∑∞
k=0[(k + 1)(k + 2|m|+ 1)ak+1 − ((2k + 2|m|+ 1)κ− 2µα

h̄2 )ak]ρ
k ≡ 0, sk¡d

wynika wzór rekurencyjny ak+1 =
(2|m|+2k+1)κ− 2µα

h̄2

(k+1)(k+2|m|+1)
ak. Przy k >> 1 mieliby±my ak+1

ak
≈ 2κ

k
,

co odpowiadaªoby funkcji e2κρ i prowadziªoby do niecaªkowalnej funkcji R ∼ eκρ. Szereg
musi wi¦c urywa¢ si¦ dla pewnego k = nρ, nρ = 0, 1, 2, ..., staj¡c si¦ wielomianem stopnia
nρ, czyli musi zachodzi¢ zwi¡zek (2|m|+ 2nρ + 1)κ− 2µα

h̄2 = 0, sk¡d κ = 2µα
h̄2(2|m|+2nρ+1)

.

Poziomy energetyczne okre±la wi¦c wzór E = − h̄2κ2

2µ
= −2µα2

h̄2n2 , gdzie gªówna liczba

kwantowa n ≡ 2|m| + 2nρ + 1 = 1, 3, 5, .... Degeneracja poziomu o gªównej liczbie
kwantowej n wynosi n, gdy» na tyle sposobów mo»na przy ustalonym n wybra¢ m i
ψ = Aρ|m|unρ(ρ)e−κρeimϕ. Dla stanu podstawowego z n = 1 mamy nρ = 0, m = 0,
ψ = Ae−κ1ρ, gdzie κ1 = 2µα

h̄2 , i z warunku unormowania 2π|A|2
∫∞

0 dρρe−2κ1ρ = 1 otrzymu-
jemy A = 1√

8πκ1
.

Zadanie 2.
a) [b, b†] = [a, a†] cosh2 β + [a†, a] sinh2 β = cosh2 β − sinh2 β = 1.
b) Poniewa» a† = b† cosh β − b sinh β i a = b cosh β − b† sinh β, to
H = h̄ω[b†b cosh2 β−(b†b†+bb) sinh β cosh β+bb† sinh2 β]+λ[(b†b†+bb)(cosh2 β+sinh2 β)−
2(b†b+ bb†) sinh β cosh β]
i podstawiaj¡c z a) bb† = b†b+1 otrzymujemy H = b†b[h̄ω(cosh2 β+sinh2 β)−4λ cosh β sinh β]−
(b†b† + bb)[h̄ω sinh β cosh β − λ(cosh2 β + sinh2 β)] + E0.
Je±li wybierzemy h̄ω sinh β cosh β−λ(cosh2 β+sinh2 β) = 0, czyli 1

2
h̄ω sinh (2β)−λ cosh (2β) =

0 i ostatecznie tgh 2β = 2λ
h̄ω
, to otrzymamy H = h̄ω′b†b + E0, gdzie h̄ω

′ = h̄ω cosh (2β)−
2λ sinh (2β).
Rozwi¡zanie β = 1

2
artgh 2λ

h̄ω
istnieje, je±li |2λ| < h̄ω, bo dla rzeczywistych x zawsze

|tghx| < 1. Poniewa» coshx = 1√
1−tgh2x

i sinh x = tghx√
1−tgh2x

, to

h̄ω′ = h̄ω 1√
1− 4λ2

h̄2ω2

− 2λ
2λ
h̄ω√

1− 4λ2

h̄2ω2

= h̄ω
√

1− 4λ2

h̄2ω2 .



c) Poniewa» zwi¡zki komutacyjne dla operatorów a i b s¡ takie same, a warto±ci energii
dla oscylatora z Hosc = h̄ω(a†a + 1

2
) wynosz¡ En = h̄ω(n + 1

2
), n = 0, 1, 2, ..., to w tym

zadaniu widmo hamiltonianu H ma posta¢ En = h̄ω′n+ E0, n = 0, 1, 2, ....

Zadanie 3.
Stanami wªasnymi hamiltonianu H0 = L2

z

2I
s¡ stany wªasne skªadowej momentu p¦du

Lz = h̄
i
d
dϕ
, czyli ψ0

m = 1√
2π
eimϕ, m = 0,±1,±2, ..., prowadz¡ce do E0

m = m2h̄2

2I
. Liczba

kwantowa m musi by¢ caªkowita, aby ψ(ϕ+ 2π) = ψ(ϕ); funkcje ψ0
m s¡ ukªadem ortonor-

malnym: (ψ0
k, ψ

0
m) = δkm. Poziomy energetyczne s¡ dla m 6= 0 dwukrotnie zdegenerowane

- odpowiadaj¡ im ψ0
m i ψ0

−m.
Dla stanu podstawowego z m = 0 mamy E0

0 = 0, ψ0
0 = 1√

2π
i brak degeneracji. Wtedy

H ′ψ0
0 = V0

2
(e2iϕ + e−2iϕ) 1√

2π
= V0

2
(ψ0

2 + ψ0
−2). St¡d E1

0 = (ψ0
0, H

′ψ0
0) = 0, za± do E2

0 mamy
wkªad tylko od stanów k = 2 i k = −2, czyli

E2
0 =

V 2
0
4

0− 4h̄2

2I

+
V 2

0
4

0− 4h̄2

2I

= −V 2
0 I

4h̄2 .

Dla pierwszego stanu wzbudzonego z m = ±1 mamy E0
1 = h̄2

2I
i degeneracj¦ dwukrotn¡ z

ψ0
1 = 1√

2π
eiϕ i ψ0

−1 = 1√
2π
e−iϕ. Wtedy:

H ′ψ0
1 = V0

2
(e2iϕ + e−2iϕ) 1√

2π
eiϕ = V0

2
(ψ0

3 + ψ0
−1)

H ′ψ0
−1 = V0

2
(e2iϕ + e−2iϕ) 1√

2π
e−iϕ = V0

2
(ψ0

1 + ψ0
−3)

Macierz zaburzenia =

[
(ψ0

1, H
′ψ0

1) (ψ0
1, H

′ψ0
−1)

(ψ0
−1, H

′ψ0
1) (ψ0

−1, H
′ψ0
−1)

]
=

[
0 V0

2
V0

2
0

]
ma warto±ci wªasne

E1
1 równe V0

2
i −V0

2
i odpowiadaj¡ce im wektory wªasne 1√

2

(
1
1

)
i 1√

2

(
1
−1

)
.

Dla E1
1 = V0

2
mamy wi¦c ψ0 = 1√

2
(ψ0

1 + ψ0
−1) = cosϕ√

π
,

a dla E1
1 = −V0

2
odpowiednio ψ0 = 1√

2
(ψ0

1 − ψ0
−1) = i sinϕ√

π
.

Zadanie 4.

Stanami wªasnymi macierzy diagonalnej H = −µBσz =

[
−µB 0

0 µB

]
s¡(

1
0

)
dla E = −µB i

(
0
1

)
dla E = µB.

Poniewa» φ(t = 0) = 1√
2

(
1
1

)
= 1√

2
(

(
1
0

)
+

(
0
1

)
), to φ(t) = 1√

2

(
eiµBt/h̄

e−iµBt/h̄

)
.

Prawdopodobie«stwo pozostania w stanie φ(t = 0) ze spinem wzdªu» osi x wynosi
P+ = |(φ(t = 0), φ(t))|2 = |1

2
(eiµBt/h̄ + e−iµBt/h̄)|2 = cos2 (µBt/h̄), a prawdopodobie«stwo

odwrócenia spinu P− = 1− P+ = 1− cos2 (µBt/h̄) = sin2 (µBt/h̄).


