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Liczby zespolone

Zadanie 1. Przedstawić w postaci x + iy liczby zespolone:

a) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i), b) (3 + i)3 + (3− i)3, c) (1+i)5

(1−i)3 ,

d) (2+i)(4+i)
1+i

, e) i77, f) (1+ictgφ)5

(1−ictgφ)5 .

Odp. a) 1 + 18i, b) 36, c) 2, d) 13
2
− 1

2
i, e) i, f) − cos 10φ+ i sin 10φ.

Zadanie 2. Rozwia̧zać równania:

a) z2 = 5− 12i, b) z2 + (2i− 7)z + 13− i = 0, c) |z|+ z = 8 + 4i,
d) z2 − 12z∗ + 61 = 0, e) z4 = |z|.
Odp. a) z = ±(3− 2i), b) z1 = 5− 3i, z2 = 2 + i, c) z = 3 + 4i,
d) z = −6± 13i, e) z = 0 ∨ z = ±1 ∨ z = ±i.

Zadanie 3. Rozwia̧zać uk lady równań:

a)

{
(1 + i)z + (1− i)w = 1 + i
(1− i)z + (1 + i)w = 1 + 3i

b)

{
iz + (1 + i)w = 2 + 2i

2iz + (3 + 2i)w = 5 + 3i

Odp. a) z = i, w = 1 + i, b) z = 2, w = 1− i.

Zadanie 4. Przedstawić w postaci trygonometrycznej:

a) 1 + i√
3
, b) 2 +

√
3 + i, c) 1− (2 +

√
3)i.

Odp. a) 2
3

√
3(cos π

6
+ i sin π

6
), b) 2

√
2 +
√

3(cos π
12

+ i sin π
12

),

c) 2
√

2 +
√

3(cos(−5π
12

) + i sin(−5π
12

)).

Zadanie 5. Znaleźć pierwiastki (w postaci trygonometrycznej):

a) 6
√
i, b) 10

√
512(1− i

√
3), c) 8

√
8
√

2(1− i).

Odp. a) eiπ
4k+1

12 , k = 0, 1, . . . , 5, b) 2eiπ
6k−1

30 , k = 0, 1, . . . , 9,

c)
√

2eiπ
8k−1

32 , k = 0, 1, . . . , 7.

Zadanie 6. Znaleźć pierwiastki i zapisać je w postaci x+ iy:

a) 4
√
−4, b)

4
√

8i
√

3− 8, c) 3
√

2− 2i, d) 3

√
8+24i
3−i .

Odp. a) 1±i, −1±i, b)±(
√

3+i), ±(1−i
√

3), c)
√

2
2

(√
2 +
√

3− i
√

2−
√

3
)

,
√

2
2

(
−
√

2−
√

3 + i
√

2 +
√

3
)

, −1− i, d) ±
√

3 + i, −2i.



Zadanie 7. Na p laszczyźnie zespolonej znaleźć miejsce geometryczne punktów
spe lniaja̧cych warunek:

a) |z−1− i| < 1, b) 1 < |z−2i| < 2, c) arg z = π
3
, d) |z−1|+ |z+1| = 3,

e) −2 < Re z < 2.

Odp.
a) Ko lo o promieniu 1 i środku w punkcie (1, 1) (bez brzegów),
b) Pierścień o środku w punkcie (0, 2) i o promieniach 1, 2 (bez brzegów),
c) Pó lprosta wychodza̧ca z pocza̧tku uk ladu wspó lrzȩdnych,
o ka̧cie nachylenia π

3
,

d) Elipsa o ogniskach w punktach −1, 1 oraz o dużej pó losi a = 3
2
,

e) Pas pionowy o osi symetrii pokrywaja̧cej siȩ z osia̧ OY
i o szerokości równej 4.

Zadanie 8. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 2 zachodza̧
równości:

a) cos π
n

+ cos 3π
n

+ cos 5π
n

+ . . .+ cos (2n−1)π
n

= 0,

b) sin π
n

+ sin 3π
n

+ sin 5π
n

+ . . .+ sin (2n−1)π
n

= 0.

Wskazówki:
w1. cos φ+ isinφ = eiφ,
w2. Skorzystać ze wzoru na sumȩ skończonej ilości wyrazów

szeregu geometrycznego.


