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Zadanie 1.
a) Obliczyć następujące komutatory:
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(wskaźniki i, k odpowiadają składowym kartezjańskim).
b) Wykazać, że jeśli jakiś operator jest przemienny z dwoma składo-

wymi kartezjańskimi operatora orbitalnego momentu pędu, to jest prze-
mienny także z operatorem jego trzeciej składowej.

c) Wykazać, że operator radialnej składowej pędu p̂r = 1
2
( ~̂r
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reprezentacji położeniowej ma postać p̂r = h̄
i

1
r

∂
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r. Wykazać, że [r̂, p̂r] = ih̄.

Zadanie 2.
a) Wykazać, że w stanie ψlml

z określonymi wartościami kwadratu orbi-
talnego momentu pędu i jego rzutu na oś z średnią wartość i dyspersję rzutu
orbitalnego momentu pędu na kierunek ~n = (sin β cosα, sin β sinα, cos β)
określają wzory < Ln >= mlh̄ cos β i σ2

Ln
= 1

2
[l(l + 1)−m2

l ]h̄
2 sin2 β.

b) Obliczyć w stanie ψ1ml
z określonymi wartościami kwadratu orbital-

nego momentu pędu (l = 1) i jego rzutu na oś z prawdopodobieństwa wy-
stąpienia poszczególnych rzutów orbitalnego momentu pędu na kierunek ~n.

Zadanie 3. Zależność funkcji falowej cząstki od współrzędnej kulistej ϕ
ma postać ψ(ϕ) = A cosn ϕ, gdzie n ∈ N . Znaleźć stałą A z warunku
normalizacji

∫ 2π
0 |ψ(ϕ)|2dϕ = 1 i obliczyć prawdopodobieństwa otrzymania

poszczególnych wartości mlh̄ w wyniku pomiaru Lz.

Zadanie 4. Udowodnić, że jeśli w reprezentacji położeniowej ψnrlml
(r, ϑ, ϕ) =

Rnrl(r)Ylml
(ϑ, ϕ), to w reprezentacji pędowej

ψ̃nrlml
(p, ϑp, ϕp) = (−i)lR̃nrl(p)Ylml

(ϑp, ϕp),

gdzie R̃(p) =
√
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0 drr2jl(
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)Rnrl(r).
Wskazówka: Wykorzystać wyprowadzony na wykładzie wzór
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Pl(cos γ),

gdzie cos γ = cosϑ cosϑp + sinϑ sinϑp cos(ϕ − ϕp), oraz prawo składania
funkcji sferycznych Pl(cos γ) = 4π
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(ϑp, ϕp).

Zadanie 5. Znaleźć poziomy energetyczne i funkcje falowe stanów związa-
nych cząstki o masie m w polu sił o energii potencjalnej V (r) = −αδ(r− a),
α, a > 0, w stanie s, czyli z l = 0. Ile jest takich poziomów energetycznych?

Wskazówka: Wykorzystać podstawienie R(r) = χ(r)
r

.
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