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Zadanie 1
Dla spinu 1

2 można napisać Ŝi ≡ ~
2σi, gdzie σi są macierzami Pauliego. Pokazać, że ze związków

komutacyjnych dla składowych momentu pędu wynikają związki komutacyjne dla macierzy Pauliego
[σi, σj ] = 2iεijkσk.

Pokazać, że macierze Pauliego spełniają również związki antykomutacyjne ({A,B} ≡ AB +BA):
{σi, σj} = 2δijσ0

gdzie przez σ0 rozumiemy macierz jednostkową 2×2. Pokazać, że
σiσj = δijσ0 + iεijkσk oraz σxσyσz = i.

Zadanie 2
Dowolna macierz 2×2 nad ciałem C liczb zespolonych (a więc i dowolny operator działający w przestrzeni
spinu jednej cząstki o spinie 1

2 ) może być zapisana jako kombinacja liniowa czterech macierzy σ ze
współczynnikami zespolonymi:
A = aµσµ = a0σ0 + a · σ = a0σ0 + axσx + ayσy + azσz

gdzie A jest macierzą 2×2, aµ ∈ C są współczynnikami liczbowymi, a grecki indeks sumowania µ przebiega
wartości 0, x, y, z (lub 0, 1, 2, 3); macierz jednostkową 2×2 oznaczyliśmy tu symbolem σ0. Znaleźć wzory
wyrażające wspólczynniki aµ poprzez macierz A i macierze Pauliego (skorzystać z faktu, że macierze Pauliego
są bezśladowe oraz z wyników zadania pierwszego).

Zadanie 3
Dla stanów spinowych dwóch cząstek o spinie 1

2 (np. neutron-proton) definiujemy operator „zamiany spinu”
P̂σ = 1

2 (1 + σ(n) · σ(p)).
Pokazać, że dwucząstkowe stany tripletowe χt+ = |↑↑〉, χt0 = 1√

2
(|↑↓〉+ |↓↑〉), χt− = |↓↓〉 oraz stan singletowy

χs = 1√
2
(|↑↓〉 − |↓↑〉) są stanami własnymi tego operatora. Uzasadnić nazwę „operator zamiany spinu”, to

znaczy pokazać, że P̂σ|↑↑〉 = |↑↑〉, P̂σ|↑↓〉 = |↓↑〉, P̂σ|↓↑〉 = |↑↓〉, P̂σ|↓↓〉 = |↓↓〉.

Zadanie 4
Układ dwóch unieruchomionych cząstek o spinie 1

2 (na przykład elektron i proton) znajduje się
w jednorodnym polu magnetycznym B skierowanym wzdłuż osi z. Cząstki oddziałują ze sobą momentami
magnetycznymi i z polem magnetycznym:
Ĥ = γσ(e) · σ(p) + µeσ(e) ·B + µpσ(p) ·B.

Znaleźć poziomy energetyczne tego układu w funkcji natężenia pola B.

Zadanie dodatkowe

Zadanie 5
Znaleźć i przedyskutować ruch cząstki o spinie 1

2 w wirującym polu magnetycznym
B(t) = [B sin θ cosωt,B sin θ sinωt,B cos θ].


