Warszawa, 25.09.2009
Ramowy program ¢wiczen z mechaniki kwantowej I
Cwiczenia I-1II — uzupelnienia matematyczne
1. Przypomnie¢ (krotko) podstawowe pojecia: przestrzeri wektorowa, przestrzeri unitarna, zbiory
ortonormalne i zupelne (bazy), przestrzen Hilberta.
2. Ortogonalizacja Grama-Schmidta — formalna konstrukcja bazy ortonormalne;j.
3. Rozwiazac zagadnienie wlasne dla operatora pedu (w jednym wymiarze):

e znalezé rozwiaznie na odcinku (—L/2,L/2) z periodycznymi warunkami brzegowymi (baza

pedowa): _
on(x) = Ape?™ /L gdzie n=0,+1,+2... (1)
Podkreslié kwantowanie wektora falowego k,, = Q’TT”

e unormowac @, (x) oraz pokazaé, ze funkcje ¢, () sa ortonormalne (p, (z)|pr(2)) = Onk

e wykorzystujac ortonormalnosé¢ funkcji ¢, (x) dokona¢ formalnego rozktadu dowolnej funkeji

f(z) w bazie

f(@) = capal(@) gdzie co = (pu(@)|f(2)), (2)

— 00

a nastepmie dokona¢ rozkladu konkretnej funkcji okreslonej na odcinku (—L/2, L/2) np.

F(z) = 2| Tub f(z){ ,1 3}2 ZZEES,L/Z’/O% ®)

w bazie pedowej (czyli w szereg Fouriera). Powiedzie¢ czego nalezy oczekiwaé¢ w punktach
nieciaglosci f(z). Pokazac, ze Y., |c,|? = 1 dla unormowanej funkcji f(z).

e znalezé rozwiazanie swobodne w calej przestrzeni, pr(z) = Are’ ™ numerowane ciagtym
parametrem k€R; powiaza¢ z transformata Fouriera Ay = J%?; podkresli¢ klopoty z nor-

malizacja. Sens czynnika normalizacyjnego \/% wyjasni sie przy dyskusji funkcji j—Diraca.

e uogdblni¢ rownane wtasne dla pedu na przypadek 3D i rozwiazaé je stosujac metode separacji
zmiennych.

4. Omowié¢ funkcje —Diraca od strony praktycznej (!) tj. traktujac ja jako obiekt nabierajacy sensu
pod calka. W szczegolnosci:

e wypisa¢ najcze$ciej uzywane modele funkcji d—Diraca i omowié¢ przynajmniej jeden z nich.
Pokazaé, ze modele te sa tworzone z funkeji g(z) wg. schematu:

1 sz -
/dwg(w) =1L =29 (g) — 5. % () (4)
e podac i uzasadnié¢ takie podstawowe wlasnosci funkcji —Diraca jak:
1
§(ax) = mé(z) (5)

(@) = X e =) (©
o7 —7%) = mﬂm —ni")a(m = ) (ns — ") (7)

gdzie x; sa pojedynczymi pierwiastkami f(x;) = 0 za$ J(&,7]) oznacza Jakobian przeksztalce-
nia.



e podaé reprezentacje catkowa wiazac ja z wprowadzona powyzej transformata Fouriera (nor-
malizacja do funkcji §—Diraca.

e i reprezentacje rozniczkows (funkcja schodkowa i jej pochodna)

. Wykorzystujac funkcje schodkows i reprezentacje rozniczkows funkcji é—Diraca obliczyé Srednie
wartodci pedu i energii kinetycznej (1D):

(@(2)|pl@(2)), (@(2)|T|(x)), (8)

w stanie (A > 0 ustalona stala)
P(z) = Ae M| (9)

Funkcje unormowaé. Zrobi¢ analize wymiarowa dla A i A\. Uzyteczno$é funkcji z nieciagla pochodna
przy modelowaniu funkeji (paczek) falowych wyjasni sie w praktyce, w nastepnej serii ¢wiczer.

Cwiczenia IV-VII — zagadnienia jednowymiarowe

. Rozwazy¢ jednowymiarowa gaussowsks paczke falowsa:

(x—w0)? | .
U(z,t =0) = Ae™ 22 TiRo? (10)

Unormowa¢ f.f. Obliczy¢, w reprezentacji polozeniowej, srednie warosci potozenia (z) i pedu (p)
oraz dyspersje o, i 0p. Przedyskutowaé zasade nieoznaczonosci. Znalezé transformate Fouriera
U (k,t = 0). Wykorzystujac tw. Parsevala (podajemy bez dowodu) oraz wyniki na srednie polozenie
i ped obliczone w reprezentacji potozeniowej wydedukowaé postaé operatoré6w potozenia i pedu w

reprezentacji pedowej. Omowié¢ ewolucje (rozpltywanie) pakietu falowego w czasie.

. Rozwazy¢ ruch czastki o masie m w prostokatnej studni potencjatu:

- 0 dla |z| <a
Ulw) = { Vo>0 dla |z|>a. (11)

Przedyskutowaé¢ symetrie wzgledem odbicia przestrzennego i jej konsekwencje. Wykorzystujac
parzystosé znalez¢ stany zwiazane (E < V,) tj. wyznaczyé (graficznie) energie wlasne i obliczyé
unormowane funkcje wlasne. Pokazaé, ze stany rozproszeniowe (E > V,) tworza widmo ciagle.
Dokonaé przejécia granicznego V, — +oo do prostokatnej studni o nieprzenikalnych $cianach.
Przedyskutowaé¢ modyfikacje warunkéw brzegowych.

. Rozwazy¢ czastke o masie m znajdujaca sie w nieskoriczonej studni potencjatu:

0 dla O0<z<L
V(z) = { oo dla pozostatlych =z ’ (12)
ktorej stan opisuje, w chwili ¢ = 0, nastepujaca funkcja falowa:
v J Asin®(ZE) dla 0<z<L
®(z,t=0)= { 0 dla pozostatych x ’ (13)

gdzie A jest dodatnia stala rzeczywista. Obliczyé rozklad prawdopodobienistwa pomiaru energii i
warto$¢ srednia energii w tym stanie w chwili ¢ = 0. Znalezé ®(z,t) i obliczy¢ $rednia wartosé
energii w dowolnej chwili czasu t. Przy normowaniu wykorzystaé¢ wzor:

/077 sin® p dp = %T( (14)



4. Rozwazy¢ czastke o masie m poruszajaca sie w jednowymiarowej studni potencjatu:

_ 0 da Jz|<a
Ulz) = { +oo dla |z| > a,

ktora przegrodzono czesciowo przepuszczalng bariera

Viz) = 0s().

m

Zbadaé¢ wpltyw przegrody na energie i funkcje wlasne hamiltonianu czastki [przedyskutowaé szczegotowo

funkeje falowa stanu podstawowego| w zaleznosci od parametru przepuszczalnosci bariery €.

Cwiczenia VIII-XI
Rozpraszanie jednowymiarowe i zjawisko tunelowania
Operatory kwantowo-mechaniczne, komutatory, sprzezenie hermitowskie etc
Oscylator harmoniczny we wspoélrzednych kartezjariskich

1. Rozwazy¢ czastke o masie m i energii ¥ > 0, padajaca z lewej strony na bariere potencjatu:

0 dla r>a
Vi)=<¢ Vo,>0 dla a>2>0 . (15)
0 dla <0

Omowi¢ zjawisko tunelowe (0 < E < V,) i zjawisko rozpraszania rezonansowego Ramsauera-
Townsenda (E > V).

2. Operatory kwantowo-mechaniczne, relacje komutacji, sprzezenie hermitowskie:
e Wykorzystujac zasad¢ odpowiedniosci Bohra wprowadzi¢ operator momentu pedu i obliczy¢
[L;, L;] = iheijinLi,. Wykorzystaé komutator [#;,p;] = ihd;;.

e Omowic pojecie (sens) funkcji od operatora f(A). Pokazaé, ze jezeli [A, B] = 0 to [f(A), B] =
0.

o Obliczy¢ komutatory [, f(p)] = ihV,f(p) i [D, f(#)] = iRV, f(r).
o Wykorzystujac wzory otrzymane powyzej obliczy¢: [501',132], [i/i,,f:j], [ﬁi,ﬁj]

e Rozwazy¢ pare operatorow A B spelniajacych nastepujace zwiazki komutacyjne:
[4,[4, B]] = [B,[A, B]] = 0. (16)

Udowodni¢, ze dla tej pary zachodzi nastepujaca relacja

eAB = - eAdeB, (17)

- 3IA,

esd

W=

znana w literaturze pod nazwa wzoru Bakera-Campbella-Hausdorfa (BCH).

e Obliczy¢ analitycznie a%T i pokaza¢, ze pt = p. Pokazaé, ze: (AB)T = BTAT;

3. Rozwazy¢ czastke o masie m poruszajaca sie w jednowymiarowym potencjale oscylatora harmon-

icznego V(z) = fmw?x?. Znalez¢ rozwigzanie (funkcje i wartosci wlasne) metoda wielomianow

Sommerfelda. Wypisa¢ funkcje generujaca dla wielomianéw Hermite’a:

oo

S, s) = e e = Z HZL—('OS”' (18)
n=0 :



Pokaza¢, ze wspotezynniki rozwiniecia H,, we wzorze (18) spelniaja rownanie Hermite’a znalezione
powyzej. Wykorzystujac funkcje generujaca dla wielomianoéw Hermite’a znalezé podstawowe relacje
rekurencyjne:

Hpa(§) = 26H,(§) —2nHn1(8), (19)
H,,(6) 2nH,—1(§), (20)

i reprezentacje rozniczkows wielominéw Hermite’a. Pokazaé, ze funkcje falowe oscylatora sa or-
togonalne, tj. ze wielomiany Hermite’a sa ortogonalne z waga gaussowska. Unormowaé funkcje
falows.

4. Rozwazy¢ czastke o masie m poruszajaca sie w tréojwymiarowym potencjale oscylatora harmon-
icznego:

3
1 2 2
V(F) = 3m '2_1 wiTs. (21)

Rozseparowaé¢ zmienne. Wypisa¢ funkcje wlasne i energie wlasne. Obliczyé stopienn zwyrodnienia
poziomoéw energetycznych oscylatora izotropowego (sferycznego) i omowié efekt znoszenia degene-
racji przy redukcji symetrii sferycznej do symetrii osiowej w, = w, # w,. Jako ciekawostke pokazaé
co sie dzieje gdy ‘:}—j = % lub z—j = 2.
Cwiczenia X-XIV
Oscylator harmoniczny - wykorzystanie operatoréow kreacji i anihilacji. Moment pedu. Ruch w
polu sit centralnych.

1. Znalez¢ stany koherentne!:
alz) = z|z), (22)

rozwiazujac analitycznie row. rézniczkowe (22). Obliczyé wartosci oczekiwane potozenia i pedu w
stanie |z). Udowodnié relacje zupelnosei:

1

=1 /d2z 12)(2]. (23)

7r
Pokazac jak stan |z) ewoluuje w czasie.

2. Wprowadzi¢ operatory kreacji i anihilacji dla oscylatora harmonicznego dwu- (2D) i tréjwymi-
arowego (3D). Dla oscylatora 3D policzy¢ elementy macierzowe: (njnyn’|L.|[nnyn.). Omowic
reguty wyboru i ogoélne zasady prowadzace do efektywnego liczenia elementoéw macierzowych przy

wykorzystaniu operatoréow kreacji i anihilacji.

3. Rozwazy¢ podprzestrzeni stanéw wlasnych izotropowego oscylatora harmonicznego o energii wlasnej

~92 ~

%Tzw. W tej podprzestrzeni skonstruowaé stany wtasne operatoréw L i L,. Pokazaé zwiazek
otrzymanych stanéw z harmonikami dipolowymi.

4. Sformutowaé zasade nieoznaczonosci dla operatoréw Ly i i/y 2 Sposrod stanéw wlasnych |[0m)

~2 A ~

operatorow L i L,, wybra¢ te, w ktérych mozna najdoktadniej zmierzy¢ jednoczesnie sktadowe L,

i L.

5. Znalez¢ funkcje i wartosci wlasne tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego przez sprowadzenie
roéwnania radialnego do postaci réwnania hipergeometrycznego konfluentnego.

INa wykladzie wprowadzilem operatory kreacji i anihilacji dla oscylatora w 1D.

2Na wyktadzie sformutowem ogélng zasade nieoznaczonosci: 012&0% > %HA, ]_Eﬂ |2 dla dowolnych operatoréw hermitowskich

AiB



Cwiczenia XV-XIX
Radialne i katowe rozklady prawdopodobieristwa. Atom wodoru. Algebra momentu pedu. Spin
1/2. Calkowity moment pedu. Skladanie spinéw dwoch czastek: stany singletowy i trypletowy.

1. Wyprowadzi¢ wzoér na radialny rozktad prawdopodobienstwa P (¢, m; r) w dowolnym stanie U(r, 8, ),
scatkowany rozktad P(¢,m) i jego wariant w stanie, ktory faktoryzuje sie na czesci radialna i katowa
U(r,0,9) = F(r)©(0, ¢). Przedyskutowaé radialny rozklad prawdopodobieistwa w stanie podsta-
wowym atomu wodoru. Pokazaé¢, ze maksimum rozktadu odpowiada promieniowi Bohra a nie, jak
by sie naiwnie wydawalo, sredniemu potozeniu (1s|r|1s).

2. Rozwazy¢ czastke opisang funkcja falowa: U(r,0,0) = f(r)sinfd. W tym stanie obliczy¢:

b <ffz>; <£Z>
e Pl=2,m=0), Pl=2), Pl=2k+1,m=0) gdzie k=0,1,2,....

3. Rozwazy¢ czastke opisana funkcja falowa;:
o U(r,0,¢) = f(r)e*?,
o U(z,y,2)=N(iz+ 2y — 2)e 3",

W tych stanach obliczyé rozktad prawdopodobieristwa P(¢,m) oraz wartosci oczekiwane (I:Z) i
(L?). Uwaga, w pierwszym z przypadkéw (L2) jest logarytmicznie rozbiezne, co mozma takze
pokazaé korzystajac z jawnej postaci L% wykonujac bezposrednie catkowanie we wspolrzednych
sferycznych. Wyjasnié¢ dlaczego tak sie dzieje!

4. Czastka znajduje sie w stanie kwantowym |¢m). Na ukladzie dokonano pomiaru rzutu, L., wektora
orbitalnego momentu pedu na os Oz’ tworzaca z osia Oz kat a.. Obliczy¢é wartosci oczekiwane: (L)
i(L2).

5. Czastke o spinie 1/2 i momencie magnetycznym f1 = u,6 umieszczono, w chwili ¢ = 0, w stalym
polu magnetycznym B = Bye, + B.e,. Znalez¢ i przedyskutowaé ewolucje czasowg stanu czgstki
przyjmujac, ze w chwili ¢ = 0 znajduje sie ona w stanie |1/2,1/2). Znalezé prawdopodobienistwo
odwrdcenia spinu w funkcji czasu. Przedyskutowaé granice: B, > 0,B, - 0i B, > 0,8, — 0

6. Rozwazy¢ zagadnienie dwoch czastek o spinach 1/2. Znalezé wspoétezynniki Clebscha-Gordana

.2
przejscia od bazy iloczynowej do bazy sprzezonej | S, M; s 3(2)> diagonalizujacej operatory: S =
(3W +5@)2i 8, =3 3 oraz (3V)2 i (3?2,

7. Hamiltonian dwoch nieruchomych czastek o spinie 1/2 kazda dany jest wzorem:
H=AEY+352)+ BsW . 50 (24)
gdzie A i B sa stalymi. Znalezé poziomy energetyczne ukltadu 3.

8. Znalezé energie wlasne i odpowiadajace im spinowe funkcje wlasne uktadu proton-antyproton.
Czastki sg nieruchome i znajduja sie w odlegtosci r od siebie, a ich oddzialywanie opisuje hamilto-
nian:

. A . 3ﬂ(1)-T ﬂ(2)-7“
He=g|p®. 4@ _ ( r)2( ) ,

(25)
w ktorym g jest stala, a p™ i u(® s3 momentami magnetycznymi odpowiednio protonu i antypro-
tonu.

9. Zadanie nieobowigzkowe do domu: Przedyskutowaé¢ ruch czastki o spinie 1/2 w wirujacym polu
magnetycznym: B = [Bsin 6 coswt, B sin 6 sin wt, B cos ].

3Moze warto wspomnie¢ o iloczynie tensorowym (prostym) podprzestrzeni i operatoréw i rozwiazaé to zadanie wyko-
rzystujac ten formalizm. Pozostawiam to waszej decyzji.



Cwiczenia XX—XXIII

Rozwigzania przyblizone: stacjonarny rachunek zaburzen.

1. Wyznaczyé, w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, poprawki energetyczne do energii wtasnych
izotropowego dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego wywolane zaburzeniem:

oV (x,y) = exy. (26)

Obliczenia wykonaé dla stanéw o gtéwnej liczbie kwantowej N = 2. 4 Energie poréwnaé z wynikami
$cistymi. Wypisa¢ wtasciwe funkcje falowe.

2. Wprowadzi¢ wzér Feynmana-Hellmana. Korzystajac z tego wzoru obliczy¢ poprawke relatywisty-

czna do energii wlasnych atomu wodoru. Jako poprawke do energii kinetycznej przyjaé¢ pierwszy
czton rozwiniecia relatywistycznej energii kinetycznej:

2 2 4
_ 2. P 2 P p
Tra=me\|Lag T mme ™ G  gde 27)

3. (W przypadku braku czasu — do domu) Traktujac potencjal Yukawy

Uy(r) = _Zer/a gdzie a>0 i % >1 (28)
r
jako zaburzenie potencjatu Coulomba Uc(r) = —% znalez¢, w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen,

poziomy energetyczne w dolnej czesci widma. Uwzgledni¢ dwa najnizsze czlony rozwiniecia Uy ()
wokol Ug(r). Poda¢ warunek stosowalnosci procedury do n—tego poziomu energetycznego.
Wsk.: (nfm|rlnfm) = a,(3n® — £(€ + 1)).

4. Znalezé, w drugim rzedzie rachunku zaburzen, poprawke do poziomoéw energetycznych natado-
wanego rotatora o momencie bezwtadnosci & i momencie dipolowym d umieszczonego w staltym,

stabym polu elektrycznym E = Eé..

5. Rozwazy¢ molekute wodoru. Wyprowadzi¢ wzér na oddzialtywanie dipolowe (van der Waalsa)
pomiedzy atomami wodoru tworzacymi molekule. Korzystajac z rachunku zaburzen obliczy¢ ener-
gie wiazania molekuly zakladajac, ze atomy wodoru sa w stanach podstawowych. Przedyskutowaé
role spinowej funkcji falowej (antysymetryzacja).

6. Omowi¢, w ramach rachunku zaburzeri w pierwszym rzedzie, efekt Zeemana w stanie 2p (n=2, £ =
1) atomiu wodoru traktujac:

=

W)

5V =57

.B. (29)

>t
S

jako zaburzenie.®

Cwiczenia XXIV-XXVI

Metody przyblizone: rachunek wariacyjny, WKB, zaburzenia zalezne od czasu

1. Czastka o masie m porusza sie w polu sit o potencjale V() = F|z| gdzie F' > 0. a) Wyznaczy¢
gorna granice na energie stanu podstawowego przy uzyciu funkcji probnej ¥(x) = Aeelzl gdzie
a > 0 jest parametrem wariacyjnym. b) Oszacowaé energie stanu podstawowego wykorzystujac
przyblizenie WKB. Poréwnaé otrzymane wyniki.

4Przypadek N=3 mozna da¢ do domu.
5Do domu proponuje daé¢ ruch we wzajemnie prostopadlych, stabych polach elektrycznym i magnetycznym.



2. Oszacowa¢ metoda WKB czas polowicznego zaniku dla rozpadu « jadra radu: 22°Ra — 222Rn +
3a. Potencjal przyblizy¢ wzorem:

-V, dla r <7,
Vo ={ sz e Lo (30)

T

Przyjac, ze promiei jadra wynosi 7, ~ 1.24'/3 fm, energia rozpadu jest réwna E, = 4.78 MeV, a
emitowana czastka o ma moment pedu ¢ = 0. Pokazaé, ze dla rozpadu zachodzi nastepujace prawo
InTy/p ~ f;E znane jako (empiryczne) prawo Geigera-Nutalla.

3. Oszacowaé prawdopodobienistwo jonizacji atomu wodoru umieszczonego w zewnetrznym polu elek-
trycznym: E(t) = 2F, sinwt. Przedyskutowaé rozklad katowy emitowanych elektronow.

Cwiczenia XX VII-XXVIII

Rozpraszanie: przyblizenie Borna i metoda fal parcjalnych

1. Obliczy¢ przesuniecia fazowe d, dla rozpraszania na potencjale %, o > 0. Obliczy¢ amplitude
rozpraszania i rézniczkowy przekrdj czynny dla maltych wartosci a. Poréwnaé¢ uzyskany wynik z
wynikiem otrzymanym w przyblizeniu Borna.

2. Obliczy¢ wkiad od fali s (£ = 0) do calkowitego przekroju czynnego dla rozpraszania niskoenergety-
cznych czastek o ka > 1 na przyciagajacym (2 > 0) potencjale:

V(r) = =Q(r — a). (31)

Przedyskutowaé otrzymany wynik dla 27’/{# — 1.

Wojciech Satuta



