
1 Transformata Fouriera

1.1 Kilka przypomnie« i nowych faktów dotycz¡cych caªek nie-

wªa±ciwych

Caªk¦ niewªa±ciw¡
+∞∫
−∞

f(x) dx

de�niowali±my jako

lim
N→∞
M→−∞

N∫
M

f(x) dx

Def. Mówimy, »e funkcja (ci¡gªa , kawaªkami ci¡gªa) jest caªkowalna na R,
je»eli

sup
M,N∈R

N∫
M

|f(x)| dx <∞. (1)

Stw. Je»eli f � caªkowalna, to istniej¡ granice

lim
N→∞

N∫
0

f(x) dx oraz lim
M→−∞

M∫
0

f(x) dx

Dow. Poka»emy, »e

∀ε>0∃N0∀N,N ′>N0

∣∣∣∣∣∣∣
N∫
0

f(x) dx−
N ′∫
0

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Uwaga: To co jest po kwanty�katorach mo»na równowa»nie zapisa¢ jako∣∣∣∣∣∣
N ′∫
N

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

Koniec uwagi.

Z zaªo»enia mamy, »e sup
N∈R+

N∫
0

|f(x)| dx <∞. Wobec tego funkcja

φ(N) =
N∫
0

|f(x)| dx

jest rosn¡ca i ograniczona. Istnieje wi¦c granica

lim
N→∞

N∫
0

|f(x)| dx
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Analogicznie jest dla drugiej caªki (od −N ′ do 0). �¡cznie mamy:

∀ε>0∃N0∀N,N ′>N0

∣∣∣∣∣∣∣
N∫
N ′

|f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

co znaczy, »e równie»

∀ε>0∃N0∀N,N ′>N0

∣∣∣∣∣∣∣
N∫
N ′

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci majoryzowanej.
Niech {fn} � ci¡g funkcji (ci¡gªych lub kawaªkami ci¡gªych) na R oraz f∞

� funkcja (ci¡gªa lub kawaªkami ci¡gªa) na R, przy czym

∀x∈R lim
n→∞fn(x) = f∞(x).

Zaªó»my, »e istnieje funkcja caªkowalna ϕ  0 taka, »e

∀x∈R∀n∈N|fn(x)| ¬ ϕ(x)

(tzn. wszystkie funkcje fn(x) s¡ majoryzowane przez t¦ sam¡ funkcj¦ caªko-
waln¡ ϕ, niezale»nie od n).

Wtedy:

lim
n→∞

+∞∫
−∞

fn(x) dx =
+∞∫
−∞

f∞(x) dx; (2)

innymi sªowy, mo»na przechodzi¢ do granicy pod znakiem caªki.
Dow. nie b¦dzie.

CNBO (Co Nie B¦dzie Okazane)
Przykª. Niech g(x) = max{0, 1 − x2}. We¹my rodzin¦ funkcji: fn(x) =

g(x − n). W tym przypadku nie mamy szans na znalezienie funkcji ϕ(x) z
powy»szego twierdzenia.

Nie zdziwmy si¦ wi¦c, »e nie zachodzi te» teza. Mamy bowiem:

+∞∫
−∞

g(x− n)dx =
n+1∫
n−1

g(x− n)dx =
+1∫
−1

g(x)dx > 0,

podczas gdy
f∞(x) = lim

n→∞g(x− n) = 0.
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1.2 Transformata Fouriera i jej podstawowe wªasno±ci

1.2.1 De�nicja, motywacja i gar±¢ przykªadów

Def. Niech f � caªkowalna na R. Transformat¡ Fouriera funkcji f , oznaczan¡
jako f̂(x) lub (F f)(x) nazywamy funkcj¦

f̂(x) ≡ (F f)(x) =
+∞∫
−∞

f(k) eikxdk. (3)

Motywacja. W jakich problemach przydaje si¦ transformata Fouriera?
Jako prototyp rozpatrzmy rozszczepienie ±wiatªa w pryzmacie. Pu±¢my wi¡z-
k¦ ±wiatªa biaªego na pryzmat. RYS. Po przej±ciu przez pryzmat, obserwuje-
my na ekranie za pryzmatem wszystkie kolory t¦czy; ka»dy kolor jest wi¡zk¡
±wiatªa monochromatycznego o danej cz¦sto±ci i okre±lonym nat¦»eniu. Mo-
»emy zapyta¢: Ile w danej wi¡zce ±wiatªa biaªego jest ±wiatªa o okre±lonej
dªugo±ci fali? Odpowied¹ uzyskujemy, poddaj¡c wyj±ciow¡ wi¡zk¦ transfor-
macie Fouriera.

Wracaj¡c na grunt matematyczny, zapytajmy: Jakie funkcje f̂ z (3) mo»na
zapisa¢ w powy»szej postaci? Jak dla danego f̂ znale»¢ f?

Zanim odpowiemy na powy»sze pytania, rozpatrzmy gar±¢ przykªadów.

1. Transformata Fouriera funkcji charakterystycznej odcinka.

2. Transformata Fouriera gaussianu.

1.2.2 Wªasno±ci transformaty Fouriera

1. f � caªkowalna =⇒ Ff � ograniczona. (Bo:

|(Ff)(x)| ¬
+∞∫
−∞
|f(k) eikx|dk =

+∞∫
−∞
|f(k)|dk;

a »e f jest caªkowalna, to caªka po prawej stronie jest sko«czona i nie-
zale»na od x, czyli � jak byªo zapodawane � Ff jest ograniczona).

2. Operacja F jest liniowa:

• F(f + g) = Ff + Fg;
• • F(λf) = λFf , λ ∈ C.
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3. Je»eli f i f̂ s¡ funkcjami caªkowalnymi, to

F(
df
dx

)(x) = −ix(Ff)(x). (4)

Dow.

F(f ′)(x) =
+∞∫
−∞

f ′(k) eikxdk = lim
M,N→∞

N∫
−M

f ′(k) eikxdk

= lim
M,N→∞

f(k)eikx
∣∣∣N−M −

N∫
−M

f(k) ix eikxdk


Pierwszy wyraz (granica) jest równy zeru (bo f � caªkowalna). Drugi
wyraz (caªka) to −ix(Ff)(x).

CBDO

4. Je±li f(k), kf(k) s¡ caªkowalne, to

F(kf)(x) = −i d
dx

(Ff)(x). (5)

Dow.
d
dx

(Ff)(x) = lim
h→0

(Ff)(x+ h)− (Ff)(x)
h

= lim
h→0

i
+∞∫
−∞

kf(k)
eik(x+h) − eikx

ihk
dk

= lim
h→0

i
+∞∫
−∞

kf(k)eikx
eikh − 1
ihk

= (∗);

ale iloraz eit−1
it jest ograniczon¡ funkcj¡ t, i lim

t→0
eit−1
it = 1, (co mo»na

zobaczy¢ np. z reguªy de l'Hospitala), wi¦c (z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci
majoryzowanej) mo»na wej±¢ z granic¡ pod znak caªki, tak wi¦c

(∗) = i
+∞∫
−∞

kf(k)eikxdk,

tak wi¦c

+∞∫
−∞

kf(k)eikxdk = F(kf)(x) = −i d
dx

(Ff)(x).

CBDO
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Wniosek. Je»eli f ∈ C2(R) i f, f ′, f ′′ s¡ caªkowalne, to Ff te» jest caªko-
walna.

Dow. (wniosku). Z zaªo»enia, Ff jest ci¡gªa. Mamy te»:

F(f ′′)(x) = −x2(Ff)(x) (6)

i, skoro F(f) jest ci¡gªa, to F(f ′′)(x) jest ci¡gªa, a wi¦c ograniczona na zbio-
rze zwartym, np. na odcinku [−a, a]; na tym odcinku jest wi¦c caªkowalna.

Pozostaje oszacowa¢ wkªad od 'ogonów', tzn. dla |x| > a. Z wª. 1, transfor-
mata funkcji caªkowalnej jest ograniczona. Mamy wi¦c dla dowolnego x ∈ R

x2|(Ff)(x)| ¬M, gdzie M = const

co daje

|(Ff)(x)| ¬ M

x2 .

Tak wi¦c transformata F(f ′′) jest caªkowalna na ]−∞, a] i [a,∞[, bo 1
x2 jest

tam caªkowalna.
Czyli F(f ′′) jest caªkowalna na caªym R.

CBDO

Tw. Niech f ∈ C2(R) oraz f, f ′, f ′′ b¦d¡ caªkowalne. Wtedy

I =
+∞∫
−∞

(Ff)(x)dx = 2πf(0). (7)

Dow. Mamy:

I = lim
ε→0

+∞∫
−∞

(Ff)(x)e−ε|x|dx; (8)

(RYS. � przyjrzyjmy si¦ wykresowi e−ε|x|), bowiem funkcja podcaªkowa dla
dowolnego ε > 0 jest majoryzowana przez |(Ff)(x)|, która jest caªkowalna �
co wynika z Tw. udowodnionego dopiero co. Równo±¢ (8) wynika teraz z tw.
Lebesgue'a o zbie»no±ci majoryzowanej.

Dowód oparty jest na manipulacji granicami, co jest dozwolone znowu
przez tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci majoryzowanej.

Mamy dalej:

+∞∫
−∞

(Ff)(x)e−ε|x|dx = lim
N→∞

+N∫
−N

(Ff)(x)e−ε|x|dx

= lim
N→∞

+N∫
−N

+∞∫
−∞

(
f(k)eikxdk

)
e−ε|x|dx
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= lim
N→∞

∫ +N

−N

(
lim
M→∞

∫ +M

−M
f(k)eikxdk

)
e−ε|x|dx

= lim
N→∞

lim
M→∞

∫ +N

−N

(∫ M
−M

f(k)eikxe−ε|x|dk
)
dx = (∗∗)

funkcja w wewn¦trznej caªce majoryzuje si¦ przez pewn¡ funkcj¦ caªkowaln¡
od zmiennej x. [ .... ]Mamy wi¦c dalej, po zmianie kolejno±ci caªkowania:

(∗∗) = lim
N→∞

lim
M→∞

∫ +M

−M
f(k)

(∫ +N

−N
eikx−ε|x|dx

)
dk = (∗ ∗ ∗)

Policzmy t¦ wewn¦trzn¡ caªk¦:

∫ +N

−N
eikx−ε|x|dx =

∫ 0

−N
e(ik+ε)xdx+

∫ +N

0
e(ikx−ε)xdx =

e(ik+ε)x

ik + ε

∣∣∣∣∣∣
0

−N
+
e(ik−ε)x

ik − ε

∣∣∣∣∣∣
N

0

=
1

ik + ε
− 1
ik − ε

+ co± d¡»¡cego do 0 przy N →∞

Wykorzystuj¡c to w (∗ ∗ ∗), mamy:

(∗ ∗ ∗) = lim
N→∞

+∞∫
−∞

f(k)
2ε

k2 + ε2
dk + co± d¡»¡cego do 0 przy N →∞

=
+∞∫
−∞

f(k)
2ε

k2 + ε2
dk = |podstawiamy k = εl| =

+∞∫
−∞

f(εl)
2ε

ε2l2 + ε2
εdl

=
+∞∫
−∞

f(εl)
2

l2 + 1
dl,

czego granica, gdy ε→ 0, jest równa

f(0)
+∞∫
−∞

2
l2 + 1

dl = 2πf(0).

CBDO

1.2.3 Transformata odwrotna

Teraz poszukajmy transformaty odwrotnej. Maj¡c dan¡ funkcj¦ f , zde�niuj-
my

fl(k) = f(k + l), l ∈ R
Mamy:

(Ffl)(x) =
+∞∫
−∞

fl(k)eikxdk =
+∞∫
−∞

f(k + l)eikxdk =
+∞∫
−∞

f(k)ei(k−l)xdk
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= e−ilx
+∞∫
−∞

f(k)eikxdk = e−ilx(Ff)(x); (9)

a »e, z wzoru udowodnionego w poprzedniej Subsection:

fl(0) =
1

2π

+∞∫
−∞

(Ffl)(x)dx,

to

f(l) = fl(0) =
1

2π

+∞∫
−∞

(Ff)(x)e−ilxdx (10)

Podsumowanie � wa»ne wzorki:

• Transformata Fouriera:

(Ff)(x) ≡ f̂(x) =
+∞∫
−∞

f(k)eikxdk, (11)

• Odwrotna transformata Fouriera:

(F−1g)(k) =
1

2π

+∞∫
−∞

g(x)e−ikxdx. (12)

1.2.4 Przestrzenie Cn z iloczynem skalarnym i L2(R)

Przypomnijmy de�nicj¦ wektorowej przestrzeni zespolonej z iloczynem ska-
larnym (przestrzeni unitarnej). Niech x, y ∈ CN , tzn.

x = (x1, x2, . . . , xN); y = (y1, y2, . . . , yN), gdzie xi ∈ C, yi ∈ C.

De�niowali±my iloczyn skalarny:

(x|y) =
N∑
i=1

x̄iyi

co dawaªo te» de�nicj¦ normy (dªugo±ci wektora):

||x|| =
√

(x|x)

�atwo sprawdzi¢, »e tak zde�niowany iloczyn skalarny ma wªasno±ci:

1. ||x||  0, ||x|| = 0⇐⇒ x = 0;

2. (x|λy) = λ(x|y) oraz (λx|y) = λ̄(x|y), gdzie λ ∈ C (liniowo±¢ w drugim
argumencie, antyliniowo±¢ w pierwszym);
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3. (x|y + z) = (x|y) + (x|z) oraz (x+ y|z) = (x|z) + (y|z).

Zde�niujmy teraz L2(R) � przestrze« funkcji o warto±ciach zespolonych, caª-

kowalnych z kwadratem. Nale»¡ do niej funkcje kawaªkami ci¡gªe, caªkowalne
z kwadratem, tzn. ∫

R
|f(x)|2dx <∞.

Wprowad¹my w L2(R) iloczyn skalarny wzorem

(f |g) =
+∞∫
−∞

f(k)g(k)dk.

�atwo si¦ sprawdza, »e speªnione s¡ warunki 1. � 3. wy»ej.
Iloczyn skalarny de�niuje norm¦ funkcji

||f || =
+∞∫
−∞
|f(k)|2dk.

Obliczmy teraz kwadrat normy transformaty Fouriera funkcji:

+∞∫
−∞
|(Ff)(x)|2dx =

+∞∫
−∞

(Ff)(x)(Ff)(x)dx

=
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(k)e−ikxdk

 (Ff)(x)dx = . . .

Zmieniamy kolejno±¢ caªkowania, i dostajemy...

· · · =
+∞∫
−∞

f(k)

+∞∫
−∞

(Ff)(x)e−ikxdx

 dk = . . .

Ale! Wewn¦trzna caªka jest równa 2πf(k), wi¦c ostatecznie dostajemy

· · · = 2π
+∞∫
−∞
|f(k)|2dk.

Udowodniona dopiero co równo±¢ nosi nazw¦ wzoru Plancherela:

+∞∫
−∞
|(Ff)(x)|2dx = 2π

+∞∫
−∞
|f(k)|2dk (13)

Interpretacja �zyczna.
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1.3 Zasada nieoznaczono±ci

Zaczniemy od przypomnienia/(a je±li kto± nie miaª do czynienia to od podania na nowo) niektórych
postulatów i ±rodków operacyjnych z mechaniki kwantowej.

B¦dziemy mieli do czynienia z cz¡stk¡, poruszaj¡c¡ si¦ po prostej (sytuacja jednowymiarowa).
W mechanice kwantowej nie mo»na (z reguªy) przypisa¢ cz¡stce konkretnego poªo»enia. Zamiast

tego operuje si¦ prawdopodobie«stwami. Sªu»y do tego funkcja falowa Ψ(x). Nie ma ona bezpo±redniej
interpretacji �zycznej. Ma j¡ natomiast kwadrat jej moduªu: Wielko±¢:

|Ψ(x)|2dx

jest prawdopodobie«stwem tego, »e cz¡stka (np. elektron) znajduje si¦ w przedziale [x, x+ dx].
Prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki na caªej prostej musi by¢ równe 1, sk¡d otrzymujemy waru-

nek normalizacji funkcji falowej: ∫
R
|Ψ(x)|2dx = 1.

Maj¡c funkcj¦ falow¡, mo»emy otrzyma¢ dowolne obserwable � w sensie statystycznym, tzn. otrzyma¢
warto±ci ±rednie wielko±ci obserwowalnych. We¹my np. poªo»enie cz¡stki. Warto±¢ ±rednia poªo»enia jest

xśr ≡ 〈x〉 =
∫
R
x|Ψ(x)|2dx

Otrzymana z powy»szego rachunku warto±¢ ±rednia nie znaczy, »e podczas pojedynczego pomiaru dosta-
niemy dokªadnie xśr; warto±¢ t¦ dostaniemy jako warto±¢ ±redni¡ z wielu pomiarów. Skoro tak, mo»emy
mówi¢ o ±rednim odchyleniu kwadratowym, obrazuj¡cym "rozrzut" wyników pomiarów wokóª warto±ci
±redniej. De�niujemy je podobnie jak w statystyce. Tam, je»eli mierzyli±my jak¡± wielko±¢, np. x, i w
wyniku N pomiarów uzyskali±my warto±¢ xśr:

xśr =
1
N

N∑
i=1

xi,

to ±rednie odchylenie kwadratowe (∆x)2 jest:

(∆x)2 =
1
N

N∑
i=1

(xi − xśr)2.

W naszym przypadku (mechanika kwantowa) mamy

(∆x)2 =
∫
R

(x− xśr)2|Ψ(x)|2dx (14)

Jedn¡ z podstaw mechaniki kwantowej jest dualizm korpuskularno-falowy. Jednym z jego aspektów
jest to, i» zamiast rozpatrywa¢ funkcj¦ falow¡ jako funkcj¦ poªo»enia, mo»na równowa»nie rozpatrywa¢
j¡ jako funkcj¦ p¦du cz¡stki. (Czasem jest to bardziej wygodne, czasem mniej, ale obie te przedstawienia
s¡ równowa»ne).

Zamiast p¦du cz¡stki p, b¦dziemy tutaj mieli do czynienia z wektorem falowym k, powi¡zanym z p
prosto przez równo±¢

p = ~k.

i b¦dziemy rozpatrywa¢ funkcj¦ falow¡ jako funkcj¦ k.
Obie te postaci: Funkcja falowa jako funkcja poªo»enia Ψ(x), oraz jako funkcja wektora falowego

(Ψ̂(k), s¡ powi¡zane przez transformacj¦ Fouriera:

Ψ(x) =
1√
2π

∫
R
eikxΨ̂(k)dk. (15)

Funkcja falowa Ψ̂(k) ma analogiczn¡ interpretacj¦ probabilistyczn¡, jak Ψ(x): Wielko±¢

|Ψ̂(k)|2dk
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jest prawdopodobie«stwem tego, »e wektor falowy cz¡stki jest zawarty mi¦dzy k a k + dk; funkcja Ψ̂(k)
jest unormowana, tzn. zachodzi ∫

R
|Ψ̂(k)|2dk = 1

co jest stwierdzeniem faktu, »e suma prawdopodobie«stw przyjmowania przez cz¡stk¦ wartósci p¦du w
przedziale ]−∞,∞[ jest 1;

Warto±ci¡ ±redni¡ wektora falowego cz¡stki w stanie opisywanym przez Ψ̂(k) jest liczba

kśr ≡ 〈k〉 =
∫
R
k|Ψ̂(k)|2dk,

za± ±rednie odchylenie kwadratowe dla wektora falowego cz¡stki w tym stanie jest równe

(∆k)2 =
∫
R

(k − kśr)2|Ψ̂(k)|2dk. (16)

Mamy fundamentalnej wa»no±ci
Tw. (Zasada nieoznaczono±ci).

∆x ·∆k  1
2
, (17)

lub, co si¦ cz¦±ciej spotyka w �zyce � w wersji p¦dowej,

∆x ·∆p  ~
2
. (18)

Dow. Caªka z kwadratu moduªu dowolnej funkcji jest nieujemna, wi¦c dla dowolnej λ ∈ R mamy∫
R
|Ψ′(x)− xλΨ(x)|2  0,

(tu prim oznacza pochodn¡). Rozpiszmy wyra»enie podcaªkowe:∫
R
|Ψ′(x)|2dx+ λ2

∫
R
x2|Ψ(x)|2dx− λ

∫
R
xΨ̄(x)Ψ′(x)dx− λ

∫
R
xΨ̄′(x)Ψ(x)dx  0. (19)

Przedostatni czªon scaªkujmy przez cz¦±ci:∫
R
xΨ̄(x)Ψ′(x)dx = xΨ̄(x)Ψ(x)

∣∣+∞
−∞ −

∫
R

(xΨ̄(x))′Ψ(x)dx

= 0−
∫
R

Ψ̄(x)Ψ(x)dx−
∫
R
xΨ̄′(x)Ψ(x)dx

(skorzystali±my tu z faktu, i» xΨ̄(x)Ψ(x) d¡»y w niesko«czono±ci do zera). Wstawiaj¡c otrzyman¡ równo±¢
do (19) otrzymamy:

0 ¬
∫
R
|Ψ′(x)|2dx+ λ2

∫
R
x2|Ψ(x)|2dx+ λ

∫
R
|Ψ(x)|2dx.

Popatrzmy na powy»sz¡ nierówno±¢ jako na warunek nieujemno±ci trójmianu kwadratowego w zmiennej
λ. Trójmian jest nieujemny, co oznacza, »e jego wyró»nik jest niedodatni; otrzymujemy wi¦c:

(
∫
R
|Ψ′(x)|2dx) · (

∫
R
x2|Ψ(x)|2dx)  1

4

Skorzystamy teraz z wzoru Plancherela; ostatnia nierówno±¢ jest równowa»na:

(
∫
R

k2|Ψ(k)|2dk) · (
∫
R
x2|Ψ(x)|2dx)  1

4

I to ju» jest prawie to co chcemy, bo wyrazy po lewej stronie to odpowiednio (∆x)2 i (∆k)2 � tyle »e
obliczane dla xśr = 0 i kśr = 0 (por. wzory (14) i (16). Na razie wi¦c mamy

(∆x)2 · (∆k)2  1
4

dla xśr = 0 i kśr = 0.
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Ale ªatwo st¡d otrzyma¢ ogóªny przypadek. Zmody�kujmy funkcj¦ Ψ(x) nast¦puj¡co:

Ψ(x)→ e−ik0xΨ(x). (20)

Przy takiej transformacji, kwadrat moduªu funkcji falowej si¦ nie zmienia:

|Ψ(x)|2 → |Ψ(x)|2.

Teraz, ze wzgl¦du na wzór (15) i wyra»enie na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera, mamy:

Ψ̂(k) =
1√
2π

∫ +∞
−∞

e−ikxΨ(x)dx,

sk¡d widzimy, »e po mody�kacji (21), transformata Ψ̂(k) zmienia si¦ na

Ψ̂(k)→ 1√
2π

∫ +∞
−∞

e−ikxe−ik0xΨ(x)dx =
1√
2π

∫ +∞
−∞

e−i(k+k0)xΨ(x)dx = Ψ̂(k + k0).

Mamy zatem

(
∫
R

k2|Ψ(k + k0)|2dk) · (
∫
R
x2|Ψ(x)|2dx)  1

4

co równowa»nie mo»na zapisa¢

(
∫
R

(k − k0)2|Ψ(k)|2dk) · (
∫
R
x2|Ψ(x)|2dx)  1

4
.

Zróbmy teraz inn¡ mody�kacj¦:
Ψ(x)→ Ψ(x+ x0), x0 ∈ R; (21)

przy tej mody�kacji |Ψ̂(k)|2 nie zmieni si¦, bo

|Ψ̂(k)|2 →
∣∣∣∣ 1√

2π

∫ +∞
−∞

e−ikxΨ(x+ x0)dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2π

∫ +∞
−∞

e−ik(x−x0)Ψ(x)dx
∣∣∣∣

=
∣∣∣eikx0Ψ̂(k)

∣∣∣2 =
∣∣∣Ψ̂(k)

∣∣∣2
tak wi¦c mamy

(
∫
R

(k − k0)2|Ψ(k)|2dk) · (
∫
R
x2|Ψ(x+ x0)|2dx)  1

4
,

co ostatecznie daje

(
∫
R

(k − k0)2|Ψ(k)|2dk) · (
∫
R

(x− x0)2|Ψ(x)|2dx)  1
4
.

Tak wi¦c dla dowolnych x0 = xśr, k0 = kśr mamy

(∆k)2 · (∆x)2  1
4
.

CBDO
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2 Szeregi Fouriera

Niech f b¦dzie funkcj¡ na R.
Def. Mówimy, »e f jest okresowa o okresie T , je»eli dla ka»dego x ∈ R

zachodzi
f(x+ T ) = f(x).

Poni»ej zaªo»ymy, »e okres rozpatrywanych funkcji jest równy T = 2π, co
»adn¡ strat¡ ogólno±ci nie jest.

Tw. Ka»da funkcja okresowa o okresie 2π, przedziaªami ci¡gªa wraz ze
swoj¡ pochodn¡, przedziaªami monotoniczna i speªniaj¡ca w punktach nie-
ci¡gªo±ci p warunek:

f(p) =
f+ + f1

2
(22)

gdzie: f+ = lim
x→p+

f(x), f− = lim
x→p−

f(x) daje si¦ rozwin¡¢ w szereg Fouriera.

***************************************8
Def. Rozwini¦ciem funkcji okresowej f w szereg Fouriera nazywamy przed-

stawienie jej jako kombinacji liniowej (w ogólno±ci, niesko«czenie wielu) pro-
stych funkcji okresowych {φk(x)}:

f(x) =
∑
k

ckφk(x) (23)

Poni»ej wybierzemy okres równy T = 2π, co »adn¡ strat¡ ogólno±ci nie
jest.

Jako "prostych funkcji okresowych" najcz¦±ciej u»ywamy (w zale»no±ci od
sytuacji):

1. {sin(kx)}, k ∈ N;

2. {cos(kx)}, k ∈ N ∪ {0};

3. {eikx}, k ∈ Z.

Pojawiaj¡ si¦ naturalne pytania: • Czy ka»d¡ funkcj¦ okresow¡ mo»na rozwi-
n¡¢ w szereg Fouriera? • • Jak otrzyma¢ wspóªczynniki szeregu? • • • Czy
otrzymany szereg jest zbie»ny?

W peªnej ogólno±ci na te pytania nie odpowiemy1 Zacznijmy od sytuacji,
która jest stosunkowo ªatwa, a jednocze±nie dostatecznie ogólna.

1Historycznie, rozwój teorii szeregów Fouriera doprowadziª na przeªomie XIX i XX w. do wielu nowych
poj¦¢, z których wyrosªa spora cz¦±¢ dwudziestowiecznej matematyki.
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Oznaczmy przez C∞(T ) zbiór (przestrze« wektorow¡) funkcji okresowych
(o okresie 2π) na prostej, niesko«czenie wiele razy ró»niczkowanych, tzn.

C∞(T ) := {f ∈ C∞(R) : ∀x∈R : f(x) = f(x+ 2π).}

Uwaga. Dla funkcji okresowej, gdy caªkujemy po peªnym okresie, mo»emy
wzi¡¢ dowolny przedziaª o dªugo±ci okresu i caªka od tego nie zale»y: RYS.

2π+a∫
a

f(x)dx =
2π∫
0

f(x)dx =
π∫
−π
f(x)dx

Dow. Rachujemy:

2π+a∫
a

f(x)dx =
2π∫
a

f(x)dx+
2π+a∫

2π

f(x)dx =
2π∫
a

f(x)dx+
a∫
0

f(x)dx

=
2π∫
0

f(x)dx.

CBDO

Za zbiór funkcji {φk(x)}, w które b¦dziemy rozwija¢ funkcje okresowe, we¹my
teraz zbiór exponensów: {φk(x) = eikx}, k ∈ Z.

Mamy nast¦puj¡c¡ prost¡ wªasno±¢ exponensów:

2π∫
0

eikxdx =


1
ike

ikx|2π0 = 0 dla k 6= 0
2π dla k = 0

Wykorzystuj¡c t¦ wªasno±¢, ªatwo dostaniemy wzór na wspóªczynniki rozwi-
ni¦cia w szereg (23). Mamy:

2π∫
0

f(x)e−inxdx =
+∞∑

k=−∞

2π∫
0

cke
i(k−n)xdx =

+∞∑
k=−∞

ckδk,n = 2πcn,

czyli

cn =
1

2π

2π∫
0

f(x)e−inxdx.
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3 Zadania

1. Znale¹¢ transformaty Fouriera nast¦puj¡cych funkcji:

(a) Funkcja charakterystyczna odcinka [−a, a] (tzn. równa 1 dla x ∈
[−a, a] oraz 0 poza nim)

(b) Funkcja charakterystyczna odcinka [0, 2a].

(c) Funkcja równa 1− x2 dla x ∈ [−1, 1] oraz 0 poza tym odcinkiem.

(d) Funkcja f(x) = 1
x2+a2 , a > 0.

(e) Funkcja f(x) = cosmx
x2+a2 .

(f) Funkcja f(x) = 1
x4+a4 .

(g) Funkcja Gaussa f(x) = e−ax
2
.

2. Policzy¢ praw¡ stron¦ zasady nieoznaczono±ci dla funkcji z zadania 1 a,
c, d, g. Dla której funkcji niepewno±¢ ∆x ·∆k jest najmniejsza? Uwaga.

Przy porównywaniach trzeba pami¦ta¢ o unormowaniu funkcji!
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