
Zad. 2.1. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze R nast¦pujco:

x ∼ y ⇔def x− y ∈ Z

Udowodni¢, »e jest to relacja równowa»no±ci. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie wy-
kres relacji.

Zad. 2.2. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze R nast¦puj¦co:

x ∼ y ⇔def x− y +
1

2
∈ Z

Udowodni¢, »e NIE jest to relacja równowa»no±ci. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie
wykres relacji.

Zad. 2.3. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze N2 nast¦puj¦co:

(a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 + b2 = a2 + b1

Udowodni¢, »e jest to relacja równowa»no±ci.

Zad. 2.4. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze R2 nast¦puj¦co:

(x, y) ∼ (p, q) ⇔def |x− p| < |y − q|

Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie zbiory punktów b¦d¡cych w relacji z punktami
(1, 1) oraz (1, 0).

Zad. 2.5. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze R2 nast¦puj¡co:

(x, y) ∼ (p, q) ⇔def |x− p|+ |y − q| < 2

Udowodni¢, »e NIE jest to relacja równowa»no±ci. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie
zbiory punktów b¦d¡cych w relacji z punktami (1, 1) oraz (0, 1).

Zad. 2.6. Zde�niujmy relacj¦ ∼ w zbiorze R2 nast¦puj¡co:

(x, y) ∼ (p, q) ⇔def x2 − y2 = p2 − q2

Udowodni¢, »e jest to relacja równowa»no±ci. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie zbiory
punktów b¦d¡cych w relacji z punktami (1, 1) oraz (0, 1).

Zad. 2.7. Zde�niujmy relacj¦ ⪯ w zbiorze R2 nast¦puj¡co:

(x, y) ⪯ (p, q) ⇔def (x < p) ∨
(
(x = p) ∧ (y ≤ q)

)
Udowodni¢, »e jest to relacja porz¡dku liniowego. Naszkicowa¢ na pªaszczy»nie
zbiory punktów b¦d¡cych w relacji z punktami (1, 1) oraz (0, 1).
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Zad. 2.8. Zde�niujmy relacj¦ ⪯ w zbiorze R2 nast¦puj¡co:

(x, y) ⪯ (p, q) ⇔def (x ≤ p) ∧ (y ≤ q)

Udowodni¢, »e jest to relacja cz¦±ciowego porz¡dku, ale nie porz¡dku liniowego.
Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie zbiory punktów b¦d¡cych w relacji z punktami
(1, 1) oraz (0, 1).

Zad. 2.8 i póª. Pokaza¢, »e je»eli < jest w zbiorze A porz¡dkiem cz¦±cio-
wym/liniowym ostrym, i zde�niujemy relacj¦ ≤ nast¦puj¡co

x ≤ y ⇔def (x < y) ∨ (x = y)

to ≤ jest porz¡dkiem cz¦±ciowym/liniowym nieostrym.
Zad. 2.9. Niech f(x) = x

x+2 , g(x) = f(x−2
3 ). Upro±ci¢ g(x) i znale¹¢ naj-

wi¦kszy podzbiór R który mo»e by¢ dziedzin¡ funkcji g.

Zad. 2.10. Niech F : R → R, f(x) = x2 + 3, g : [1,∞[→ R, g(x) =
√
x− 1.

Znale¹¢ wzory na f(g(x)), g(f(x)) oraz znale¹¢ dziedzin¦ i zbiór warto±ci obu
tych funkcji zªo»onych.

Zad. 2.11. Znale¹¢ zbiór warto±ci funkcji f . Czy funkcja f jest injekcj¡/surjekcj¡/bijekcj¡?
Je±li jest bijekcj¡, znale¹¢ wzór na funkcj¦ odwrotn¡.

a. f : R → R, f(x) = x2−2
x2+2

b. f : R+ →]− 1, 1[, f(x) = x2−2
x2+2

c. f : [1,∞[→ R+ ∪ {0}, f(x) = (x2 − 1)2

d. f : N → Z, f(n) = n
2 dla parzystych n, f(n) = −1−n

2 dla nieparzystych n.

Zad. 2.12. Korzystaj¡c z indukcji matematycznej, udowodni¢, »e dla dowol-
nego naturalnego n

a. 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

b. 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2

c. 4n + 15n− 1 jest podzielne przez 9
d. n7 − n jest podzielne przez 7
e. wielomian (n+ 1)xn+2 − (n+ 2)xn+1 + 1 jest podzielny przez x2 − 2x+ 1

f. (ci¡g Fibonnacciego) Je±li F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, φ = 1+
√
5

2 , to

Fn =
1√
5
(φn − (−φ)−n)

g. (nierówno±¢ Bernoulliego) Je±li x > −1, to (1 + x)n ≥ 1 + nx
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