
Zad. 1. Rozstrzygnij, czy podane formuªy logiczne s¡ tautologiami

(p ⇒ q) ⇒
(
(p ⇒ r) ⇒ (q ⇒ r)

)
(1)

(p ⇔ q) ⇒
(
(p ⇒ r) ⇔ (q ⇒ r)

)
(2)

(p ⇔ q) ⇔
(
(p ⇒ r) ⇔ (q ⇒ r)

)
(3)

(p ⇔ q) ⇔
((

(p ⇒ r) ⇔ (q ⇒ r)
)
∨ r

)
(4)(

p ⇒ (q ⇒ r)
)
⇔

(
(p ∧ q) ⇒ r

)
(5)(

(p ⇒ q) ⇒ r
)
⇒

(
(q ⇒ p) ⇒ r

)
(6)(

p ⇒ (q ⇒ r)
)
⇒

(
q ⇒ (p ⇒ r)

)
(7)((

(¬p) ⇒ q
)
→ r

)
⇔

((
(¬q) ⇒ p

)
⇒ r

)
(8)(

(p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ r)
)
⇒ (p ⇒ r) (9)(

(p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ r)
)
⇒ (q ⇒ r) (10)

Zad. 2. Udowodnij, »e dla dowolnych zbiorów A,B,C

(A ⊂ B) ⇒
(
(C \B) ⊂ (C \A)

)
(11)(

(A ∩B) ⊂ C
)
⇔

(
(B \ C) ⊂ (B \A)

)
(12)(

(A ⊂ C) ∧ (B ⊂ C)
)
⇔

(
(A ∪B) ⊂ C

)
(13)(

(A ⊂ B) ∧ (A ⊂ C)
)
⇔

(
A ⊂ (B ∩ C)

)
(14)(

(A ⊂ C) ∨ (B ⊂ C)
)
⇒

(
(A ∩B) ⊂ C

)
(15)(

(A ⊂ B) ∨ (A ⊂ C)
)
⇒

(
A ⊂ (B ∪ C)

)
(16)

(A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) (17)

(A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) (18)

(A \ C) \ (B \ C) = (A \B) \ C = (A \ C) \B (19)

Zad.3 Rozstrzygnij, czy poni»ej zde�niowane ralacje s¡ relacjami równowa»-
no±ci.

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1b2 = a2b1 (20)

(ai, bi) ∈ N+ × N+, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1b2 = a2b1 (21)

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 + a2 = b1 + b2 (22)

ai ∈ R, a1 ∼ a2 ⇔def |a1 − a2| < 1 (23)

ai ∈ R, a1 ∼ a2 ⇔def a1a2 ≥ 0 (24)

(an)n∈N, (bn)n∈N ∈ (zbiór ci¡gów o elementach w R \ {0}),
(an)n∈N ∼ (bn)n∈N ⇔def ∀n ∈ N : anbn > 0 (25)

Zad.4 Rozstrzygnij, czy poni»ej zde�niowane ralacje s¡ relacjami relacjami
porz¡dku (ostrego lub nieostryego), i czy jest on porz¡dkiem peªnym (liniowym)
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czy tylko cz¦±ciowym).

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1b1 < a2b2 (26)

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1b1 ≤ a2b2 (27)

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 + a2 < b1 + b2 (28)

(ai, bi) ∈ N+ × N+, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 +
b1

a1 + b1
≤ a2 +

b2
a2 + b2

(29)

(an)n∈N, (bn)n∈N ∈ (zbiór ci¡gów o elementach w R),
(an)n∈N ∼ (bn)n∈N ⇔def ∀n ∈ N : an ≤ bn (30)

(an)n∈N, (bn)n∈N ∈ (zbiór ci¡gów o elementach w R),
(an)n∈N ∼ (bn)n∈N ⇔def ∃n ∈ N : an ≤ bn (31)

Zad.5 Rozstrzygnij, czy poni»ej zde�niowane ralacje s¡ relacjami funkcyj-
nymi. Je±li s¡ funkcjami, rozstrzygnij, czy s¡ injekcjami, surjekcjami i bijekcjami,
i znajd¹ ich zbiór warto±ci.

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def (a2 = a1 + b1) ∧ (a1 = a2 + b2)
(32)

(ai, bi) ∈ Z× Z, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def (a2 = a1 + b1) ∧ (a1 = a2 + b2)
(33)

(ai, bi) ∈ N× N, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 = a2 − b2 = b2 − b1 (34)

(ai, bi) ∈ Z× Z, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def a1 = a2 − b2 = b2 − b1 (35)

(ai, bi) ∈ Z× Z, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def (a2 = a1 + b1) ∧ (b2 = a1 − b1)
(36)

(ai, bi) ∈ Q×Q, (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔def (a2 = a1 + b1) ∧ (b2 = a1 − b1)
(37)

f, g ∈ (funkcje z R w R), f ∼ g ⇔def ∀x ∈ R : g(x) = f(x+ 1)− f(x)
(38)

Zad.6 Udowodnij, »e

∀n ∈ N : 102n+1 + 1 jest podzielne przez 11 (39)

∀n ∈ N : n(n2 + 1)(n2 − 1) jest podzielne przez 5 (40)

∀q ̸= 1∀n ∈ N+ :

n∑
k=1

kqk = q
1− (n+ 1)qn + nqn+1

(q − 1)2
(41)(

a0 = 0 ∧ a1 = 1 ∧
(
∀n ∈ N : an+2 = 5an+1 − 6an

))
⇒

(
∀n ∈ N : an = 3n − 2n

)
(42)(

a0 = 1 ∧
(
∀n ∈ N : an+1 =

1

2
(an +

2

an
)
))

⇒
(
∀n ∈ N : |an+1 −

√
2| < |an −

√
2|
)

(43)
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