
Zad. 1. Znajd¹ granice ci¡gów lub udowodnij ich nieistnienie: a. (1+n2)
1
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, c. (
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5+···+
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7+···+
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3+
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2n+1+
√
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2n+5+···+

√
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, n.

(
1+

√
2+ 3√3+···+ n

√
n
)
−n

(lnn)2 .

Zad. 2. Znajd¹ granic¦ ci¡gów zadanych rekurencyjnie, lub udowodnij ich

nieistnienie: a. a0 = 2, an+1 =
2(a3

n+1)
3a2

n
, b. a0 = 2, an+1 =

2(a3
n−1)
3a2

n
, c. a0 = 2,

an+1 = 1
2 (a

2
n + 1), d. a0 = 2, an+1 =

√
2an − 1.

Zad. 3. Sprawd¹, czy podana ni»ej funkcja jest metryk¡ na a. przedziale
[−1, 1], b. zbiorze liczb rzeczywistych:

d(x, y) =

{
|x− y| je±li x− y ∈ Q
1 je±li x− y /∈ Q

Zad. 4.Udowodnij, »e podana ni»ej funkcja jest metryk¡ na zbiorze ]0, 1[×]0, 1[:

d
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= min{|x1−x2|, 1−|x1−x2|}+min{|y1− y2|, 1−|y1− y2|}

Naszkicuj kul¦ B(( 14 ,
1
4 ),

1
2 ) wzgl¦dem tej metryki.

Zad. 5.Udowodnij, »e podana ni»ej funkcja jest metryk¡ na zbiorze ]0, 1[×]0, 1[:

d
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= min{|x1 − x2|+ |y1 − y2|, 1− |x1 − x2|+ |1− y1 − y2|}

Naszkicuj kul¦ B(( 14 ,
1
4 ),

1
2 ) wzgl¦dem tej metryki.

Zad. 6. Znajd¹ podane granice funkcji, lub udowodnij ich nieistnienie: a.

limx→0+ xx, b. limx→0+ x lnx, c. limx→0
1
x3 e

− 1
x2 , d. limx→0

√
1+x−

√
1−x

x , e. limx→+∞
√
1+x2

x ,

f. limx→−∞
√
1+x2

x , g. limx→+∞
(√

1 + x2−x
)
, h. limx→0

sin x

x(1− x2

π2 )
, i. limx→π

sin x

x(1− x2

π2 )
,

j. limx→+∞ x(π − 2arctgx), k. limx→+∞ x2(π − 2arctgx)− x.

Zad. 7. Znajd¹ pochodne lewostronne i prawostronne podanych funkcji, w
punktach gdzie one istniej¡: a. sinx

|x| , b. x+1
|x|+1 , c.

1

1+|x|
2
3
, d. 1

1+|x|
3
2
, e. e

1
x , f.

ln(1 + x2), g. 1−x2

(1+x2)2 , h.
1

sin x , i.
arcsin x

x , j. arctgx
x , k. 1

1+e−x , k.
1√

1−x2
.

Zad. 8. Niech f b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ w punkcie x0 ∈
R, f ′′(x0) > 0. Znajd¹ warto±ci parametrów a,c,r (w zale»no±ci od f(x0), f

′(x0)
i f ′′(x0)) takie, by funkcja

g(x) =

{
c−

√
r2 − (x− a)2 dla a− r < x < x0

f(x) dla x ≥ x0

byªa dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x0.

1



Zad. 9. Niech f : [−1,∞[→ [− 1
e ,∞[ b¦dzie dane wzorem f(x) = xex.

Udowodnij, »e funkcja jest monotniczna i jest bijekcj¡. Niech W b¦dzie funkcj¡
odwrotn¡ do f . (Jest to tzw. funkcja W Lamberta.) Oblicz W ′(0), W ′′(0), W ′(e)
i W ′′(e).

Zad. 10. Zbadaj przebieg i naszwkicuj wykresy funkcji a. 1
1+ex , b.

x
1−ex , c.

1−ex

1+ex , d.
x3

1+x2 ,e.
3
√
x

1+x , f. x
2 ln |x|), g. 1

ln x .
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