
Analiza II, 2023/2024, zadania domowe � seria I

Zadanie 1.

Obliczy¢ caªki nieoznaczone:

(a)
∫ x 3√x+ 4√x

x2 dx

(b)
∫ √

a+ bxdx.

(c)
∫

x−1
3√x+1

dx

(d)
∫

dx
2 cos2 3x

(e)
∫

dx

x
√

1−ln2 |x|
.

(f)
∫ ln | arctg x|dx

1+x2

(g)
∫

x2dx√
1−x6

(h)
∫ √

x lnxdx.

(i)
∫ (lnx)2√

x
dx

(j)
∫

xdx
3√x+1−

√
x+1

, podstawi¢ x+ 1 = t6

(k)
∫ 3√

x2−
√
x+1

3√x−1
dx, podstawi¢ x = t6

Zadanie 2.

Obliczy¢ caªki nieoznaczone1:

(a)
∫

x dx
cos2 x

;

(b)
∫ √

x(log x)2dx;

(c)
∫

x4dx
x2+1

;

(d)
∫ (x2+1)dx

x4+1
;

(e)
∫ (x+1)dx

(x2+x+2)(x2+4x+5)
;

(f)
∫

x dx√
1+x4

;

(g)
∫

dx
x
√
xn+1

;

(h)
∫ √

x dx√
1−x3

;

(i)
∫

dx
x
√
xn−1

;

(j)
∫ (x2−1)dx

x4+1
;

(k)
∫ (x2+1)dx

x4+1
;

(l)
∫

1
x2 arcsinx dx;

(m)
∫
arcsin

√
x

1+xdx;

(n)
∫
x−

3
2 log(1 +

√
x)dx;

(o)
∫ log |1−x|

xn+1 dx;

(p)
∫
( x
arctanx − 1)−2dx;

(q)
∫
sin(log x)dx;

(r)
∫

cosx dx√
2+cos 2x

;

(s)
∫

tan 2x dx
2−3 cos2 x

;

(t)
∫

sinx cos3 x dx
2+sin2 x

;

(u)
∫ √

e2x + 2ex + 4 dx;

(v)
∫
e−x xn

n! dx;

(w)
∫

dx
x3

√
x2+x

;

(x)
∫

dx
1+x+

√
x2+x

;

(y)
∫

dx
x+

√
x−x2

;

(z)
∫

dx
1+

√
x−x2

;

Zadanie 3.

Obliczy¢ caªki oznaczone2:

(a)
∫ 2
1

dx
x3

√
x2+1

;

(b)
∫ 1
0

√
2+x
2−x dx;

(c)
∫ 3
2

dx
x log x ;

(d)
∫ 1
0

√
1 + 4x2dx;

(e)
∫ 3

4
0

dx
(1+x)

√
1+x2

;

(f)
∫ 2
1

√
x2+x
x+1

(g)
∫∞
0

dx
x3+1

(h)
∫∞
1

dx√
x2+1

(i)
∫ 1
0 log3 xdx;

(j)
∫ 1
0

arctan
√
x

(1+x)
√
x
dx;

(k)
∫ π/2
0

dx
1+tanp x dla p ∈ R;

(l)
∫ π
0

sinnx
sinx dx, n ∈ N;

(m)
∫ π
0 cosn x cosnx dx;

1Poziom zaawansowany.
2Poziom zaawansowany.
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(n)
∫ π
0

dx
3+2 cosx ;

(o)
∫ π
−π

dx
1+sin2 x

;

(p)
∫ π
0

dx
1+2 sinx(sinx+cosx) ;

(q)
∫

x4dx
x2+1

;

(r)
∫ b
a (x− a)m(b− x)ndx, m,n ∈ N, a < b;

(s)
∫ 1
0 (1− x2)ndx, n ∈ N;

(t)
∫ log 2
0

√
ex − 1 dx;

Zadanie 4.

Wyrazi¢ Fn+1(x) przez Fn(x), je±li

(a) Fn(x) :=
∫
( x2

x2+1
)ndx

(b) Fn(x) :=
∫

dx
x(x2+1)n

(wyliczy¢ F4(x))

(c) Fn(x) :=
∫

xp dx
logn x , p ∈ R

(d) Fn(x) :=
∫
xp−nexdx, p ∈ [0, 1[

(e)
∫

dx
xn(1+x) (wyprowadzi¢ wzór na Fn(x))

Zadanie 5.

Znale¹¢ wzór rekurencyjny, wyra»aj¡cy Fn+2(x) przez Fn(x), je±li:

(a) Fn(x) :=
∫
cosn x dx

(b) Fn(x) :=
∫

dx
sinn x

(c) Fn(x) :=
∫

dx
xn(x2+1)

(d) Fn(x) :=
∫
xn cosx dx

Zadanie 6.

Rozwa»aj¡c sumy Riemanna odpowiednio dobranej caªki wyliczy¢ granice:

(a) limn→∞ n
∑n

k=1
1

n2+k2
= π

4 ;

(b) limn→∞( 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
kn) = log k dla 2 ≤ k ∈ N ;

(c) limn→∞
∑n

k=1
2
k
n

n+ 1
k

= 1
log 2 .

Zadanie 7. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego ªukiem krzywej y = x3 + x2 − 2x, odcinkiem osi Ox oraz

rz¦dnymi w punktach x = −2, x = 2. Odp. P = 37
6

Zadanie 8. Obliczy¢ pole zawarte pomi¦dzy parabolami y2 = x, x2 = 8y.

Zadanie 9. Obliczy¢ pole zawarte pomi¦dzy liniami y = x3, y = 4x.

Zadanie 10. Obliczy¢ pole wspólnego obszaru ograniczonego krzywymi y = 2x3, y2 = 4x.

Zadanie 11. Obliczy¢ pole ograniczone lini¡ y = x sin 4x, odcinkiem osi Ox w przedziale 0 ⩽ x ⩽ 1
8π oraz

rz¦dn¡ w punkcie x = 1
8π.

Zadanie 12. Obliczy¢ pole ograniczone spiral¡ logarytmiczn¡ r = aekθ, gdzie a > 0 i k > 0, oraz promieniami

wodz¡cymi o amplitudach 0 i α, gdzie 0 < α < 2π.

Zadanie 13.

Zbada¢ zbie»no±¢ caªek

(a)
∫ 100
0

x100−x99+x98−···+1
x100+x99+x98+···+1

dx

(b)
∫ π/2
0 tanα(x) cosβ(x)dx α, β ∈ R+

(c)
∫∞
0

xα

x2α+sinα(x)
dx α ≥ 1

(d)
∫ 1
0

arctg(ax)
x(1+x2)

dx, a ∈ R

(e)
∫ π

2
0 log

(
1+a sinx
1−a sinx

)
dx, |a| < 1

(f)
∫∞
0

1−e−ax

xex dx, a > −1

(g) I =
∫∞
0

tghx
xα+xβ , dla α > β.

(h) I =
∫ 1
0

x
logn xdx dla n ∈ Z.

(i)
∫∞
1

sinx−sinhx
x3 dx

(j)
∫∞
2

√
x−

√
x+1

x dx
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Zadanie 14. Zbada¢ istnienie granicy:

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

f(x, y, z)

odwzorowania f : R3 → R zde�niowanego wzorem:

f(x, y, z) =

{ √
|x|yz3

x2+y4+z6
dla x2 + y2 + z2 ̸= 0

0 dla x2 + y2 + z2 = 0

Zadanie 15. Zbada¢ ci¡gªo±¢ odwzorowania f : R2 → R, zde�niowanego wzorem:

f(x, y) =

{
y x2−y2

x4+y2
dla x2 + y2 ̸= 0

0 dla x2 + y2 = 0

Zadanie 16. Znale¹¢ granice iterowane i granic¦ podwójn¡ w punkcie (0, 0) oraz zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji:

a)

{
(x−y)2

x2+y2
dla x2 + y2 ̸= 0

1 dla x2 + y2 = 0
b)

{
(x−y)3

x2+y2
dla x2 + y2 ̸= 0

c dla x2 + y2 = 0
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