Analiza 11, 2023/2024, zadania domowe — seria II

Zadanie 1. Zbada¢ rézniczkowalnosé funkeji f : R? — R danej wzorem:

5 3
Flay) =1 sor Ao 22420,
’ 0 dla 22+9%2=0,

Zadanie 2. Zbada¢ ciagtosé oraz rozniczkowalnosé (istnienie pochodnych kierunkowych i pochodnej silnej)
funkcji f: R?2 — R:

2y dla 22+ y>#0,
a) f(x,y)z{ Ve V7

dla 224+y>=0,

aty? dla z24+y2+#£0
b) f<x,y>—{ Py v 7

0 dla 22+y2=0

Zadanie 3. Zbada¢ istnienie drugich pochodnych funkeji w punkcie (0,0) :

U dla 22432 #0
J:’ _ $4+y2 y )
f( y) { 0 dla x? + y2 — O’

Zadanie 4. Wykaza¢ ze zbiorem wartosci funkeji f : R? — R, f(z,y) :=
wyznaczy¢ go.

% jest zwarty odcinek;

Zadanie 5. Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji g : Ri — R,g(z,y,2) = x+4y + % + %

Zadanie 6. Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji

[ R0} = R, f(z) =

— + a1 +...+ AnTn

oo
2 . L. .
(z;)7, a; dane, przynajmniej jedno a; niezerowe.

%

Zadanie 7. Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkeji R? 3 (z,y) — 2(x,y) € R, zdefiniowanej niejawnie
réwnaniem:

1. 0= %(m —|—y)23+xyz2+z—2;
2. 0= %(x —|—y)23+xy22+1;
3. 0= %(.CE —{—y)z3—|—my22+z—|—1.
Zadanie 8. Znalez¢ punkty krytyczne funkcji danej niejawnie réwnaniem: 323— 7z cos(x + y) + x%ofl =0,

zbada¢ typ wybranego punktu krytycznego.

Zadanie 9. Wykaza¢, ze réwnania y? 4+ 2 — 222 = 01 23 4+ y3 + 3 — 23 = 0 okredlaja (2, 2) jako funkcje

(y,t) w otoczeniu punktu (xo, yo, 20,t0) = (1,—1,1,1) Obliczy¢ gz, %f, g;, gt w tym punkcie.

Zadanie 10. Wyrazi¢ wyrazenia

1 of 1 of 1 of

G(f):u2+v2%+u2+v2% (uv)2%’ (1)
1 10/ 0 1 19 8 1 0?
U0 = G (! ) v o G §

traktujac f = f(z(u,v,¢),y(u, v, d), z(u, v, d)), poprzez pochodne f po wspolrzednych kartezjanskich. Zwiazek
pomiedzy wspoétrzednymi kartezjaiiskimi i parabolicznymi jest nastepujacy:

{(u,v,qs) € [0,00) x [0,00) x [0, 27) : (:c = wvcos(¢), y = uvsin(g), z u? 3 ”2>} :



Zadanie 11. Przedstaw1c (i, jesli to mozliwe, uprosci¢) wyrazenie rozniczkowe L, jako funkcje f(x(u,v), y(u,v))
ijej pochodnych ax, gy, gdzie:

a)
dg dg 1, ., D’g %
L= 255725;+ (u U)<&ﬂ+8v

r=u+v,y=u—v,f=umryg

0? 0%g
L= 7g+7 u=axcosy,v=ucxsiny, f =xg

ou? = ov?’

Zadanie 12. Niech u = u(x,y) bedzie funkcjac klasy C? na pewnym obszarze w R? a U = U(p,p) -

a(uy

jej przedstawieniem we wspoélrzednych biegunowych. Wyrazié¢ wielko$¢ L := VKR

) we wspolrzednych

kartezjariskich { £=eon®,
y = osing

Zadanie 13. W obszarze Q := R% = {(z,y) : 2 > 0 y > 0} okreélamy nowe wspolrzedne u := xy,v := £
(a) Wyrazi¢ w tych wspolrzqdnych wyrazenie L(f) := -y f ,jesli f € C%(Q,R). (b) (Dla chetnych)
rozwigza¢ rownanie L(f) = 0.

22 2uv

_uT—v ___auv —
1+u2+v2)y 1+u2+v27z -

Zadanie 14. Jaks powierzchnic w R? opisuje parametryzacja = =
u,v € R

1 9
14+u2+ov? -

Zadanie 15. (Nadobowiazkowe) Niech H := {(x,y, z) : sinz — ycosz = 0} (tzw. helikoida).
e Wyznaczy¢ przeciecie H z plaszczyzng X (pg) styczna do H w punkcie pg = (xo, Yo, 20) € H ;
e Dowies¢, ze H N'Y (pg) zawiera dwie krzywe, przecinajace si¢ prostopadle w punkcie py.

Zadanie 16. Znalez¢ ekstremalne wartosci funkeji f(x,y) = (= —{—y)e*(%”y) na zbiorze K = {(z,y) : x,y >
0,z 4y < 1}.

Zadanie 17. Dla danych a,b,c > 0 znalezé x,y,z > 0, spelniajace warunek g—z + z—; + i—; =1, dla
ktorych prostopadtoscian o wierzchotkach (£z, £y, £2) [wpisany w elipsoide o potosiach a, b, ¢] ma najwieksza
mozliwa objetosé.

Zadanie 18. Metoda mnoznikow Lagrange’a znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f(z,y) := £ na
zbiorze K := {(x,y) : (x—3)?+ (y—1)? < 2}; zbada¢ (badajac druga pochodna) typ jednego ze znalezionych
punktéw krytycznych.

Zadanie 19. Znalez¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkeji f(x,y, z) := ax + by + z na torusie
S:={(z,y,2) : (0 — R)* + 2* = r?}, gdzie o0 := \/2? + y?. Zakladamy tu, ze 0 < r < R oraz (a,b) # (0,0).

Zadanie 20. Zmieni¢ kolejnosé catkowania w calce (rysunek nie moze by¢ uzyty w rozwiazaniu, lecz moze
je utatwic):

1.f0dyf fxy)

2. fol dy f;_y f(z,y)dx

i o
3. [0y de [V i fdy;

O e

Zadanie 21. Zapisaé catke I = [, f A f(x,y, 2)dxdydz, gdzie A € R3 jest czworogcianem o Wierzcholkach
(0,1,2),(1,0,-1), (1,3,5),(1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich calek): (a) [dz [dy [ fdz
b) [dz [dx [ fdy.

Zadanie 22. Niech I oznacza catke podwojng I = [y f(x,y)dzdy; sprawdzié, ze:
) K = {x2+y 1:} f—x—1|y]:>1—%;



b) K ={a2+12<a?},f=a?Va? — 2 = =322,
c) K:{(a:2+y2)2 <2a2(w2_y2)737>0}7f=1:>I:a2;
232
d)K:{x,y20,\/§+\/%gl}’f:xyjlz%;
) K={y>0,92<y® 2> +y<4},f=ay=>1=-1
f)K:{ZEy}l?yZ)l',ng}’f:l‘yjlz%’

)K:{$2:y2§2x},f V4 —x2 —y? :>I—%37r—4)

h) K:{x2+2y3<4xy,y>0},f—1:>1—%g,

i) K:{(xz—am—{—yQ)Z<a2(x2—|—y2)},f:1$T:%7ra2;
)K:{x2+y2<a2},f:ex2ﬂ’2:>1':(eaz—l)w

k) K={y<L2’2-y) <y(l-y)?*},.f=1=1="4";

1) K:{0§x<g,0<y§2},f:x2ycos(xy2):>I:—17r—6;

m) K:{]m—y|<1,y>0},f:xe_y2:>I:1.

Zadanie 23. Niech I oznacza catke potrojng I = fK f(z,y, z)dxdydz; sprawdzié, ze:

a) K={z>0,y>0,2>0,z4+y+2<1}, f(z,y,2)=(1+z+y+2z)3=1=73(log2-2);

b) K:{a:2+y2—|—z2<2,m2+y2gz},f(x,y,z):x2+y2+z2:>1:g—0(96\[—8);

0) Kz{ﬁ—§+§—§+§—§<1},f(x,y,2)=\/1—35—%;—%;:”:%2““
d) K={2?+y*<2<2(@*+¢?), 22 <y<a},flz,y,2)=1=>1=3;

e) K:{x2+y2—i—22<m},f(x,y,z):\/:1:2+y2—|—22:>lz%.



