
Analiza II, 2023/2024, zadania domowe � seria II

Zadanie 1. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f : R2 → R danej wzorem:

f(x, y) =

{
x5+y3

x4+y2
dla x2 + y2 ̸= 0,

0 dla x2 + y2 = 0,

Zadanie 2. Zbada¢ ci¡gªo±¢ oraz ró»niczkowalno±¢ (istnienie pochodnych kierunkowych i pochodnej silnej)
funkcji f : R2 → R:

a) f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

dla x2 + y2 ̸= 0,

0 dla x2 + y2 = 0,

b) f(x, y) =

{
x4y2

x4+y4
dla x2 + y2 ̸= 0

0 dla x2 + y2 = 0

Zadanie 3. Zbada¢ istnienie drugich pochodnych funkcji w punkcie (0, 0) :

f(x, y) =

{
x3y

x4+y2
dla x2 + y2 ̸= 0,

0 dla x2 + y2 = 0,

Zadanie 4. Wykaza¢ »e zbiorem warto±ci funkcji f : R2 → R, f(x, y) := x+y
(x2+1)(y2+1)

jest zwarty odcinek;
wyznaczy¢ go.

Zadanie 5. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji g : R3
+ → R, g(x, y, z) = x+ 4y + 1

z + z+1
xy

Zadanie 6. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji

f : Rn\{0} → R, f(x) =
1

∥x∥
+ a1x1 + . . .+ anxn

∥x∥ =

√√√√ ∞∑
i

(xi)
2, ai dane, przynajmniej jedno ai niezerowe.

Zadanie 7. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji R2 ∋ (x, y) 7→ z(x, y) ∈ R, zde�niowanej niejawnie
równaniem:

1. 0 = 1
2

(
x2 + y2

)
z3 + xyz2 + z − 2;

2. 0 = 1
2

(
x2 + y2

)
z3 + xyz2 + 1;

3. 0 = 1
2

(
x2 + y2

)
z3 + xyz2 + z + 1 .

Zadanie 8. Znale¹¢ punkty krytyczne funkcji danej niejawnie równaniem: 3z3− 7z cos(x + y) + 20x
x2+1

= 0,
zbada¢ typ wybranego punktu krytycznego.

Zadanie 9. Wykaza¢, »e równania y2 + t2 − 2xz = 0 i x3 + y3 + t3 − z3 = 0 okre±laj¡ (x, z) jako funkcj¦
(y, t) w otoczeniu punktu (x0, y0, z0, t0) = (1,−1, 1, 1) Obliczy¢ ∂x

∂y ,
∂x
∂t ,

∂z
∂y ,

∂z
∂t w tym punkcie.

Zadanie 10. Wyrazi¢ wyra»enia

G(f) =
1

u2 + v2
∂f

∂u
+

1

u2 + v2
∂f

∂v
+

1

(uv)2
∂f

∂ϕ
, (1)

L(f) =
1

(u2 + v2)

1

u

∂

∂u

(
u
∂

∂u
f

)
+

1

(u2 + v2)

1

v

∂

∂v
u
∂

∂v
f +

1

(uv)2
∂2

∂ϕ2
f , (2)

traktuj¡c f = f(x(u, v, ϕ), y(u, v, ϕ), z(u, v, ϕ)), poprzez pochodne f po wspóªrz¦dnych kartezja«skich. Zwi¡zek
pomi¦dzy wspóªrz¦dnymi kartezja«skimi i parabolicznymi jest nast¦puj¡cy:{

(u, v, ϕ) ∈ [0,∞)× [0,∞)× [0, 2π) :

(
x = uv cos(ϕ), y = uv sin(ϕ), z =

u2 − v2

2

)}
.
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Zadanie 11. Przedstawi¢ (i, je±li to mo»liwe, upro±ci¢) wyra»enie ró»niczkowe L, jako funkcje f(x(u, v), y(u, v))
i jej pochodnych ∂f

∂x ,
∂f
∂y , gdzie:

a)

L = 2u
∂g

∂u
− 2v

∂g

∂v
+

1

2

(
u2 − v2

)(∂2g

∂u2
+

∂2g

∂v2

)
,

x = u+ v, y = u− v, f = xyg

b)

L =
∂2g

∂u2
+

∂2g

∂v2
, u = x cos y, v = x sin y, f = xg

.

Zadanie 12. Niech u = u(x, y) b¦dzie funkcjac klasy C2 na pewnym obszarze w R2, a U = U(ϱ, φ) -

jej przedstawieniem we wspóªrz¦dnych biegunowych. Wyrazi¢ wielko±¢ L := ∂
∂ϱ

(
1
ϱ
∂U
∂φ

)
we wspóªrz¦dnych

kartezja«skich

{
x = ϱ cosφ,
y = ϱ sinφ

.

Zadanie 13. W obszarze Ω := R2
+ = {(x, y) : x > 0, y > 0} okre±lamy nowe wspóªrz¦dne u := xy, v := y

x .
(a) Wyrazi¢ w tych wspóªrz¦dnych wyra»enie L(f) := x2f ′′

xx − y2f ′′
yy, je±li f ∈ C2(Ω,R). (b) (Dla ch¦tnych)

rozwi¡za¢ równanie L(f) = 0.

Zadanie 14. Jak¡ powierzchni¦ w R3 opisuje parametryzacja x = u2−v2

1+u2+v2
, y = 2uv

1+u2+v2
, z = 1

1+u2+v2
?

u, v ∈ R

Zadanie 15. (Nadobowi¡zkowe) Niech H := {(x, y, z) : x sin z − y cos z = 0} (tzw. helikoida).

� Wyznaczy¢ przeci¦cie H z pªaszczyzn¡ Σ (p0) styczn¡ do H w punkcie p0 = (x0, y0, z0) ∈ H ;

� Dowie±¢, »e H ∩ Σ (p0) zawiera dwie krzywe, przecinaj¡ce si¦ prostopadle w punkcie p0.

Zadanie 16. Znale¹¢ ekstremalne warto±ci funkcji f(x, y) = (x+ y)e−(
x
2
+2y) na zbiorze K = {(x, y) : x, y ⩾

0, x+ y ⩽ 1}.

Zadanie 17. Dla danych a, b, c > 0 znale¹¢ x, y, z > 0, speªniaj¡ce warunek x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, dla

których prostopadªo±cian o wierzchoªkach (±x,±y,±z) [wpisany w elipsoid¦ o póªosiach a, b, c]ma najwi¦ksz¡
mo»liw¡ obj¦to±¢.

Zadanie 18. Metod¡ mno»ników Lagrange'a znale¹¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f(x, y) := y
x na

zbiorze K := {(x, y) : (x−3)2+(y−1)2 ⩽ 2}; zbada¢ (badaj¡c drug¡ pochodn¡) typ jednego ze znalezionych
punktów krytycznych.

Zadanie 19. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f(x, y, z) := ax+ by + z na torusie
S :=

{
(x, y, z) : (ϱ−R)2 + z2 = r2

}
, gdzie ϱ :=

√
x2 + y2. Zakªadamy tu, »e 0 < r < R oraz (a, b) ̸= (0, 0).

Zadanie 20. Zmieni¢ kolejno±¢ caªkowania w caªce (rysunek nie mo»e by¢ u»yty w rozwi¡zaniu, lecz mo»e
je uªatwi¢):

1.
∫ 1
0 dy

∫ 1−y√
1−y2

f(x, y)dx

2.
∫ 1
0 dy

∫ 2−y
y f(x, y)dx

3.
∫ 6
−2 dx

∫ √
12+4x−x2

−
√
12+4x−x2 fdy;

4.
∫ π
0 dx

∫ sinx
− sinx fdy;

Zadanie 21. Zapisa¢ caªk¦ I =
∫
△ f(x, y, z)dxdydz, gdzie ∆ ∈ R3 jest czworo±cianem o wierzchoªkach

(0, 1, 2), (1, 0,−1), (1, 3, 5), (1, 0, 2), w postaci caªki iterowanej (lub sumy takich caªek): (a)
∫
dx

∫
dy

∫
fdz

(b)
∫
dz

∫
dx

∫
fdy.

Zadanie 22. Niech I oznacza caªke podwójn¡ I =
∫
K f(x, y)dxdy; sprawdzi¢, »e:

a) K =
{
x2 + y2 ⩽ x

}
, f = x− 1|y| ⇒ I = 1

2 ;
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b) K =
{
x2 + y2 ⩽ a2

}
, f = x2

√
a2 − y2 ⇒ I = 32a5

45 ;

c) K = {(x2 + y2)2 ⩽ 2a2(x2 − y2), x ⩾ 0}, f = 1 ⇒ I = a2;

d) K =
{
x, y ⩾ 0,

√
π
a +

√
y
b ⩽ 1

}
, f = xy ⇒ I = a2b2

280 ;

e) K =
{
y ⩾ 0, 9x ⩽ y2, x2 + y ⩽ 4

}
, f = xy ⇒ I = −15

4 ;

f) K =
{
xy ⩾ 1, y2 ⩾ x, y ⩽ 2

}
, f = x2y ⇒ I = 251

24 ;

g) K =
{
x2 = y2 ⩽ 2x

}
, f =

√
4− x2 − y2 ⇒ I = 8

9(3π − 4)

h) K =
{
x2 + 2y3 ⩽ 4xy, y ⩾ 0

}
, f = 1 ⇒ I = 24

15 ;

i) K =
{(

x2 − ax+ y2
)2

⩽ a2
(
x2 + y2

)}
, f = 1 ⇒ T = 3

2πa
2;

j) K =
{
x2 + y2 ⩽ a2

}
, f = ex

2+y2 ⇒ I =
(
ea

2 − 1
)
π;

k) K =
{
y ⩽ 1, x2(2− y) ⩽ y(1− y)2

}
, f = 1 ⇒ l = 4−π

2 ;

l) K =
{
0 ⩽ x ⩽ π

2 , 0 ⩽ y ⩽ 2
}
, f = x2y cos

(
xy2

)
⇒ I = − π

16 ;

m) K = {|x− y| ⩽ 1, y ⩾ 0}, f = xe−y2 ⇒ I = 1.

Zadanie 23. Niech I oznacza caªk¦ potrójn¡ I =
∫
K f(x, y, z)dxdydz; sprawdzi¢, »e:

a) K = {x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0, x+ y + z ⩽ 1}, f(x, y, z) = (1 + x+ y + z)−3 ⇒ I = 1
2

(
log 2− 5

8

)
;

b) K =
{
x2 + y2 + z2 ⩽ 2, x2 + y2 ⩽ z

}
, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ⇒ I = π

60(96
√
2− 8);

c) K =
{

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
⩽ 1

}
, f(x, y, z) =

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
⇒ I = π2

4 abc

d) K =
{
x2 + y2 ⩽ z ⩽ 2

(
x2 + y2

)
, x2 ⩽ y ⩽ x

}
, f(x, y, z) = 1 ⇒ I = 3

35 ;

e) K =
{
x2 + y2 + z2 ⩽ x

}
, f(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2 ⇒ I = π

10 .
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