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1. Wyktad, 2.03
Funkcje wielu zmiennych. Ciggloéé w RY. Roézniczkowalnoéé w RY - wstep. Pochodna
czastkowa. Pochodna kierunkowa. Norma. Pochodna mocna.
Cwiczenia:
1.1 (K15.66-15.83) Policzy¢ calki: [z*(1 + x)3dz, [2?e*dx, [a*e*, [xcoszdz, B @
Ja?coszde, M@ [e"coszde M@ [rlnzde, [nxde, [cInzde, [2"Inzde.

. 2 . 22 sinz logz
1.2 W Policzy¢ calki: [ ez dz, [ s22E= dx, [ 22% dx

1.3 B Policzy¢ catki: [sin®zdx, [V22+ 1dz, /arc tg x du, /e“x cos bz dz (Wstawi¢
a=0 (b=0). Odgadna¢ wzor [ e*sinbz dx).
1.4 W Znalez¢ zwiazki rekurencyjne: I, = [ a2"e™ dx,

1.5 B Omowié rozktad funkeji wymiernych na utamki proste.

1.6 B Znalez¢ funkcje pierwotna do funkcji postaci %

1.7 M (K16.10) Policzy¢ calki: [ 52—, [ Ali=lode, @) [ 2% de

1.8 (K16.15) Policzyé catke: [ =0etir ..

1.9 (K16.16) Policzy¢ calke (z trudem hamujac entuzjazm): [ W—Iﬁmd

1.10 (K19.2) Obliczy¢ pole ograniczone tukiem paraboli y* = 2z oraz prosta x = 8.
1.11 @ (K19.37) Obliczy¢ pole zawarte miedzy parabolami y = z? i y* = .

1.12 (K19.51) Obliczy¢ pole ograniczone funkcjg y(z) = wsin(4z), z € [0, 37, osig OX

oraz prostg r = %7?.

1.13 (K15.66-15.83) Policzy¢ calki: [ 2*(1+x)*dx, [ 2?e*dx, [ 2*e*, [z cosz dx,@) [ 2* cosx dx,
@ [e“cosxdr, @ [rlnxde, [Inzde, [zInzde, [2"Inzde.

1.14 (GC) Calkujac przez czesci znalezé wzor rekurencyjny dla catek [, = [ @t +a2)"’
Ja*In" zdx

1.15 (FIL,314) Zamieniajac zmienne pokazaé, ze jezeli ¢ : [—1,1] — R ciagla, to
Jo zp(sinz)de =% [ p(sinz) de. Odpowiedz: podstawic = m — t.

1.16 (GC) Pokazac, ze [ _asinzdy sm(m + 2). Odpowiedz: skorzysta¢ z poprzedniego

(14-cos? z)?2
zadania.

1.17 (I) Policzy¢ pochodne funkcji: f(z) = meQ sintdt, @ f(z) = [ tgsds.

sinx



1.18 (K19.2) Obliczy¢ pole ograniczone tukiem paraboli y? = 2x oraz prosta r = 8.
1.19 @ (K19.37) Obliczy¢ pole zawarte miedzy parabolami y = 2% i y* = .

1.20 (K19.51) Obliczy¢ pole ograniczone funkcja y(x) = xsin(4z), z € [0, 17, osig OX

=1
oraz prosta r = g.

1.21 (K15.66-15.83) Policzy¢ calki: [a*(1+x)3dx, [ 22e"dx, [ 2*e*, [z cosxdr,@) [ 2? cosz d,
@ [e“cosxdr, @ [rlnzde, [Inzde, [zInzde, [2"Inzde.

1.22 (GC) Calkujac przez czesci znalezé wzor rekurencyjny dla catek [, = [ @t +a2)"’
Ja*In" zdx

1.23 (FII,314) Zamieniajac zmienne pokazac, ze jezeli ¢ : [—1,1] — R ciagla, to
Jo zp(sinz)de =% [ p(sinz) de. Odpowiedz: podstawic = m — t.

1.24 (G(S) Pokazaé, ze [ % = i7(m + 2). Odpowiedz: skorzysta¢ z poprzedniego
zadania.

1.25 (I) Policzy¢ pochodne funkcji: f(z) = fOIQ sintdt, @ f(z) = [ tgsds.

smx

2. Wyktad, 5.03
Roézniczkowalno$é a pochodne kierunkowe. Cigglo$é normy, norma operatora - przyktady.
Cwiczenia:

w2

1 (GC, cs fn) (Jezeli chcemy cos powtorzyc). Korzystajac ze wzorow: > - =

n=1 n2 6
Yoy (7173; - 7{—; oraz przedstawiajac funkcje podcatkowa w postaci sumy szeregu
funkcyjnego Wyprowadzié WZOry:
a) 01 e D 3 fo eﬁ‘ﬁ = 7{—; (Wszystkie niezbedne twierdzenia zwigzane ze
zbieznoscia jednostajna ciagu funkcyjnego pojawily si¢ w poprzednim semestrze).
2.2 (TR, 6.3) Zalozmy, ze w przestrzeni X := [1,+oo[ wprowadzona zostata metryka:
0, z=uy, . .
d(z,y) = Y Zbadac, czy zbior A = [2,3[ jest otwarty badz do-

1 + z—y, X 7A y.
mkniety.
w7 (@,y) #(0,0)

2.3 Zbada¢ ciagglosé funkcji: a) f(x,y) =
0, (z,y) =(0,0).

2 2

z2—y? 0.0

b) flay) = 4 oo (&9) 7 (0.0

0, (z,y9)=(0,0).

2.4 (TR, 6.1) Zbadac, czy zbiory: A := U2, |5, 515], B =2, |-, 28] sq otwarte
badZ domkniete.

2.5 Zbada¢ czy funkcja f(z,y) := 2>+ 2y +In(x —y) jest ciagla na zbiorze: D := {(x,y) €
R?|z > y}.

2.6 (TR, 6.2) Zbada¢ czy zbior A := {(z,y) e R*|0 < 2®* + 2y +In(z —y) <4, z >y}
jest otwarty czy badz domkniety. (Zauwazamy, ze zbiér A to po prostu f~1(]0,4[),
gdzie f - funkcja z poprzedniego zadania).

2.7 (TR, 6.3) Zbadac, dla jakich wartosci parametru o € R zbior A := {x € Rlz = a™,n € N, }
jest zwarty:.

2.8 (TR, 6.4) W zaleznosci od wartosci parametréw a,b € R zbadaé¢ zwartosé zbioru:
A= {(z,y) € R*|az® + by* = 1}.

3. Wyktad 9.03
Pochodna funkcji ztozonej. Macierz pochodnych. Pochodne mieszane.
Cwiczenia:



3.1 Znalez¢ pochodne czastkowe funkeji: f(x,y) = arctg

3.2 Niech z = f($2 —3?). Udowodni¢, ze spetniona jest zalezno$c: %% + %g—; =0

$y2

224429 ) OJ 0 )
3.3 Zbada¢ rozniczkowalnosé funkeji: f(z,y) = “ 1Y (z,9) # (0,0)
0, (2,y)=1(0,0)

3.4 Zbadaé¢ rozniczkowalnosé funkcji: f(x,y) = /|zy|
3.5 Zbadaé¢ rézniczkowalnosé funkcji: f(x,y) = /23 + ¢°
3.6 Sprawdzi¢, ze funkcja f : R*\{0} — R spelnia réwnanie Laplace’a: A f = gz£+ay =0

jezeli: a) f(x,y) = =5z, b) f(z,y) = \/z +v/2* + 4% ¢) f(z,y) = sinzcoshy

3.7 (GC) Sprawdzi¢, ze jesli funkcja f : R? — R? spelnia rownanie Laplace’a Af =0, a

u,v: R? = R sq klasy C? i spelniajg rownania 2% — ay =0, gz + 22 =0, to funkcja

zlozona f:= fo (u,v) tez spelia rownanie Laplace’a.

3.8 (GC) W przestrzeni V := C([0, 1], R) okreslmy norme wzorem |[[v|| := sup;c(o 1 [v(¢)]-
Znalezé wzor na |[pochodna V,F(v) i zbada¢ rézniczkowalnosé odwzorowania F' :
V — V zdefiniowanego wzorem: (F(v))(t) := [3 v := [}(v(s))?ds

3.9 (F, I, 355) Niech y := f(z + at) + g(x — at) a - dowolna stala zas f, g - klasy C2.

Wykazaé, ze y spetlnia rownanie Py — 2%y

12 Oz
1 1 e 1
T ) c. T
3.10 (S, 137) Policzy¢ pochodna kierunkowa funkeji: ¢(zy, ..., zx) = vt a3 ... 2}
x’f‘l xg_l . :17],2_

w dowolnym punkcie p = (x1, 2o, ..., x) W kierunku wektora h = [1,1,...,1]

4. Wyklad 12.03

Wzér Taylora dla funkeji wielu zmiennych. Ekstrema i punkty stacjonarne.
Cwiczenia:

S .2 .
GC) Zapisa¢ rownanie 88—;2@ = vga—ﬁ w nowych zmiennych: n =z —vt, & = x + vt.

1 (
(moze studentom uda sie odgadngé rozwzqzame i podac interpretacje fizyczng?)
(

4.2 (GC) Niech f € C'(R?). Sprawdzi¢, ze 22 —yax 0<= 3, € C*(0,00]) : f(z,y) =
(2% +vy?). (w < podstawiamy, w = przechodzzmy do biegunowego)

3 (GC) Zapisa¢ operator: L(p) = A 8—%—’ we wspOtrzednych biegunowych.

o2
4 (GC) W obszarze Q := R := {(z,y) : © > 0,y > 0}. okreslamy nowe wspol-
rzedne: u = /ry, v = Y Wyrazic w tych Wspélrzqdnych wyrazenie L(f) :=
xQSi’; y2gyg =0 jesli f € C*(Q,R). (wychodzi —2u? v%‘% (LF). Moze komus uda
sie odgadnqé rozwigzanie?)

5. Wyktad 16.03
Wtasnosci pochodnej a odwracalnosé. Norma operatora liniowego cd. Zasada Banacha.
Odwzorowania $ciagajace. Gdyby byt czas: lemat potrzebny przy dowodzie twierdzenia z
wyktadu 10.
Cwiczenia:

5.1 (F) Znalez¢ najwicksza wartosé¢ funkeji u(x,y) = sinx +siny — sin(x +y) w trojkacie
ograniczonym osia x, osig y 1 prosta x + y = 2.
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5.2 (GC) Znalezé ekstremalne wartosci funkeji f(x,%) = (x4 y)e~ 3+ na zbiorze K :=
{(z,y) 12,20, z+y<1}

5.3 (F,GC) Dla danych a, b, ¢ > 0 znalez¢ x,y, z > 0 spetniajace warunek: z—z—l—g—z—i—i—; =1,
dla ktorych prostopadtoscian o wierzchotkach (fx, 4y, 4z) [wpisany w elipsoide o
potosiach a, b, ¢] ma najwieksza mozliwa objetosc.

5.4 (F,S) Wsrod trojkatow o danym obwodzie 2p znalezé taki, dla ktorego bryta obrotowa
powstala przez obrot dookota jednego z bokéw ma najwieksza objetosé

6. Wyktad 19.03
Twierdzenie o lokalnej odwracalnodci.
Cwiczenia:
6.1 (GC) Wyznaczy¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji f : R? — R okreslonej wzorem
f(z,y) :=sin(x + y) — sinx — siny. (czyli punkty siodlowe tez)
6.2 Znalezé¢ ekstrema funkcji: p(zy,...,2,) =21 + 2o+ -+ x, + % + % 4t %
6.3 Znalez¢ odlegtosé puntu A = (0,0, 0) od powierzchni okreslonej réwnaniem y = zz—3.
6.4 Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkecji f : R? — R? okreslonej wzorem:
P,y =
(x2+1)(y*+1)
7. Wyklad 23.03

Dokoniczenie tw. o lokalnej odwracalnosci. Funkcje uwiktane - wstep.
Cwiczenia:

7.1 (GC) Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji z : O — R okreslonej w obszarze
O :={(z,y) : z,y > 0} niejawnie rownaniem: F(x,y, z) := (z+2)(y+2) (1 + xiy) =38

7.2 (GC) Znalez¢ punkty krytyczne funkcji (z,y) — z(x, y) opisanej niejawnie rownaniem
62% — 7(2® — 3x)z + (2v + y)? = 20

7.3 (F) Rozwazmy funkcje H : R* — R3, H(x,y, z,t) := [v+y+z+t—10, 22 +y? + 2° +
t2 — 30,23 + 32 + 2% + 3 — 100], Warunek H = 0 okresla y, 2, ¢ jako funkcje zmiennej
x. Znalez¢ y'(xz) w punkcie (1,2,3,4)

8. Wyktad 26.03
Twierdzenie o funkcji uwiklanej. Ekstrema zwiazane — wstep.
Cwiczenia:

8.1 Parametryzacja: omowi¢ parametryzacje walca, sfery, torusa, spirali logarytmicznej,
jakies linii sSrubowej w R? ew. wstegi Moebiusa (materiaty Grzesia).

8.2 Niech M(x,y) = (x—1)*+ (y —2)?> — 1. Opisac i zinterpretowaé¢ geometrycznie zbior:
—J)|@ V2 v2y (4] _
T:= {{b] € R?, M'(1+%7,2+ %) {b] —0}
8.3 Wprowadzi¢ ,nieformalnie” pojecie przestrzeni stycznej (pelna definicja pojawi sie
pozniej na wykladzie) A potem: (GC) znalezé przekroj torusa
S :={i:(p—b)*+2% = a*},0 < a < b plaszczyzna styczna w punkcie 1y = (b—a, 0, 0).

9. Wyktad 30.03
Ekstrema zwiazane. Mnozniki Lagrange’a.
Cwiczenia:



10.

11.

12.

13.

9.1 (GC) Zbada¢ przy pomocy mnoznikow Lagrage’a punkty krytyczne funkcji f(z,y) =
2 na zbiorze K = {(z,y) : (v — 3)* + (y — 1)* < 2}, zbada¢ (badajac druga pochod-
na) typ jednego ze znalezionych punktow krytycznych. (Ze wzgledow dydaktycznych
staramy sie badac znak formy kwadratowej zwigzanej z drugq pochodng przy pomocy
wektorow stycznych, mimo, ze metoda wyznacznikowa czasami dziata).

T4y

— ha zbiorze

9.2 (GC) Znalez¢ minimum i maksimum funkcji f(x,y, 2) :=
K = {(az,y,z) 12 >0,z + Vat+y? < 1}.

9.3 (GC) Znalez¢ najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f(z) := x1x9+ 2324 na zbiorze
S = {x € R*: Z?Zl x? =1, z;+x=2(x3 +x4)}.

Wyktad 31.03
REZERWA - z zaleglosci moga byé ciggi funkcyjne lub catki niewlasciwe
Cwiczenia:

10.1 REZERWA
Wyktad 09.04

Roéwnania rézniczkowe. Problem Cauchy. Istnienie i jednoznacznosé rozwiazan dla rownan
I rzedu.
Cwiczenia:

11.1 Dokoriczenie zaleglych zadan na ekstrema

Wyktad 13.04
Dokoriczenie twierdzenia o jednoznacznosci. Odwzorowania zwezajace - przyktady.
Cwiczenia:

12.1 REZERWA

Wyktad 16.04

Roéwnania liniowe wyzszych rzedéw. Uktady réwnan liniowych, jednorodne, niejednorod-
ne. Jednoznacznosé. Rezolwenta. Rezolwenta. Rownania o staltych wspotczynnikach.
Cwiczenia: (Réwnania o zmiennych rozdzielonych)

2dz

13.1 (KW, 7.1) Rozwiaza¢ rownanie: x o

przez punkt (zg, yo).

= sin%. Zmnalez¢ rozwiazanie przechodzace

13.2 (GC) Rozwiaza¢ rownanie: % = %
13.3 (KW, 7.73) Znalez¢ réwnanie krzywej przechodzacej przez punkt (2,3), takiej, ze
kazdy odcinek stycznej do krzywej zawarty miedzy osiami ukladu wspoétrzednych

jest dzielony na potowe przez punkt stycznosci.

13.4 (KW, 7.74) Znalez¢ réwnanie krzywej przechodzacej przez punkt (2,0), takiej, ze
odcinek kazdej stycznej do tej krzywej zawarty miedzy punktem stycznosci i punktem
przeciecia z osia OY jest wielkoscig stata i wynosi 2.

13.5 (KW, 7.11) Do zaciskow zrodla o statym napieciu U w chwili ¢ = 0 zostaje podtaczo-
ny obwod zawierajacy kondensator o pojemnosci C' i opornik o oporze R (elementy
polaczono szeregowo). Wyznaczy¢ przebieg zmian natezenia pradu I(t) dla danego
obwodu wtaczonego do zrodta. Drugie prawo Kirchoffa: U = RI — %

13.6 (KW, 7.78) Rurka o staltym przekroju S i dtugosci [, szczelnie zamknieta, wypetniona
jest gazem o cisnieniu p. Wyznaczy¢ przebieg zmian cisnienia wzdluz rurki, jezeli
zamocowana prostopadle do osi obrotu (na jednym koncu) bedzie sie obracala w
plaszczyznie poziomej ze stala predkoscia katowa w.
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14. Wyktad 20.04

15.

16.

17.

Funkcje od macierzy. Wartosci wtasne. Wielomian charakterystyczny. Réwnania liniowe
o stalych wspoétezynnikach. Struktura rozwigzan. Przyktady - uktad réownan I-go rzedu,
oscylator harmoniczny ze wszystkim.

Cwiczenia:

14.1 (GC) Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania: a) ' = £ 4 cos®%, b) ¢/ = YIn||
(podstawiamy y = u(x)x)
14.2 (KW,11.1) Rozwiaza¢ réwnanie: y' +y + y?sin(z) = 0 (Bernoulli z = y'™" n =2)

14.3 (GC) Znalez¢ rozwiazanie ogolne x = x(t) > 0 rownania ti — 4x — t*\/x = 0

(
(
14.4 (GC) Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania: 3zy’y = 2y° + 3
14.5 (GC) ROZWlQZ&C rownanie: 2y’ = 22 +y' v = v(x)

(

14.6 (GC) y" = L(1+y? )2 (krzywa taricuchowa)

Wyktad 23.04

Przyktady - uktady réwnan I-go rzedu. Uzmiennianie statej, niejednorodnosci.
Cwiczenia: Rownania liniowe o statych wspotczynnikach. Wronskian. Baza rozwigzari.
Tw. Liouville’a.

15.1 (KW, 13.1) Rozwiaza¢ rownanie: 2y” — 5y’ — 3y = 0

(
15.2 (KW 13.3 ) Rozwigzac rownanie: 4y” + 12y’ + 9y = 0
15.3 (KW 13.4) Rozwiaza¢ rownanie: y” + 4y’ + 13y =0
(

15.4 (KW 13.38) W pewnym ruchu prostoliniowym przyspieszenie & jest proporcjonalne
do predkosci: a = 2v. Wyznaczy¢ réwnanie tego ruchu.

tsint

rObwnania: £ — 2z +2x = e
cost

15.5 (GC) Znalez¢ rozwigzanie ogolne dla t €] — 7, 7]

15.6 (GC) znalez¢ rozwiazanie ogolne rownania & — 3% + 22 = sin(e™") + te

Wyktad 27.04

Tw. Liouville’a — dokoniczenie, Wronskian — dokoniczenie, uzmiennianie statej — dokoncze-
nie.

Cwiczenia:

16.1 Znalez¢ rozwiazanie problemu Cauchy: & =y, y = —x+2y, 2 = v+22—w,w = r+w,
z(0) = 1,9(0) = 2,2(0) = 1,w(0) = 0.

16.2 Zmnalez¢ rozwiagzanie ogdlne uktadu réwnan:
T=5r—2y+dz,y=x+y+z+e,i=—4x+ 3y — 3=

16.3 (GJ, 267) Substancja A ulega rozpadowi na dwie substancje: P i Q). Predkos¢ tworze-
nia sie kazdej z nich jest proporcjonalna do ilosci nieroztozonej substancji A (wspot-
czynniki proporcjonalnosci: ky 1 ko). Znalezé zaleznosé ilosci x i y substancji P i @ od
czasu t, jezeli po uptywie godziny od chwili rozpoczecia procesu x i y sa odpowiednio
rowne %a i %a, gdzie a jest poczatkowa iloscia substancji A.

16.4 (GJ) (gdyby byto za duzo czasu:) Jaki ksztalt powinna mieé¢ powierzchnia zwierciadta
w reflektorze obrotowym, aby wszystkie promienie wychodzace ze zréodla $wiatta
umieszczonego w punkcie O na osi obrotu odbijaly sie od zwierciadta rownolegle do
tej osi.

Wyktad 30.04

Zbior miary zero w sensie Lebesgue’a. Wlasnosci zbior6w miary zero (funkcje ciagte,
pochodne). Kostki w RY. Podziaty. Calki na RY -wstep.

Cwiczenia:



18.

19.

20.

21.

17.1 (GC) Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe 2 dt3 — 2% 4 43 = 2¢% cos? %

12t _ 1
- B3

t

17.2 (GC) Dla t > 0 znalez¢ rozwiazanie ogolne x = x(t) rownania %7
. 1
znajac RSRJ: z1(t) = e,
17.3 Rozwiaza¢ réwnanie: (2t — %)% + (t* — 2)& — 2(t — 1)z = t? znajdujac najpierw jedno
RSRJ w postaci wielomianu.

Wyktad 4.05
Calki: dolna i gérna. Zwartosé. Definicja pokryciowa. Catkowalno$é w sensie Riemanna.
Cwiczenia:

18.1 Dokoriczenie zadan z réwnan rézniczkowych.

Wyktad 11.05
Twierdzenie Lebesgue’a. Twierdzenie Fubiniego.
Cwiczenia:

19.1 (F) Obliczy¢ catke [[, 25, gdzie P = [3,4] x [1,2].

19.2 (F) Obliczy¢ catke [[, lyz—ds)g, gdzie P = [0,1] x [0,1] (Warto przedyskutowaé
(14224

oba warianty kolejnosci catkowania).

19.3 (KW, 4.2) Obliczy¢ catke podwojna: [[,(2z + y — 1)ds, gdzie D jest obszarem
trojkata o wierzchotkach w punktach A(1, 1), B(5,3), C(5,5) (Warto przedyskutowaé
oba warianty kolejnosci catkowania).

19.4 (F, I11I; 114) Dowies¢, ze fol fol(xy)xyda: dy = fol yY dy.

19.5 (F) Obliczy¢ catke: K = [[,(z* + y)ds, A jest obszarem ograniczonym dwiema
parabolami: y = 2% i y* = x.

19.6 (F) Zmieni¢ porzadek catkowania w caltkach iterowanych:

o \/ 3—y?
fol dx 23x [z, y) dy, fol dyfﬁ " f(a,y) dy,

Wyktad 14.05
Twierdzenie o zamianie zmiennych. Przyktady dla prostych odwzorowan z RY w RY.
Cwiczenia:

20.1 (F,262) Obliczy¢ catke I = [[[ % po czworo$cianie V' ograniczonym plasz-

czyznami x =0, y=0, z=0, z4+y+z=1

20.2 (F, 327) Znalez¢ objetosé |T,| n-wymiarowego sympleksu:
T, ={xeR"2,>0,...,2, >0, z1+ax2+--+2,<h, h>0}

20.3 (GC) Odwracajac kolejnosé catkowania Wykazac ze:
f: dIn faﬂﬂn dxn,l Ce fax3 d.TQ fZQ f(l’l) dxl f f (b nﬂﬁ 1)!

Wyklad 18.05
REZERWA
Cwiczenia: (zamiana zmiennych+Jakobian)

21.1 (F, 160) Obliczy¢ pole ograniczone krzywa: (2 + y*)? = 2a?(2? — y?)

21.2 (F, 164) Znalez¢ pole figury ograniczonej parabolami:
y? = pr,y? = qr,2® = ay,2® = by, gdzie 0 < p < qoraz 0 < a < b
(wprowadzi¢ odpowiednie wspotrzedne krzywoliniowe w postaci dwdch rodzin parabol,
jakobian wynosi —3%)



22.

23.

24.

25.

26.

2
3
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21.3 (F) Znalez¢ pole asteroidy T3 + ys =a

21.4 (F, 301) Znalez¢ mase i okresli¢ potozenie srodka ciezkosci kuli: 22 + y? + 2% < (2a2)
. . _ k
przy rozktadzie mas: p(z,y, z) = W
Wyktad 21.05
Mapa i parametryzacja. Rozmaito$é. Krzywe na rozmaitosci. Wektor styczny.
Cwiczenia: (zamiana zmiennych+Jakobian)

22.1 Obliczyé¢ objetosé bryty uzyskanej z przeciecia kuli o réownaniu 22 + y? + 22 = r?

walcem o promieniu r o Srodku w punkcie (%T, 0,0). (Jest to tzw. bryta Vivianiego)
22.2 (GC) Dwa walce o jednakowym promieniu a > 0 (i nieskonczonej objetosci) prze-
nikaja sie wzajemnie tak, ze ich osie symetrii obrotowej przecinaja sie pod katem
¢ €]0, 7[. Oblicz objetos¢ wspodlnej czesci obu walcow.
22.3 (K, 5.36) Znalez¢ moment bezwladnosci stozka obrotowego o wysokosci h, promieniu
podstawy a i gestosci p wzgledem $rednicy podstawy.

Wyktad 25.05
Przestrzen styczna. Przestrzen rézniczkowan. Jednoforma.
Cwiczenia:

23.1 dokoniczenie catek

Wyktad 28.05
loczyn zewnetrzny. k-formy. Wiasnosci iloczynu zewnetrznego. Pochodna zewnetrzna.
Cwiczenia:

24.1 Dokoriczenie calek

Wyktad 1.06
Pochodna zewnetrzna cd. Transport formy. Pchniecia i cofniecia. Formy w R3.
Cwiczenia:
25.1 Czy zbior: M = {(x,y) ERZ: 22+ =9V %2 + %2 = 1} moze byc rozmaitoscia?
25.2 Czy zbior: M = {(z,y,2) € R® : x +y = 2°} jest rozmaitoscia? Znalezé baze dla

T(17071)M.
25.3 Wyrazi¢ we wspotrzednych cylindrycznych i sferycznych. formy z R3: oy = xdy—ydz,
zzdr+yzdy—(x2+y2)dz

$2+y2

25.4 U*w , jezeli ¥ : R3 3 (21, 29,73) > 1 + T2 + 23 +2 € R, w(y) = (1 +3*)dy .

09 =

25.5 Omoéwié pojecie iloczynu zewnetrznego 1—form w dziataniu na wektory tzn. wyra-

zenia typu <$dy A ydy, y% + :Ba%>

Wyktad 8.06

Bazy unormowane i nieunormowane. Gwiazdka Hodge’a Gradient, rotacja, dywergencja,
laplasjan.

Cwiczenia:

26.1 Majac dane 1-formy wy, ws, w3, wy:
wy = 20%dz+(x+y)dy, wy = —xdr+(x—2y)dy wz = 3dr+yzdy—(x*+1y*+2?)dz,
wy = y?zdr — xz2dy + (22 + 1)dz. Oblicz: wy A ws, w3 A wy, roézniczki zewnetrzne dw;,
sprawdz czy ddw; = 0



27.

28.

29.

30.

26.2 Niech f = 2?3z — 2xy2?, g = 2* + y* — 3z%. Znalezé grad(f) korzystajac z odpo-
wiedniosci 0—form i funkcji.

26.3 Znajdz rotacje ponizszych wektoréw korzystajac z odpowiedniosci wektoréw i 1—form:
A= (22%,2+y,0), B= (22 + 9% 2 — % 3x), C = (y?z, —xz,2x + 1),
D = (y*z,x + 2%, 2% — y).

26.4 Znajdz dywergencje ponizszych wektoréow korzystajac z odpowiedniosci wektorow i
2—form: A = (0,0,22 —y?), B = (2*> +y*, x — y* 3x), C = (2%yz, —2wyz, vyz>).
26.5 2. Znajdz U*w , jezeli (a) ¥ : R 3>z — (x,2% cosz) € R3,
WY1, y2,y3) = yrexp(—ya — yz)dy1 Adys 5 (b) ¥ R? 3 (w1, 22) — (1, 27129, 2129) €
R, w(y1,y2,y3) = yadya A dys + dyr A dys.

Wyktad 11.06
Gradient, rotacja, dywergencja, laplasjan cd. Illoczyn wewnetrzny.
Cwiczenia:

27.1 Wyprowadzi¢ wzor na gradient, rotacje i dywergencje (laplasjan) przy pomocy form
rozniczkowych

Wyktad 7777
Orientacja. Catkowanie form rézniczkowych. Catki krzywoliniowe.
Cwiczenia:

28.1 Policz |, ¢ @ dla podanych parametryzacji krzywych i form:
={(2t + 1,t?), 1<t<2}, ¢ =xdr+ dydy.
= {(cost,sint), 0<t< I}, ¢=06ay’de
{(12x —12z,2), 0<z <2}, ¢=>5zydr+ xdy.
{(e r), —1<z<1}, ¢=2aydx.
={( - +t+1,2 =22 +2t+1), 0<t<1}, ¢ =2zydr + z*dy, wybrac
prostszq parametryzacje krzywej C'.

QQQQQ

28.2 Znajdz calke z formy po zadanej objetosci fB )
B jest szescianem o wierzchotkach (0,0, 0), (0,0, 1), (0,1,0), (0,1, 1),
(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1) oraz ¢ = (1 + 22 — 2y)dz Ady N dz
B czedcig kuli 22 + 9% + 22 < 1dla z,y,2 > 0 oraz ¢ = xydxr Ady A dz.
B jest bryta ograniczona powierzchniami z = 22y? — 22 — %, 2 = —1
oraz ¢ = by*dx A dy A dz.

Wyktad 7777
Orientacja. Catkowanie form rézniczkowych.
Cwiczenia:

29.1 Wyprowadzi¢ wzor na gradient, rotacje i dywergencje we wspo6trzednych bisferycz-
10 0

l’lyCh (07 T, (b)? 9ij = (COShTa—2COSO')2 0 1 0
0 0 sin’c

29.2 Policzy¢ calke z formy o = zdy A dz — y*dz A dx + 2x2dz A dy po brzegu szeécianu
M :={(x,y,2) € R} 0 < x,y,2 < 1} oraz z formy 3 = da po M.

Tw. Stokesa.
Cwiczenia:



30.1 Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla: a) w =z +y, M = {(z,y) € R*|2? + 3> = 1,y > 0},
b) w = 2xdy + dx, M = {(x,y) € R*, |z —3] <3, |y| < 2,22 + 4932 > 4},
c) w=2%dy +y*de, M = {(z,y,2) e R3, 42’ +y* +22=4,2>0,y >0,z > 0}.
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