
Zad. 3.1. Niech 0 < a < b, 0 < p < q. Znale¹¢ pole �gury ograniczonej
parabolami o równaniach ay = x2, by = x2, px = y2, qx = y2. (Odp.: 1

3 (b −
a)(q − p))

Zad. 3.2. Zbada¢ zbie»no±¢ caªek

Γ(α) =

∫ ∞
0

xα−1e−xdx, α ∈ R

B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx, α, β ∈ R∫ 1

0

xα(lnx)βdx∫ ∞
1

xα(lnx)βdx

(Dwa ostatnie przykªady mo»na odpowiednim podstawieniem zamieni¢ na caªk¦
gamma.)

Zad. 3.3. Udowodni¢ zbie»no±¢ (w sensie Riemanna) caªki∫ ∞
0

sinx

x
dx

i rozbie»no±¢ caªki ∫ ∞
0

| sinx|
x

dx

Zad. 3.4. Zbada¢ zbie»no±¢ caªki∫ ∞
0

e−x sin2 xdx

(Jest rozbie»na; nale»y oszacowa¢ wkªad jaki do caªki daj¡ otoczenia punktów
x = nπ, i pokaza¢, ze te wkªady mo»na oszacowa¢ od doªu przez C√

n
.)

Zad. 3.5. Pokaza¢, »e ∫ ∞
0

x

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

1

n2

∫ ∞
0

x

ex + 1
dx =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2∫ 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=1

1

nn

(U»y¢ 1
ex−1 = e−x

1−e−x =
∑∞
n=1 e−nx, 1

ex+1 = e−x

1+e−x =
∑∞
n=1(−1)n−1e−nx, x−x =

e−x ln x =
∑∞
n=0

(−x ln x)n

n! .)

1



Zad. 3.6. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji

f(x, y) =

{
x3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla x = y = 0

f(x, y) =

{
1−cos(xy)
x4+y4 dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla x = y = 0

f(x, y) =

{
x ln(x2 + y2) dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla x = y = 0

Zad. 3.7. Znale¹¢ pochodne cz¡stkowe funkcji

f(x, y) = arctg
x

y

f(x1, . . . xn) =
1√

x21 + · · ·+ x2n

f(x, y, z) =
ax+ by + cz√
x2 + y2 + z2

, a, b, c ∈ R

Zad. 3.8. Znale¹¢ pochodne cz¡stkowe, zbada¢ ci¡gªo±¢ pochodnych cz¡st-
kowych, i zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji

f(x, y) =

{
x3y
x2+y4 dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla x = y = 0

f(x, y) =

{
1−cos(xy)

xy dla x 6= 0 ∧ y 6= 0

0 dla x = 0 ∨ y = 0

f(x, y) =
√
|xy|

f(x, y) = 3
√
x3 + y3

2


