
Zad. 4.1. Obliczy¢ pochodne kierunkowe funkcji i pokaza¢, »e s¡ one moc-
nymi pochodnymi (norma w przestrzeniach jest norm¡ euklidesow¡ lub norm¡
supremum):

� f : Rn → R, f(u) = uTAu, gdzie A jest ustalon¡ macierz¡

� L : C∞([0, 1])→ R, L(u) =
∫ 1

0

(
(u′(x))2 − u(x)2

)
dx

� f : C([0, 1])→ C([0, 1]), (f(u))(t) =
∫ t

0

(
u(x)2

)
dx

� f :Mn×n(R)→ R, f(A) = tr(A2)− (trA)2

Zad. 4.2. Sprawdzi¢, »e podane funkcje speªniaj¡ równanie ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = 0.

� f(x, y) = x
x2+y2

� f(x, y) =
√
x+

√
x2 + y2

� f(x, y) = sinx cosh y

Zad. 4.3. Pokaza¢, »e funkcja f(x, t) = u(x + at) + v(x − at), gdzie

u, v ∈ C2(R), a ∈ R speªnia równanie ∂2f
∂t2 − a

2 ∂2f
∂x2 = 0.

Zad. 4.4. Pokaza¢, »e je±li funkcja f(x, y) speªnia równanie ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = 0,

to funkcja g(r, ϕ) = f(r cosϕ, r sinϕ) speªnia równanie ∂2g
∂r2 + 1

r
∂g
∂r + 1

r2
∂2g
∂ϕ2 = 0

Zad. 4.5. Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f(x, y) = sinx +
sin y − sin(x + y). Znale¹¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ tej funkcji na
trójk¡cie ograniczonym osi¡ OX, osi¡ OY, i prost¡ x+ y = 2π.

Zad. 4.6. Znale¹¢ odlegªo±¢ punktu (0, 0, 0) od powierzchni w R3 o równa-
niu z = xy − 3 (metryka euklidesowa).

Zad. 4.7. Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : Rn
+ → R,

f(x1, . . . xn) = x1 · x2 · · · · · xn + 1
x1

+ 2
x2

+ . . . n
xn

.
Zad. 4.8. Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : Rn → R,

f(~x) = ~a·~x
1+|~x|2 (~a: ustalony wektor, standardowy iloczyn skalarny).
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