
Zad. 5.1. Wyprowadzi¢ wzór na laplasjan we wspóªrz¦dnych sferycznych

w trzech wymiarach.

Zad. 5.2. U»ywaj¡c wspóªrz¦dncych biegunowych pokaza¢, »e funkcja

f ∈ C1(R2) speªnia równianie

x
∂f

∂y
− y ∂f

∂x
= 0

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g ∈ C1(]0,∞[) taka, »e f(x, y) =
g(x2 + y2).

Zad. 5.3. Niech f(~x) = 1
|~x|α . Znale¹¢, dla jakiej warto±ci α funkcja f

speªnia równanie Laplace'a w przestrzeni n-wymiarowej.

Zad. 5.4. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji z(x, y) zadanej nie-

jawnie równaniem

6z3 − 7(x3 − 3x)z + (2x+ y)2 − 20 = 0

Zad. 5.5. Niech H : R4 → R3, H(x, y, z, t) = (x+ y + z + t− 10, x2 + y2 +
z2 + t2 − 30, x3 + y3 + z3 + t3 − 100). Niech funkcje x(t), y(t) i z(t) b¦d¡ takie,

»e x(1) = 2, y(1) = 3, z(1) = 4 oraz H(x(t), y(t), z(t), t) = 0. Znale¹¢ x′(1),
y′(1) oraz z′(1).

Zad. 5.6. Omówi¢ parametryzacj¦ walca, sfery, sto»ka, torusa, ogólnej po-

wierzchni obrotowej, ewntualnie powierzchni ±rubowej i wst¦gi Möbiusa.

Zad. 5.7. Omówi¢ parametryzacj¦ pªaszczyzny stycznej do powierzchni

zadanej parametryzacj¡. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej b¦d¡cej przekrojem

torusa (
√
x2 + y2 − b)2 + z2 = a2 pªaszczyzn¡ styczn¡ do niego w punkcie

(b− a, 0, 0).
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