
Zad. 7.1. Zapisa¢ w postaci caªki iterowanej caªk¦
∫
D
f(~x)dnx, gdzie

a. D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}
b. D = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 ≤ 1}
c. D ⊂ R3 jest obszarem ograniczonym pªaszczyznami x = 0, y = 0, z = 0,
x+ y + z = 1
d. D = {(x, y, z, t) ∈ R4 : |x|+ |y| ≤ |z|+ |t| ≤ 1}

Zad. 7.2. Zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania w caªkach iterowanych

a.
∫ 1

0
(
∫ 3x

2x
f(x, y)dy)dx

b.
∫ 1

0
(
∫√3−y2

y2/2 f(x, y)dy)dx

Zad. 7.3. Obliczy¢ caªki

a.
∫∫

D
1

(x+y)2 dxdy gdzie D = [3, 4]× [1, 2]

b.
∫∫

D
y

(1+x2+y3)
3
2
dxdy gdzie D = [0, 1]× [0, 1]

c.
∫∫

D
(2x + y − 1)dxdy gdzie D jest trójk¡tem o wierzchoªkach (1, 1), (5, 3) i

(5, 5)
d.
∫∫∫

D
1

(1+x+y+z)3 dxdydz, gdzie D ⊂ R3 jest obszarem ograniczonym pªasz-

czyznami x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1

Zad. 7.4. Znale¹¢ obj¦to±¢ n-wymiarowego symplexu:

Tn = {~x ∈ R2 : x1, . . . xn ≥ 0, x1 + · · ·+ xn ≤ 1}

Zad. 7.5. Zamieniaj¡c kolejno±¢ caªkowania, pokaza¢, »e

a.
∫ b

a

( ∫ xn

a
. . .
( ∫ x3

a

( ∫ x2

a
f(x1)dx1

)
dx2
)
. . . dxn−1

)
dxn =

∫ b

a
f(x) (b−x)n−1

(n−1)! dx

Zad. 7.6. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne biegunowe, obliczy¢ pole obszaru w

R2 ograniczonego krzyw¡ o równaniu (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2).

Zad. 7.7. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne t = x2/y, u = y2/x, obliczy¢ pole

obszaru w R2 ograniczonego parabolami ay = x2, by = x2, px = y2, qx = y2,
gdzie 0 < a < b, 0 < p < q.

Zad. 7.8. Znale¹¢ poªo»enie ±rodka masy jednorodnej czaszy kulistej

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≤ a}, gdzie |a| < R.

Zad. 7.9. Znale¹¢ mas¦ i poªo»enie ±rodka masy kuli x2+y2+(z−R)2 ≤ R2

o g¦sto±ci ρ(x, y, z) = c√
x2+y2+z2

.
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