
Seria 1.: Zadania z równa« ró»niczkowych

1.1. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne podanego równania ró»niczowego o zmien-
nych rozdzielonych. Nast¦pnie znajd¹ równie» rozwi¡zanie zagadnienia Cau-
chy'ego z warunkiem pocz¡tkowym x(2) = −1 i okre±l najwi¦kszy przedziaª
zawieraj¡cy punkt t0 = 2, na którym znaleziona funkcja pozostaje rozwi¡za-
niem równania ró»niczkowego.
a. dx

dt = x
2t

b. dx
dt = − t

x

c. dx
dt = x2

d. dx
dt = x2 + 1

1.2. Za pomoc¡ podstawienia x(t) = ty(t) sprowad¹ podane równania jedno-
rodne do równa« o zmiennych rozdzielonych. Nast¦pnie post¦puj jak w zadaniu
1. (W przykªadzie c. mo»na zostawi¢ rozwi¡zanie w postaci uwikªanej, bo od-
wikªanie warunku wymaga u»ycia funkcji W Lamberta; odwikªanie tylko dla
ch¦tnych.)
a. dx

dt = x
t + t

x

b. dx
dt = 2− x2

t2

c. dx
dt =

√
x2+t2

t

1.3. Znajd¹ rozwi¡zania ogólne równia« liniowych z niejednorodno±ci¡, roz-
wi¡zuj¡c najpierw równanie bez niejednorodno±ci, a nast¦pnie "uzmienniaj¡c
staª¡".
a. dx

dt = −αx+ sin(ωt), α, ω > 0

b. dx
dt = 1

2tx+ t2

1.4. Znajd¹ warunek, jaki musi speªnia¢ funkcja f : R → R aby jej wykres
na pªaszczy¹nie R2 przecinaª prost¡ y = ax w punkcie (x0, y0), y0 = ax0 pod
k¡tem prostym. Znajd¹ warunek, jaki jaki musi ta funkcja speªnia¢, by jej wy-
kres we wszystkich punktach tworzyª z prostymi y = ax, a ∈ R k¡ty proste (ten
warunek powinien by¢ równaniem ró»niczkowym na funkcj¦ f). Znajd¹ ogólne
rozwi¡zanie tego równania, znajduj¡c w ten sposób rodzin¦ krzywych prostopa-
dªych w ka»dym punkcie do rodziny prostych y = ax.

1.5. Post¦puj¡c podobnie jak w zadaniu 4., znajd¹ rodzin¦ krzywych pro-
stopadªych w ka»dym punkcie do rodziny parabol o równaniach y = ax2.

1.6. Znajd¹ funkcj¦ f : R → R taka, »e f(0) = 0 oraz zwierciadªo o ksztaªcie
danym przez wykres funkcji f skupiaªoby równolegª¡ wi¡zk¦ ±wiatªa padaj¡c¡
"z góry"w jednym punkcie (0, a) a > 0. W tym celu nale»y znale¹¢ warunek,
jaki musi speªnia¢ funkcja f , aby k¡t padania ±wiatªa na zwierciadªo w punckie
(x0, f(x0)), byª równy po»¡danemu k¡towi odbicia, wyznaczonemu przez prost¡
ª¡cz¡c¡ punkt (0, a) z punktem (x0, f(x0)).
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1.7. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadów równa« liniowych:
a. dx

dt = 3x− y, dy
dt = 2x

b. dx
dt = y, dy

dt = −x+ 2y

c. dx
dt = 3x− y + z, dy

dt = 2x+ 2z, dz
dt = −x+ y + z

1.8. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadów równa« liniowych z niejednorodno-
±ci¡:
a. dx

dt = 5x− 2y + 4z, dy
dt = x+ y + z + et, dz

dt = −4x+ 3y − 3z

b. dx
dt = x− 2y + et, dy

dt = −x+ 2y + e−t

1.9. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne równania liniowego drugiego stopnia z nie-
jednorodno±ci¡:

d2x

dt2
= −γ

dx

dt
− ω2

0x+ sin(ω1t), γ > 0, ω0, ω1 ∈ R

1.10. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne poni»szego równania, wiedz¡c, »e jednym z
rozwi¡za« równania jednorodnego jest x1(t) = e

1
t :

t2
d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+

1− 2t

t2
x =

1

t3
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