
Seria 2.: Rozmaito±ci ró»niczkowe

2.1. Rozwa» jednostkow¡ sfer¦ dwuwymiarow¡ S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +
y2 + z2 = 1} oraz odwzorowania

ϕ1 : S2 \ {(0, 0, 1)} ∋ (x, y, z) 7→
( x

1− z
,

y

1− z

)
∈ R2,

ϕ2 : S2 \ {(0, 0,−1)} ∋ (x, y, z) 7→
( x

1 + z
,

y

1 + z

)
∈ R2.

Wyka», »e te odwzorowania tworz¡ na sferze S2 atlas klasy C∞, nadaj¡c jej
struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej.

2.2. Rozwa» przestrze« ilorazow¡ RP2 = (R3 \ {(0, 0, 0)})/ ∼ gdzie relacja
∼ jest zde�niowana jako

x⃗ ∼ y⃗ ⇔ ∃λ ∈ R : x⃗ = λy⃗

oraz odwzorowania

ϕ̂1 : {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x1 ̸= 0} ∋ [(x1, x2, x3)]∼ 7→
(x2
x1
,
x3
x1

)
∈ R2,

ϕ̂2 : {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x2 ̸= 0} ∋ [(x1, x2, x3)]∼ 7→
(x1
x2
,
x3
x2

)
∈ R2,

ϕ̂3 : {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x3 ̸= 0} ∋ [(x1, x2, x3)]∼ 7→
(x1
x3
,
x2
x3

)
∈ R2.

Wyka», »e te odwzorowania tworz¡ na S2 atlas klasy C∞, nadaj¡c jej struktur¦
rozmaito±ci ró»niczkowej.

2.3. Rozwa» odwzorowanie

π : S2 ∈ (x, y, z) 7→ [(x, y, z)]∼ ∈ RP2

Wyka», »e jest to odwzorowanie klasy C∞, przy strukturach ró»niczkowych na
S2 i RP2 zde�niowanych jak w powy»szych zadaniach.

2.4. Rozwa» rozmaito±¢ M = {(x, y, z) ∈ S2 : x > 0}, sparametryzowan¡ na
dwa sposoby:

ψ1 : {(t, s) ∈ R2 : t2 + s2 < 1} ∋ (t, s) 7→ (
√
1− t2 − s2, t, s) ∈M,

ψ2 :]0, π[×]− π

2
,
π

2
[∋ (θ, φ) 7→ (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ∈M.

Te parametryzacje wyznaczaj¡ w ka»dym puncie p ∈ M wektory: ∂
∂t (styczny

do krzywej staªego s), ∂
∂s (styczny do krzywej staªego t), ∂

∂θ (styczny do krzywej

staªego φ), ∂
∂y (styczny do krzywej staªego θ). Wyra¹ wektory ∂

∂t ,
∂
∂s w bazie

wektorów ∂
∂θ ,

∂
∂φ i vice wersa.
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Rozwa» zanurzenie ι : M → R3 i wyra¹ wektory ι∗ ∂
∂t , ι

∗ ∂
∂s , ι

∗ ∂
∂θ , ι

∗ ∂
∂φ w bazie

wektorów ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z (stycznych do linii staªych wspóªrz¦dnych kartezja«skich

w R3).

2.5. Rozwa» M = S2 \ {(x, y, z) ∈ S2 : (y = 0) ∧ (x ≥ 0)} z parametryzacj¡

ψ :]0, π[×]0, 2π[∋ (θ, φ) 7→ (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ∈M

de�niuj¡c¡ w ka»dym punkcie M wektory ∂
∂θ i ∂

∂φ . Niech

f :M ∋ (x, y, z) 7→
( x

1 + z
,

y

1 + z

)
∈ R2.

Wyra¹ wektory f∗ ∂
∂θ , f

∗ ∂
∂φ w bazie wektorów ∂

∂x ,
∂
∂y stycznych do R2.

Dwie skªadowe odwzorowania ψ−1 : M →]0, π[×]0, 2π[ rozdzielmy jako osobne
funkcje θ :M →]0, π[, φ :M →]0, 2π[. Wyra¹ formy f∗dx, f∗dy za pomoc¡ form
dθ i dφ.

2.6. NiechM = {(sinhα cosφ, sinhα sinφ, coshα) : α ∈ R, φ ∈]0, 2π[}, a od-
wzoranie ι b¦dzie zanurzeniemM w R3. Funkcje α :M → R oraz φ :M →]0, 2π[
s¡ odpowiadaj¡cymi powy»szej parametryzacji wspóªrz¦dnymi na M . Rozwa»
formy dx, dy, dz, g = dx⊗dx+dy⊗dy+dz⊗dz, η = dx⊗dx+dy⊗dy−dz⊗dz,
i wyra¹ ι∗dx,ι∗dy,ι∗dz, ι∗g i ι∗η za pomoc¡ dα i dφ.

2.7. Rozwa» formy na R3: ω1 = xdy− ydx,ω2 = ydz− zdy,ω3 = zdx− xdz.
Oblicz ω1 ∧ ω2, ω2 ∧ ω3, ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 i ω1 ∧ ω2 ∧ ω1.

2.8.Wyra¹ formy dx, dy, dz, form¦ metryczn¡ g = dx⊗dx+dy⊗dy+dz⊗dz
i form¦ obj¦to±ci vol = dx ∧ dy ∧ dz na R3 we wspóªrz¦dnych cylindrycznych i
we wspóªrz¦dnych sferycznych.

2.9. Niech g i vol b¦d¡ jak z poprzedniego zadaniu. Dla dowolnych wektorów
A i B stycznych do R3, niech α = g(·, A) i β = g(·, B), czyli niech b¦d¡ takimi
jednoformami, »e dla dowolnego wektora v:

v⌟α = g(v,A), v⌟β = g(v,B).

Niech C b¦dzie wektorem takim, »e

C⌟vol = α ∧ β

Przeprowadzaj¡c rachunki w ukªadzie kartezja«skim wyka», »e C jest iloczynem
wektorowym wektorów A i B. Nast¦pnie przeprowad¹ rachunki równie» w ukªa-
dzie sferycznym (otrzymuj¡c wzór na iloczyn wektorowy w tych wspóªrz¦dnych).
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