Seria 2.: Rozmaitosci rozniczkowe

2.1. Rozwaz jednostkowa sfere dwuwymiarowa S? = {(z,y,2) € R3 : 22 +
y? + 22 = 1} oraz odwzorowania

é1:S*\ {(0,0,1)} > (z,y,2) — (%, 122) € R?,
G2 S\ {(0,0. -1} 5 (2.9.2) = (155 705) € B

Wykaz, ze te odwzorowania tworzg na sferze S? atlas klasy C*°, nadajac jej
strukture rozmaitosci rézniczkowe;j.

2.2. Rozwaz przestrzen ilorazowa RP? = (R3\ {(0,0,0)})/ ~ gdzie relacja
~ jest zdefiniowana jako

T~y & AAeER:Z=M\y
oraz odwzorowania

b {[(x1, 29, 23)]~ € RP?: 21 # 0} 2 [(z1, 72, ¥3)]~ (z—?, i—i’) € R?,

b+ {[(w1, w2, 23)] € RP? : @y #£ 0} 3 [(21, 72, 23)] 0 > (o2, 22) € R,
T2 T2
4133 A[(x1, 29, 23)]~ € RP?: 225 # 0} 3 [(x1, T2, 23)]~ = (ﬂ, E) € R2.

T3 I3

Wykaz, ze te odwzorowania tworza na S? atlas klasy C°, nadajac jej strukture
rozmaitosci rézniczkowe;.

2.3. Rozwaz odwzorowanie
T8 € (2,9,2) > [(2,9,2)]~ € RP?

Wykaz, ze jest to odwzorowanie klasy C*°, przy strukturach rézniczkowych na
S? i RP? zdefiniowanych jak w powyzszych zadaniach.

2.4. Rozwaz rozmaito§¢ M = {(z,y,z) € S? : x > 0}, sparametryzowana na
dwa sposoby:

Y1 {(t,s) ER*:t* + 52 <1} 2 (,8) = (V1 —12 — 52, 1,8) € M,
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Te parametryzacje wyznaczaja w kazdym puncie p € M wektory: % (styczny
do krzywej stalego s), % (styczny do krzywej statego t), % (styczny do krzywej
statego ), 0% (styczny do krzywej statego 0). Wyraz wektory %, % w bazie

g :]0, [ X] — [ (0,¢) — (sinf cos ¢, sin O sin p, cosf) € M.

. 9 8 s ...
wektorow 7, 5, 1 vice wersa.



Rozwaz zanurzenie ¢ : M — R3 i wyraz wektory L*%, L*%, L*%, L*% w bazie

wektorow 2, 2 9 (stycznych do linii statych wspotrzednych kartezjanskich

oz’ dy’ 0z
w R3).
2.5. Rozwaz M = S\ {(z,9,2) € S?: (y = 0) A (x > 0)} z parametryzacja
¥ :]0, [x]0,27w[> (0, ¢) — (sin 6 cos @, sin O sin @, cos ) € M
definiujaca w kazdym punkcie M wektory % i %. Niech

x Y 2
M R=.

Wyraz wektory f*%, f *% w bazie wektoréow %, 6% stycznych do R2.

Dwie sktadowe odwzorowania ¢! : M —]0, 7[x]0, 27| rozdzielmy jako osobne
funkcje 6 : M —)0, [, p : M —]0, 27[. Wyraz formy f.dz, f.dy za pomoca form
dé i de.

2.6. Niech M = {(sinh v cos , sinh asin ¢, cosh ) : o € R, ¢ €]0, 27[}, a od-
wzoranie ¢ bedzie zanurzeniem M w R3. Funkcje o : M — R oraz ¢ : M —]0, 27|
sa odpowiadajacymi powyzszej parametryzacji wspotrzednymi na M. Rozwaz
formy dz, dy, dz, g = de®dzr+dy®dy+dz®dz, n = dz@dzr+dy®@dy —dz®dz,
i wyraz t.dx,i,dy,i.dz, t4g i 14 za pomocy da i de.

2.7. Rozwaz formy na R3: wy = zdy — ydz,w; = ydz — zdy,ws = zdz — 2dz.
Oblicz w1 A ws, wo Aws, w1 Aws Aws 1wy Aws Awi.

2.8. Wyraz formy dz, dy, dz, forme metryczng g = de®@dzr+dy®@dy+dz@dz
i forme objetosci vol = dz A dy A dz na R? we wspoétrzednych cylindrycznych i
we wspoélrzednych sferycznych.

2.9. Niech g i vol beda jak z poprzedniego zadaniu. Dla dowolnych wektoréw
A'i B stycznych do R?, niech a = g(-, A) i 8 = g(-, B), czyli niech bedg takimi
jednoformami, ze dla dowolnego wektora v:

vaa = g(v, A), vaf = g(v, B).
Niech C' bedzie wektorem takim, ze
Cavol=aAp

Przeprowadzajac rachunki w uktadzie kartezjaniskim wykaz, ze C' jest iloczynem
wektorowym wektoréw A i B. Nastepnie przeprowadz rachunki rowniez w ukla-
dzie sferycznym (otrzymujac wzor na iloczyn wektorowy w tych wspohrzednych).



